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Bu tezin birinci boliimiinde, arastirmanin amaci ve déneminden bahsedilmistir.
Ikinci béliimde, bu caligmanin amacima uygun olarak literatiir dzeti sunulmustur.
Ucgiincii boliimde, bu ¢alismada kullanilan materyal ve yontem agiklanmistir.

Doérdiincii boliimde, proksimal relator uzaylari ile ilgili baz1 temel bilgiler
verilmigtir.

Besinci boliimde, yaklasimli cebirsel yapilar ile ilgili bazi sonuglar
incelenmistir.

Altinct  boliimde, yakin halkalar ile ilgili bazi1 temel o6zelliklerden
bahsedilmistir.

Yedinci bolimde, gamma halkalar ve yaklagimli gamma halkalar ile ilgili
bazi sonuglar incelenmistir.

Sekizinci boliimde, bir yaklagimli gamma halka 6rnegi verilmis, yaklagimli
gamma-yakin halka kavrami tanimlanmig ve bazi 6zgiin sonuglar sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Proksimal relator uzay; Yaklasimli grup; Yaklasimlh
halka; Yakin halka; Gamma halka
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In the first chapter of this thesis, the aim and importance of the thesis are
mentioned. In the second chapter, a summary of the literature is presented in
accordance with the purpose of this thesis. In the third chapter, the material and
method used in this thesis are explained.

In the fourth chapter, some basic informations given about proximal relator
spaces. In the fifth chapter, some results related to approximately algebraic structures
are examined.

In the sixth chapter, the basic characteristics of near rings are mentioned.

In the seventh chapter, some results related to gamma rings and
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1. GiRiS Mehmet GURBUZCAN

1. GIRIS

Yaklasimli cebirsel yapilar teorisi, goriintii analizi veya smiflandirma
problemleri gibi diger akademik arastirma konular1 i¢in etkili calisma imkani sunan
onemli bir teoridir.

Bu tezin amaci, yaklasimli gruplar ve yaklagimli halkalar gibi yaklagimli
cebirsel yapilart incelemek ve bu konu ile ilgili kaynaklar1 dikkate alarak, yeni
yaklagimli cebirsel yapilar elde etmektir. Bu sebeple birinci asamada gamma halka
kavrami ele alinarak genellestirilen yaklasimli gamma halkalar arastirilmis ve ikinci
asamada yakin-halka kavrami g6z Oniinde tutularak proksimal relator uzayinda
yaklagimli gamma halka kavramini genellestirmek hedeflenmistir.

Bu tezin birinci boliimiinde, arastirmanin amaci ve déneminden bahsedilmistir.
Ikinci boliimde, bu tezin amacina uygun olarak literatiir dzeti sunulmustur. Ugiincii
boliimde, bu tezde kullanilan materyal ve yontem agiklanmistir. Dordiincii boliimde,
proksimal relator uzaylar ile ilgili baz1 temel bilgiler verilmistir. Besinci bdliimde,
yaklasimli cebirsel yapilar ile ilgili baz1 sonuglar incelenmistir. Altinci bdliimde,
yakin halkalar ile ilgili bazi temel 6zelliklerden bahsedilmistir. Yedinci boliimde,
gamma halkalar ve yaklasimli gamma halkalar ile ilgili baz1 sonuglar incelenmistir.
Sekizinci boliimde, bir yaklasimli gamma halka 6rnegi verilmis, yaklasimli gamma-

yakin halka kavrami tanimlanmis ve bazi 6zgiin sonuglar sunulmustur.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

Klasik baginti kavrami kullanilarak, birbiri ile iligkili olan elemanlarin
ozellikleri ¢ok daha kolay bir sekilde incelenebilir. Bir kiime iizerinde birden fazla
baginti tanimlanabilir. X bostan farkli bir kiime olmak {tizere, X {izerinde

tanimlanan bagintilarin kiimesine bir relator denir.

Proksimiti bagintisi ilk olarak 1952 yilinda Efremovic tarafindan daha ¢ok
geometrik ve topolojik bazi kavramlarin belirlenmesi i¢in tanimlanmistir [1].
Proksimiti bagintisinda temel diislince iki elemanin veya iki kiimenin yakinliginin
belli ozellikler dikkate alinarak incelenmesidir. Bu diisiince dogrultusunda yakin

(proksimal) kiimeler iizerinde bir¢ok topolojik arastirmalar yapilmistir [2-4].

X kiimesi tizerinde tanimlanan proksimiti bagmtilarin kiimesi R olmak

lizere, (X,RS) ikilisi bir proksimal relator uzayi olarak adlandirilir [5]. Efremovic

proksimiti [1], Lodato proksimiti [3] gibi farkli proksimiti bagintilar1 tanimlanmaigtir.

2013 te Naimpally ve Peters tarafindan tanimsal Efremovic proksimiti,
tanimsal Lodato proksimiti bagintilart tanimlanmigtir [4]. Tanimsal proksimiti
bagintilari, konumu ve 06zellikleri olan algilanabilir soyut olmayan noktalardan
olusan kiimeler {izerinde tanimlanmistir. Mesela dijital goriintiiler piksellerden
olugmaktadir. Her bir piksel, konumu ve renk koduna karsilik gelen ¢ikarim
fonksiyonlar1 ile birlikte soyut olmayan bir nokta olarak dikkate alinabilir. Soyut
olmayan her bir elemanin 6zelliklerini temsil eden reel degerli ¢ikarim fonksiyonlari
kullanilarak nesnelerin biligsel olarak algilanmasi gerceklesmis olur. Bdylece
elemanlarin ortak 6zellikleri g6z 6niinde tutularak tanimsal anlamda yakinliklarindan
bahsedilebilir. Tanimsal proksimiti bagintilar1 dikkate alinarak bazi aragtirmalar

yapilmistir [5-7]. X kiimesi iizerinde tanimlanan proksimiti bagntilar1 yerine

tanimsal proksimiti bagintilari ele alinirsa (X,R%) ikilisine bir tanimsal proksimal

relator uzayi denir.
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Proksimiti bagintilar kullanilarak olusturulan cebirsel yapilar ile ilgili
calismalar 2017 yilinda baglamistir [8]. Proksimal relator uzayinda cebirsel yapilar,
temel olarak bu uzay iizerinde tanimlanan ikili islem ve alt kiimelerin proksimiti
bagintisi ile belirlenen tanimsal iist yaklasimlar1 dikkate alinarak olusturulur. 2017 de
Inan tarafindan tanimsal iist yaklasimin baz1 6zellikleri, yaklasimli (approximately)
yari-gruplar ve yaklasimli yari-gruplarda idealler verilmistir [8]. 2018 ve 2019 da
yaklagimli gruplar, alt yaklasimli gruplar ve yaklagimli grup homomorfizmalar1 inan
tarafindan tanimlanmis ve bu kavramlarla ilgili 6rnekler incelenmistir [9,10]. 2019
yilinda yaklasimli gamma yari-gruplar Ugkun ve Inan tarafindan verilmistir [11].
Ayrica yaklagimli halkalarin, yaklasimli halkanin ideallerinin ve yaklasimli halka

homomorfizmalarinin bazi temel 6zellikleri arastirilmis ve 6rnekler verilmistir [12].

Yakin-halkalar ile ilgili ilk ¢aligma, 1905 yilinda Dickson [13,14] taratindan
aksiyomatik olarak verilmistir. Dickson tarafindan bir tarafli dagilma 6zelligine sahip
cisimlerin varlig1 gosterilmis ve bu tiir cisimler yakin-cisim olarak adlandirilmistir.
Yakin-halka kavrami ilk defa 1936 yilinda Zassenhaus [15] tarafindan kullanilmis ve

biitlin sonlu yakin-cisimler belirlenmistir.

Nobusawa [16], halka kavramindan daha genel olan gamma halka kavramin
tanimlamigtir. Daha sonra Barnes, Nobusawa anlaminda gamma halkanin
tanimindaki kosullar1 biraz zayiflatmis ve gamma halka kavramini yeniden
tanmmlamigtir [17]. Bir¢ok matematik¢i gamma halkasinin yapisini incelemeye
devam etmis ve halka teorisindeki sonuglar ile ilgili olarak bazi1 genellestirmeler elde

etmistir [18,19].

Ucgkun [20], yaklagimli halka kavramindan daha genel olan yaklagimli gamma
halka kavramini tanimlamistir. Ayrica yaklasimli gamma ideallerin, yaklasimli zay1f
kalan smmiflarin  yaklasimli  gamma  halkasmin  ve yaklasimli gamma

homomorfizmalarin bazi temel 6zelliklerini arastirmistir.
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Bu tezde yaklasimli gamma halkalar incelenmis ve yakin-halka kavrami goz
oniinde tutularak proksimal relator uzayinda yaklasimli gamma halka kavrami

genellestirilmistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Yakin halkalar, gamma halkalar ve yaklagimli halkalar ile ilgili olarak temin
ettigimiz kitaplar ve makaleler, mevcut bilimsel yontemler kullanilarak incelenmistir.
Tez calismamizin amacina uygun olarak veriler bir araya getirilmis ve Ozgiin

sonuclar elde edilmistir.
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4. TEMEL KAVRAMLAR

4.1 Proksimal Relator Uzay

Proksimiti bagintisi ilk olarak 1952 yilinda Efremovic tarafindan tanimlanmistir [1].
Proksimiti bagintilarinin ele alinmasindaki temel diisiince, iki elemanin veya iki
kiimenin yakinliginin incelenmesi olmustur. Bu diislince dogrultusunda yakin
(proksimal) kiimeler tizerinde bir¢ok arastirma yapilmistir. Bu boliimde Efremovic
proksimiti, Lodato proksimiti ve tanimsal proksimiti bagintilar1 dikkate alinmis ve

bazi temel Ozellikler verilmistir [2-5].

Tanmim 4.1.1 X bostan farkli bir kiime olsun. X {iizerinde tanimlanan bagmtilarin

ailesine bir relator denir ve R ile gosterilir. (X,R) ikilisine de bir relator uzay

denir.

Tanmim 4.1.2 5, P(X) lizerinde tanimlanan bir baginti olsun. Asagidaki 6zellikler

saglanirsa 0 bagintisina bir Efremovic proksimiti bagintist denir:

1) AOB = BOA,
2) AB=A=0 ve B,

ANBzJd = ASB,

5

xjo{y} e x=y,

6) AOB = JE < X dyle ki ASE ve E°9B (Efremovic aksiyomu).

(
(2)

(3)

(4) A5(BUC) < ASB veya ASC,
(5)

(6)

Bu bagmti o ile gosterilir.

Tanmm 4.1.3 0O, P(X) lizerinde tanimlanan bir baginti olsun. 0, Tanim 4.1.2 deki

(1) — (5 ) Ozellikleri ile birlikte
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ASB ve VbeB, {b} 0C = ASC (Lodato aksiyomu)

ozelligini de saglarsa ¢ ya bir Lodato proksimiti bagintis1 denir ve J, ile gosterilir.

Tamm 4.1.4 X iizerinde tanimlanan proksimiti bagintilarinin bir ailesi Ry olmak

lizere, (X , Ré) ikilisine bir proksimal relator uzay denir.

Bu ¢alismada soyut noktalar yerine, konumu ve 6zelligi olan soyut olmayan noktalar

kullanilmastir.

Tanim 4.1.5 X bostan farkli soyut olmayan noktalarin bir kiimesi olsun. Soyut

olmayan noktalarin 6zelligini temsil eden

p: X >R

doniistimiine bir ¢ikarim fonksiyonu denir. X € X igin (p(x), X elemaniin ayirt

edici 6zelligini temsil eder.

Tanim 4.1.6 X X olsun. @ ler X deki nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini temsil

eden doniisiimler olmak tizere,
®: X >R"

O(X)=(4(X),-..00(x)) (neN) seklinde tanimlanan @  doniisiimiine X

elemaninin bir nesne tanimlamasi denir.

Cikarim fonksiyonlar1 belirlendikten sonra bir J, tamimsal proksimiti bagintisi

tanimlanabilir.

Tamim 4.1.7 X bostan farkli soyut olmayan noktalarin bir kiimesi ve A< X olsun.
Q(A)={@(a)|acAl

kiimesine, A nin kiime tanimlamasi denir.
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Tamm 4.1.8 X bostan farkli soyut olmayan noktalarin bir kiimesi ve A,B < X

olsun.

AnB={xe AUB |®(x)eQ(A) ve ®(x)eQ(B)}

0]

kiimesine, A ile B nin tanimsal arakesiti denir.

Tamim 4.1.9 0, bagintis1 agagidaki 6zellikleri saglarsa o, ye bir tanimsal Efremovic

proksimiti bagintis1 denir:

——
>
——
g
——

<
——
S
—_
~
Il
=
—_
<
~

Tamim 4.1.10 X {izerinde tanimlanan tanimsal proksimiti bagmtilarinin bir ailesi

R;, olmak iizere, (X R, ) ikilisine bir tanimsal proksimal relator uzay denir.

Tamm 4.1.11 X bostan farkli soyut olmayan noktalarin bir kiimesi ve A,B < X

olsun.

(1) Q(A)nQ(B)#J ise A ve B tamimsal yakindir denir ve AJ,B ile

gosterilir.

(2) Q(A)NQ(B)=¢ ise A ve B tanimsal uzaktir denir ve AJ,B ile gdsterilir.

Tanmim 4.1.12 X bostan farkli bir kime, Ac X ve ®:X —R" bir nesne

tanimlamasi olsun.
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cly(a)={xe X |®(a)=D(x)|
kiimesine, a € A noktasinin tanimsal kapanisi denir.

Tanim 4.1.13 (X ' Ry, ) bir tanimsal proksimal relator uzay1 ve Ac X olsun.
D'A={xe X |x5,A]
kiimesine, A nin tanimsal list yaklagim1 denir.

Tanim 4.1.14 (X R, ) bir tanimsal proksimal relator uzay1 ve A< X olsun.
CD*A:{ae Alcl, (a)c A}

kiimesine, A nin tanimsal alt yaklagimi denir.

Tammm 4.1.15 X bostan farkli soyut olmayan noktalarin bir kiimesi ve Ac X

olsun.
&,(A)={BeP(X)|As,B}
kiimesine, A nin tanimsal yakinlik ailesi denir.

Lemma 4.1.16 (X ,’R&m) bir tanimsal proksimal relator uzay1 ve A,B — X olsun. Bu

durumda
(i) Q(ANB)=Q(A)nQ(B),
(i) Q(AUB)=Q(A)uUQ(B)
dir.

Teorem 4.1.17 (X,Rgm) bir tanimsal proksimal relator uzay ve A,B < X olsun. O

zaman asagidaki ifadeler gecerlidir:
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(i) . AcAc @A,

(ii) @ (AUB)=(®"A)u(D'B),
(iii) ®,(ANB)=(®.A)N(®,B),
(iv
(v

) AcB ise ®.Ac®,B,
)

(vi) ©,(AUB)(®,A)U(D,B),
)

AcB ise D’ Ac DB,

(vii) @ (ANB)c(®'A)n(D'B).
Tanimm 4.1.18 (X,R%) bir tanimsal proksimal relator uzay ve A< X olsun. (A, )
ve (Q(A),-) birer grupoid ve @ bir nesne tanimlamasi olmak tizere, her a,be A
igin ®(a-b)=d(a)-®(b) ise ® ye A dan Q(A) ya bir tammsal homomorfizma
denir.
Lemma 4.1.19 (X,de) bir tanimsal proksimal relator uzay ve A,B < X olsun. A
ve B, X flizerinde tanimlanan ™" ikili islemi ile birer grupoid ve Q(A),Q(B) de

Q(X) de tammlanan ™" ikili islemi ile birer grupoid olsun. Bu durumda @ bir

tanimsal homomorfizma ise

Q(A)Q(B)=Q(A8)
dir.

Teorem 4.1.20 (X,R@D) bir tanimsal proksimal relator uzay, A,Bc X ve ® bir

tanimsal homomorfizma olsun. O zaman asagidaki ifadeler gecerlidir:
() (o°)(°B) =" (a8).

(i) (®,A)(®,B)c®,(AB).

10
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5. YAKLASIMLI CEBIRSEL YAPILAR
5.1 Yaklasimh Gruplar

Inan, 2017 yilinda yaklasimli yari-grup kavrammi [8], 2019 yilinda yaklasimli grup
kavramini [9] ve 2018 yilinda da alt yaklagimli grup kavramini [10] tanimlamis ve bu
yaklagimli cebirsel yapilar ile ilgili 6nemli sonuglar elde etmistir. Bu boliimde
yukarida belirtilen Inan’m tamimladigi yaklasimli cebirsel yapilar ve bazi temel

ozellikler verilmistir.

Tanmm 5.1.1 (X,Rgm) bir tanimsal proksimal relator uzayi, G X ve "", X

tizerinde tanimli bir ikili islem olsun. Her x,y € G igin X-ye ®'G ise G ye bir

yaklagimli grupoid denir.

G, (X ,R%) de "" ikili islemi ile bir yaklasimli grupoid, xe G ve A,B = G olsun.
Q(A),Q(B)=Q(G) kiimeleri de Q(X) deki ™" ikili islemi ile birer yaklagiml
grupoid olsun. Bu durumda Xx-A, A-x, ABc®Gc X ve Q(A)Q(B) alt

kiimeleri asagidaki gibi tanimlidir:

x-A=xA={xa|aeA},
A-x=Ax={ax|acAl,
A-B=AB={ab|acAbeB|,
Q(A)-Q(B)=Q(A)Q(B)={ ®(a)®(b) |ac A,beB}.

Tamm 5.1.2 (X, R;) bir tanimsal proksimal relator uzay1 ve "", X iizerinde bir

ikili islem olsun. Asagidaki 6zellikler saglanirsa S < X ye bir yaklagimli yari-grup

denir:

(AY,) Her x-yeS igin X-ye®'S dir.

11
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(AYz) Her x,y,z€ S i¢in (X~ y)- Z= x-(y~ Z) ozelligi ®'S de saglanir.
Bir yaklasimli yari-grup birimli (yani her x € S i¢in X-e, =€, -X=X olacak bigimde

bir e, € ®'S varsa) ise S ye bir yaklagimli monoid denir.

Tanmm 5.1.3 (X,Rﬁ(p) bir tanimsal proksimal relator uzay, S < X bir yaklagiml

yari-grup ve T S olsun. O zaman TT c®'T ise T ye S nin bir alt yaklasiml

yari-grubu denir.

Teorem 5.1.4 (X,R%) bir tanimsal proksimal relator uzay ve S < X olsun. Bu

durumda S, X de bir yari-grup ise S bir yaklagimli yari-gruptur.

Teorem 5.1.5 (X ,R(gm) bir tanimsal proksimal relator uzayi ve S < X bir yari-grup

olsun. A, S nin bir alt yari-grubu ise ®,A, S nin bir alt yari-grubudur.

nn

Tanim 5.1.6 (X,R&b) bir tanimsal proksimal relator uzay ve ™", X fiizerinde bir

ikili islem olsun. Asagidaki 6zellikler saglanirsa G < X ye bir yaklagimli grup denir:

(AG,) Her X,y G igin x-ye®'G,
(AG,) Her X,¥,2€G igin (x-y)-z=x-(y-z) 6zelligi ®'G de saglanr,

(AG,) Her xeG igin X-e; =€, -X = X olacak bigimde bir g5 € ®'G vardir (e,
ye G nin yaklasimli birim elemani denir),
(AG,) Her xeG igin x-y =y-x =g, olacak bigimde bir y G vardir (y ye X

in G deki tersi denir ve X' ile gosterilir).

Lemma 5.1.7 (X R, ) bir tanimsal proksimal relator uzay ve G < X bir yaklagimli

grup olsun. Bu durumda

(i) G nin bir ve yalmz bir yaklagimli birim eleman1 vardr.

12
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(ii) Her xeG igin x-y=y-x =g olacak bigimde bir ve bir tek y € G vardir.
(i) Her xeG igin (X‘l)f1 =x dir.
(iv) Her X,y €G igin (x- y)f1 =y ' x" dir.

Teorem 5.1.8 (X R, ) bir tanimsal proksimal relator uzay ve G < X bir toplamsal

yaklagimli grup olsun. Bu durumda her X,y,zeG i¢in X+Z=Yy+2Z veya

Z+X=2Z+Y ise x=Y dir.

Tanimm 5.1.9 G bir yaklagimli grup ve H <G olsun. H, G deki igsleme gore bir
yaklagimli grup ise H ye G nin bir alt yaklagimli grubu denir.

G nin asikar alt yaklasimli grubu sadece bir tane olup, o da G nin kendisidir. Ayrica

{eG} , G nin bir asikar alt yaklasimli grubudur gerek ve yeter kosul, e; € G dir.

Teorem 5.1.10 G bir yaklasimli grup, H c G ve ®"H bir grupoid olsun. H nin
G nin bir alt yaklagimli grubu olmasi igin gerek ve yeter kosul, her X H ig¢in

X' eH olmasidir.

Teorem 5.1.11 G bir yaklagimli grup, H, ile H,, G nin iki alt yaklagimli grubu ve

®*H,, ®"H, birer grupoid olsun. O zaman
(®'H,)n(®'H,)=®"(H, "H,)
ise H,NH,, G nin bir alt yaklasimli grubudur.

Sonug 5.1.12 Tanimsal proksimal relator uzayinda, her grup bir yaklasimli gruptur.

Tanmm 5.1.13 (X R, ) bir tanimsal proksimal relator uzay olmak iizere, X kiimesi

tizerinde tanimlanan bir bagintt yansimali ve simetrik ise bu bagmtiya zayif

esdegerlik bagintis1 denir.

13
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(X,R@D) bir tanimsal proksimal relator uzay, G < X bir yaklasimli grup ve H de

G nin bir alt yaklasimli grubu olsun. X,y €G ve e, de G nin yaklasimli birim
elemani olmak iizere, G nin elemanlar1 arasinda asagidaki gibi bir "p," bagmntist

tanimlanabilir;
Xp, yex-yeHule}.

Teorem 5.1.14 G bir yaklasimli grup olmak iizere, " p," bagntisi G iizerinde bir

sol zayif esdegerlik bagintisidir.

Herhangi bir XeG icin "p," sol zayif esdegerlik bagmtismin G yaklasimh

grubunda belirttigi smiflar:
x={yeG|ypx|

={yeG|y" - xeHuUfe}
={yeG|y"-xeHveyay" xefe}|
={yeG|xey-Hveyay" x=e;}
~{yeG|xey-Hveyax=y}
={x-h" |n" eH.xeG, x-h" eGlufx} (h'=H)
={x-h"|hWeH,xeG,x-heG}u{x]

dir.

Tamm 5.1.15 "p," sol zayif esdegerlik bagintisimin G yaklagimli grubunda

belirttigi siifa bir yaklagimli sol zayif kalan sinif denir. Herhangi bir x elemani i¢in

bir yaklasimli sol zayif kalan siift X-H ile gosterilir ve

14
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x-H={x-h|heH,xeG,x-heG}u{x
dir.

(X ,R(;m) bir tanimsal proksimal relator uzay, G < X bir yaklasimli grup ve H de

G nin alt yaklagimli grubu olsun. X,y €G ve e, G nin yaklagimli birim elemamn
olmak tizere, G nin elemanlar1 arasinda asagidaki gibi bir "p," bagmntist

tanimlanabilir;
Xp yex-y'leHule}
dir.

Teorem 5.1.16 G bir yaklasimli grup olmak iizere, "p, " bagintis1 G iizerinde bir

sag zayif esdegerlik bagintisidir.

Herhangi bir xeG i¢in "p," sag zayif esdegerlik bagmtisinin G yaklasimh

grubunda belirttigi siniflar:
x={yeG|ypx|
={yeG|y-x"eHUfe}}
={yeG |ly-x'eHveyay-x" G{ee}}
(vt yeH-xeny-x' e
:{yeG|yeH -xveyax=y}
={h-x|heH,xeG,h-xeG}u{x}

dir.
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Tamm 5.1.17 "p," sag zayif esdegerlik bagmntisinin G yaklasimli grubunda

belirttigi sinifa bir yaklasimli sag zayif kalan sinif denir. Herhangi bir x elemani i¢in

bir yaklagimli sag zayif kalan sinift H - X ile gosterilir ve
H-x={h-x|heH,xeG,h-xeG}u{x}

dir.

Genel olarak, bir yaklagimli grubun ikili islemi her zaman degisme O6zelligini

saglamayabilir. Bu nedenle "p," ve "p, " zayif esdegerlik bagmtilari farkli olabilir.

Sonug olarak, yaklagimli sol zayif ve yaklasimli sag zayif kalan smiflar1 da farkli

olabilir.

XeG olmak iizere, bundan sonraki kisimlarda G nin H ile belirlenen tiim

yaklasimli sol (sag) zayif kalan siiflari igin x-H (H - x) gosterimi yerine xH (Hx)

kullanilmistir.

Teorem 5.1.18 Yaklasimli sol zayif kalan siniflart ile yaklasimli sag zayif kalan

siiflarinin sayilar aynidir.

Tanim 5.1.19 G bir yaklasimli grup ve H de G nin bir alt yaklagimli grubu olmak
tizere, yaklasimli sol zayif kalan siniflarin sayisina (veya yaklagimli sag zayif kalan

siniflarin sayisina) H nin G deki indeksi denir ve [G : H] ile gosterilir.

Tanim 5.1.20 G bir yaklagimli grup ve H de G nin bir alt yaklagimli grubu olsun.

X,Y€G icin XxH ile YH, sirasiyla x ve y elemanlarinin belirledigi iki yaklasiml

sol zayif kalan sinifi olsun. Bu durumda x-y e ®°G eleman: tarafindan belirlenen,

iki yaklagimli sol zayif kalan simifinin ¢arpimi
(x-y)H :{(x-y)-h‘he H,x-ye(D*G,(x-y)-heG}u{x-y}

seklinde tanimlanir ve
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xH o yH =(x-y)H

ile gosterilir.

G < X bir yaklagimli grup, H de G nin bir alt yaklagimli grubu olsun. O zaman
G/p«; Z{XH |XEG}’

G nin H tarafindan belirlenen tim yaklasimli sol zayif kalan siniflarinin kiimesidir.

Bu durumda G nin yerine ®°G dikkate alinirsa
(©'G)/, ={xH |xe G|

dir. O zaman
xH :{x-h |he H,XEd)*G,x-heG}u{x}
dir.
Tanmm 5.1.21 (X ,72%) bir tanimsal proksimal relator uzay, G < X bir yaklasgimh
grup ve H de G nin bir alt yaklasimli grubu olsun. G / ,, » G nin H tarafindan

belirlenen tiim yaklasimli sol zayif kalan smiflarmin kiimesi, Ae P(X) ve &, (A)

bir tanimsal proksimal ailesi olsun. Bu durumda

CD*(G/M): U o (A)

;,,(A)(erG/W #0
kiimesine, G/, nin st yaklagimi denir.

Teorem 5.1.22 G bir yaklasimli grup, H de G nin bir alt yaklasimli grubu ve

G/ ,, » G nin H tarafindan belirlenen tiim yaklasimh sol zayif kalan simflarmin
kiimesi olsun. Bu durumda (CD*G)/M g(D*(G/p[) ise G/p/ , her X,yeG i¢in
XH o yH =(x-y)H seklinde tanimlanan "o" ikili islemine gore bir yaklasimli

gruptur.
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Tamm 5.1.23 G bir yaklasimli grup ve H de G nin bir alt yaklasimli grubu olsun.

G/ ,, yaklasimli grubuna G nin H tarafindan belirlenen tiim yaklagimli sol zayif

kalan siniflarinin yaklasimli grubu denir ve G / , H ile gosterilir.

Sonug 5.1.24 G bir toplamsal yaklasimli grup, H de G nin bir alt yaklagimli grubu
ve G/ o 3 G nin H tarafindan belirlenen tiim yaklagimli sol zayif kalan siniflarinin
kiimesi olsun. Bu durumda (CD*G)/M c CD*(G/p/) ise 0 zaman G/p[ , her x,yeG
i¢in

xH®yH =(x+y)H

seklinde tanimlanan "®" ikili islemine gore bir toplamsal yaklasimli gruptur.

Tanim 5.1.25 G bir yaklagimli grup ve N de G nin bir alt yaklagimli grubu olsun.
Bu durumda her xeG igin XN =Nx ise N ye G nin bir normal alt yaklagimli

grubu denir.

Teorem 5.1.26 G bir yaklasimli grup ve N de G nin bir alt yaklasimli grubu

olsun. O zaman

(i) N nin G yaklasimli grubunun bir normal alt yaklasimli grubu olmasi igin

gerek ve yeter kosul, her xeG igin XNx™' =N olmasidur.
(ii) N nin G yaklagimli grubunun bir normal alt yaklasimli grubu olmasi igin
gerek ve yeter kosul, her XeG ve her ne N icin x-n-x"' € N olmasidur.

nn n_n

(X,R@D) ve (Y,R&D) iki tanimsal proksimal relator uzay ve "", "o" sirasiyla X

Tanmm 5.1.27 G X, H Y iki yaklasimli grup ve ®'G, ®"H birer grupoid

olmak tizere, ¥y ®'G den ®'H {izerine bir doniisim olsun. Her X,y €G i¢in
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2(x-y)=x(x)ox(y) ise y ye bir yaklasimli grup epimorfizmasi denir. Ayrica G,

H ye yaklasimli homomorfiktir denir ve G = H ile gosterilir.

Bu bolimde y , ®'G den ®'H ye bir yaklasimli epimorfizma olarak dikkate

alinmustir.

Teorem 5.1.28 G X , HcY yaklasimhi homomorfik olacak bi¢imde iki
yaklasimli grup olmak iizere, (G,-) degismeli ise (H,-) de degismelidir.

Teorem 5.1.29 Gc X , HcY yaklasimli homomorfik olacak bigimde iki
yaklagimli grup, ®°G ile ®'H birer grupoid ve (D*(;((G))zde olsun. Bu

durumda y(G) de bir yaklasimli gruptur.

Teorem 5.1.30 Gc X , HcY yaklasimli homomorfik olacak bigimde iki

yaklagimli grup olsun. e, ve €, sirastyla G ve H nin yaklagimli birim elemani

olsun. Bu durumda her x e ®°G igin y(e;)=e, ve ;((x‘1 ) = 7(x)" dir.

Tanmm 5.1.31 Gc X, H cY yaklasimli homomorfik olacak bi¢imde iki yaklagimli
grup olsun. Kery = {X eG | ;((X) =€, } kiimesine } nin ¢ekirdegi denir. Burada €,
H nin yaklasimli birim elemanidir.

Teorem 5.1.32 Gc X , HcY yaklasimli homomorfik olacak bigimde iki

yaklagimli grup olsun. O zaman ®*Ker y bir grupoid ise Kery, G nin bir normal

alt yaklagimli grubudur.

Teorem 5.1.33 G X , HcY yaklasimli homomorfik olacak bigimde iki
yaklagimli grup olsun. G' ile N sirasiyla G nin bir alt yaklasimli grubu ve bir

normal alt yaklasimli grubu ve ®°G’ bir grupoid olsun. O zaman asagidakiler

gecerlidir:

(i) ;((dD*G’) =®"y(G') ise x(G'), H nin bir alt yaklagimh grubudur.
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(i) #(G')=H ve ;((CD*N)=(D*;((N) ise y(N), H nin bir normal alt

yaklagimli grubudur.

Teorem 5.1.34 Gc X , HcY vyaklasimli homomorfik olacak bigimde iki
yaklagimhi grup ve H' ile N’ de sirasiyla H nin bir alt yaklagimh grubu ve bir

normal alt yaklagimli grubu olsun. Bu durumda G’, H' niin ters gériintiisii ve ®*G’

bir grupoid olmak tizere, asagidaki 6zellikler saglanir:

(i) ;((d)*G’) =®"H’ ise G', G nin bir alt yaklastml grubudur.

(ii) (G)=H ve N, N’ niin ters goriintiisii olmak iizere, )(((D*N)= ®'N’ ise
N, G nin bir normal alt yaklagimli grubudur.

Teorem 5.1.35 G < X bir yaklagimli grup ve H, G nin bir alt yaklasimli grubu

olsun. Bu durumda her X € G igin
I1(x)=xH
ile taniml
M:0'G—»d'(G/, H)
doniistimii bir yaklasgimli grup homomorfizmasidir.

Tanmm 5.1.36 Teorem 5.1.35 te verilen I1 ye bir yaklasimli kanonik (dogal) grup

homomorfizmasi denir.

Tanmm 5.1.37 Gc X ve H Y iki yaklasimli grup ve G', G nin bostan farkl1 bir

alt kiimesi olsun.
7. OG> dH
bir doniisiim ve

Zef:ZG,ZG'—HI)*H
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bir kisitlanmis doniisiim olmak iizere, her X,y € G’ icin
2(X¥)=xe (X ¥)= 2o (X) 2a (¥) = 2(X)- 2(Y)

ise y dontigiimiine bir kisitlanmis yaklagimli grup homomorfizmasi denir. Ayrica,

G, H ye kisitlanmig yaklagimli homomorfiktir denir ve G =, H ile gosterilir.

Teorem 5.1.38 G X ve H Y iki yaklasimli grup ve y, ®°G den ®"H ye bir

yaklagimli grup homomorfizmasi olsun. (d)*Kel’ ;(,-) bir grupoid ve (dD*G) /

P
®°G nin Kery tarafindan belirlenen tim yaklasimli sol zayif kalan smiflarmin

kiimesi olmak iizere,

(©'6)/, = @'(c/, Kerz)

ve
D" 7(G)= y(®'G)
ise
G/,Kery= x(G)
dir.
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5.2 Yaklasimh Halkalar

2019 yilinda Inan [12], yaklasimli halka kavrammi tanimlamis ve bu yaklasimli
cebirsel yapr ile ilgili dnemli sonuglar elde etmistir. Bu boliimde Inan’in tanimladig

yaklagimli halka cebirsel yapisi ve bazi temel 6zellikleri verilmistir.

Tanmim 5.2.1 (X,R@b) bir tanimsal proksimal relator uzayi, "+" ve " X iizerinde

iki ikili islem olsun. R < X olmak iizere, asagidaki ozellikler saglanirsa R ye bir

yaklagimli halka denir:
(AR)) R, "+" ikili islemi ile birlikte bir degismeli yaklasimli gruptur.
(AR,) R, ""ikili islemi ile birlikte bir yaklagimli yar1-gruptur.

(AR;) Her x,y,z€R igin

x-(y+z)=(x-y)+(x-2)
ve
(x+y)-z=(x-2)+(y-2)
ozellikleri ®°R de saglanir. Ayrica,
(AR,) Her x,yeR igin x-y=y-x ise R ye degismeli yaklasimli halka denir.
(AR;) Her xeR igin 1p-x=X-1; =x olacak bigimde bir 1 e ®'R eleman
varsa R ye birimli yaklasimli halka denir.

R deki elemanlarin sonlu tane toplami veya g¢arpimi her zaman ®'R ye ait

olmayabilir, yani her Xe R ve bazit neZ" i¢in nxe ®'R veya X" € ®'R oldugu

kesin olarak sdylenemez. (CD*R,+) ve ((D*R,-) birer grupoid ise o zaman her X € R

ve her N€Z igin nxe ®'R veya her Xe R ve her neZ" i¢in X" e ®'R olur. R

bir birimli yaklagimli halka ve XeR olmak tizere, y-Xx=1; ( X-Z=1;) olacak
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sekilde bir y e ®'R (Z € CD*R) varsa X elemanina sol (sag) tersinirdir denir. Yy (z)
elemanina X in sol (sag) tersi denir. X€ R hem sol ve hem de sag tersinir ise X

elemanina yaklasimli tersinirdir denir.

Tamm 5.2.2 R bir yaklagimh halka olmak iizere, (R\{04},-) bir degismeli

yaklagimli grup ise R ye bir yaklasimli cisim denir.
Lemma 5.2.3 Tanimsal proksimal relator uzayinda, her halka bir yaklagimli halkadir.

Lemma 5.2.4 ( X ,5®) bir tanimsal proksimiti uzay, R < X bir yaklasimli halka ve

0 € R olsun. Bu durumda her X,y € R i¢in O, - X, X-0; € R olmak iizere,

dir.

Tamm 5.2.5 (X ,5(1,) bir tanimsal proksimiti uzay, R < X bir yaklasimli halka ve
S, R nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. S, R deki "+" ve "" ikili islemleri ile

bir yaklagimli halka ise S ye R nin bir alt yaklagimli halkas1 denir.

Teorem 5.2.6 (X,5,) bir tammsal proksimiti uzay, R < X yaklasimli halka ve
(CD*S,+) , (CD*S,~) iki grupoid olsun. Bu durumda S nin R yaklagimli halkasinin
bir alt yaklasimli halkasi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her X€ S igin —X € S
olmasidir.

Teorem 5.2.7 (X ,5q,) bir tanimsal proksimiti uzay, R < X bir yaklagimli halka ve

S, ile S,, R nin iki alt yaklasimli halkasi olsun. Bu durumda ®@°S, ile ®°S,, "+"

nn

ve "" ikili iglemleri ile birlikte birer grupoid olmak tizere,
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(°S,) (@S, ) =7 (S,NS,)
ise S, NS,, R nin bir alt yaklagimli halkasidir.

Sonu¢ 5.2.8 (X,d,, ) bir tamimsal proksimiti uzay, R < X bir yaklasiml halka ve
{Si |i € A} ailesi de R nin alt yaklasimli halkalarinin bostan farkli bir ailesi olsun.

Bu durumda @S, ler "+" ve "-" ikili iglemleri ile birlikte birer grupoid olmak tizere,

n(cb*si)zcb*(ﬂ si)

ieA ieA

ise _ﬂ S;, R nin bir alt yaklagimli halkasidir.

ieA

Tamm 5.2.9 (X,6,, ) bir tanimsal proksimiti uzay, R < X bir yaklasimli halka ve
| , R nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Her X,yel ve her reR ic¢in
X+ye®l , -xel ve r-xed’l (x-rqu*I) ise | ya R nin bir sol (sag)

yaklagimli ideali denir. Ayrica, | hem sol hem de sag yaklagimli ideali ise | ya R

nin bir yaklagimli ideali denir.

Uyarn 5.2.10 R yaklasimli halkasinin sadece bir tane agikar yaklasimli ideali vardir.
Bu asikar yaklagimli ideali de R nin kendisidir. Ayrica, {OR} nin R nin agikar

yaklasimli ideali olmasi igin gerek ve yeter kosul, 0, € R olmasidir.

Lemma 5.2.11 Her yaklagimli ideal, R nin bir alt yaklagimli halkasidir.

Teorem 5.2.12 (X5, ) bir tammsal proksimiti uzay, R bir yaklasimli halka, |, ile

l,, R nin iki yaklagimli ideali olsun. Bu durumda @°1, ile ®°I,, "+" ve "" ikili

islemleri ile birlikte birer grupoid olmak {izere,
(1)~ (@'1,) =" (I,n1,)
ise I, N1, R nin bir yaklasgiml idealidir.
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Sonu¢ 5.2.13 (X,&cb) bir tanimsal proksimiti uzay, R bir yaklasimli halka ve
{Ii |i € A} ailesi de R nin yaklagimli ideallerinin bostan farkli bir ailesi olsun. Bu

durumda @71, ler "+" ve "" ikili iglemleri ile birlikte birer grupoid olmak iizere,

ORI

ise (11, R nin bir yaklasiml idealidir.

ieA

Tanim 5.2.14 (X,5¢) bir tanimsal proksimiti uzay olmak tiizere, X kiimesi

tizerinde tanimlanan baginti yansimali ve simetrik ise o zaman bu bagintiya zayif

esdegerlik bagintis1 denir.

R < X bir yaklagimli halka ve S de R nin bir alt yaklagimli halkasi olsun. Bu
durumda X,y € R olmak iizere, R nin elemanlar1 arasinda asagidaki gibi bir "p,"

bagintis1 tanimlanabilir:
X p, Y= (=x)+yeSu{0.}.

Teorem 5.2.15 R bir yaklasimli halka ve S de R nin bir alt yaklasimli halkasi

olsun. O zaman " p," bagintis1 R de bir sol zay1f esdegerlik bagintisidir.

Herhangi bir XeR icin "p," sol zayif esdegerlik bagmntisinin R yaklasiml

halkasinda belirttigi siniflar:
%, ={yeR|xp,y}
={yeR[(-x)+yesu{o}}
={yeR|(-x)+yeSveya(-x)+ye{0}}

={yeR | yex+Sveya(—X)+y=0R}
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={yeR|yeX+S veya y=X}
={x+s|seS,xeR,x+seR}u{x|

dir.

Tanmm 5.2.16 R bir yaklasimhi halka olmak tizere, "p," sol zayif esdegerlik

bagintisinin R de belirttigi sinifa bir yaklasimli sol zayif kalan sinif denir.

Herhangi bir X € R igin bir yaklasimli sol zayif kalan sinifi X+ S ile gosterilir ve
X+S={x+s|seS,xeR,x+seR}uU{x}

kimesidir.

R < X bir yaklasimli halka ve S de R nin bir alt yaklasimli halkasi olsun. Bu
durumda X,y € R olmak iizere, R nin elemanlar1 arasinda asagidaki gibi bir "p, "

bagintis1 tanimlanabilir:
Xp, Y= x+(-y)e SU{0g}.

Teorem 5.2.17 R bir yaklagimli halka ve S de R nin bir alt yaklagimli halkasi

olsun. O zaman " p, " bagintist R de bir sag zayif esdegerlik bagintisidir.

Herhangi bir XeR igin "p, " sag zayif esdegerlik bagmtisinin R yaklasiml

halkasinda belirttigi siniflar:
% ={yeR|yp, x|
={yeR|y+(-x)eS{0:}]
={yeR|y+(-x)eSveyay+(-x)e{0,}}

:{yeR|yeS+X veya y+(—X)=0R}
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={yeR|yeS+Xveya X=Y}
={s+x|seS,xeR,s+xeR}U{x}

dir.

Tanmm 5.2.18 R bir yaklasimli halka olmak tizere, "p," sag zayif esdegerlik

bagintisinin R de belirttigi sinifa bir yaklasimli sag zayif kalan sinif denir.

Herhangi bir X € R igin bir yaklasimli sag zayif kalan sinifi S+ X ile gosterilir ve
S+x={s+x|seS,xeR,s+xeR}uU{x}

kimesidir.

Burada X, =x+S ve X =S+x dir. (R,+) bir degismeli yaklasimli grup
oldugundan X, =X, olur. Bu durumda X, ve X notasyonlar1 yerine sadece X

kullanilir. O zaman R bir yaklasimli halka ve S, R nin bir alt yaklasimli halkas1

olmak iizere,
R/, ={x+S |xeR}

kiimesi, R nin S ile belirlenen tim yaklasimli zayif kalan simiflarinin kiimesidir.

Burada R yerine ®°'R alinirsa,
(©'R)/, ={x+S |xe @R
elde edilir. Bu durumda
x+S:{x+s|SGS,XecD*R,x+SER}u{x}

olur.
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Tamm 5.2.19 (X6, ) bir tamimsal proksimiti uzay, R ¢ X bir yaklasiml halka ve

S, R nin bir alt yaklasiml halkasi olsun. X,y € R olmak tizere, X+S ile y+S

sirastyla X ve y elemanlariin belirledigi iki yaklasimli zayif kalan sinifi olsun. Bu

durumda X+ Yy e ®'R elemaninin belirledigi yaklagimli zayif kalan sinifi
(x+Yy)+S ={(x+ y)+s ‘ seS,Xx+yedR, (x+Yy)+se R}u{x+ y}
ile tanimlidir. Buna yaklagimli zay1f kalan simiflarinin toplami denir ve
(x+S)®(y+S)=(x+y)+S
seklinde gosterilir.

Tamm 5.2.20 (X,5,, ) bir tamimsal proksimiti uzay, R ¢ X bir yaklasimli halka ve

S, R nin bir alt yaklasimli halkasi olsun. X,y € R olmak tizere, X+S ile y+S

sirastyla X ve y elemanlarmin belirledigi iki yaklasimli zayif kalan sinifi olsun. Bu

durumda Xx-y e ®'R elemaninin belirledigi yaklagimli zayif kalan sinifi
(x-y)+S ={(x-y)+s ‘ seS,x-ye®'R,(Xx-y)+se R}u{x~ y}
ile tanimlidir. Buna yaklagimli zayif kalan siiflarinin ¢arpimi denir ve
(x+S)O(y+S)=(x-y)+S
seklinde gosterilir.

Tanim 5.2.21 (X ,5(1,) bir tanimsal proksimiti uzay, R < X bir yaklagimli halka ve
S, R nin bir alt yaklasimli halkasi olsun. R/ ,» R nin S ile belirlenen tim

yaklasimlhi zayif kalan simflarmm kiimesi ve &, (A) da AeP(X) kiimesinin

tanimsal yaklasimli ailesi olmak tizere,

CD*(R/p):§ U &(A)

q>(A)QR/;'¢®
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kiimesine R/ , nhun ist yaklagimi denir.

Teorem 5.2.22 R < X bir yaklasimli halka ve S, R nin bir alt yaklasimli halkas1

olsun. Bu durumda R/ ,» R nin S ile belirlenen tim yaklagimli zayif kalan

siniflarinin kiimesi olmak {izere,
('R)/, c@"(R/,)
ise R/, her x,y R igin

(x+S)®(y+S)=(x+Yy)+S
(x+S)O(y+S)=(x-y)+S

ile taniml1 iglemlerle birlikte bir yaklasimli halkadir.

Tamm 5.2.23 R < X bir yaklasimli halka ve S, R nin bir alt yaklasimli halkas1

olsun. R/ , yaklasimli halkasina R nin S ile belirlenen tim yaklagimli zayif kalan

siiflarinin yaklagimli halkasi denir ve R/ , S ile gosterilir.

Tamm 5.2.24 (X, 5, ) bir tammsal proksimiti uzay, R,R, < X iki yaklasiml1 halka
olsun. @R, ile ®'R, de "+" ve "" ikili iglemleri ile birlikte birer grupoid olmak

tizere, her X,y € R, i¢in

v (x+y)=y (x)+w(y)
Ve

w(x-y)=w(x)w(y)

kosullarim1 ~ saglayan y :®'R, > ®'R, doniisimiine bir yaklasimli halka

homomorfizmasi denir.
v, @R, den @R, ye bir yaklasimli halka homomorfizmasi olmak tizere
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(1) w birebir ise y ye bir yaklasimli halka monomorfizmast,
(2) w ortenise y ye bir yaklasimli halka epimorfizmast,

(3) w birebir ve Orten ise ¥ ye bir yaklasimli halka izomorfizmasi

denir.
Ayrica, y bir yaklasimli epimorfizma ise R, R, ye yaklagimli homomorfiktir denir

ve R =R, ile gosterilir.

Teorem 5.2.25 R ,R, < X iki yaklasimli halka ve y: ®'R, — @R, bir yaklagimli

halka homomorfizmasi olsun. Bu durumda

(i) 0g € ®'R,, R, nin yaklasimli sifir elemani olmak iizere, y (ORl ) =0, dir.
(i) Her xeR, i¢in y (—x)=—y (x) dir.

Teorem 5.2.26 (X,d, ) bir tanimsal proksimiti uzay, R, R, < X iki yaklasiml

halka ve y, ®'R, den ®'R, ye bir yaklasimli halka homomorfizmasi olsun. S, R

in bir alt yaklasiml halkasi ve @S bir grupoid olmak iizere, asagidaki ozellikler

gecerlidir:

(i) l//(CD*S):CD*t//(S) ise I//(S)={W(X)‘X€S} , R, nin bir alt yaklagimli
halkasidir.

(i) S degismeli ve y(d'S)=®"y(S) ise y(S), R, nin bir degismeli alt
yaklagimli halkasidir.

Tamm 5.2.27 (X, 6, ) bir tammsal proksimiti uzay, R,R, < X iki yaklasiml1 halka

ve , 'R, den @R, ye bir yaklagimli halka homomorfizmasi olsun.
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Kery :{x eR | v (x) =OR2}
kiimesine y nin ¢ekirdegi denir.

Teorem 5.2.28 (X,5,) bir tanimsal proksimiti uzay, R, R, < X iki yaklasiml
halka ve y , ®'R, den ®'R, ye bir yaklasimli halka homomorfizmasi olsun.

@ Kery , "+" ve "" ikili iglemleri ile birlikte bir grupoid olsun. O zaman Kery , R

in bir yaklasimli idealidir.

Teorem 5.2.29 (X,6,, ) bir tanimsal proksimiti uzay, R < X bir yaklasimli halka ve

S, R nin bir alt yaklagimhi halkas olsun. ®'R ile ®"(R/,S) de "+" ve "" ikili

islemleri ile birlikte birer grupoid olsun. Bu durumda her X € R igin
I(x)=x+$
ile taniml1
M:0'R—>d(R/,S)
doniigiimii bir yaklagimli halka homomorfizmasidir.

Tamm 5.2.30 Teorem 5.2.29 da verilen IT ye bir yaklasimli kanonik (dogal) halka

homomorfizmasi denir.

Tamm 5.2.31 (X, 5, ) bir tammsal proksimiti uzay, R,R, ¢ X iki yaklasiml1 halka

ve S, R, in bostan farkli bir alt kiimesi olsun.
2 O'R 5> dR,
bir doniisiim ve
Xs =", :S > @R,
bir kisitlanmig doniisiim olmak {izere, her X,y € S i¢in
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2(X+y) =25 (x+Y)= 25 (X)+ 25 (¥) = 2(X)+ 2(y)
2(Xy)= x5 (X-y) = 25 (%) 25 (V) = 2(%)- 2(Y)

ise y doniigiimiine bir kisitlanmis yaklagimli halka homomorfizmasi denir. Ayrica,
x orten ise R, R, ye kisitlanmis yaklagimli homomorfiktir denir ve R, =, R, ile
gosterilir.

Teorem 5.2.32 (X,d, ) bir tanimsal proksimiti uzay, R, R, = X iki yaklasiml
halka ve y , ®'R den ®'R, ye bir yaklasimli halka homomorfizmasi olsun.
(CD*Ker;(,+) ile (CD*Ker;(,-) birer grupoid ve (CI)*R1 )/p , @R, in Kery tarafindan

belirlenen yaklagimli zayif kalan siniflarinin kiimesi olmak iizere,

(q)*Rl)/p c®'(R/, Kery)

Ve

" 7(R)=x(®R)
ise

Rl/p Kery = 7(R)
dir.
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6. YAKIN HALKALAR
6.1 Temel Bilgiler

Halka kavraminin genellestirilmis bir hali olan yakin-halka kavraminin
halkadan farki, halkada birinci islemin degismeli olmasi gerekirken yakin-halkada
birinci islemin degismeli olmasinin gerekmemesidir. Ayrica, halkada ikinci islemin
birinci islem tiizerine soldan ve sagdan dagilmali olmasi gerekirken yakin-halkada
ikinci islemin birinci islem {izerine sadece bir taraftan dagilma o6zelligine sahip
olmasidir.

Yakin-halkalar ile ilgili ilk ¢alisma, 1905 yilinda Dickson [13,14] tarafindan
aksiyomatik olarak verilmistir. Dickson tarafindan bir tarafli dagilma 6zelligine sahip
cisimlerin varlig1 gosterilmis ve bu tiir cisimler yakin-cisim olarak adlandirilmistir.
Yakin-halka kavrami ilk defa 1936 yilinda Zassenhaus [15] tarafindan kullanilmis ve
biitiin sonlu yakin-cisimler belirlenmistir. Halkalar teorisindeki bazi temel teoremler
yakin-halkalar icin de ifade edilebilir.

Yakin-halka teorisi ile ilgili ¢calisan matematikgilerin géz oniine aldigr en
temel kaynak, Pilz’in [21] Near-Rings adli kitab1 olup, bu bdliimde yer alan biitiin
bilgiler bu kitaptan alinmistir.

Tammm 6.1.1 Bos olmayan bir N kiimesi tizerinde "+" ve "-" ikili islemleri

tanimlansin. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanirsa N ye bir yakin-halka denir:
(1) (N,+) bir gruptur (degismeli olmasi gerekmez).
(i) ( N, ) bir yari-gruptur.
(i)  Her n,n,,n, € N i¢in (n,+n,)-n, =n,-n, +n,-n, tir.
Not 6.1.2 Yukaridaki tanim dikkate alindiginda, (iii) den dolay1 yakin-halka

kavrami yerine sag yakin-halka kavrami kullanilabilir. Ayrica, (iii) nin yerine her

n,n,,n, €N 1i¢in n -(n,+ny)=n-n,+n -n, Ozelligi yazilirsa, bu durumda sol
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yakin-halka kavrami tanimlanir. Bu boliim boyunca sag yakin-halka kavrami

kullanilmastir.

Not 6.1.3 Genellikle (N,-i-) grubunun etkisiz elemani, (N,+,-) yakin-halkasinin

sifir1 olarak tanimlanir. Ayrica, biitiin yakin-halkalarin kiimesi A\ ile gosterilir.

Ornek 6.1.4

1) (F,+) bir grup ve M(F) da I' dan I' ya olan tiim doniistimlerin
kiimesi olsun. Bu durumda doniisiimlerin toplami ve carpimi (bileskesi

anlaminda) islemlerine gore, (l\/l (F),+,°) bir yakin-halkadir.
2) (T,+) bir grup ve M, ()= {f eM (F)‘ f(0.) =0F} olsun. Bu

durumda doniigiimlerin toplam1 ve carpimi (bileskesi anlaminda) islemlerine
gore, (M 0 (F),+,0) bir yakin-halkadir.
3) (T,+) bir grup ve M, (T :{f eM ()| f Sabit} olsun. Bu durumda

dontigiimlerin toplami ve c¢arpimi (bileskesi anlaminda) islemlerine gore,

(l\/lC (F) ,+, 0) bir yakin-halkadir.

4y (T,+) bir grup ve

Mf(F)={fgeM(F)

0 =0
f5(7)={5r SR 5er}

, y#0. ’
olsun. O halde doniisiimlerin toplami ve carpimi (bileskesi anlaminda)

islemlerine gore, (l\/lf (F),+,0) bir yakin-halkadir.

Lemma 6.1.5 N yakin-halkasi i¢in asagidaki 6zellikler saglanir:
(1) Her neN igin 0, -n=0, dir.

(2) Her n,n"eN igin (-n)-n"=—(n-n") dir.
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Not 6.1.6 N bir yakin-halka olmak {izere, her n,n'e N igin n-0, =0, ve
n-(-n")=—(n-n") esitlikleri saglanmayabilir. Ornegin, Ornek 6.1.4 te verilen
(|V| (F),+,0) yakin-halkas1 dikkate alimirsa, her feM (F) icin fo0=6
olabilmesi i¢in f (OF) =0, kosulu saglanmalidir ve ayrica, her f,f, eM (F) icin

fo(—f,)=—(f o f,) olabilmesii¢in f, tek fonksiyon olmalidir.

Tanim 6.1.7 N bir yakin-halka olsun. O zaman N, = {n eN | n-0, = ON} kiimesine

N nin sifir-simetrik kism1 ve N, :{n eN | n-0y = n} kiimesine de N nin sabit
kismi denir.

nmn

Not 6.1.8 N, ve N_, N iizerinde tanimlanan "+" ve islemlerine gore birer
yakin-halkadir. Ayrica, N =N, ise N ye sifir-simetrik yakin-halka ve N =N_ ise
N ye sabit yakin-halka denir. Ayrica, biitiin sifir-simetrik yakin-halkalarin kiimesi

N, ve biitiin sabit yakin-halkalarin kiimesi de N ile gosterilir.

Ornek 6.1.9 (M (I')) =M, (T) ve (M (T)) =M_(T) dir. Gergekten,

(M(T)),={feM ()| foo=0}={feM(T)| f(0.)=0.}=M,(T)

\%

(M(T)), ={feM(T)| feo=1}={feM(T)|Vyel, f(r)=1(0,)]
{f eM(T)| f sabit}
=M, (T

c

dir.

Not 6.1.10 Halka teorisinde kullandigimiz etkisiz (birim) eleman, tersinir eleman,
kisaltilabilir eleman, sifir-bélen, idempotent eleman ve nilpotent eleman kavramlari,

yakin-halka teorisinde benzer sekilde tanimlanabilir.
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Her n,n"eN ig¢in d-(n+n’)=d-n+d-n" ise d elemanina distribiitif
(dagilmali) eleman denir. Ayrica, biitiin birimli yakin-halkalarin kiimesi ; ve biitiin

distribiitif elemanlarmn kiimesi de N, ile gosterilir.

Tamim 6.1.11 N bir yakin-halka olsun. O zaman

(1) (N,+) abel ise N ye abel yakin-halka denir.
(i)  (N,-) degismeliise N ye degismeli yakin-halka denir.
(iii) N =N, ise N ye distribiitif yakin-halka denir.
(iv) N, 0, nin sifirdan farkli bélenlerine sahip degilse N ye tam yakin-
halka denir.

v) (N —{ON } ,-) bir grup ise N ye yakin-cisim denir.

Ornek 6.1.12
1) (F,+) bir abel grup ise (l\/l (F),+) bir abel gruptur. Béylece M (F)
bir abel yakin-halkadir.

2) (F,+) bir grup olmak tlizere, I' da her a,fel igin a*f=«a

seklinde tanimlanan "*" islemi dikkate alinirsa (F,+, *) bir tam yakin-
halkadir.

3) 7., mod 2 kalan siniflarinin kiimesi olmak iizere, (Z2,+) bir gruptur.
Ayrica, 7, deher e 7, i¢in 0-@=0 ve 1-a=1 seklinde tamimlanan "-"

islemi dikkate alinirsa (Zz,+,-) bir yakin-cisimdir.
6.2 Alt Yapilar

Tanmm 6.2.1 N bir yakin-halka ve (l\/l,—i—), (N,+) nin bir alt grubu olsun. Bu

durumda M -M < M ise M ye N nin bir alt yakin-halkas1 denir.

36



6. YAKIN HALKALAR Mehmet GURBUZCAN

Ornek 6.2.2 N, ve N_, N yakin-halkasmnin birer alt yakin-halkasidir. Gergekten,

o (N0,+), (N,+) grubunun bir alt grubudur: Her X,y € N, i¢in

(X_y)'ON =X-0y —y-0y =0y —0y =0,
oldugundan Xx—ye N, dir.

e N, N, N, dir: Her X,y e N, i¢in

(X-y)-0y =x-(y-0y)=x-0, =0y

olup, X-ye N, dir.
Boylece N,, N nin bir alt yakin-halkasidir. Benzer sekilde N, nin de N nin

bir alt yakin-halkas1 oldugu kolayca gosterilebilir.

Tamm 6.2.3 N bir yakin-halka ve |, (N,+) nin bir normal alt grubu olsun. Bu

durumda
i I'NclI,
(i) Her n,n"eN veher ael igin n-(n'+a)—n-n'el
kosulu saglaniyorsa | ya N nin ideali denir ve | <N ile gosterilir.
Ayrica, sadece (i) kosulunu saglayan | ya N nin sag ideali denir (| <, N)

ve sadece (ii) kosulunu saglayan | ya N nin sol ideali denir (l <, N).

Ornek 6.2.4 N bir yakin-halka olsun. Bu durumda {ON} ile N, N nin idealleri

olup, bu ideallere triviyal ideal denir.

Not 6.2.5 N bir yakin-halka ve | da N nin bir ideali olsun. O zaman n,n'e N

olmak iizere,
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nEn'(modI) <= n-nel

seklinde tanimlanan "=" bagmtis1 bir kongriians bagintisidir. Bu durumda "="
bagintist bir denklik bagintis1 oldugundan, bu bagintiya gore denklik (kalan) siniflar

neN i¢in N=n+l :{n’

n= n'(mod I)} seklindedir. Biitiin denklik (kalan)

smiflarmin kiimesi N/ = {ﬁ| ne N} ile gosterilir.

Teorem 6.2.6 N bir yakin-halka ve | da N nin bir ideali olsun. O zaman N/I

izerinde, N deki "+" ve islemlerine paralel olmak iizere,

(m+1)+(n+1)=(m+n)+1 ve (M+1)-(n+1)=(m-n)+I
seklinde tamimlanan " +" ve "-" islemlerine gore N/l bir yakin-halkadur.

Tamm 6.2.7 Yukarida belirtilen (N /1 ,+,-) yakin-halkasma, N yakin-halkasinin |

idealine gore boliim yakin-halkas1 denir.

38



7. YAKLASIMLI GAMMA HALKALAR Mehmet GURBUZCAN

7. YAKLASIMLI GAMMA HALKALAR
7.1 Gamma Halkalar

Tanmm 7.1.1 [17] M ve T toplamsal degismeli gruplar olmak iizere,

M xI'sxM > M
(a,a,b) > aab

islemi dikkate alinsin. Her a,b,ce M ve her a, f €T i¢in
(T',) (a+b)ac=aac+bac,
(T',) aa(b+c)=aab+aac,
(I',) a(a+pB)b=aab+apb,
(T',) (aab)Bc=aa(bpc)

sartlar1 saglanirsa M ye (Barnes anlaminda) bir I' -halka denir.

Tanmm 7.1.2 [17] M bir I"-halka ve U, M nin toplamsal bir alt grubu olsun. Bu

durumda
MIU cU (UM cU)
ise U ya M nin bir sol (sag) ideali denir.
U, M nin hem sol hem de sag ideali ise U ya kisaca M nin bir ideali denir.

Tammm 7.1.3 [17] M ve N birer I'-halka olsun. Bu durumda her a,b € M ve her

a el icin
0(a+b)=0(a)+0(b) ve 0(aab)=0(a)ad(b)

kosullarini saglayan €: M — N doéniisiimiine bir I' -homomorfizmasi denir.
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Tanim 7.1.4 [22] Asagidaki kosullar1 saglayan (l\/l ,+,F) ticliistine bir I' -yakin halka

denir:

(1) (M,+) bir gruptur (degismeli olmas1 gerekmez).

(2) T', her yeI igin (M,+y) bir (sag) yakin-halka olacak big¢imde M

tizerinde tanimli ikili iglemlerin bostan farkl: bir kiimesidir.
(3) Her a,b,ce M veher a,f €T igin (aab)fc=aa(bpc) dir.

7.2 Yaklasimh Gamma Halkalar

2019 yilinda Ugkun [20], yaklasimli T"-halka kavramini tanimlamig ve bu yaklagimli
cebirsel yapt ile ilgili onemli sonuglar elde etmistir. Bu boliimde Uckun’un

tanimladig1 yaklasimli T"-halka cebirsel yapisi ve bazi temel 6zellikler verilmistir.

Tanmm 7.2.1 (X,R%) bir tanimsal proksimal relator uzay ve M, I" < X olsun. Bu

durumda
M ={ab,c,..}, I ={a,B,7..} = X

iki toplamsal degismeli yaklagimli gruplar olmak iizere, asagidaki kosullar saglanirsa

M ye bir yaklasimli I"-halka denir:

(Al"l) acbe ®'M ,
(Ar,) (a+b)ac=aac+bac, a(a+B)b=aab+aph, aa(b+c)=aab+aac

ozellikleri ®*M de saglanir,
(Ar'y) (aab)pc=aa(bpc) ozelligi ®'M de saglanir.
Ayrica, her a,beM ve her a el i¢in acb=baa ise M ye degismeli yaklagimli

I' - halka denir.
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Tanmm 7.2.2 (X ,R%) bir tanimsal proksimal relator uzay ve M,I' < X olsun. M

bir yaklasimli I"-halka, K < M olmak iizere, K bir toplamsal degismeli yaklasimli
grup ve (AI',)—(AI,) kosullar1 saglanirsa, K ya M nin bir alt yaklasimh I -

halkasi denir.

Teorem 7.2.3 (X s R% ) bir tanimsal proksimal relator uzay ve M,I" < X olsun. M

bir yaklasimli I -halka, K =M ve ®*K bir toplamsal grupoid ve bir I' -grupoid
olmak iizere, K nin M nin bir alt yaklasimli I"-halkas1 olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul, her k € K i¢in —k € K olmasidir.

Ispat. (:>) K, M nin bir alt yaklagimli I"-halkas1 olsun. Bu durumda Tanim 7.2.2
den K bir yaklasimli I -halkadir. Boylece her k € Kigin —k € K dur.

(<) Hipotezden K =M ve (CD*K,+) bir grupoid oldugundan Teorem 5.1.10
geregince (K,+) bir degismeli yaklasimli gruptur. K < M ve ®'K bir I"-grupoid

oldugundan birlesme 6zelligi ®*K da saglanir. Her a,b,c € K ve her a, S €T igin

a+b, aac, bac, aac +bac e @K
dir. M bir yaklagimli I"-halka oldugundan

(a+b)ac=aac+bac

ozelligi ®*K da saglanir. Benzer olarak,

a(a+p)b=aab+apb ve aa(b+c)=aab+aac

ozellikleri de ®*K da saglanir.

Boylece K, M nin bir alt yaklagimli T"-halkasidir.
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Lemma 7.2.4 (X ,5®)bir tanimsal proksimiti uzay, M < X bir yaklagimli I"-halka

ve 0,, M, M nin toplamsal yaklasiml etkisiz eleman: olsun. Bu durumda her

a,beM veher a el igin

0,,ab,al.b,acx0,, € M
ise

0yab=a0.b=aa0,, =0,
dir.
Ispat. Tanim 7.2.1 (AT,) den,
0, ab=(0, +0,, )ab
=(0y ab)+(0, ab)

dir. 0,, € M nin tekliginden 0,, ab =0,, olur. Benzer sekilde, her a,beM ve her

a €l i¢in a0.b=ax0,, =0,, dir.
Ayrica,
aa(-b)=(-a)ab=—(aah) ve (-a)a(-b)=aab

esitlikleri genel olarak saglanmaz. Fakat her a,b e M ve her a €T igin

aab,aa(-b),(-a)abeM ise
aa(-b)=(-a)ab=—-(aab) ve (-a)a(-b)=aab

dir.

Tanmm 7.2.5 M bir yaklasimh I"-halka ve U € M olsun. Bu durumda U, M nin

bir toplamsal alt yaklasimli grubu ve
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MTU ={aqu|aeM,ael,ueU}c®'U (UM cd'U)

ise U ya M nin bir sol (sag) yaklasimli I -ideali denir. Ayrica, U hem sol hem de

sag yaklasimli T -ideali ise 0 zaman U ya M nin bir yaklasimli T -ideali denir.

Uyan 7.2.6 (X ,5¢) tanimsal proksimiti uzayinda M nin her yaklasimli T -ideali,

M nin bir alt yaklasimli T -halkasidir.

U ve V, M nin iki sol yaklasimli T"-ideali olsun. O zaman

U+V ={u+v|ueU,veV}

kiimesine U ile V nin toplami denir.

Lemma 7.2.7 (X, 5, ) bir tanimsal proksimiti uzay, M < X bir yaklasimli T"-halka

ve K, Lc M olsun. Bu durumda @ bir tanimsal homomorfizma ise

(i) Her ke K ve her I €L igin cl, (k)+cl, (I)=cl, (k+1),
(i) Q(K+L)=Q(K)+Q(L)
dir.
Ispat. (i) @ bir tammsal homomorfizma oldugundan,
cly (k)+cl, (I)={aeM |@(k)=d(a)}+{beM |@(1)=D(b)}
={a+b |0 (k)= (a). (1) =0 (b)
={a+b|D(k)+D(I)=d(a)+®(b)}
={a+b|®(k+1)=d(a+b)}

={c|®(k+l)=d(c),c=a+b}
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—cl, (k+1)

olur.

(i) ® bir tanimsal homomorfizma oldugundan,
Q(K+L)={@(k+l)|keK,leL}
—{o( o) [kek el
={o(k)|keK}+{@()|leL}
=Q(K)+Q(L)

dir.

Lemma 7.2.8 (X5, ) bir tanimsal proksimiti uzay, M < X bir yaklasimli I'-halka

ve K, L < M olsun. O halde ® bir tanimsal monomorfizma ise o zaman
(@'K)+(@'L)=d" (K+L)
dir.

Teorem 7.2.9 (X8, ) bir tanimsal proksimiti uzay, M < X bir yaklasimli I"-halka

ve K, Lc M olsun. Bu durumda @: X — R bir tanimsal homomorfizma ise
(i) (@.K)+(@,L)cd, (K +L),
(i) (@'K)+(d'L)c @' (K+L)

dir.

Ispat. (i) xe(®,K)+(®,L) olsun. Bu durumda x=k+I olacak bi¢gimde k € ®,K

ve | e ®,L vardir. O zaman cl, (k)= K ve cl, (I)c L dir. Lemma 7.2.7 (i) den
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cly (k)+cl, () =cl, (k+1)c K+L
dir. Boylece x=k+l e ®, (K +L) dir. Bunedenle
(0,K)+(P,L)c®,(K+L)

olur.

(ii) Xe(CD*K)Jr((I)*L) olsun. Bu durumda X=Kk+I| olacak bi¢cimde k e ®'K ve

| e ®"L vardir. Boylece ®(k)eQ(K) ve ®(I)eQ(L) dir. Dolayisiyla
O(k)+@(l)eQ(K)+Q(L)

olup, Lemma 7.2.7 (ii) den ®(k +1)e Q(K +L) dir. Sonug olarak,
(@'K)+(®'L)c @' (K+L)

dir.

Teorem 7.2.10 (X,@b) bir tanimsal proksimiti uzay, M < X bir yaklagiml T -

halka ve U,V <M olsun. U ile V, M nin iki sol (sag, iki tarafli) yaklagimli I"-

ideali ve @ bir tanimsal homomorfizma ise U +V de M nin bir sol (sag, iki tarafli)

yaklagimli T -idealidir.

Ispat. U ile V, M nin iki sol yaklasimh I -ideali oldugundan, MTU c ®'U ve

MI'V c @V dir. O zaman Teorem 7.2.9 (ii) den
MF(U +V):{aa(u+v)‘aeM,aeF,UGU,VeV}
={aau+aav|aeM,aeF,UEU,VeV}

:{aau |aeM,aeF,UEU}—i-{aav|aeM,aeF,VeV}

45



7. YAKLASIMLI GAMMA HALKALAR Mehmet GURBUZCAN

=MTIU +MTIV

c(PU)+(oV)

c@ (U+V)
elde edilir.

Dolayisiyla MT'(U +V)c ®"(U+V), yani U+V M nin bir sol yaklasimh T -

idealidir. Diger durumlar da benzer sekilde ispatlanabilir.

Sonug 7.2.11 (X5, ) bir tammsal proksimiti uzay, M < X bir yaklasimli I"-halka
ve U cM (I<i<n,n>2) olsun. Bu durumda U; ler M nin birer sol (sag, iki
tarafli) yaklagimh T -idealleri, @ bir tamimsal homomorfizma, ®'U; ler birer

toplamsal grupoid ve T -grupoid ise ZUi de M nin bir sol (sag, iki tarafli)
I<i<n

yaklagimli T -idealidir.

Teorem 7.2.12 (X,@b) bir tanimsal proksimiti uzay, M < X bir yaklagimli T -

halka ve U,V < M olsun. Bu durumda U ile V, M nin iki sol (sag, iki tarafli)

yaklagimli T -ideali ve
(@U)n(2V)=0"(UnV)
ise UNV de M nin bir sol (sag, iki tarafli) yaklasimli T -idealidir.

Ispat. U ile V., M nin iki sol yaklasimli T -ideali oldugundan, MTU c ®'U ve

MTV c ®V dir. O zaman

MT'(UV)={acx|aeM,ael, xeU V]|
:{aax|aeM,aeF,XeU VEXeV}
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={aax|aeM,ael,xeU }n{aax|aeM,ael, xeV }
=MI'U MLV
< (@U)n(@V)
=0"(UNV)
elde edilir.

Dolayistyla MIT(UNV)c ®*(UNV), yani UNV M nin bir sol yaklagimli T -

idealidir. Diger durumlar da benzer sekilde gosterilebilir.

Sonug 7.2.13 (X5, ) bir tammsal proksimiti uzay, M < X bir yaklasimli I"-halka
ve U cM (I<i<n,n>2) olsun. Bu durumda U; ler M nin birer sol (sag, iki

tarafll) yaklasimh T -ideali ve

N o'u, :cD*( N Ui)

I<i<n I<i<n

ise (1 U, M nin bir sol (sag, iki tarafl1) yaklasimli T -idealidir.

1<i<n
7.3 Yaklasimh Zayif Kalan Simiflarinin Yaklasimh Gamma Halkasi

M bir yaklasimli T"-halka ve K, M nin bir alt yaklasimli T"-halkasi olsun. Bu
durumda a,beM olmak iizere, M nin elemanlar1 arasinda asagidaki gibi "@,"

bagintisi tanimlanabilir:
ao,b:=(-a)+beKu{o,}.

Teorem 7.3.1 M bir yaklasimli I"-halka olmak {izere, ", " bagintis1 M {izerinde bir

sol zayif esdegerlik bagintisidir.
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Ispat. M bir yaklasimhi T -halka oldugundan, her aeM icin —aeM dir.

(-a)+a=0,, oldugundan awm,a olur. Her abeM icin awmb ise

(-a)+beKuU{0,,}, yani (-a)+beK veya (-a)+be{0,} olur. (-a)+beK ise

K, M nin bir alt yaklasiml1 I"-halkas1 oldugundan
—((-a)+b)=(-b)+aeK

dir. Béylece bw, a bulunur. Ayrica, (-a)+be{0,,} ise (-a)+b =0, dir. Buradan

(-b)+a=—((-a)+b)=-0, =0,

ve boylece bw,a olur. Sonuc olarak, "@," bagintist M iizerinde bir sol zayif

esdegerlik bagintisidir.

Herhangi bir aeM igin "@," sol zayif esdegerlik bagintisinin M yaklasimli T -

halkada belirttigi siniflar:
4,={beM|aa,b}
={beM |(-a)+be K U{0, }}
={beM |(-a)+beK veya(-a)+be{0,}}
={beM |bea+Kveya(-a)+b=0,}
={beM |bea+Kveyab=a}

:{a+k|keK,aeM,a+keM}U{a}
dir.

Tanmm 7.3.2 M bir yaklasimhi I" -halka olmak {lizere, "@," sol zayif esdegerlik

bagintisinin M de belirttigi sinifa bir yaklagimli sol zayif kalan siif denir.
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Herhangi bir a€ M igin bir yaklasimli sol zayif kalan sinift a+ K ile gosterilir ve
a+K={a+k|keK,aeM,a+keM}u{a}

kimesidir.

M bir yaklasimh I"-halka ve K, M nin bir alt yaklasimli T" -halkas1 olsun. Bu

durumda a,beM olmak iizere, M nin elemanlar arasinda asagidaki gibi "@,"

bagintis1 tanimlanabilir:
aw b:=a+(-b)eKuU{0,}.

Teorem 7.3.3 M bir yaklasimli I -halka olmak iizere, ", " bagintist M lizerinde

bir sag zayif esdegerlik bagintisidir.

Ispat. M bir yaklasimli T -halka oldugundan, her aeM i¢in —aeM dir.

a+(-a)=0, oldugundan aw,a olur. Her abeM icin awmb ise
a+(-b)e KuU{0,}, yani a+(-b)e K veya a+(-b)e{0,,} olur. a+(-b)eK ise
K, M nin bir alt yaklasimli T -halkas1 oldugundan —(a+(—b)) =b+(-a)eK d.

Boylece b, a bulunur. Ayrica, a+(-b)e{0,,} ise a+(-b)=0,, dir. Buradan

elde edilir ki, b, a olur. Sonug olarak, "@," bagintist M {izerinde bir sag zayif

esdegerlik bagintisidir.

Herhangi bir aeM i¢in "o, " sag zayif esdegerlik bagintisinin M yaklagimli T -

halkada belirttigi siniflar:
4 ={beM |bo, a}

={be M |b+(—a)e KU{OM}}
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~{beM |b+(-a)e K veyab+(-a)e {0, }}
={beM |beK+aveyab+(-a)=0, |
={beM |beK+aveyaa=h}
={k+alkeK,aeM,k+aeM}u{a}

dir.

Tammm 7.3.4 M bir yaklasgimli I" -halka olmak lizere, "o, " sag zayif esdegerlik

bagimtisinin M de belirttigi simifa bir yaklasimli sag zayif kalan smifi denir.

Herhangi bir a€ M igin bir yaklasimli sag zayif kalan sinift K +a ile gosterilir ve
K+a:{k+a|ke K,aeM,k+aeM}u{a}

kimesidir.

Burada & =a+K ve & =K+a dir. (M,+) bir degismeli yaklasimli grup
oldugundan &, =48, olur. Bu durumda & ve & notasyonlar1 yerine sadece a

kullanilir. O zaman M bir yaklagimli I"-halka ve K, M nin bir alt yaklagimli T" -

halkas1 olmak fiizere,
M/, ={a+K|aeM}

kiimesi, M nin K ile belirlenen tiim yaklasimli zayif kalan siniflariin kiimesidir.

Burada M yerine ®'M alinirsa,
(e'M)/, ={a+K |ac D M}
elde edilir. Bu durumda

a+K={a+k|keK,aeq>*M,a+keM}u{a}
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olur.

Tamm 7.3.5 (X5, ) bir tamimsal proksimiti uzay, M < X bir yaklagimli I" -halka

ve K, M nin bir alt yaklasimli T -halkas1 olsun. a,be M olmak fiizere, a+K ile
b+K sirasiyla a ve b elemanlariin temsil ettigi yaklagimli zayif kalan siniflar

olsun. Bu durumda a+be®*M elemaninin temsil ettigi yaklagimli zayif kalan

sinifi
(a+b)+K={(a+b)+k |[keK,a+be®'M,(a+b)+keM|u{a+b}

ile tanimlidir. Buna yaklagimli zayif kalan siniflarinin toplami denir ve
(a+K)®(b+K)=(a+b)+K
seklinde gosterilir.

Tamm 7.3.6 (X,6,, ) bir tanimsal proksimiti uzay, M < X bir yaklagimli I"-halka

ve K, M nin bir alt yaklasimli T"-halkasi olsun. a,b € M olmak {izere, a+K ile
b+K sirasiyla @ ve b elemanlarinin temsil ettigi yaklasimli zayif kalan siniflar

olsun. Bu durumda aah € ®*M elemaninin temsil ettigi yaklagimli zayif kalan sinifi
(agb)+K ={(aab)+k |k eK,aabe ®'M, (aab)+k e M | U{aab}

ile tanimlidir ve
(a+K)a(b+K)=(aab)+K
seklinde gosterilir.

Tamm 7.3.7 (X ,5(1)) bir tanimsal proksimiti uzay, M < X bir yaklasimli I"-halka
ve K, M nin bir alt yaklagimli I -halkas1 olsun. M/, , M nin K ile belirlenen tim
yaklasimli zayif kalan simiflarinin kiimesi ve &, (A) da Ae P(X) kiimesinin

tanimsal yaklasimli ailesi olmak iizere,
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o (M/,)=_ U & (A

fcp(A)T M/, #@
kiimesine M/, min iist yaklagimi denir.

Teorem 7.3.8 M < X bir yaklasimhi I"-halka ve K, M nin bir alt yaklagiml T -

halkasi olsun. Bu durumda M/, M nin K ile belirlenen tim yaklasimh zayif

w

kalan smiflarmin kiimesi olmak iizere, (GD*M)/ , =@ (M/,) ise M/ her

o

a,beMveher a el igin
(a+K)®(b+K)=(a+b)+K
ve
(a+K)a(b+K)=(aab)+K
ile taniml1 igslemlerle birlikte bir yaklagimli I" -halkadir.

Ispat. (GD*M)/ , <@ (M/,) olsun. M bir yaklasgimli T -halka oldugundan ve

Sonug 5.1.24 ten (M / w,@) , M nin K ile belirlenen tiim yaklasimli zayif kalan

siiflarinin degismeli yaklagimli grubudur.

(Ar,) M bir yaklasiml T -halka oldugundan, her a,beM ve her a €T igin

aah e ®'M dir. O zaman her (a+K),(b+K)e®" M/, veher o €T igin
(a+K)a(b+K)=(aab)+K e(@'M)/,
dir. Hipotezden (a+K)a(b+K)e®*(M/,) olur.

(AF 2) M bir yaklasgimli T -halka oldugundan, dagilma ozellikleri ®*M de
saglamir. Tanim 7.3.5 ve Tanim 7.3.6 dan her (a+K),(b+K),(c+K)eM/, ve her

a el icin ((a+b)ac)+ K e(d)*M )/w olmak iizere,
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(a+K)®(b+K))ar(c+K)=((a+b)+K)a(c+K)
- ((a+b)ac)+K
= ((aac) + (bac))+ K
~ (acre) + K) ©((bac) + K)
=((a+K)a(c+K))@((b+K)a(c+K))

dir. Boylece hipotezden sagdan dagilma ozelligi CI)*(M/ w) da saglanir. Benzer

sekilde her (a+K),(b+K),(c+K)eM/ veher a,B T igin

(a+K)(a+B)(b+K)=((a+K)a(b+K))®((a+K)B(b+K))
(a+K)a((b+K)®(c+K))=((a+K)a(b+K))®((a+K)a(c+K))
oldugu gosterilebilir.

(AF3) M bir yaklagimh I'-halka oldugundan, birlesme 6zelligi ®*M de saglanur.
O zaman (a+K),(b+K),(c+K)eM/, ve her a,fel igin ((aah)pc)+K

€ (CD*M )/w olmak iizere,

(a+K)a(b+K))B(c+K)=((aab)+K)B(c+K)
= ((aab) Bc)+ K
=(aa(bBc))+K

=(a+K)a((bpc)+K)
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=(a+K)a((b+K)B(c+K))

dir. Bu durumda hipotezden ®*(M/ ) da birlesme 6zelligi saglamir. Sonug olarak,

M/, bir yaklasimh I -halkadir.

Tanmm 7.3.9 M bir yaklagimli I"-halka ve K, M nin bir alt yaklagimli I" -halkasi
olsun. M/ yaklasimli T -halkasima M nin K ile belirlenen tiim yaklagimli zayif

kalan simiflarinin yaklagimli I"-halkas1 veya kisaca yaklasimli boliim I'-halkasi denir

ve M/ K ile gosterilir.
7.4 Yaklasimh Gamma Homomorfizmalar

Tamm 7.4.1 (X,5,) bir tanimsal proksimiti uzay, M, N < X iki yaklagiml I -

halka ve ®*M ile ®"N de birer toplamsal grupoid ve I'-grupoid olmak iizere, her

a,beM veher ¢ el i¢in
©(a+b)=0(a)+0(b),
O(aah)=06(a)aO(b)

kosullarini saglayan ©:®'M —®'N doniisiimiine bir yaklasimli T -homomorfizma

denir.
®, ®'M den ®'N ye bir yaklagimli T -homomorfizma olmak tizere

(1) © birebir ise ® ya bir yaklasimli I -monomorfizma,
(2) O ortenise @ ya bir yaklasimli I"-epimorfizma,
(3) © birebir ve drten ise © ya bir yaklagimli I'-izomorfizma denir.

Ayrica, ® bir yaklagimli I'-epimorfizma ise M, N ye yaklasimli I"-homomorfiktir

denir ve M =, N ile gosterilir.
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Teorem 7.4.2 (X,5, ) bir tanimsal proksimiti uzay, M,N ¢ X iki yaklagimli I -

halka ve ® , ®'M den ®'N ye bir yaklasimli ' -homomorfizma olsun. Bu

durumda asagidaki 6zellikleri saglanir:

(i) 0y €®'N, N nin bir toplamsal yaklasimli birim eleman1 olmak iizere,
©(0,,)=0, dir.

(ii) Her ae M i¢in ©(-a)=-0(a) dur.
Ispat. (i) © bir yaklasimli ' -homomorfizma oldugundan

0(0,,)+6(0,)=0(0,, +0,,)=0(0,,)
dir. Béylece Lemma 5.1.7 (i) dikkate almirsa ©(0,, )=0,, olur.
(ii) aeM olsun. O zaman (i) den
O(a)+0(-a)=0(a+(-a))=0(0, ) =0,

dir. Benzer olarak, her a€M ig¢in ©(-a)+©(a)=0, dir. Lemma 5.1.7 (ii) den
G)(a) nin toplama islemine gore tersi tek tiirli belirli oldugundan, her ae M igin

©(-a)=-0(a) d.

Teorem 7.4.3 (X,5, ) bir tanimsal proksimiti uzay, M,N < X iki yaklagimh I -

halka, ® doniigimii ®'M den ®°N ye bir yaklasimli T -homomorfizma, K ¢ M
ve @K bir toplamsal grupoid olsun. K, M nin bir (degismeli) alt yaklasimli T -
halkast ve ®(®'K)=d'0(K) ise ©(K)={0(k)|keK}, N nin bir (degismeli)

alt yaklagimli I' -halkasidir.

Ispat. K, M nin bir alt yaklasimli T -halkast olsun. Bu durumda 0, e ®'K ve

0y, € ®'N olmak iizere, Teorem 7.4.2 (i) den ©(0, ) =0, dir. Boylece
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0y =0(0, )€ O(P'K)=D'O(K)
olur. O halde ®(K) = & dir.

keK olmak iizere, ©(k)e®(K) dir. K, M nin bir alt yaklasimlh I -halkas

oldugundan, her ke K i¢in —k e K dir. Boylece Teorem 7.4.2 (ii) den, her
©(k)eO(K) igin

-0(k)=0(-k)eO(K)
olur.

Sonug olarak, Teorem 7.2.3 ten © ( K ) , N nin bir alt yaklagimli T"-halkasidir.

K bir degismeli alt yaklasimli I' -halka olsun. Boylece ©(k),©®(l)e ®(K) ve her

a el igin
0 (k)a®(1)=0(kal) = ©(lak) = ©(1)a® (k)
dir. O zaman ®*K, N nin bir degismeli alt yaklasimli I -halkasidir.

Tamm 7.4.4 (X,5,) bir tanimsal proksimiti uzay, M, N < X iki yaklasiml I -

halka ve ® , ®'M den ®*N ye bir yaklagimli " -homomorfizma olsun.
Ker@={xeM |®(x)=0,}
kiimesine ® nin ¢ekirdegi denir.

Teorem 7.4.5 (X,@b) bir tanimsal proksimiti uzay, M, N < X iki yaklagimli T -

halka, ® doniisimi ®*M den ®"N ye bir yaklasimh " -homomorfizma, ®*Ker®
bir toplamsal grupoid ve bir I' -grupoid olsun. Bu durumda Ker®, M nin bir

yaklagimli T -idealidir.

Ispat. x e Ker® olsun. O zaman
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oldugundan —x € Ker® dir. Boylece Teorem 5.1.10 dan Ker®, M nin bir toplamsal
alt yaklagimli grubudur. ze I\/IF(KeI‘G)) olsun. Bu durumda aeM, «aceT,

X € Ker® olmak iizere, z = aax dir. Lemma 7.2.4 ten
0(z)=0(aax)=0(a)a®(x)=0(a)a0, =0,

dir. O halde zeKer® olup, Ker® c ®*Ker® oldugundan z e ®*Ker® dir. Bu
nedenle MT'(Ker®) c ®'Ker® ve dolayisiyla Ker®, M nin bir sol yaklagiml I'-

idealidir. Benzer sekilde (Ker@)FM c ®"Ker® oldugu da gosterilebilir. Boylece

Ker®, M nin bir sag yaklasgimli T" -idealidir. Sonu¢ olarak Ker®, M nin bir

yaklagimli T -idealidir.

Sonuc¢ 7.4.6 (X,@D) bir tanimsal proksimiti uzay, M,N < X iki yaklasimh T -

halka, ® doniisimii ®'M den ®°N ye bir yaklasimhi T -homomorfizma, ®*Ker®
bir toplamsal grupoid ve bir I' -grupoid olsun. O zaman Ker®, M nin bir alt

yaklagimli I"-halkasidir.

Teorem 7.4.7 (X,§¢,) bir tanimsal proksimiti uzay, M bir yaklagimli I"-halka ve

K, M nin bir alt yaklasgimli I" -halkasi olsun. ®*M , ®*(M/ K) birer toplamsal

grupoid ve I'-grupoid olsun. Bu durumda her ae M igin I1(a)=a+K ile taniml
[:0'M >0 (M/, K)

doniigiimii bir yaklagimli T"-homomorfizmadir.

ispat. IT nin tanimi ve Tanim 7.3.5 ile Tamim 7.3.6 dikkate alinirsa, her a,be M ve

her ¢ €T" icin

I(a+b)=(a+b)+K=(a+K)®(b+K)=II(a)®II(b),
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I1(acb)=(aab)+K =(a+K)a(b+K)=TII(a)all(b)
olur. Boylece Tanim 7.4.1 den IT bir yaklagimli I -homomorfizmadir.

Tanim 7.4.8 Teorem 7.4.7 de verilen I1 ye bir yaklagimhi kanonik (dogal) T -

homomorfizma denir.

Tamm 7.4.9 (X,5,) bir tanimsal proksimiti uzay, M,N < X iki yaklagimli I -

halka ve K< M olsun. ®'M , ®'K, ®*N birer toplamsal grupoid ve I' -grupoid

olsun. Bu durumda
7:®'M > ®°N
bir doniisiim ve
r =17/ :K—>®'N

bir kisitlanmis doniisiim olmak tizere, her a,be K ve her a €' i¢in

r(a+b)=17,(a+b)=17(a)+7,(b)=7(a)+7z(b)
ve

7(aab) =1, (aab) =7, (a)ar, (b) =7 (a)ar(b)

ise r doniislimiine bir kisitlanmig yaklasimli I' -homomorfizma denir. Ayrica, ¢

orten ise M , N ye kisitlanmis yaklagimli T -homomorfiktir denir ve M = N

seklinde gosterilir.

Teorem 7.4.10 (X5, ) bir tanimsal proksimiti uzay, M,N < X iki yaklagiml I'-
halka ve 7, ®*M den ®'N ye bir yaklasimli T -homomorfizma olsun. ®*Kerz bir
toplamsal grupoid ve bir I' -grupoid ve (d)*M)/ . » @M nin Kerr tarafindan

belirlenen tiim yaklagimli zayif kalan smiflarinin kiimesi olsun. Bu durumda

(@'M)/, c@"(M/, Kerr) ve ®'7(M)=7(0'M) ise M/, Kerz =, (M) dir.
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Ispat. ®"Kerz bir toplamsal grupoid ve bir T -grupoid oldugundan, Sonug 7.4.6
dikkate alinirsa Kerz , M nin bir alt yaklasimli ' -halkasidir. Kerz bir alt
yaklagimli I"-halka ve

(@'M)/, c@"(M/, Kerr)

oldugundan, Teorem 7.3.8 geregince M/ Kerz, M nin Kerr tarafindan belirlenen
tiim yaklasimli zayif kalan siniflarinin yaklasimli I -halkasidir. Ayrica, Teorem 7.4.3

ten ®7(M)= r(<I>*M ) oldugu dikkate alimrsa z(M ), N nin bir alt yaklagimli I -

halkasidir.

w:® (M/, Kerr) > ®'z(M)

) kerr (K) -+ K e(o'm)/,,
K |—>,u(K):

déniisiimii tanimlanabilir. Burada her a+ Kerz e M/ Kerz igin
bt ors =M Kerr > @'e(M)

a+Kerz i |y, o (@+Kerr)=z(a)

dir.

a+Kerr={a+x|xeKerr,a+xeM}ufa},

b+Kerr={b+y|yeKers,b+yeM}juib}
ve 7 bir yaklasimli I'-homomorfizma oldugundan,
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a+Kerr=b+Kerr >aeb+Kerr

:>ae{b+y|yeKerr,b+yeM} veya ae{b}
—a=b+y(yeKerr,b+yeM) veya a=b

= (-b)+a=((-b)+b)+y(yeKerr) veya z(a)=z(b)

= (-b)+a=y(yeKerr)
= (-b)+aeKerr
= T((—b)+a) =0,

= z‘(—b)+r(a):0N

dir. Boylece f4y, yer, 1yl tanmimlidur.

Kabul edelim ki, K,L e ®"(M/ Kerz) igin K =L olsun. Bu durumda f4, ., iyi

tanimli oldugundan
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=u(L)
olur. Boylece  de iyi tammbhdir.
Her a+Kerz,b+Kerre M/ Kerzr c ®*(M/, Kerr) igin
p((a+Kerz)®(b+Kerr)) = sy, v ((a+Kerz)®(b+Kerr))
=ty ere ((a+b)+Kerr)
=7(a+b)
=7(a)+7(b)
= ) ore (a+Kerz)+ ) ere (b+Kerz)
= u(a+Kerr)+ u(b+Kerr)
ve
u((a+Kerz)a(b+Kerr))= sy, . ((a+Kerzr)a(b+Kerr))
=ty wer: ((80D)+ Kerz)
=7 (aab)
=7(a)ar(b)
=ty kere (A KErT)ay, . (b+Kerz)
= u(a+Kerz)au(b+Kerr)

dur.

61



7. YAKLASIMLI GAMMA HALKALAR Mehmet GURBUZCAN

Bu durumda Tanim 7.4.9 dan u bir kisitlanmis yaklagimli T"-homomorfizmadir.

Boylece M/, Kerz = 7(M) dir.
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8. BULGULAR ve TARTISMA

8.1 Yaklasimh Gamma Halka Ornegi

Ornek 8.1.1 X, &, tammsal proksimiti bagintisi ile birlikte, Sekil 8.1 de oldugu

gibi 25 pikselden olusan bir dijital goriintii olsun.

X0 X41 X42 Xa3 Xq4

Sekil 8.1 X dijital goriintii ve M < X

Bir x; pikseli, X dijital griintiisiinde (i, j) (satir ve siitun) konumundaki
bir elemandir. ¢, her bir pikselin RGB (Red, Green, Blue) kodunu temsil eden bir

c¢ikarim fonksiyonu olmak iizere, ¢ nin aldig1 degerler Tablo 8.1 deki gibidir:

Tablo 8.1 X deki piksellerin RGB kodlari

X()O X()l X02 X03 X04 XIO X11 X12 X13 X14 X20 X21

R | 255 255 204 245 215 251 251 245 217 192 217 245
G| 218 230 18 177 215 235 235 177 144 117 144 177
B | 102 153 14 131 215 115 115 131 121 104 121 131
X22 X23 X24 XSO XS 1 X32 XSS X34 X4O X41 X42 X43 X44

R | 217 23 215 192 217 192 234 192 234 245 234 215 204
G| 144 221 215 117 144 117 221 117 221 177 221 215 186
B | 121 212 215 104 121 104 212 104 212 131 212 215 14
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i+m=p (mod 2) ve j+n=r (modZ) olmak tizere,

+ X x X > X

(X2 X ) > X5 1 Xy =X

ij> " mn 1 “*mn pr

X iizerinde bir ikili islem (birinci toplama) ve M ={X,, %, X,} < X bir alt dijital
goriintii olsun. Bu durumda Tanim 4.1.13 ten M nin ®'M :{Xij e X ‘Xijé'q)M}

tanimsal iist yaklagimi bulunabilir. O zaman
Q(M):{(P(Xij)‘xu € M}

olmak iizere, X; € X i¢in Q({Xij })mQ(M ) # & dir. Tablo 8.1 den

Q(M) {¢(XOO),¢(X01),(0(X10)}

{(255,218,102),(255,230,153),(251,235,115)}

olur.

Dolayisiyla @M = {XOO, Xo15> X105 X“} dir. Sonug¢ olarak, Tanim 5.1.6 dan M,
(X R, ) de bir toplamsal degismeli yaklagimhi gruptur. Ayrica i+m=s (mod 4) ve
j+n=t(mod4) olmak iizere,

+, : Xx X > X

(x.. X )»—>xij+ X=X,

ij 2> “'mn 2 “*mn
X iizerinde bir ikili iglem (ikinci toplama) ve Fz{xoo,xoz} c X bir alt dijital
goriintii olsun.

Tanim 4.1.13 ten I' nin ®'T = {Xij e X ‘Xij 5®F} tanimsal iist yaklasimi belirlenebilir.

O zaman

Q(F):{¢(Xij )‘ X EF}
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olmak lizere, X; € X i¢in Q({Xij})mQ(F) # (& dir. Tablo 8.1 den

Q) ={e(%)-2(%:)}
((255,218,102),(204,186,14)}

olur.
Dolayisiyla @'T = { Xo0> X025 X44} tiir. Sonug olarak, Tanim 5.1.6 dan T", (X,R&D) de
bir toplamsal degismeli yaklagimli gruptur. Ayrica U= min{i, K, m} ve
V= min{ 5.1, n} olmak tizere,
X xI'x X > X
(Xij > Xy » an) = X Xg Xon = X

X tizerinde bir islem olsun. Bu durumda her a,b,ce M ve her S,y €I igin

(AT,) aybed'M,

(AT,) (a+b)yc=ayc+byc,a(B+y)b=apb+ayb,ay(b+c)=ayb+ayc
ozellikleri ®*M de saglanur,

(AF3) (aﬂb)}/C = aﬂ(byC) ozelligi ®*M de saglanr.
Sonug olarak, Tanim 7.2.1 den M bir yaklasimli I" -halkadir.
8.2 Yaklasimh Gamma Yakin Halkalar

Bu boéliimde yaklagimli gamma yakin halka kavrami tanimlanmis ve ilgili 6rneklere
yer verilmistir. Ayrica alt yaklasimli gamma yakin halka, yaklagimli gamma ideal,
sag (sol) zayif esdegerlik bagintisi, yakin sag (sol) zayif kalan sinifi ve yaklagimli
boliim gamma yakin halka kavramlar1 tanimlanarak, bu kavramlar ile alakali bazi

sonuclar elde edilmistir.
Aksi belirtilmedikge, bu boliim boyunca (X,”Rgm) veya kisaca X bir tanimsal

proksimal relator uzay olarak dikkate alinmistir.
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Tanmm 8.2.1 AT'c X, (X,R@D) de birer toplamsal yaklasimli grup olsun.

X xI'x X = X islemi ile birlikte, her a,b,ce A ve her B,y €' i¢in asagidaki

kosullar saglanirsa A ya tanimsal proksimal relator uzayinda bir yaklagimh I' -yakin

halka veya kisaca bir yaklagimli I" -yakin halka denir:

(AIN,) aybe®’A,
(AI“N2 ) (a + b) yC=ayc+byc ozelligi ®*A da saglanir,
(AIN,) (apb)yc=apB(byc) vzelligi ®*A da saglanir.

Ayrica, her a,be A ve her y eI i¢in ayb=Dbya ise A ya bir degismeli yaklagimli
I" -yakin halka denir.

Ornek 8.2.2 Ornek 8.1.1 deki Sekil 8.1 de oldugu gibi 25 pikselden olusan X dijital

goriintiisii dikkate alinsin. Ayrica i1+m=p (mod 2) ve J+Nn=r (mod 2) olmak
lizere,
+H X xX =>X

(X5 Xan ) 2 X+, X =X

ij > “mn 1 “mn pr

X iizerinde bir ikili islem (birinci toplama) ve Az{xoo,xm,xm} c X bir alt dijital
goriintii olsun.
Tanim 4.1.13 ten ®'A= {XOO,XOI,Xlo,X“} elde edilir. Sonug olarak, Tanim 5.1.6 dan
A bir toplamsal yaklagimli gruptur. Ayrica i+m=s(mod4) ve j+n=t(mod4)
olmak tizere,

+, X xX—>X

(X5 X ) X5 45 Xy = X

ij2> “'mn 2 “*mn st

X iizerinde bir ikili iglem (ikinci toplama) ve I'={X,,X,}< X bir alt dijital

goriintii olsun.
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Tanim 4.1.13 ten ®°T ={X,, X;,,X,,} olur. Sonug olarak, Tanim 5.1.6 dan I' bir
toplamsal yaklagimli gruptur. Ayrica,

X xI'x X > X

(Xij s Xy » an) = X5 Xy X = X

X {izerinde bir islem olsun. Bu durumda her a,b,c € A ve her B,y €T igin
(ALN,) aybe®°A,
(AFNZ) (a+ b) yC=ayCc+byc ozelligi ®*A da saglanir,
(AFN3) (aﬂb)}/C = aﬂ(byC) ozelligi ®*A da saglanr.
O halde A bir yaklasimli I" -yakin halkadir.
Fakat X, X, (X, +Xo; ) # Xo1 X0 Xo1 + X1 %02X,,  0ldugundan  ay(b+c)=ayb+ayc
ozelligi ®*A da saglanmaz. Dolayisiyla A bir sag yaklasimli I -yakin halkadir.

Teorem 8.2.3 Proksimal relator uzayindaki her I -yakin halka bir yaklasimli T -
yakin halkadir.

Ispat. Ac X bir I'-yakin halka olsun. Ac ®"A oldugundan (AI'N,)-(AIN;,)
ozellikleri ®*A saglanir. Boylece A bir yaklasgimli T'- yakin halkadur.

Teorem 8.2.4 Her yaklasimli I"-halka bir yaklagimli I" - yakin halkadir.

Ispat. Ac X bir yaklasimli T'-halka olsun. Yaklasimli T'-halka tamimindan, A nin
bir yaklasimli I"-yakin halka oldugu kolayca anlagilmaktadir.

Tammm 8.2.5 A I'c X, A bir yaklasimli I'-yakin halka ve K < A olsun. K bir
toplamsal yaklasimli grup ve (ALN,)—(AIN,) ozellikleri saglanyorsa, K ya A

nin bir alt yaklagimli I"-yakin halkasi denir.

Teorem 8.2.6 AT < X, A bir yaklasimli I'-yakin halka, K c A, ®'K bir

toplamsal grupoid ve bir I'-grupoid olsun. Bu durumda K nin A yaklagimh T'-
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yakin halkasinin bir alt yaklagimli I"-yakin halkas1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

her k e K i¢in —k € K olmasidir.

Ispat. Teorem 5.1.10 dan agiktir.

Lemma 8.2.7 Ac X bir yaklasimhi I'-yakin halka ve 0, € A, A nimn toplamsal
yaklasimli etkisiz elemani olsun. 0,7a€ A ve (—a)ybe A ise her a,be A ve her
yel i¢in

(i) 0,7a=0,,

(ii) (-a)yb=~(arb)
dir.
Ispat. (i) Her a€ A veher y €I igin Tanim 8.2.1 (AN, den,

0,7a=(0,+0,)ya=0,7a+0,7a

dir. O zaman Lemma 5.1.7 (i) den yaklasimli etkisiz elemanin tekliginden,

0,7a=0, d.
(ii) (i) denher be A ve her y €T igin 0,70=0, dir. Bu durumda
0,=0,7b= ((—a)+a)yb =(-a)yb+ayb
dir. Lemma 5.1.7 (i) den ters elemanin tekliginden,
(-a)yb=—(arb)
olur.

Tamm 8.2.8 A bir yaklasimli I" -yakin halka ve | < A olsun. Bu durumda |, A
nin bir toplamsal alt yaklasimli grubu olmak iizere, her a,be A, her xel ve her

y €I i¢in agagidaki kosullar saglanirsa | ya A nin bir yaklasimli T -ideali denir:

(1) ITA={xya|xel,yel,acAlc®'l,
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(2) ay(b+x)-aybe®’l.

Bu durumda (1) saglanirsa | ya A nin bir sag yaklasimli I" -ideali denir. Ayrica, (2)

saglanirsa | ya A nin bir sol yaklagimli I -ideali denir.

Ornek 8.2.9 Ornek 8.2.2 den A= {XOO, Xo1 Xm} bir yaklasimli I" -yakin halka olmak

iizere, | = A olsun. |, A nn bir toplamsal alt yaklasimli grubu, | = @l ve Ornek
822 deki X xI'x X = X isleminin tanimma gére I'A=1 oldugundan |, A

nin bir sag yaklasimli T -idealidir. Ayrica, her a,b€ A, her xe |l ve her y eI i¢in
ay/(b+ X)—ayb e ®’l oldugundan |, A nin bir sol yaklasimh T -idealidir.

Dolayisiyla |, A nin bir yaklasimlhi I -idealidir.
Not 8.2.10 (X,de) de A ni her yaklasimli I" -ideali, A nin bir alt yaklagiml T -
yakin halkasidir.
Tamm 8.2.11 | ve J, A nin iki sol yaklasimli I" -ideali olsun. Bu durumda
[+ :{x+y|XE I,yeJ}
kiimesine | ile J nin toplami denir.

Asagidaki sonuglar yaklasimli I' -halkada oldugu gibi, yaklasimli I' -yakin halkada
da gecerlidir [20].

Lemma 8.2.12 Ac X bir yaklasgimli I -yakin halka ve K,L< A olsun. Bu

durumda @ bir tanimsal homomorfizma ise her k € K ve her | e L i¢in
(i) cl, (k)+cl, (1)=cl, (k+1),
(i) Q(K+L)=Q(K)+Q(L)

dir.

Lemma 8.2.13 Ac X bir yaklasgimli I -yakin halka ve K,L< A olsun. Bu

durumda @ bir tanimsal monomorfizma ise
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OK+D'L=0"(K+L)
dir.
Teorem 8.2.14 Ac X bir yaklasimli T -yakin halka ve K,L< A olsun. Bu
durumda @ bir tanimsal homomorfizma ise
(i) o K+®,Lcd,(K+L),
(i) ’K+P'Lcd(K+L)
dir.

Teorem 8.2.15 Ac X bir yaklasimhi I -yakin halka, 1,J < A ve @'l , ®°J birer

toplamsal grupoid ve I' -grupoid olsun. | ile J, A nin iki sag yaklasimli I" -ideali

ve @ bir tanimsal homomorfizma ise | +J de A nin bir sag yaklasimli I" -idealidir.

Ispat. | ve J, A nm iki sag yaklasimhi T -ideali oldugundan ITAC ®°l ve
JTAc ®*J dir. O zaman Teorem 8.2.14 (ii) den

(1 +J)FA:{(x+y)7a‘ae A,yeF,XeI,yeJ}
={xya+yyalacA yel,xel,yel}
:{X7a|aeA,yeF,XeI}+{y7/a|aeA,7eF,yeJ}
=ITA+JTA
c®l +D7J
gd)*(l+J)

elde edilir.

Dolaysiyla (1+J)TAc®"(1+J) dir. Sonug olarak, 1+J de A nmn bir sag

yaklagimli I" -idealidir.

Sonu¢ 8.2.16 Ac X bir yaklasimhi I -yakin halka ve I;c A (1<i<n,n>2)

olsun. Bu durumda |, ler A nin birer sag yaklasimli I'-ideali, ® bir tanimsal
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homomorfizma ve ®°I, ler de birer toplamsal grupoid ve I"-grupoid ise z I, de A
I<i<n

nin bir sag yaklasimh I" -idealidir.

Teorem 8.2.17 Ac X bir yaklasimli T -yakin halka, 1,J < A ve @l , ®*J birer

toplamsal grupoid ve I -grupoid olsun. Bu durumda | ile J, A nin iki sag

yaklagimh T" -ideali ve
O INPI=0"(InJ)
ise | MJ de A nin bir sag yaklagiml I" -idealidir.

Ispat. | ve J, A nin iki sag yaklasimlh T -ideali oldugundan ITAcC ®°l ve
JTAc ®*J dir. O zaman

(1nJ)TA={xya|acA yel,xelnl}
:{X7a|aeA,;/eF,Xel,XeJ}
:{X7a|aeA,;/eF,XeI}m{xya|aeA,yeF,XeJ}
=ITANJTA
cO I NP
=0"(1nJ)

elde edilir.

Dolayisiyla (1NJ)TAc®"(1nJ), yani INJ de A mn bir sag yaklagimh T -

idealidir.

Sonug 8.2.18 Ac X bir yaklagimli I -yakin halka, I; ¢ A (1<i<n,n>2) ve @I,
ler birer toplamsal grupoid ve I' -grupoid olsun. Bu durumda I, ler A nin birer sag

yaklasimli I" -ideali ve

ﬂcp*li:cp*Lﬂli]

ise ﬂ I., A nin bir sag yaklasiml I -idealidir.

I<izn
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A bir yaklasimli T"-yakin halka ve K, A nin bir alt yaklasimli T" -yakin halkasi

olsun. Bu durumda a,b e A olmak tizere, K nin elemanlari arasinda asagidaki gibi

"c, " bagintis1 tanimlanabilir:
ac b= a+(-h)eKu{o,}.

"

Teorem 8.2.19 A bir yaklasimli I' -yakin halka olsun. "C, " bagintisi, A iizerinde

bir sag zayif esdegerlik bagintisidir.

Ispat. ) bir yaklagimli grup oldugundan, her ae€ A i¢in —-aeA dir.

a+(-

(K,+) bir yaklasimli grup oldugundan

(A

a+(-a)=0,eKu{0,} oldugundan ac,a olur. Her a,beA i¢in acb ise
b)e K U{0,}, yani a+(-b)eK veya a+(-b)e{0,} olur. a+(-b)eK ise
b

~(a+(-b))=b+(-a)eK
dir. Boylece bc, a bulunur. Ayrica, a+(-b)e{0,} ise a+(—b)=0, dir. Buradan
b+(—a)=—(a+(—b))=—0A =0,

elde edilir ki, bc,a olur. Sonug¢ olarak, "C," bagintisi A lizerinde bir sag zayif

esdegerlik bagintisidir.

Herhangi bir a€ A icin "C, " sag zayif esdegerlik bagintisinin A yaklagimli I -

yakin halkasinda belirttigi siniflar:
a :{k+a|ke K,acAk+ac A}u{a}
dir.

Tanmim 8.2.20 A bir yaklasimli I -yakin halka olmak iizere, "C " sag zayif

r

esdegerlik bagintisinin A da belirttigi sinifa bir yakin sag zayif kalan sinifi denir.
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A bir yaklasimli T" -yakin halka ve K, A nin bir alt yaklasimli T" -yakin halkasi

olsun. Bu durumda a,b e A olmak tizere, K nin elemanlari arasinda asagidaki gibi

n

c, "bagintis1 tanimlanabilir:
ac, b (-a)+beKuU{0,}.

"

Teorem 8.2.21 A bir yaklasimli I' -yakin halka olsun. "C," bagintisi, A {izerinde

bir sol zayif esdegerlik bagintisidir.
Ispat. (A, +) bir yaklagimli grup oldugundan, her a€ A i¢cin —-aeA dir.
(-a)+a=0,eKuU{0,} oldugundan ac,a olur. Her a,beA i¢in acb ise
(-a)+beKuU{0,}, yani (-a)+beK veya (-a)+be{0,} olur. (-a)+beK ise
(K,+) bir yaklagimli grup oldugundan

~((-a)+b)=(-b)+aeK
dir. Boylece bc, a bulunur. Ayrica, (—a)+be{0,} ise (—a)+b=0, dir. Buradan

(—b)+a=—((—a)+b)=—0A =0,

elde edilir ki, bc,a olur. Sonug olarak, "C," bagintisi A iizerinde bir sol zayif

esdegerlik bagintisidir.

Herhangi bir a€ A i¢in "C," sol zayif esdegerlik bagintisinin A yaklagimli I -yakin

halkasinda belirttigi siniflar:
a, :{a+k lkeK,aeAa+ke A}u{a}
dir.

Tanim 8.2.22 A bir yaklasimli I' -yakin halka olmak iizere, "C," sol zayif

esdegerlik bagintisinin A da belirttigi sinifa bir yakin sol zayif kalan siifi denir.
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a =K+a ve 4, =a+K ile gosterilir. (A,+) her zaman degismeli yaklasimli grup
olmayabilir. (A,+) bir degismeli yaklasimli grup ise 8, =4, olur. Aksi takdirde
a #4, dir. O zaman A bir yaklasimli I'-yakin halka ve K, A nin bir alt

yaklagimli I" -yakin halkasi olmak tizere,
A/, ={a+K|aeA}
kiimesi A nin K ile belirlenen tiim yakin sol zayif kalan simiflarinin kiimesidir.
Burada A yerine ®"A alinirsa,
(0°A)/, ={a+K |ac @Al
elde edilir. Bu durumda
a+K ={a+k |lkeK,ac®'Aa+ke A}u{a}
olur.

Tanim 8.2.23 Ac X bir yaklasimli " -yakin halka ve K, A nim bir alt yaklasimli
I -yakin halkasi olsun. a,b€ A olmak lizere, a+K ile b+ K sirasiyla a ve b
elemanlarinin temsil ettigi yakin sol zayif kalan simiflar1 olsun. Bu durumda

a+be® A elemaninin temsil ettigi yakin sol zayif kalan sinifi
(a+b)+K :{(a+b)+k ‘ keK,a+be®'A (a+b)+ke A}u{a+b}
ile tanimlidir. Buna yakin sol zayif kalan siniflarinin toplami denir ve
(a+K)®(b+K)=(a+b)+K
seklinde gosterilir.

Tamm 8.2.24 Ac X bir yaklasimli I" -yakin halka ve K, A nin bir alt yaklasiml
I -yakin halkasi olsun. a,be A olmak iizere, a+K ile b+K sirasiyla @ ve b

elemanlarimin temsil ettigi yakin sol zayif kalan siiflari olsun. Bu durumda y eI’

olmak iizere, ayb € ®*A elemaninin temsil ettigi yakin sol zayif kalan simifi
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(ayb)+K ={(arb)+k |k e K,aybe @A, (ayb)+k € A} L{ayb}
ile tanimlidir ve
(a+K)y(b+K)=ayb+K
seklinde gosterilir.

Tamm 8.2.25 Ac X bir yaklasimli I -yakin halka ve K, A nin bir alt yaklasiml

I' -yakin halkas1 olsun. A/ A nin K ile belirlenen tiim yakin sol zayif kalan

siiflarmim kiimesi ve &, (S) de SeP(X) kiimesinin tamimsal yaklagimli ailesi

olmak iizere,

O (A )= U  &(s)

Eo(S) A 22

kiimesine A/ ., in tamimsal tst yaklagimi denir.
Teorem 8.2.26 Ac X bir yaklasimli I" -yakin halka ve K, A nin bir alt yaklagimli
I" -yakin halkasi olsun. Bu durumda A/ ., » A nin K ile belirlenen tiim yakin sol
zay1f kalan siniflarinin kiimesi olmak tizere, ((D*A) . C (O (A/ C/) ise her a,be A
veher y el i¢in A/,

(a+K)®(b+K)=(a+h)+K
ve

(a+K)y(b+K)=ayhb+K

ile taniml1 iglemlerle birlikte bir yaklagimli I" -yakin halkadir.
Ispat. ((D*A) / o S @ (A/ : ) olsun. A bir yaklasimli T -yakin halka oldugundan ve
Teorem 5.1.22 den (A/ C/,@), A nin K ile belirlenen tiim yakin sol zayif kalan

siiflarinin bir yaklasimli grubudur.
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(AF Nl) A bir yaklasimli I' -yakin halka oldugundan, her a,be A ve her

yel igin ayb e ®"A dir. O zaman her a+K,b+K e A/c, ve her y €I i¢in
(a+K)y(b+K)=ayb+K e(®°A)/,
olur. Hipotezden (a+K)y(b+K)e @ (A/ N ) olur.

(AF Nz) A bir yaklagimli T -yakin halka oldugundan, her a,b,c € A ve her

y €l igin sagdan dagilma ozelligi ®°A da saglanir. Tanim 8.2.23 ve Tanim 8.2.24

ten, her a+ K,b+K,c+K eA/C(‘ ve her y €l i¢in (a+b)yc+K e((I)*A)/C/ olmak
((a+K)®(b+K))y(c+K)=((a+b)+K)y(c+K)
=(a+b)yc+K
((a+K)y(c+K))@®((b+K)y(c+K))=((arc)+K)®((byc)+K)
:((ayc)+(byc))+ K
=(a+b)yc+K

dir. Hipotezden (a+b)yc+K e ®° (A/ . ) olup, bu durumda
(a+K)®(b+K))y(c+K)=((a+K)y(c+K))®((b+K)y(c+K))
ozelligi (D*(A/ C/) de saglanur.

(AF N3) A bir yaklagimli T -yakin halka oldugundan, her a,b,c € A ve her

S,y €T igin birlesme 6zelligi @A da saglanir. O zaman

(apb+K)y(c+K)
:(aﬂb)yc+K

((a+K)B(b+K))y(c+K)

ve
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(a+K)B((b+K)y(c+K))=(a+K)B(byc+K)
af(byc)+K

(apb)yc+K

olur. Burada (afb)yc+K e (CD*A)/C(‘ dir. Boylece

((a+K)B(b+K))y(c+K)=(a+K)B((b+K)y(c+K))
ozelligi (d)*A) / ., de saglamir. Bu durumda hipotezden birlesme 6zelligi @ (A/ 5 )
de saglanir. Sonug olarak, A/ ., bir yaklasimh I' -yakin halkadur.

Tanmim 8.2.27 A bir yaklasimli I' -yakin halka ve K, A nin bir alt yaklagimli T -
yakin halkas1 olsun. A/ ., yaklagimli I" -yakin halkasina, A nin K ile belirlenen tim

yakin sol zayif kalan siniflarinin yaklasimli T' -yakin halkasi veya kisaca bir

yaklagimli béliim T -yakin halkasi denir ve A/ K ile gdsterilir.
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9. SONUCLAR ve ONERILER

Giliniimliz matematik ve miihendislik diinyasinda yaklasimli cebirsel yapilar
teorisi, goriintii analizi veya siniflandirma problemleri gibi diger akademik arastirma

konulart i¢in etkili ¢aligma imkani sunan 6nemli bir teoridir.

Lisansiistii seviyede arastirmalar yapmak ve yeni sonuglar elde etmek
amaciyla, yaklagimli (approximately) cebirsel yapilar ile ilgili calismalar
incelenmistir. Bu incelemeler sonucunda yaklagimli gamma yakin halka kavrami
tanimlanmis ve ilgili 6rneklere yer verilmistir. Ayrica alt yaklasimli gamma yakin
halka, yaklagimli gamma ideal, sag (sol) zayif esdegerlik bagintisi, yakin sag (sol)
zay1f kalan sinifi ve yaklagimli boliim gamma yakin halka kavramlar1 tanimlanarak,

bu kavramlar ile alakali baz1 6zgiin sonuglar elde edilmistir.

Bu yiiksek lisans tezi ile literatiire yeni bir kaynak kazandirilmigtir. Boylece
bu tezin gen¢ matematik¢ilerin yaklagimli cebirsel yapilar teorisine ilgisini artiracagi

ve yeni arastirmalar ile bu teorinin daha da zenginlestirilecegi diistiniilmektedir.
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