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Bu tezin birinci boliimiinde, aragtirmanin amaci ve éneminden bahsedilmistir.
Ikinci bdliimde, bu tezin amacina uygun olarak literatiir 6zeti sunulmustur. Ugiincii
bolimde, bu tezde kullanilan materyal ve yontem agiklanmistir.

Dérdiincii boliimde, proksimal relator uzaylari, proksimal relator uzayinda
yaklasimli yari-gruplar, yaklasimli gruplar, yaklasimli idealler ve yaklasimli grup
homomorfizmalari ile ilgili baz1 temel bilgiler verilmistir.

Besinci boliimde, proksimal relator uzayinda yaklasimli halka kavrami
incelenmistir.

Altinct  bolimde, yakin halkalar ile ilgili bazi temel &zelliklerden
bahsedilmistir.

Yedinci bolimde, yaklasimli yakin halka kavrami tanimlanmis ve bazi 6zgiin
sonuglar sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Proksimal relator uzay; Yaklasimli halka; Yakin halka;
Yaklasimli yakin halka
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In the first chapter of this thesis, the aim and importance of the thesis are
mentioned. In the second chapter, a summary of the literature is presented in
accordance with the purpose of this thesis. In the third chapter, the material and method
used in this thesis are explained.

In the fourth chapter, some basic informations are given about proximal relator
spaces, approximately semi-groups, approximately groups, approximately ideals and
approximately group homomorphisms in the proximal relator space.
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space is given.
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In the seventh chapter, the concept of approximately near ring is defined, and
some original results are presented.
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1. GIRIS

Bu tezin amaci, yaklagimli gruplar ve yaklasimli halkalar gibi yaklasimli
cebirsel yapilar1 incelemek ve bu konu ile ilgili kaynaklar1 dikkate alarak, yeni
yaklasimli cebirsel yapilar elde etmektir. Bu sebeple yakin halka kavrami goz 6niinde
tutularak 6zgiin bir ¢alisma olarak yaklagimli yakin halka kavrami tanimlanmustir.

Bu tezin birinci bdliimiinde, arastirmanin amacindan bahsedilmistir. Ikinci
boliimde, bu tezin amacina uygun olarak literatiir 6zeti sunulmustur. Ugiincii boliimde
materyal ve yontemden bahsedilmistir. Dordiincli bolimde, proksimal relator
uzayinda yaklasimli yari-gruplar, yaklagimli gruplar, yaklasimli idealler ve yaklagimli
grup homomorfizmalar ile ilgili baz1 temel bilgiler verilmistir. Besinci boliimde ise
proksimal relator uzayinda yaklasimli halka kavrami verilmis, alt yaklagimli cebirsel
yapilar ve yaklasimli halkalarda kalan siniflarindan bahsedilmistir.

Altinct  boliimde, yakin halkalar ile ilgili bazi temel 6zelliklerden
bahsedilmistir. Yedinci bolimde ise yaklasimli yakin halka kavrami tanimlanmis ve

bazi 6zgiin sonuglar verilmistir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Bostan farkli iki kiimenin kartezyen ¢arpiminin herhangi bir alt kiimesine
baginti denir. Bagint1 kavramu, iizerinde tanimli oldugu kiimenin elemanlar1 arasinda
bir bag kurar. Bagint1 kullanilarak birbiri ile iligkili olan elemanlarin 6zellikleri ¢ok
daha kolay bir sekilde incelenebilir. Bir kiime iizerinde birden fazla baginti
tanimlanabilir. X bostan farkli bir kiime olmak iizere, X {izerinde tanimlanan
bagntilarin kiimesine bir relator denir.

Proksimiti bagmtilart ilk olarak 1952 yilinda Efremovic tarafindan daha ¢ok
geometrik ve topolojik bazi kavramlarin olusturulmasi i¢in tanimlanmistir [1].
Proksimiti bagintilarinda temel diisiince iki kiimenin veya elemanin yakinliginin belli
ozellikler dikkate alinarak incelenmesidir. Bu diisiince dogrultusunda yakin

(proksimal) kiimeler {izerinde bir¢ok topolojik arastirmalar yapilmistir [2-4].

X kiimesi lizerinde tanimlanan proksimiti bagintilarin kiimesi R; olmak

lizere, (X,RS) ikilisi bir proksimal relator uzayr olarak adlandirilir [5]. Efremovic

proksimiti [1], Lodato proksimiti [3] gibi farkli proksimiti bagintilar1 tanimlanmastir.

2013 te Naimpally ve Peters tarafindan tanimsal Efremovic proksimiti,
tanimsal Lodato proksimiti bagintilar1 tanimlanmistir [4]. Tanimsal proksimiti
bagintilari, konumu ve 6zellikleri olan algilanabilir soyut olmayan noktalardan olusan
kiimeler iizerinde tanimlanmigtir. Mesela dijital goriintiiler piksellerden olugmaktadir.
Her bir piksel, konumu ve renk koduna karsilik gelen ¢ikarim fonksiyonlari ile birlikte
soyut olmayan bir nokta olarak dikkate alinabilir. Soyut olmayan her bir elemanin
ozelliklerini temsil eden reel degerli ¢ikarim fonksiyonlar1 kullanilarak nesnelerin
biligsel olarak algilanmasi gerceklesmis olur. Boylece elemanlarin ortak ozellikleri
gdzoniinde tutularak tanimsal anlamda yakinliklarindan bahsedilebilir. Tanimsal
proksimiti bagintilar1 dikkate alinarak bazi aragtirmalar yapilmigtir [5-7]. X kiimesi

tizerinde tanimlanan proksimiti bagintilar1 yerine tanimsal proksimiti bagintilari ele

alinirsa (X : R&D) ikilisine bir tanimsal proksimal relator uzay: denir.

Proksimiti bagintilar kullanilarak olusturulan cebirsel yapilar ile ilgili

caligmalar 2017 yilinda baglamistir [8]. Proksimal relator uzayinda cebirsel yapilar,
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temel olarak bu uzay iizerinde tanimlanan ikili islem ve alt kiimelerin proksimiti
bagintisi ile belirlenen tanimsal iist yaklagimlar1 dikkate alinarak olusturulur. 2017 de
Inan tarafindan tanimsal {ist yaklasimimn baz1 6zellikleri, yaklasimli (approximately)
yari-gruplar ve yaklagimli yari-gruplarda yaklagimli idealler verilmistir [8]. 2018 ve
2019 da yaklasimli gruplar, yaklasimhi alt gruplar ve yaklasimli grup
homomorfizmalar1 inan tarafindan tanimlanmis ve bu kavramlarla ilgili &rnekler
incelenmistir [9-10]. 2019 yilinda yaklasimli gamma yari-gruplar Uckun ve Inan
tarafindan verilmistir [14]. Ayrica yaklagimli halkalarin, yaklasimli halkanin
yaklagimli ideallerinin, yaklasimli halka homomorfizmalarinin bazi temel 6zellikleri
incelenmis ve bu kavramlara 6rnekler verilmistir [15].

Yakin halkalar ile ilgili ilk ¢alisma, 1905 yilinda Dickson [11,12] tarafindan
aksiyomatik olarak verilmistir. Dickson tarafindan bir tarafli dagilma 6zelligine sahip
cisimlerin varlig1 gosterilmis ve bu tiir cisimler yakin cisim olarak adlandirilmastir.
Yakin halka kavram ilk defa 1936 yilinda Zassenhaus [13] tarafindan kullanilmis ve
biitiin sonlu yakin cisimler belirlenmistir [16].

Yaklasimli cebirsel yapilarin, goriintli analizi veya siniflandirma problemleri

gibi diger arastirma konulari igin etkili ¢alisma imkani saglamasi beklenmektedir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Yakin halkalar ve yaklasimli halkalari ile ilgili olarak temin ettigimiz Kitaplar
ve makaleler, mevcut bilimsel yontemler kullanilarak incelenmistir. Tez ¢calismamizin

amacina uygun olarak veriler bir araya getirilmis ve 6zgiin sonuglar elde edilmistir.
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4. TEMEL KAVRAMLAR
4.1 Proksimal Relator Uzay

Tanmm 4.1.1 X bostan farkli bir kilme olsun. X iizerinde tanimlanan bagimtilarin
ailesine bir relator denir ve R ile gosterilir. (X,R) (veyaX (R)) ikilisine de bir

relator uzay denir.

Bu calisma boyunca, Efremovic proksimiti 6 ve tanimsal proksimiti &, bagntilari

dikkate alinmistir [1]. Burada proksimiti (proximity) kavrami iki kiimenin yakinligi

anlaminda kullanilmistir.

Tanmm 4.1.2 §, P(X) iizerinde tanimlanan bir bagint1 olsun. Asagidaki 6zellikler

saglantyorsa ¢ bagintisina Efremovic proksimiti bagintisi denir:

(1) A5B= BSA

(2) MB=>A2Dve B2 D

(3) AMB= Q= ASB

(4) A5(BUC) < ASB veya ASC

(5) {xjo{y=x=y

(6) ASB=>IEc X &yleki ASE ve E°SB. (Efremovic aksiyomu)

Tamm 4.1.3 §, P(X) iizerinde tanimlanan bir bagimti olsun. §, Tanim 4.1.2 deki

(1) — (5) ozellikleri ile birlikte
ASB ve VheB, {b}5C = ASC (Lodato Aksiyomu)

ozelligini sagliyor ise & ya Lodato proksimiti bagintis1 denir ve o, ile gosterilir.
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Tanmmm 4.1.4 X {lizerinde tanimlanan proksimiti bagintilarinin bir ailesi R; olmak

iizere, (X, Ry) ikilisine proksimal relator uzay denir.

Bu ¢alismada soyut noktalar yerine konumu ve 6zelligi olan soyut olmayan noktalar

kullanilmistir [2].

Tammm 4.1.5 X bostan farkli soyut olmayan noktalarin bir kiimesi olsun. Soyut

olmayan noktalarin 6zelligini temsil eden

p: X >R

fonksiyonuna ¢ikarim fonksiyonu denir. X € X olmak iizere go(x), X elemaninin

ayirt edici 6zelligini temsil eder.

Tanim 4.16 xe X olsun. ¢, fonksiyonlari X deki nesnelerin ayirt edici

Ozelliklerini temsil eden fonksiyonlar olmak tizere
P: X >R"

CD(X)=((01(X),...,¢”(X)) (neN) seklinde tanmimlanan @ fonksiyonuna X

elemaninin bir nesne tanimlamasi denir.

Cikarim fonksiyonlarmin bir kiimesi belirlendikten sonra bir J,, tanimsal proksimiti

bagintis1 tanimlanabilir.

Tamm 4.1.7 X bostan farkli soyut olmayan noktalarm bir kiimesi ve A X olsun.
Q(A)={®(a)ac A}

kiimesine A nin kiime tanimlamasi denir.

Tanim 4.1.8 X bostan farkli soyut olmayan noktalarin bir kiimesi ve A, B < X olsun.

AnB={xe AUB |®(x)eQ(A) ve ®(x)eQ(B)}

(0]
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kimesine A ile B kiumelerinin tanimsal arakesiti denir.

Tamm 4.1.9 6, bagmtis: asagidaki ozellikleri sagliyor ise O, bagintisina tanimsal

Efremovic proksimiti bagintist denir:

—~—
x
——
e%
——

<
——
o
—_
~
Il
S
—~
<
~

Tammm 4.1.10 X iizerinde tanimlanan tanimsal proksimiti bagintilarinin bir ailesi

R, olmak tizere (X R, ) ikilisine tanimsal proksimal relator uzay denir.

Tanmm 4.1.11 X bostan farkli soyut olmayan noktalarin bir kiimesi ve A Bc X

olsun.

Q ( A) NQ ( B) #J ise A, B ye tanimsal yakindir denir ve Ao, B ile gosterilir.
Q(A)NQ(B)=D ise A B ye tanimsal uzaktir denir ve AJ, B ile gosterilir.

Tamim 4.1.12 X bostan farkli bir kiime, AC X ve ®: X — R bir nesne tanimlamasi

olsun.
cl, (a)={xe X|®(a)=D(x)}
kiimesine a € A noktasinin tanimsal kapanis1 denir.

Tamm 4.1.13 (X,R@b) bir tanimsal proksimal relator uzayr ve Ac X olsun. Bu

durumda
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D'A={xe X|x3,A|
kiimesine A nin tanimsal {ist yaklagimi denir.

Tamm 4.1.14 (X Ry, ) bir tanimsal proksimal relator uzay1 ve Ac X olsun.
®.A={aeAcl,(a)c A}

kiimesine A nin tanimsal alt yaklasimi denir.

Tamm 4.1.15 X bostan farkli soyut olmayan noktalardan olusan bir kiime ve AcC X

olsun.
&, (A)={BeP(X)|As,B]
kiimesine A nin tanimsal yakinlik ailesi denir ve &, (A) ile gosterilir.

Lemma 4.1.16 (X R, ) bir tanimsal proksimal relator uzay1 ve A,B < X olsun. Bu

durumda

(i) Q(ANB)=Q(A)NQ(B)

(i) Q(AUB)=Q(A)uUQ(B)

dir.

Teorem 4.1.17 (X : 72(5@) bir tanimsal proksimal relator uzay ve A, B < X olsun. Bu
durumda asagidaki ifadeler gecerlidir:

() (@.A)2 Ac (')

(i) @ (AUB)=(®'A)u(D'B)

(iii) ®,(ANB)=(®.A)n(D,B)
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(iv) AcB ise (Q*A)g(d)*B)

(v) AcB,ise (0°A)c(@'B)

(vi) @,(AUB)(D.,A)u(D,B)

(vii) @ (ANB)c(®'A)n(2'B)

Tamm 4.1.18 (X, R, ) bir tammsal proksimal relator uzay ve Ac X olsun. (A, ")

ve (Q( A), ) birer grupoid ve @ bir nesne tanimlamasi olmak iizere, her a,b A icin

®(a-b)=0(a)-@(b)ise ® ye A dan Q(A) ya bir tanimsal homomorfizma denir.

Lemma4.1.19 (X R, ) bir tanimsal proksimal relator uzay ve A,B < X olsun. A ve

B, X iizerinde tanimlanan - ikili islemi ile birer grupoid ve Q ( A) ,Q ( B) de Q ( X )

de tanimlanan “-” ikili iglemi ile birer grupoid olsun. Bu durumda ®: X — R bir

tanimsal homomorfizma ise

Q(A)Q(B)=Q(AB)
dir.

Teorem 4.1.20 (X,R@D) bir tanimsal proksimal relator uzay ve A ,Bc< X olsun.

®: X >R bir tantmsal homomorfizma ise asagidaki ifadeler dogrudur:

" (AB)

(i) (@°A)(@B)

(ii) (©,A)(®.B) c ®, (AB)
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4.2 Yaklasimh Gruplar

inan, 2017 yilinda yaklasimli yari-grup kavramini [8], 2019 yilinda yaklasimli grup
kavramini [9] ve 2018 yilinda da alt yaklasimli grup kavramini [10] tanimlamis ve bu
yaklasimli cebirsel yapilar ile ilgili 6nemli sonuglar elde etmistir. Bu boélimde
yukarida belirtilen inan’in tammladig1 yaklasimh gruplar ve bazi temel ozellikler
verilmistir.

Tanim 4.2.1 (X , R% ) bir tanimsal proksimal relator uzayi, “-”, X lizerinde taniml
bir ikili islem ve G < X olsun. Her x,yeG igin X-ye®'G ise G ye proksimal
relator uzayinda yaklasimli grupoid denir.

G, (X R, ) de “.” ikili islemi ile bir yaklagimli grupoid, g € G ve A, B e G olsun.
Q(A),Q(B)=Q(G) kiimeleri de Q(X) deki - ikili islemi ile birer yaklasimli
grupoid olsun. Bu durumda g-A A-g, ABc®Gc X ve Q(A)-Q(B) alt

kiimeleri asagidaki gibi tanimlidir:
g-A=gA={galac A},
A-g=Ag={aglae A},
A-B=AB={ablac A beB],

Q(A)-Q(B)=Q(A)Q(B)={ @(a)@(b)ac A, beB}.

[T

Tanim 4.2.2 (X , 735) bir tanimsal proksimal relator uzayi ve “-”, X iizerinde bir ikili

islem olsun. Asagidaki ozellikler saglaniyorsa S < X ye proksimal relator uzayinda

bir yaklagimli yari-grup denir:
(AY,) Herx-yeS igin x-ye®'S dir.

(AY,) Herx,y,zeSigin (X-y)-z=x-(y-2) dzelligi @S de saglanur.
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Bir yaklagimli yari-grup birimli (yani her x e S igin X-e, =€ -X=X olacak bicimde

bir e, @S varsa) ise S ye bir yaklagimli monoid denir.

Tamm 4.2.3 (X,R%) bir tanimsal proksimal relator uzay, S < X yaklagimli yari-
grup ve T =S olsun. O zaman TT c®'T ise T ye S nin bir alt yaklasimli yari-
grubu denir.

Tanim 4.2.4 ( X, Rs, ) bir tanimsal proksimal relator uzay, S bir yaklagimli yari-grup

ve J#1c<Solsun.

(1) @1, S nin bir sol ideali, yani S(®'T)c ®'T ise | ya S nin bir yaklasimls

sol ideali denir.

(2) @I, S nin bir sag ideali, yani (@’“I)S c @'l ise | ya S nin bir yaklagimli

sag ideali denir.

(3) @1, S nin bir bi ideali, yani (®'I)S(®'1)c®'l ise | ya S nin bir
yaklagimli bi-ideali denir.
Teorem 4.2.5 (X,R%) tanimsal proksimal relator uzay ve J# S < X olsun. Bu
durumda

(i) S, X iizerinde bir yari-grup ise S bir yaklasimli yari-gruptur.

(i) 1, S yaklasimli yari-grubunun bir sol ideali (sag ideali, bi-ideali) ise I, S nin bir
yaklagimli sol ideali (sag ideali, bi-ideali) dir.

Teorem 4.2.6 (X,R%) bir tanimsal proksimal relator uzay ve S < X bir yari-grup
olsun.

(i) A, Snin bir alt yari-grubu ise ®,A, S nin bir alt yari-grubudur.

(ii) I, Snin bir sol ideali ( sag ideali, bi-ideali ) ise®,1, ®,S nin bir sol ideali ( sag
ideali, bi-ideali ) dir.
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Teorem 4.2.7 (X VR, ) bir tanimsal proksimal relator uzay ve S < X bir yari-grup

olsun. I, S nin bir bi-ideali ise I, S nin bir yaklasimli bi-idealidir.

Teorem 4.2.8 (X,R%) bir tanimsal proksimal relator uzay ve S < X olsun. I, S

nin bir bi-ideali ise @ I, ®.S nin bir bi-idealidir.

Teorem 4.2.9 (X,’Rﬁm) bir tanimsal proksimal relator uzay ve S < X olsun. | ve

J sirastyla S nin sag ve sol idealleri olmak iizere
" () (1) (D)
dir.
Teorem 4.2.10 (X ,R% ) bir tanimsal proksimal relator uzay ve S < X olsun. | ve

J sirasiyla S nin sag ve sol idealleri olmak iizere

@, () (D.1)N(D.JI)
dir.

({3

Tamm 4.2.11 (X R, ) bir tanimsal proksimal relator uzay ve , X lizerinde bir

ikili islem olsun. Asagidaki ozellikler saglaniyorsa G < X ye proksimal relator

uzayinda bir yaklagimli grup denir:
(AG,) Her X,y €G i¢in x-y e DG,
(AG,) Her X,Y,2€G igin (x-y)-z=x-(y-z) dzelligi ®'G de saglanir,

(AG;) Her xeG igin x-g, =€, - X=X olacak bigimde bir &5 € ®'G vardir (e, ye

G nin yaklagimli birim eleman1 denir),
(AG,) Her xeG igin x-y=y-x=e olacak bigimde bir y€G vardir (y ye x in

tersi denir ve X ile gosterilir).
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Lemma 4.2.12 (X,RS®) bir tanimsal proksimal relator uzay ve Gc< X bir

yaklasimli grup olsun. Bu durumda,

(i) G nin bir ve yalniz bir yaklagimli birim elemani vardir.

(i) Her xeG igin x-y=y-x=e olacak bigimde bir ve bir tek y€G vardir (yye

x in G deki yaklasimli tersi denir ve X ile gdsterilir).

(iii) Her xeG icin (x‘l)_1 =x dir.

(iv) Her X,y €G icin (x-y) " =y*-x* dir.

Teorem 4.2.13 (X VR, ) bir tanimsal proksimal relator uzay ve G < X bir toplamsal

yaklasimli grup olsun. Bu durumda her X,y,zeG icin X+zZ=Yy+2z veya

Z+X=2z+Yy ise x=y dir.

Tanimm 4.2.14 G bir yaklasimhi grup ve H <G olsun. H, G deki isleme gore bir
yaklasimli grup ise H ye, G nin alt yaklasimli grubu denir.

G nin asikar alt yaklasimli grubu sadece bir tane olup, o da G nin kendisidir. Ayrica

{e}, G nin bir agikar alt yaklagimli grubudur, gerek ve yeter kosul e € G dir.

Teorem 4.2.15 G bir yaklasimli grup, H G ve ®"H bir grupoid olsun. H nin G

yaklagimli grubunun bir alt yaklasimli grubu olmasi igin gerek ve yeter kosul, her

XxeH i¢in X eH dir.

Teorem 4.2.16 G yaklasimh grup, H, ile H,, G nin iki alt yaklasimli grubu ve

®*H,, ®"H, birer grupoid olsun. O zaman
(®"H,)n(@H,) =" (H,"H,)
ise H;H,, G nin bir alt yaklagimli grubudur.

Sonug 4.2.17 Tanimsal proksimal relator uzayinda, her grup bir yaklagimli gruptur.
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Tamm 4.2.18 (X,R(Sd)) bir tanimsal proksimal relator uzay olmak lizere X kiimesi

tizerinde tanimlanan bir bagint1 yansimali ve simetrik ise bu bagintiya zayif esdegerlik

bagintis1 denir.

(X,Rgm) bir tanimsal proksimal relator uzay, G < X bir yaklasimli grup ve H, G

nin alt yaklagimli grup olsun. X,y €G ve e, G nin birim elemani olmak {izere G nin

elemanlar1 arasinda asagidaki gibi bir “ p, ” bagintis1 tanimlanabilir:
xpyextyeHule

Teorem 4.2.19 G bir yaklasgimli grup olmak iizere, “ p, ” bagintis1 G iizerinde bir sol

zay1f esdegerlik bagintisidir.

Tanmim 4.2.20 “ p, ” sol zayif esdegerlik bagintisinin G yaklasimli grubunda belirttigi

siniflara yaklasimli sol zayif kalan smifi denir. Herhangi bir x eleman: i¢in bir

yaklagimli sol kalan sinifi X- H ile gosterilir ve
x-H={x-hlheH,xeG,x-heG}u{x}
dir.

(X ' Rs, ) bir tanimsal proksimal relator uzay, G < X bir yaklasimli bir grup ve H,

G nin alt yaklasimli grubu olsun. X,y €G ve e, G nin birim eleman1 olmak {izere

G nin elemanlar1 arasinda asagidaki gibi bir *“ p, ” bagintis1 tanimlanabilir:

xp,y:= x-yteHule,}
dir.

Teorem 4.2.21 G bir yaklagimli grup olmak iizere, “ p, ” bagntis1 G iizerinde bir sag

zay1f esdegerlik bagintisidir.
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Tamm 4.2.22 “ p, ” sag zayif esdegerlik bagintisinin G yaklasimli grubunda belirttigi

siiflara yaklasimli sag zayif kalan sinif denir. Herhangi bir x elemani igin bir
yaklagimli sag kalan smifi H - X ile gosterilir ve

H -x={h-x|he H,xeG, h~XGG}u{x}
dir.

Genel olarak, yaklagimli grubun ikili islemi her zaman degisme 06zelligini

saglamayabilir. Bu nedenle “ p, ” ve “ p,” zayif esdegerlik bagintilar1 farkl olabilir.

Sonug olarak, yaklagimli sag zayif ve yaklasimli sol zayif kalan siniflart da farkli

olabilir.

XeG olmak tizere, bundan sonraki kisimlarinda G nin H ile belirlenen tim
yaklagimli sag (sol) zayif kalan smiflart igin H - X (X- H ) gosterimi yerine HX (XH )

kullanilmuastir.

Teorem 4.2.23 Yaklasimli sag zayif kalan smiflar ile yaklagimli sol zayif kalan

simiflarinin sayilar aynidir.

Tanim 4.2.24 G bir yaklasimli grup ve H de G nin bir alt yaklagimli grubu olmak

izere, yaklasimli sag zayif kalan siiflarin sayisina (veya yaklagimli sol zayif kalan

smiflarin sayisina) H nin G deki indeksi denir ve [G : H] ile gosterilir.

Tanim 4.2.25 G c X bir yaklagimli grup ve H de G nin bir alt yaklagimli grubu

olsun. x,yeG i¢in XxH ve YH, sirasiyla x ve y elemanlarinin belirlendigi iki

yaklagimli sol zayif kalan sinifi olsun. Bu durumda X-y e ®°G eleman: tarafindan

belirlenen, iki yaklasimli sol zayif kalan sinifinin ¢arpimi

(x-y)H :{(x-y)-h‘he H, x-yed)*G,(x-y)-heG}u{x-y}
seklinde tanimlanir ve

xHoyH =(x-y)H
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ile gosterilir.
G < X bir yaklasgimli grup, H de bir G nin bir alt yaklasimli grubu olsun. O zaman
G/, ={xH|xeG}|
H tarafindan belirlenen G nin tiim yaklasimli sol zayif kalan siiflarin kiimesidir.
Bu durumda, G nin yerine ®'G dikkate alinirsa
(2°G)/,, ={xH|xe @G}
dir.

O zaman xH :{x-h|he H,xe®G, x-heG}u{x} olur.

Tanim 4.2.26 (X R, ) bir tanimsal proksimal relator uzay, G < X bir yaklagiml
grup ve H de G nin bir alt yaklagimli grubu olsun. G/ ,,» H tarafindan belirlenen

G nin tiim yaklasimli sol zayif kalan siniflarin kiimesi, A€ P ( X ) ve &, (A) , A

nin bir proksimal ailesi olsun. Bu durumda

©(6/,)= U &)

fq,(A)QG/M (1)
kiimesine, G/, nin {ist yaklagim1 denir.

Teorem 4.2.27 G bir yaklasimli grup, H , G nin bir alt yaklagimli grubu ve G/, de

H tarafindan belirlenen G nin tiim yaklagimli sol zayif kalan siniflarin kiimesi olsun.

Bu durumda (©°G)/, c®"(G/,, ) ise G/, , her X,y €G igin xH e yH =(x-y)H

(13 2

seklinde tanimlanan ““o” ikili islemine gore yaklagimli gruptur.

Tanmim 4.2.28 G bir yaklasimli grup ve H de G nin bir alt yaklasimli grubu olsun.

G/ ,,» yaklasimli grubuna H tarafindan belirlenen G nin tiim yaklagimli sol zayif

kalan siiflarmin yaklasimli grubu denir ve G/, H ile gosterilir.
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Sonuc 4.2.29 G bir toplamsal yaklasimli grup, H,G nin bir alt yaklagimli grubu ve

G/ , de G nin H tarafindan belirlenen tim yaklasiml sol zayif kalan smiflarin
kiimesi olsun. Bu durumda (d)*G)/pl c @ (G/p‘) ise 0 zaman G/pl , her x,yeG
icin

XH®yH =(x+y)H
seklinde tanimlanan “@® ” ikili islemine gore bir toplamsal yaklasimli gruptur.

Tanim 4.2.30 G bir yaklasimli grup N de bir alt yaklasimli grubu olsun. Bu durumda
her §eG i¢in g-N =N-g ise N ye G bir normal alt yaklasimli grubu denir.

Teorem 4.2.31 G bir yaklasimli grup ve N < G alt yaklasimli grubu olsun. Bu
durumda:
(i) N nin G yaklagimli grubunun bir normal alt yaklasimli grubu olmasi igin gerek

ve yeter kosul, her § €G icin gNg™ =N olmasidir.

(ii) N nin G bir normal alt yaklasimli grubu olmasi igin gerek ve yeter kosul, her

geG ve neN igin g-n-g~ e N olmasidir.

4.3 Yaklasimh Grup Homomorfizmalari

(I3 13 2
. (o)

(X,qu)) ve (Y’Raq,) tanimsal proksimal relator uzaylari ve ““- 7, sirastyla X ve

Tamm 4.3.1 Gc X, H Y yaklasimli gruplar ve ®*G, ®*H birer grupoid olmak
izere y, @G den ®'H iizerine doniisim olsun. Her X,y€G igin
;((X- y) = ;((X)o ;((y) iIse y ye bir yaklagimli grup epimorfizmasi denir ve ayrica,

G, H ye homomorfiktir denir ve G =H ile gosterilir.
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Benzer sekilde, yaklagimli yari-grup veya yaklasimli monoid homomorfizmalarindan
bahsedilebilir. Bu bélimde y, @G den ®"H ye bir yaklagimli epimorfizma olarak

dikkate alinacaktir.

Teorem 4.3.2 G ve H, yaklasimli homomorfik olacak bi¢gimde yaklasimli gruplar

olmak tizere (G,-) degismeli ise (H ,-) de degisimlidir.

Teorem 4.3.3 G X ve H <Y yaklasimli homomorfik olacak bicimde yaklagimli
gruplar, ®°G bir grupoid ve ®"(x(G))=®"H olsun. Bu durumda #(G) de bir

yaklasimli gruptur.

Teorem 4.3.4 Gc X ve H Y yaklasimli homomorfik olacak bigimde yaklagimli

gruplar olsun. e ve €’ sirasiyla G ve H nin yaklagimli birim elemani olsun. Bu

durumda her x € ®'G igin y(e)=€" ve y(x*)=y(x) dir.

Tanmm 4.35 Gc X ve H <Y yaklasimli homomorfik olacak bi¢imde yaklagimli
gruplar olsun. Ker;(:{XeGM(X):e'} kiimesine y nin g¢ekirdegi denir. Burada

e’, H nin yaklasimli birim elemandr.

Teorem 4.3.6 G2 X ve H Y yaklasimhi gruplar olsun. O zaman ®*Kery bir

grupoid ise Kery, G nin bir normal alt yaklasimli grubudur.

Teorem 4.3.7 G X ve HcY homomorfik olacak bigimde yaklasimli gruplar

olsun. G" ve N sirasiyla G nin bir alt yaklasimli grubu ve normal alt yaklagimli

grubu ve ®°G’ bir grupoid olsun. O zaman asagidakiler dogrudur:
(i) ;((@’“G') =®'y(G') ise (G'), H nin bir alt yaklasimli grubudur.

(i) x(G")=H ve ;((d)*N):CD*;((N) ise #(N), H nin bir normal alt yaklagimh
grubudur.

Teorem 4.3.8 G X ve H Y yaklasimli homomorfik olacak bigimde yaklasimli

gruplar, H’ ve N’ sirastyla H nin bir alt yaklasimli grubu ve normal alt yaklagimli
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grubu olsun. Bu durumda G’ nin H’ niin ters goriintiisii ve ®*G’ bir grupoid olmak

lizere asagidaki ozellikler saglanir:
(i) Z(@"G’) =®"H’ ise G, G nin alt yaklasimli grubudur.

(ii) x(G)=H ve N, N’ niin ters gdriintiisii olmak iizere, ;((CD*N’)=CD*N’ ise bu

durumda N, G nin bir normal alt yaklasimli grubudur.
Teorem 4.3.9 G < X bir yaklasimli grup ve H, G nin bir alt yaklagimli grubu olsun.
Bu durumda her X € ®*G igin

I1(x) = xH

ile taniml
M:®'G - (G/,H)

doniistimil bir yaklagimli grup homomorfizmasidir.
Tanim 4.3.10 G < X bir yaklasimli grup ve H, G nin bir alt yaklagimli grubu olmak
iizere, her X € @G icin
I1(x)=xH
ile tanimlanan
M:®'G - (G/,H)

yaklasimli grup homomorfizmasina bir kanonik (dogal) yaklasimhi grup

homomorfizmasi denir.

Tamm 4.3.11 Gc X ve H Y iki yaklasimli grup ve G, G nin bostan farkl1 alt

kiimesi olsun.
2 ®'G—>dH

bir doniisiim ve
Yo =7|, G —>®H

bir kisitlanmis doniisiim olmak iizere, her X,y € G’ i¢in
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2(%Y)=2e (X-Y) = 26 (X) 26 (¥) = 2(x)- 2(¥)

Ise y doniistimiine bir kisitlanmis yaklasimli grup homomorfizmasi denir. Ayrica, G,

H ye kisitlanmis yaklagimli homomorfiktir denir ve G =,  H seklinde gosterilir.

Teorem 4.3.12 Gc X ve H cY iki yaklasimli grup ve y, ®°G den ®"H ye bir
yaklagimli epimorfizma olsun. (CD*KerZ,-) bir grupoid ve (CI)*G)/M, @G nin Kery

tarafindan belirlenen tiim yaklagimli sol zayif kalan siniflarin kiimesi olmak iizere

(2G)/, c®*(G/, Kery)

ve

d)*;((G):;((GD*G)
ise

G/, Kery= x(G)
dir.
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5. YAKLASIMLI HALKALAR

5.1. Yaklasimh Halkalar

Bu bélimde Inan tarafindan 2019 da tammlanan yaklasimli halkalar ve bazi temel
ozellikler verilmistir [15].

Tamm 5.1.1 (X Ry, ) bir tanimsal proksimal relator uzayi, “+” ve “-”, X iizerinde

birer ikili islem olsun. R < X olmak iizere asagidaki 6zellikler saglaniyorsa R ye bir

yaklagimli halka denir:
(AR,) R, “+7ikili islemi ile birlikte bir degismeli yaklasiml1 gruptur.
(AR,) R, -7 ikili islemi ile birlikte bir yaklasimli yari-gruptur.
(AR;) Her X,y,Z€R igin
X-(y+z)=(x-y)+(x-2)
ve
(x+y)-z=(x-2)+(y-2)

ozellikleri ®'R de saglanir. Ayrica,

(AR,) Her X,y €R i¢in x-y=y-x ise R degismeli yaklasimli halkadr.

(AR;) Her xeR igin 1, -x=X-1; = x olacak big¢imde bir 1, € ®'R eleman: varsa,

R ye birimli yaklasimli halka denir.

Bu kosullar ®*R de saglanir. R deki elemanlarin sonlu tane toplami1 veya ¢arpimi her
zaman @R ye ait olmayabilir. Yani her X€R ve bazt neZ" i¢in nxe ®'R veya

x"e®dR oldugu kesin olarak sdylenemez. (¢>*R,+) ve (d)*R,-) grupoid ise bu

durumda her X€R ve her neZ" i¢in X" € ®'R veya her N€Z igin nxe DR olur.
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R bir birimli yaklasimlh halka ve X€ R olmak iizere, y-x=1, (Xx-z=1;) olacak

sekilde bir y e ®'R (z € CD*R) varsa X elemanina sol (sag) tersinirdir denir. y (Z)

elemanina X elemaninin sol (sag) yaklasimli tersi denir. X € R hem sol ve hem de sag

tersinir ise elemanina tersinirdir denir.

Tamm 5.1.2 R bir yaklagimli halka olmak tizere, (R \{0}, ) bir degismeli yaklagimli
grup ise R ye yaklagimli cisim denir.

Lemma 5.1.3 Tanimsal proksimal relator uzayinda, her halka bir yaklasimli halkadir.

Lemma 5.1.4 (X, &, ) bir tanimsal proksimiti uzay, R < X bir yaklasimli halka ve

0 € R olsun. Bu durumda her X,y €R igin O - X, x-0; € R olmak iizere,

(i) x-04 =0g-x =0,

(i) - (-3) = (%) y ==(x-¥),

(i) (=x)-(=y) =x-y

dir.

5.2 Alt Yaklasimh Cebirsel Yapilar

Tamm 5.2.1 (X, 6,,) bir tanimsal proksimiti uzay, R < X bir yaklagimli halka ve S,

R nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. S, R deki “+” ve “-” ikili islemleri ile bir
yaklagimli halka ise S ye R nin alt yaklagimli halkasi denir.
Teorem 5.2.2 (X,6, ) bir tammsal proksimiti uzay, R< X yaklasimli halka ve

(CD*S,+), (CD*S,-) iki grupoid olsun. Bu durumda S nin R yaklasimli halkasinin bir

alt yaklasimli halkasi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her XeS igin —Xe&S

olmasidir.
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Teorem 5.2.3 (X, &, ) bir tanimsal proksimiti uzay, R < X bir yaklasimli halka ve

S, ve S,, R niniki alt yaklagimli halkasi olsun. Bu durumda ®°S, ve ®'S,, “+”ve

(YA

ikili islemleri ile birlikte birer grupoid olmak iizere
(@7S,) (@S, )=D"(S,nS,)
ise S;,NS,, R nin bir alt yaklagimli halkasidir.

Sonu¢ 5.2.4 (X,5, ) bir tammsal proksimiti uzay, R < X bir yaklasimli halka ve

{Si |i € A} ailesi de R nin alt yaklagimli halkalarinin bostan farkli bir ailesi olsun. Bu

durumda @S, ler “+ ve “-” ikili iglemleri ile birlikte birer grupoid olmak iizere
n(es)=o(ns)

ise iﬂA S, R nin bir alt yaklasimli halkasidir.

Tamm 5.2.5 (X, 8, ) bir tammsal proksimiti uzay, R < X bir yaklagik halka ve I,

R nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Her X,y €l ve reR igin x+ye®’l,
—-Xel ver-xed’l (X-r e ®@’l ) ise 1 ya R nin bir sol (sag) yaklasimli ideali denir.
I hem sol hem de sag yaklasimli ideali ise | ya R nin yaklagimli ideali denir.

Uyar15.2.6 R yaklagimli halkasinin sadece bir tane agikar yaklasimli ideali vardir. Bu

asikar yaklasimli ideali de R nin kendisidir. Ayrica {OR} nin R nin agikar yaklagimli

ideali olmasi i¢in gerek yeter sart, 0 € R olmasidir.

Lemma 5.2.7 Her yaklasimli ideal, R nin bir alt yaklagiml1 halkasidir.

Teorem 5.2.8 (X,d, ) bir tammsal proksimiti uzay, R bir yaklasimli halka, I, ve

I,, R nin iki yaklasiml ideali olsun. Bu durumda @®*I, ve ®"1,, “+” ve “.” ikili

islemleri ile birlikte birer grupoid olmak iizere
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(@1,)n(@1,) =D (I,n1,)
ise 1I,N1,, R nin bir yaklasgimli idealidir.

Sonu¢ 5.2.9 (X,5,) bir tammsal proksimiti uzay, R bir yaklasimli halka ve
{Ii|i eA} ailesi de R nin yaklasimli ideallerinin bostan farkli bir ailesi olsun. Bu

durumda @°I, ler “+” ve “-” ikili islemleri ile birlikte birer grupoid olmak tizere

Ig(q)*l):(b* (Igll)

ise N 1;, R nin bir yaklagimli idealidir.

ieA

5.3 Yaklasimh Zayif Kalan Siniflar

Tanmm 5.3.1 Bostan farkli R < X kiimesi ilizerinde tanimlanan bagint1 yansiyan ve

simetrik ise bu bagintiya zayif esdegerlik bagintisi denir.

R < X bir yaklasimli halka ve S de R nin bir alt yaklasimli halkasi olsun. Bu

durumda x,y e R olmak iizere, R nin elemanlari arasinda
Xp, Y= —x+yeSu{0,}
bagintis1 tanimlanabilir.

Teorem 5.3.2 R bir yaklasimli halka ve S de R nin bir alt yaklasimli halkasi olsun.

O zaman “ p,” bagintis1 R iizerinde bir sol zayif esdegerlik bagintisidir.

Herhangi bir x € R i¢in ““ p,” sol zayif esdegerlik bagmtisinin R yaklagimli grubunda

belirttigi sinif:

X :{ye R|yp(X}

={yeR|(-x)+yeSU{0,}}
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—{yeR|(-x)+yeS veya(-x)+ye{0,}}

yeR|yex+Sve(-x)+y=0.}

=
{yeR|yex+S veya y=x|
={yeR|yex+S veya y=x}
ile belirlidir.

Benzer olarak x,y eR olmak iizere, R yaklagimli halkasinin elemanlar arasinda
xp,y = y+(-x)e Su{0;}
bagintis1 tanimlanabilir.

Teorem 5.3.3 R bir yaklagimli halka ve S de R nin bir alt yaklagimli halkasi olsun.

O zaman “ p, ” bagntis1 R {izerinde bir sag zayif esdegerlik bagintisidir.

Herhangi bir xeR igin “ p, ” sag zayif esdegerlik bagintisinin R yaklagimlh

halkasinda belirttigi sinif:

% ={y eR|yp,x}
={yeR|y+(-x)eSU{0.}}
={yeR|yeS+xveya x=y}
={yeR|yeS+xveya x=y}

={s+X/seS,xeR,s+xeR}u{x]
ile belirlenir.

Tamim 5.3.4 “ p,” bagmtisi ile belirlenen kalan sinifina yaklasimli sol zayif kalan sinif
denir ve xe R igin X, ile gosterilir. Benzer sekilde, “ p, ” bagmtisi ile belirlenen

kalan siifina yaklagimli sag zayif kalan sinif denir ve X € R i¢in X, ile gosterilir.
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Kolayca goriilebilir ki X, =X+S ve X =S +Xx dir. (R,+) degismeli yaklasimli grup
oldugundan X, =X dir. Bu durumda X, ve X, notasyonlar1 yerine sadece X
kullanilir.
R nin S ile belirlenen tiim yaklasimli zayif kalan siniflarinin kiimesi
R/, ={x+S|xeR}
dir. Burada R yaklasimli halkasi yerine ®*R alinirsa
(CD*R)/p :{X+S|XECD*R}
elde edilir.

Tamm 5.3.5 (X, 8, ) bir tammsal proksimiti uzay, R < X yaklasimli halka ve S, R

nin bir yaklagimli alt halkasi olsun. X,y € R olmak tizere X+S ve y+S sirasiyla X

ve y elemanlarinin belirledigi yaklasimli zayif kalan sinifi olsun. Bu durumda

X+Yy e ®'R elemaninin belirledigi yaklagimli sol kalan sinifi

(x+y)+S={(x+y)+s|568,x+ye<D*R, (X+y)+S€R}U{X+y}

ile tanimlidir. Buna yaklasimli zay1f kalan siiflarinin toplami denir ve
(x+S)®(y+S)=(x+y)+S
ile gosterilir.

Tamm 5.3.6 (X, 5, ) bir tanimsal proksimiti uzay, R < X yaklasimli halka ve S, R

nin bir yaklasimli alt halkasi olsun. X,y € R olmak iizere X+S ve Y+3S sirasiyla X

ve y elemanlarinin belirledigi yaklasimli zayif kalan sinifi olsun. Bu durumda

X-y € ®'R elemaninin belirledigi yaklasimli zayif kalan sinifi

(x-y)+S={(x-y)+s]|s€S,x-ye®R,(x-y)+seRjuU{x-y}

ile tantmlidir. Buna yaklasimli zayif kalan siniflarinin carpimi denir ve
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(x+S)O(y+S)=(x-y)+S

ile gosterilir.
Tamm 5.3.7 (X, 6, ) bir tammsal proksimiti uzay, R < X bir yaklasiml halka ve
S, R nin bir alt yaklasimli halkasi olsun. R/, R nin S ile belirlenen biitiin

yaklagimli zayif kalan siniflarinin kiimesi ve &, (A), Ae P(X) kiimesinin yaklagimli

kiime ailesi olmak tizere

q)*(R/p): U ’§®(A)

;D(A)QR/ ,#D
kiimesine R/, nin Gist yaklagimi denir.

Teorem 5.3.8 R < X bir yaklasimli halka ve S, R nin bir alt yaklagimli halkasi ve

R nin R/, R nin S ile belirlenen tim yaklasimli zayif kalan smiflarmin kiimesi

olsun. Bu durumda
(®'R)/p =@ (R/p)
ise R/, herx,yeR igin
(x+S)®(y+S)=(x+Yy)+S,
(x+S)O(y+S)=(x-y)+S

ile taniml1 islemlerle birlikte bir yaklasimli halkadir.

Tamm 5.3.9 R < X yaklagimh halka ve S, R nin bir yaklagimli alt halkasi olsun.
R/, yaklasimli halkasina R nin S ile belirlenen tiim yaklagimli zayif kalan

stniflarmin yaklagimli halkasi denir ve R/ S seklinde gdsterilir.
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Tamim 5.3.10 (X, 8, ) bir tanimsal proksimiti uzay ve R,R, € X iki yaklasimli

halka olsun. Her X,y € R, i¢in

v (x+Y)=y(x)+y(y)

ve
v (x-y) =y (x)w(y)
olacak sekilde bir

Y DR - DR,
fonksiyonu varsa y ye yaklasimli halka homomorfizmasi denir. y, @R, den @R,

ye taniml1 bir yaklagimli halka homomorfizmasi olmak iizere,
(1) w birebir ise y ye yaklasiml halka monomorfizmast,
(2) w orten ise y ye yaklasimli halka epimorfizmast,

(3) y birebir ve drten ise y ye yaklagimli halka izomorfizmast

denir.

Ayrica, y bir yaklasimli epimorfizma ise R, ile R, yaklagimli homomorfiktir denir

ve R =, R, seklinde gosterilir.

Teorem 5.3.11 R,R, X iki yaklasimli halka ve y :®'R, — @'R, bir yaklasimli

halka homomorfizmasi olsun. Bu durumda

(i) Oy €®'R,, R, nin yaklasimli sifir elemani olmak tizere, t//(OR1 ) =0, dir.

(ii) Her xeR, i¢in y(-x)=-y(x) dir.
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Teorem 5.3.12 (X, 6, ) bir tanimsal proksimiti uzay, R,R, € X iki yaklasimli halka
ve , ®'R, den @R, ye tamimli bir yaklagimli halka homomorfizmasi olsun. S, R

in alt yaklagimli halkas1 ve ®*S grupoid olmak {izere asagidaki 6zellikler saglanir.
(i) w (CD*S) =0’y (S) ise y(S)= {W(X)‘ Xe S} , R, nin bir alt yaklagiml1 halkasidir.
(ii) S degismeli ve y(®'S)=®"y(S) ise y(S), R, nin degismeli bir alt
yaklagimli halkasidir.

Tamm 5.3.13 (X,5¢,) bir tanimsal proksimiti uzay, R,R, < X iki yaklasimli halka

ve ¥, ®'R, den ®'R, ye tanimli bir yaklagimli halka homomorfizmasi olsun.
Kery = {x eR |y (x)= ORZ}
kiimesine y yaklagimli halka homomorfizmasinin ¢ekirdegi denir.

Teorem 5.3.14 (X, &, ) bir tamimsal proksimiti uzay, R,,R, < X iki yaklasiml halka
ve w, ®'R den ®'R, ye tanmimli bir yaklagimli halka homomorfizmasi olsun.
®"Kery, “+ ve “-” ikili islemleri ile birlikte bir grupoid olmak iizere, Kery, R, in

yaklasimli idealidir.
Teorem 5.3.15 (X,5®) bir tanimsal proksimiti uzay ve S, R nin bir alt yaklagimli
halkas1 olsun. Bu durumda her X € @R igin
II(x)=x+S
ile tanimli
M:®'R—>d(R/,S)

fonksiyonu bir yaklagimli halka homomorfizmasidir.
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Tamm 5.3.16 (X , 5(1)) bir tanimsal proksimiti uzay ve S, R, in bir alt yaklagiml
halkas1 olsun. Bu durumda her x e ®*R igin
I(x)=x+S
ile taniml1
M:®'R—>d" (R/,S)
yaklagimli halka homomorfizmasina dogal yaklasimli homomorfizma denir.

Tamm 5.3.17 (X, 5, ) bir tanimsal proksimiti uzay, R,,R, = X bir yaklasimli halka

ve S, R, in bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Bu durumda

Y O'R - O'R,
bir fonksiyon ve
s :Z‘S :S > 'R,

kisitlanmis fonksiyon olmak iizere, her X,y € S igin

2 (x+y)= 25 (x+Y)= x5 (X)+ 25 (¥) = 2 (x)+ 2(y)
ve
2 (X y) =25 (X-¥) =25 (%) 25 (¥) = 2(%)- 2(¥)
ise y fonksiyonuna kisitlanmis yaklagimli halka homomorfizmasi denir. O zaman R,,

R, ye kisitlanmis yaklasimli homomorfiktir denir ve R, =, R, seklinde gosterilir.

Teorem 5.3.18 (X,d, ) bir tammsal proksimiti uzay ve y, ®'R, dan ®'R, ye
tanimli bir yaklagimli halka homomorfizma olsun. ((D“‘Ker;(,+) ve (CD*Ker;(,~) birer

grupoid ve (<I)R1) ,» @ (R,) in Kery tarafindan belirlenen yaklasimli zayif kalan

smiflariin kiimesi olmak tizere,

(0°R)/, = (R, Ken)
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ve
o'y (R)=x(®R)
ise
R/, Kery= x(R)

dir.
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6. YAKIN HALKALAR
6.1 Temel Bilgiler

Halka kavraminin genellestirilmis bir hali olan yakin halka kavraminin
halkadan farki, halkada birinci islemin degismeli olmasi gerekirken yakin halkada
birinci iglemin degismeli olmasinin gerekmemesidir. Ayrica, halkada ikinci islemin
birinci islem tizerine soldan ve sagdan dagilmali olmasi gerekirken yakin halkada
ikinci iglemin birinci islem iizerine Sadece bir taraftan dagilma o6zelligine sahip
olmasi yeterlidir.

Yakin halkalar ile ilgili ilk ¢alisma, 1905 yilinda Dickson [11,12] tarafindan
aksiyomatik olarak verilmistir. Dickson tarafindan bir tarafli dagilma 6zelligine sahip
cisimlerin varlig1 gosterilmis ve bu tiir cisimler yakin cisim olarak adlandirilmistir.
Yakin halka kavrami ilk defa 1936 yilinda Zassenhaus [13] tarafindan kullanilmis ve
biitiin sonlu yakin cisimler belirlenmistir. Halkalar teorisindeki bazi temel teoremler
yakin halkalar i¢in de ifade edilebilir.

Yakin halka teorisi ile ilgili ¢alisan matematikg¢ilerin goz oniline aldigi en
temel kaynak, Pilz’in [16] Near-Rings adli kitab1 olup, bu bdlimde yer alan biitiin

bilgiler bu kitaptan alinmustir.

Tamim 6.1.1 [16] Bos olmayan bir M kiimesi {izerinde “+” ve “-” ikili islemleri

tanimlansin. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanirsa M ye bir yakin halka denir:
Q) (|\/| ,+) bir gruptur (degismeli olmasi gerekmez).
(i)  (M,-) bir yar: gruptur.
(ilf)  Her n,n,,n, eM icin (n,+n,)-n,=n,-n, +n, -n, tiir.
Not 6.1.2 Yukaridaki tanim dikkate alindiginda, (iii) den dolay1 yakin halka kavrami

yerine sag yakin halka kavrami kullanilabilir. Ayrica, (iii) nin yerine her

n,n,,n,eM igin n-(n,+n,)=n-n,+n-n, Ozelligi yazilirsa, bu durumda sol
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yakin halka kavrami tanimlanir. Bu g¢alisma boyunca sag yakin halka kavrami

kullanilacaktir.

Not 6.1.3 Genellikle (M,+) grubunun etkisiz elemani, (M,+,) yakin halkasmnin

sifirt olarak tanimlanir. Ayrica, biitiin yakin halkalarin kiimesi M ile gosterilir.

Ornek 6.1.4 [16] (F,+) bir grup ve M (F) da I dan T ya olan tim doniigimlerin
kiimesi olsun. Bu durumda doniigsiimlerin toplami ve ¢arpimi (bileskesi anlaminda)

islemlerine gore, (M (F ) 7+, 0) bir yakin halkadir. Gergekten,

. (M (F),+) bir gruptur: Her f,, f, e M (T) ve her xeT igin

(f+£,)(x)= f,(x)+ f,(x)eT
oldugundan, M (F) kiimesinde “+” islemine gore kapalilik 6zelligi saglanir.

Her f,f,, f,eM(T) ve her xeT icin

dir. Bu durumda (fl + f2)+ f,=1, +( f,+ f3) olur ve dolayisiyla M (F) kiimesinde
“+” islemine gore birlesme 6zelligi gegerlidir.

Her xeI igin G(X) =0, seklinde tanimlanan O:I' —>T" doniisiimii goz
oniine alinirsa, her f e M (F) icin f+0=0+f=f dir. O zaman 0, M (F) nin

“+” islemine gore etkisiz elemanidir.
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Her xeI' igin (—f )(X)=—f (X) seklinde tanimlanan —f:["—>T
doniisiimii dikkate alinirsa, her f eM (F) icin f+(—f):(—f)+ f=60 dir. Bu

durumda —f, feM (F) nin “+” islemine gore tersidir, yani “+” islemine gore

ters eleman 6zelligi saglanir.

. (M (F),o) bir yari-gruptur: Her f,, f,e M (T) ve her xeT igin

(f,of,)(x)=1f,(f,(x))el
oldugundan, M (F) kiimesinde “o” islemine gore kapalilik 6zelligi gecerlidir.

Her f,f,, f;eM (F) ve her x eI igin

(( fof,)e fs)(x):(flo(fz ° f3))(x)

olup, fo(f,efy)=(fof,)cf; tir. O halde M (T') kiimesinde “o” islemine gore

birlesme 6zelligi saglanir.

o Her f,f,, f;eM(T) veher xeT igin

dir. O zaman (f,+f,)o f,=(f,o f;)+(f,0 f;) olur, yani sagdan dagilma 6zelligi

gecerlidir.

Not 6.1.5 Yukarida verilen (M (F ),+,0) cebirsel yapisi bir yakin halka olmasina

ragmen, bu cebirsel yapi i¢cin soldan dagilma ozelligi saglanmadigindan M (F ) bir

halka degildir.
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Yakin halkalar ile ilgili farkli 6rnekler asagida verilmistir.
Ornek 6.1.6 [16]
@)  (T,+) bir grup ve MO(F):{f eM(T)| f(Or):OF} olsun. Bu

durumda dontisiimlerin toplam1 ve ¢arpimi (bileskesi anlaminda) iglemlerine

gore, (M o(T)+ 0) bir yakin halkadir.
2 (I,+) birgrupve M (I')={f e M (T)| f sabit} olsun. Bu durumda

doniigiimlerin toplami ve carpimi (bileskesi anlaminda) islemlerine gore,

(M . (F) ,+, 0) bir yakin halkadir.

@3)  (I,+) birgrup ve

0, , y=0

f5(7)={5 Hor,aer}
' r

olsun. O halde dontisiimlerin toplami ve carpimi (bileskesi anlaminda)

Mf(F)={fdeM(F)

islemlerine gore, (M J(T),+, o) bir yakin halkadur.

Lemma 6.1.7 [16] M yakin halkasi i¢in asagidaki dzellikler saglanir:

(1) Her neM igin 0,, -n=0,, dir.

(2) Her n,n"eM igin (-n)-n"=—(n-n") diir.
Not 6.1.8 M bir yakin halka olmak iizere, her n,n'eM i¢in n-0,, =0,, Ve
n-(-n")=—(n-n") esitlikleri saglanmayabilir. Ornegin, Ornek 6.1.4 te verilen
(M (F),+,O) yakin halkasi dikkate alinirsa, her f € M (F) icin f o6 =@ olabilmesi
icin f(Or)ZOr kosulu saglanmalidir ve ayrica, her f,f,eM (F) icin

f o (— f2) = —( fo fz) olabilmesi i¢in f, tek fonksiyon olmalidir.

34



6. YAKIN HALKALAR Aysegiil KOCAMAZ

Tanmm 6.1.9 [16] M bir yakin halka olsun. O zaman M, ={n eM | n-0, =OM}

kiimesine M nin sifir simetrik kismi ve M = {n eM | n-0, = n} kiimesine de M

nin sabit kzsmu denir.

Not 6.1.10 M, ve M_, M lizerinde tanimlanan “+” ve “-” islemlerine gore birer
yakin halkadir. Ayrica, M =M, ise M ye sifir simetrik yakin halka ve M =M. ise
M vye sabit yakin halka denir. Ayrica, biitiin sifir-simetrik yakin halkalarin kiimesi

M. ve biitiin sabit yakin halkalarin kiimesi de M. ile gosterilir.
Ornek 6.1.11 [16] (M (T)), = M, (T) ve (M (T'))_ =M, (T') dir. Gergekten,

(M()),={feM(T)| fo0=0}={f eM ()| f(0.)=0:}=M,(T)
(M()), ={feM(T)| feo=f}={feM(T)|Vyel, f(y)=f(0.)}

{f eM(T)| f sabit}

- C(F)

dir.

Not 6.1.12 Halka teorisinde kullandigimiz etkisiz (birim) eleman, tersinir eleman,
kisaltilabilir eleman, sifir bolen, idempotent eleman ve nilpotent eleman kavramlari,

yakin halka teorisinde benzer sekilde tanimlanabilir.
Her nn"eM igin d-(nh+n)=d-n+d-n" ise d elemanma distribiitif
(dagilmali) eleman denir. Ayrica, biitiin birimli yakin halkalarin kiimesi M ve biitiin

distribiitif elemanlarin kiimesi de M ile gosterilir.
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Teorem 6.1.13 [16] M bir yakin halka ve e e M Dbir idempotent eleman olsun. Bu

durumda her neM i¢in n=X+Yy olacak bigimde tek tirli belirlenen

Xe{n eM | n-e:OM} ve yeM elemanlar: vardir.

Sonuc 6.1.14 [16] M bir yakin halka olsun. Bu durumda her ne M i¢in n=n, +n,

olacak big¢imde tek tiirlii belirlenen n,e M, ve n e M, elemanlar1 vardir, yani

(M,+)=(Mg,+)®(M,, +) dir.

Tamim 6.1.15 [16] M bir yakin halka olsun. O zaman

(i) (M,+) abelise M ye abel yakin halka denir.
(i) (M,-) degismeliise M ye degismeli yakin halka denir.
(iii) M =M, ise M vye distribiitif yakin halka denir.
(iv) M, 0,, nin sifirdan farkli bolenlerine sahip degilse M ye tam yakin
halka denir.
v) (M —{0,}.-) birgrupise M ye yakin cisim denir.
Ornek 6.1.16
1) (F,+) bir abel grup ise (l\/l (F),+) bir abel gruptur. Boylece M (F)
bir abel yakin halkadir.
(2 (F,+) bir grup olmak tizere, I' da her «,Bel icin a*f=a
seklinde tanimlanan “*” islemi dikkate alinirsa (F ,+,*) bir tam yakin
halkadir.
3) 7, mod 2 kalan siniflarinin kiimesi olmak {izere, (Zz,+) bir gruptur.
Ayrica, Z, de her aeZ, igin 0-a=0 ve 1-a=1 seklinde tamimlanan “-”

islemi dikkate alinirsa (Z2 + ) bir yakin cisimdir.
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6.2 N-Gruplar
Halka teorisindeki modiil kavramina, yakin halka teorisinde karsilik gelen

M -grup kavramini gbz 6niine alacagiz.

Tamim 6.2.1 [16] (I',+) bir grup ve M bir yakin halka olsun. Bu durumda

uMxI'>T ,u((n,}/))z ny
seklinde tanimlanan dis carpimi dikkate alindiginda, asagidaki ozellikler saglanirsa
(T, 1) ikilisine bir M -grup (veya M de bir yakin modiil) denir:
Her y €I" ve her n,n"e M igin
(n+n)y=ny+n’y ve (n-n)y=n(ny).
M -grup kavrami kisaca ,,T" ile gosterilir. Ayrica, biitin M -gruplarin

kiimesi u@ ile gosterilir.

Ornek 6.2.2 [16]

(1)  (M,+) bir yakin halka ise M bir M -gruptur.
(2 R bir halka ve M de bir (sol) R -modiil ise M bir R -gruptur.
3)  (T,+) bir grup olsun. O zaman T,

wM(C)xE T u((f.7))=1(7)

seklinde tanimlanan dis carpimu ile bir M (F) -gruptur.

Tamm 6.2.3 [16] M. ve , T ewG olmak {izere, her y el i¢in 1y=y ise T

M

ya bir ziniter (birimsel) M -grup denir.

Lemma 6.2.4 [16] M bir yakin halka ve T" bir M -grup olsun. Bu durumda

asagidaki ozellikler saglanir:
(1) Her y el i¢in 0,, =0, dir.

(2) Her yeI' veher neM igin (—n)}/z—n}/ dir.
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(3) Her ne M, i¢in nO. =0,. dir.

(4) Her yeI" ve her ne M_ igin ny =n0,. dir.

6.3 Alt Yapilar
Tanim 6.3.1 [16] M bir yakin halka ve (P,+), (M,+) nin bir alt grubu olsun. Bu

durumda P-P < P ise P ye M nin bir alt yakin halkas: denir.

Ornek 6.3.2 [16] M, ve M_, M yakin halkasmim birer alt yakin halkasidur.

Gergekten,

° (M0,+), (M ,+) grubunun bir alt grubudur: Her x,y € M, i¢in

(X_y)'OM =X-0y -y-0, =0, -0, =0y
oldugundan x—yeM, dir.

e M;-M,c M, dir: Her X,y e M, i¢in

(x-y)-0, =x-(y-0,)=x-0, =0,

olup, x-yeM, dur.
Boylece M,, M nin bir alt yakin halkasidir. Benzer sekilde M_ nin de M

nin bir alt yakin halkasi oldugu kolayca gosterilebilir.

Tamim 6.3.3 [16] M bir yakin halka ve T" bir M -grup olsun. O zaman T" nin
MA c A kosulunu saglayan bir A alt grubuna, T" nin bir M -alt grubu denir.

6.4 Homomorfizmalar ve idealler

Tamm 6.4.1 [16] M, M 'e M ve T',T" em@ olsun. Bu durumda

(i) Her mneM igin
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p(m+n)=p(m)+p(n) ve p(m-n)=gp(m)-p(n)
ise ¢:M — M "' doniisiimiine bir yakin halka homomorfizmas: denir.

(i) Her a,fel’ veher neM igin

v(a+p)=y(a)+y(B) ve w(na)=ny(a)
ise y:I'>TI" donlisiimiine bir M -homomorfizmas: denir.

Benzer sekilde yakin halka teorisinde ve yakin-modiil teorisinde

monomorfizma, epimorfizma ve izomorfizma kavramlar1 tanimlanabilir. M, M "'e M

ve I, I" ewG olmak iizere, M den M' ye biitiin yakin halka homomorfizmalarin

kiimesi Hom(M,M ') ve T dan I" ye biitin M -homomorfizmalarin kiimesi de
Hom,, (T, T") ile gosterilir.

M, M "e M olmak lizere, M den M"' ye bir monomorfizma varsa M, M
ye gomiilebilir denir.
Ornek 6.4.2 [16] M bir yakin halka ve T" bir M -grup olsun. O zaman her y e’
icin W (n) =Ny  seklinde tanimlanan w:M —I  donlsimi bir M -

homomorfizmasidir, yani ¥ € Hom, (M ,F) dir.

Tamm 6.4.3 [16] M bir yakin halka ve |, (M,+) nin bir normal alt grubu olsun.

Bu durumda
i I-Mcl,

(ii) Her n,n"eM veher acl igin N-(n'+a)-n-n"el

kosulu saglaniyorsa | ya M nin ideali denir ve | <M ile gosterilir.
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Ayrica, sadece (i) kosulunu saglayan | ya M nin sag ideali denir (| <, |V|)
ve sadece (ii) kosulunu saglayan | ya M nin sol ideali denir (I <, M),

Tanim 6.4.4 [16] M bir yakin halka ve T bir M -grup olsun. O zaman A, T nin

bir normal alt grubu olmak iizere, her y€I', her 6€A ve her neM igin

n(}/+5)—n}/€A kosulu saglaniyorsa A ya I’ mmn ideali denir ve A<, T ile

gosterilir.

Ornek 6.4.5 [16] M bir yakin halka ve T" bir M -grup olsun. Bu durumda {OM }

M ve {Or}, ' sirasiyla M ve I' nin idealleri olup, bu ideallere triviyal ideal denir.

Not 6.4.6 M bir yakin halka ve | da M nin bir ideali olsun. O zaman n,n"e M

olmak iizere,

n=n'(modl) = n-n'el

G __9

seklinde tanimlanan “=” bagintis1 bir kongriians bagintisidir. Bu durumda “=

bagintist bir denklik bagintist oldugundan, bu bagintiya gore denklik (kalan) siniflart

neM icin A=n+l ={n'

n=n'(mod 1)} seklindedir. Bitin denklik (Kalan)

siniflarinin kiimesi M /1 = {ﬁ | neM } ile gosterilir.
M bir yakin halka, T" bir M -grup ve A da I" nin bir ideali olmak {izere,
benzer sekilde o, B €l igin
a=f(modA) = a-feA

bi¢iminde “=” kongrilans bagmntisi ve dolayisiyla denklik (kalan) siniflarinin

/A= {77 |7 e F} kiimesi tanimlanabilir.

Teorem 6.4.7 [16] M bir yakin halka ve | da M nin bir ideali olsun. O zaman

M / | tizerinde, M deki “+” ve “-” islemleri dikkate alinarak,
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(m+1)+(n+1)=(m+n)+1 ve (m+1)-(n+1)=(m-n)+1
seklinde tanimlanan “+ > ve “-” islemlerine gore M/1 bir yakin halkadur.

Tamm 6.4.8 [16] Yukarda belirtilen (M/I,+,") yakin halkasma, M yakin

halkasinin | idealine gore boliim yakin halkas: denir.
Tanim 6.4.9 [16] M,M'eN've ¢ € Hom(M,M") olmak iizere,
Kergoz{n eM| (p(n)zoM,}

kiimesine ¢ yakin halka homomorfizmasinin ¢ekirdegi denir.
Teorem 6.4.10 [16] M ve M' iki yakin halka ve @:M — M"' bir yakin halka

homomorfizmas: olsun. Bu durumda
(1) K, M nin bir alt yakin halkasi ise (p(K) da M' niin bir alt yakin
halkasidir.

(2) 1, M nin bir ideali ve ¢ rtenise ¢(1) da M" niin bir idealidir.

(3) K’, M' niin bir alt yakin halkas: (ideali) ise (0_1(K') de M nin bir alt
yakin halkasidir (idealidir).

Teorem 6.4.11 [16] (Homomorfizma Teoremi) M ve M" iki yakin halka olsun. O

zaman
(1) <M ise M/1, M nin bir homomorfik goriintiisiidiir.
(2) :M —>M" bir yakin halka epimorfizmas: ise Kerg, M nin bir

idealidir ve M/Kerp=M " diir.

Teorem 6.4.12 [16] M ve M' iki yakin halka ve @:M — M" bir yakin halka
epimorfizmas1 olsun. O zaman M nin Ker¢ yi kapsayan alt yakin halkalari

(idealleri) ile M ' niin alt yakin halkalar1 (idealleri) arasinda birebir esleme vardir.
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Teorem 6.4.13 [16] M ve M' iki yakin halka ve @:M — M" bir yakin halka

epimorfizmas:t olsun. O zaman M nin Ker¢ yi kapsayan | idealleri icin

N/l =zp(M)/p(1) dur.
Teorem 6.4.14 [16] M bir yakin halka ve |,J <M olsun. Bu durumda Jc|

olmak tizere, M/ %/ =M /1 dir.

Not 6.4.15 Yukarida verilen izomorfizma teoremleri M -gruplar i¢in de gegerlidir.
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7. BULGULAR ve TARTISMA

7.1 Yaklasimh Yakin Halka

Tamm 7.1.1 (X ,R%) bir tanimsal proksimal relator uzay, “+” ve “-” X {lizerinde

birer ikili islem olsun. N < X olmak tizere

(YYl) N, “+”ikili islemi ile bir yaklasimli gruptur. (Degismeli olmasi gerekmez.)

(YY 2) N, “-” ikili islemi ile bir yaklagimli yari-gruptur.

(YY3) Her x,y,ze N igin

(X+y)-z=X-2+Yy-Z

ozellikleri ®*N de saglaniyorsa N ye yaklagimli yakin halka denir.

(YY 4) Her x,ye N ic¢in x-y=y-x ise N ye degismeli yaklagimli yakin halka
denir.

(YY5) Her xe N igin 1, -x=x-1, olacak sekilde bir 1, e ®'N varsa N ye
birimli yaklagimli yakin halka denir.

(YY 3) den dolay1, yaklasimli yakin halka yerine yaklasimli sag yakin halka kavrami
kullanilabilir. (YY 3) yerine, her x,y,zeN igin x-(y+ Z) =X-Y+X-Z kosulu

saglaniyorsa N ye yaklasimli sol yakin halka denir. Bu ¢alisma boyunca yaklagimli
yakin halka kavrami kullanilmistir.

Genel olarak, (X,R@b) yaklasimli grubunun etkisiz elemani, yaklasimli yakin

halkanin sifir1 olarak tanimlanir.
(YY1)- (YY3) kosullar1 ®*N de saglanir. N deki elemanlarin sonlu tane toplami

veya ¢arpimi her zaman ®°N ye ait olmayabilir. Yani her x e N ve baz1t neZ" igin

nxe ®*N veya x" e ®*N oldugu kesin olarak sdylenemez. (CD*N,+) ve (CD*N,-)
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grupoid ise bu durumda her x e N ve her neZ" i¢in x™ € ®*N veya her N€Z igin
nx e ®*N olur.

N bir yaklasimli yakin halka ve x € N olmak iizere, y-x =1, (x-z=1,) olacak

sekilde bir ye ®"N (Z ed)*N) varsa X elemanina sol (sag) yaklasimli tersinirdir

denir. y (z) elemanina X elemaninin sol (sag) yaklasimli tersi denir. X € N hem sol

ve hem de sag tersinir ise elemanina yaklagimli tersinirdir denir.

Ornek 7.1.2 |, §, tanimsal proksimiti bagintisi ile birlikte, Sekil 7.1 de oldugu gibi

16 pikselden olusan bir dijital goriintii olsun.

Xoo Xor Xo2 Xo3
X0 Xi7 X12 X3
X20 X2 X22 X23
X30 X31 X33 X33

Sekil 7.1. I dijital gdriintiisii

| daki x; pikseli | dijital goriintisiindeki (i,j) (satir ve siitun) konumundaki

pikseldir. ¢, RGB kodunu temsil eden bir ¢ikarim fonksiyonu olmak iizere ¢ nin

aldig1 degerler sekil 7.1 deki gibidir.
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Tablo 7.1. Piksellerin RGB degerleri

Red | Green | Blue Red | Green | Blue
Xoo | 249 | 245 | 75 Xyo | 228 | 234 | 98
Xo1 | 252 | 207 94 Xy, | 204 | 245 | 185
Xop | 228 | 234 | 98 X, | 181 | 232 | 231
Xos | 204 | 245 | 185 Xy | 244 | 212 | 140
Xo | 249 | 245 | 75 X3 | 204 | 245 | 185
X1 | 252 | 207 94 Xy | 244 | 212 | 140
X, | 204 | 245 | 185 Xp | 174 | 220 | 124
X3 | 244 | 212 | 140 Xy | 181 | 232 | 231

i+k=m(mod2) ve j+l=n(mod2) (0<i, jk,1<3) olmak iizere,
+:Ixl =1
(Xij ' Xkl) =X + X, =X,

| iizerinde bir ikili islem ve N ={xy,X,}< | bir alt dijital goriintii olsun. Bu
durumda

Q(N)={0 (%), (%)}
={(252,207,94),(249,245,75)}

dir. Tanim 4.1.13 ten N nin tanimsal {ist yaklagimi
N ={x; e1|%,,N}
:{Xij c |ng(xij )}mQ(N)y&@}

:{X001X011X10’X11}

olur. Budurumda N nin tanimsal iist yaklasimi Sekil 7.2 deki gibidir.
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Xoo Xo1 X032 X3
X0 X7 X712 X3
X20 Xar X2z X23
X30 X37 X32 X33

Sekil 7.2. N nin tanimsal iist yaklagimi1
Tanim 4.2.17 den |, “+ islemi ile bir yaklasimli gruptur.
xl =1
(%50 %0 ) > %5 % =X,
| {izerinde bir ikili islem olsun. O halde N, | daki ““-” ikili islemi ile bir yaklagimli
yari-gruptur.

Her X

i X X € N igin

(Xij +Xk|)‘xmn = Xij  Xipn F Xy - X

mn

ozelligi ®'N de saglanir. Fakat Xo -(Xo; + Xg; ) # Xop - oy + Xgq - Xoy €sit olmadigindan
Xi - (X +Xon ) = X - X + X - Xy Ozelligi @'N de saglanmaz. Sonug olarak, N bir

yaklagimli sag yakin halkadir.

Ornek 7.1.3 |, §, tanimsal proksimiti bagintist ile birlikte, Sekil 7.3 te oldugu gibi

25 pikselden olusan bir dijital goriintii olsun.
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Xo2 Xo3 Xo4
X12 X14
X22 X232 X24
X32 X33 X34
Xq0 Xy1 Xyg2 X3 X4

Sekil 7.3. I dijital goriintiisi

| daki x; pikseli | dijital goriintisiindeki (i,j) (satir ve siitun) konumundaki

pikseldir. ¢, RGB kodunu temsil eden bir ¢ikarim fonksiyonu olmak tizere ¢ nin

aldig1 degerler Tablo 7.2 deki gibidir.

Tablo 7.2. Piksellerin RGB degerleri

Red | Green | Blue Red | Green | Blue Red | Green | Blue
Xo0 | 170 | 240 | 200 Xpo | O 160 | 145 Xp0 | 238 | 252 | 244
Xo1 | 228 | 240 | 237 Xy | 130 | 182 | 167 Xy | 183 | 213 | 204
Xoo | 170 | 240 | 200 X, | 170 | 240 | 200 X, | 205 | 205 | 216
Xo3 | 200 | 230 | 255 X3 | 205 | 205 | 216 X3 | 200 | 230 | 255
Xos | 238 | 252 | 244 X5, | 200 | 200 | 250 X, | 130 | 182 | 167
Xpo | 228 | 240 | 237 Xy | 205 | 205 | 216
X1 0 160 | 145 X3 0 160 | 145
X, | 130 | 182 | 167 X5, | 183 | 213 | 204
X5 | 0 160 | 145 X33 | 170 | 240 | 200
X, | 200 | 230 | 255 X3y | 200 | 230 | 255

i+k=m(mod4) ve j+l=n(mod4) (0<i, jk,1<4) olmak iizere,

+:Ixl =1
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(xij , xkl) X, + X, =X,

| iizerinde bir ikili islem ve N ={X,, X, X0, X;3} < | bir alt dijital gériintii olsun. Bu

durumda

Q(N): {?’(on)’(0(X11)1¢(X20)’¢7(X33)}
={(170,240,200),(0,160,145)|

dir. Tanim 4.1.13 ten N nin tanimsal {ist yaklagimi
N ={x; e 1|%,,N}
=[x ell{o(x,)}nQ(N) =2}

= {Xoo’ Xoz1 X111 X130 X0 X2 Xa15 Xsa}

olur.
Tanmim 4.2.17 den |, “+ islemi ile bir yaklasimli gruptur.
x>
(%50 %0 ) > %5 % =X,

| {izerinde bir ikili islem olsun. O halde N, | daki “-” ikili islemi ile bir yaklagimli

yari-gruptur. Her x;, X, X, € N igin

(Xij + Xkl ) ’ an = Xij ’ an + Xkl ’ an
ozelligi ®'N de saglanir. Xy, -(Xo, +Xgp ) # Xgp - Xgp + Xgp - g, €5it  0lmadigindan

X '(Xm + X ) =X+ Xg T X Xy, Ozelligi @'N de saglanmaz. Bundan dolay1 N,

yaklagimli sag yakin halkadir.

Teorem 7.1.4 Her yakin halka bir yaklagimli yakin halkadir.
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Ispat. N c X bir yakin halka olsun. Ayni zamanda N — ®*N dir. Bundan dolay1
(YY1)- (YY3) kosullart ®*N de saglanir. Bylece N yaklagimli yakin halkadur.

Teorem 7.1.5 Her yaklagimli halka bir yaklasimli yakin halkadir.

Ispat. N < X bir yaklasimli halka olsun. Yaklasimli halka tamimidan N nin
yaklasimli yakin halka oldugu kolayca goriiliir.

Lemma 7.1.6 N < X bir yaklagimli yakin halka ve O, € N olsun. Bu durumda

xe N icin O -xe N olmak iizere,
(i) Her xe N igin 0, -x =0,

(i) Her x,y e N i¢in (—x)-y=—(x-y)
dir.

Ispat. (I) N bir yaklasgimli yakin halka olmak tizere x,0, € N i¢in
0y -X=(0y +0y)-x=0y-Xx+0, - X

dir. 0, -xe N nin toplamsal tersi —(0,, -x) e N vardir. Bu durumda birim elemanin
tekliginden

—(0y -x)+0, -x= —(0y - X)+0, -X+0, - X

= 0, =0, +0, -Xx

elde edilir.
(i) (i) den her x € N igin O, -x =0, oldugundan,
Oy =0y -y = (X+(=X))-y=X-y+(=x)-y

dir. (N , +) bir yaklagimli grup oldugundan X-y elemaninin toplamsal tersi vardir ve
ters elemanin tekliginden

(=x)-y==(x-y)
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dir.

Not 7.1.7 N bir yaklasimli yakin halka olmak {izere, her X,y € N i¢in X-0, =0, ve
X-(—=y)=—(x-y) esitlikleri saglanmayabilir.

Tanmm 7.1.8 N bir yaklasimli yakin halka olsun. O zaman

N, = {X eN |X~ON =0, } kiimesine N nin sifir-simetrik kismi ve

N {X eN|x-0, = X} kiimesine de N nin sabit kismi denir.

c =

Not 7.1.9 N =N, ise N ye sifir-simetrik yaklagimli yakin halkla, N =N_ise N ye

sabit yaklagimli yakin halka denir. Ayrica, biitiin sifir-simetrik yakin halkalarin kiimesi
N, , biitiin sabit yaklasimli yakin halkalarin kiimesi de N, ile gosterilir.

Her X,y e N icin

d-(x+ y):d-x+d-y ozelligi ®'N de gegerli ise d elemanma distriibitif
(dagilmalr) eleman denir. Ayrica, birimli yaklasimli yakin halkalarin kiimesi N, ve
biitiin distribiitif elemanlarin kiimesi de N, ile gosterilir. N, =N, ise N ye

distribiitif yaklagimli yakin halka denir.

7.2 Yaklasimhi N-Gruplar ve Alt Cebirsel Yapilar

Tamm 7.2.1 (G,-I—) bir yaklagimli grup ve N bir yaklasimli yakin halka olsun. Bu
durumda
0 D'NxG -G , o((x9))=xg
seklinde tanimlanan dis ¢arpim dikkate alindiginda, asagidaki 6zellikler saglanirsa
(G, ) ikilisine bir yaklagimh N-grup denir:
Her g G veher X,y eN i¢in
(x+y)g=xg+yg ve (xy)g = x(yg).
Yaklagimli N -grup kavrami kisaca G ile gosterilir. Ayrica, biitiin yaklagimli N-

gruplarin kiimesi G ile gosterilir.
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Teorem 7.2.2 Her yaklagimli yakin halka bir yaklasimli N-gruptur.

Lemma 7.2.3 N < X bir yaklasimli yakin halka, O, € N ve G yaklasimli N -grup

olsun. Bu durumda her X,y € N i¢in O, -Xxe N olmak iizere,

(i) Her geG i¢in 0,9 =0,

(ii) Her geG ve xe N igin (—x)g =—xg,
(iif) Her x e N, igin x0; =0,

(iv) Her geG ve xe N, i¢in xg = X0g4

dir.
Ispat. (i) Her g G igin,
0,9=(0y+0,)g=0,0+0,9

olur. Etkisiz elemanin tekliginden 0, g =0, dir.
(ii) (i) den her g €G igin, 0, g =0, dir. Bu durumda

06 =0y g =((—X)+x)g=(-x)g+xg
olur. Ters elemanin tekliginden her g €G ve xe N i¢in (—X) g =-xg bulunur.
(i) Her xe N, i¢in x0,, =0, oldugundan, (i) den

x0s =x(0,09)=(x-0,)g=0,9 =0
olur.
(iv) Her xe N, i¢in x0, = X oldugundan, (i) den
Xg :(X'ON)g =X(ON g):XOG
olur.
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Tanmm 7.2.4 N bir yaklagimli yakin halka ve (K , +), (N , +) nin bir alt yaklagimli

grubu olsun. Budurumda K-K c®"N ise K ya N nin bir alt yaklagimli yakin halkasi
denir.

Teorem 7.2.5 N bir yaklasimli yakin halka ve K da N nin bostan farkli bir alt
kiimesi olsun. (®°N,+) ve (®'N,-) birer grupoid olsun. Bu durumda K mn N

yaklasimli yakin halkasinin bir alt yaklasimli yakin halkasi olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul her x eK i¢in —x e K olmasidir.

Ispat. (:>) K, N yaklagimli yakin halkasinin bir alt yaklasimli yakin halkas1 olsun.
Bu durumda (K,+) bir yaklasimli gruptur. Boylece her x eK i¢in —x € K dir.

(<) Hipotezden (@'N,+) bir grupoid ve KN oldugundan ve Teorem 4.2.15
geregince (K,+) bir yaklagimli gruptur. (<I)*N,-) bir grupoid, KcN ve N bir
yaklasimli yakin halka oldugundan, KN < ®*N dir ve boylece ®*N de birlesme
ozelligi saglanir. Bu durumda (K,-) bir yaklagimli yari-gruptur. Her x,y,ze K< N

icin y+z2e®'N, (y+2)xe®'N ve y-z+z-xe®'N dir. N yaklasimli bir yakin
halka oldugundan (y+2z)Xx=(y-X)+(z-x) ozelligi ®'N de saglanir. Béylece K,
N nin bir alt yaklagimli yakin halkasidir.

Tammm 7.2.6 N yaklasimli yakin halka, G yaklasimli N -grup ve H, (G,+) nin bir

yaklasimli alt grubu olsun. Bu durumda
N-Hcd'H
kosulu saglaniyorsa H ye G nin alt yaklasimli N -grubu denir.

Tanmm 7.2.7 N yaklasgimli yakin halka ve 1|, (N,+) nin bir alt yaklagimli grubu

olsun. Bu durumda
(1)I-N c &1,
(2) Her x,yeNveher ael igin X-(y+a)—x-ye®’l

kosullari saglaniyorsa | ya N nin yaklagimli ideali denir.
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Eger sadece (1) kosulu saglaniyorsa | ya N nin sag yaklagimli ideali denir. Ayrica,
eger sadece (2) kosulu saglaniyorsa | ya N nin sol yaklasimli ideali denir.

Tamm 7.2.8 N yaklagimli yakin halka, G yaklagimli N-grup ve H, (G,+) nin bir
alt yaklasimli N-grubu olsun. Bu durumda her g e G, her he H ve her xe N igin

x(g+h)-xge®H
kosulu saglaniyorsa H ye G nin yaklasimli ideali denir.

Teorem 7.2.9 N yaklasiml yakin halka, K, ve K,, N nin iki alt yaklagimli yakin

halkasi olsun. Bu durumda ®°K; ve ®"K,, “+” ve “-”ikili islemleri ile birlikte birer

grupoid olmak {izere
(DK, )N (DK, )= D" (K, NK,)
ise K;"K,, N nin bir alt yaklagimli yakin halkasidir.

Ispat. K, ve K,, N nin iki alt yaklagimli yakin halkasi olsun. K, WK, = N oldugu

agiktir. @K, ve ®*K,, N deki islemlere gore birer grupoid ve
(@K,) (@K, ) =@ (K,NK,)

oldugundan (I)*(K1 N Kz) de N deki islemlere gore bir grupoiddir. Xe K, NK,
olsun. K, ve K, iki alt yaklasimli yakin halka oldugundan —x € K, ve—x e K, olup,

—x € K, NK, olur. Sonug olarak Teorem 7.2.5 ten K, " K,, N nin bir alt yaklagiml

yakin halkasidir.

Sonu¢ 7.2.10 N yaklasimli yakin halka ve {Ki|i € A} ailesi de N nin alt yaklagimli

yakin halkalarinin bostan farkli bir ailesi olsun. Bu durumda ®*K; ler “+” ve “-” ikili

islemleri ile birlikte birer grupoid olmak tizere
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n(ew)=e(nx)

ieA

ise N K,, N nin bir alt yaklasimli yakin halkasidur.

ieA
7.3 Yaklasimh Zayif Kalan Simiflarinin Yaklasimh Yakin Halkasi

N yaklasimli yakin halka ve K, N nin alt yaklasimli yakin halkasi olsun. Bu
durumda x,y e N olmak {izere, N nin elemanlar1 arasinda

X~ Y= x+(-y)e Ku{0,}
bagintisi tanimlanabilir.

Teorem 7.3.1 N bir yaklagimli yakin halka ve K da N nin bir alt yaklasimli halkasi

olsun. O zaman ~, bagmtist N iizerinde bir sag zayif esdegerlik bagintisidir.

Ispat. N bir yaklasimli yakin halka oldugundan her XeN igin —xe N dir.

X+(-x)={0;} oldugundan X ~_x olur.

Her X,yeN i¢in x~ y ise x+(-y)eKu{0,}, yani x+(-y)eK veya
x+(-y)e{0;} olur. x+(-y)eK ise (N,+) bir yaklasimli grup oldugundan
—(x+(=y))=y+(-x)eK dir. Bdylece y ~, X bulunur. Ayrica, X+(-y)e{0,} ise
x+(-y)=0, dir. Buradan x+(-y)=—(x+(-y))=-0, =0, ve béylece y~, X
olur. Sonug olarak, “~, ” bagmtisi N iizerinde bir sag esdegerlik bagintisidir,

Herhangi bir x e N igin “~, ” sag zayif esdegerlik bagintisinin N yaklasimli yakin

halkasinda belirttigi sinf:

% ={k+xkeK,xeN k+xeN}u{x}

ile belirlenir.
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N yaklasimli yakin halka ve K, N nin alt yaklasimli yakin halkasi olsun. Bu

durumda x,y e N olmak iizere, N nin elemanlar1 arasinda
X~, Yo (—x)+ye Ku{0,}
bagintisi tanimlanabilir.

Teorem 7.3.2 N bir yaklasimli yakin halka ve K da N nin bir alt yaklagimli halkas1

olsun. O zaman “~,” bagmtis1 N {izerinde bir sol zayif esdegerlik bagintisidir.

Ispat. (N,+) bir yaklasgimli grup oldugundan her XeN igin —xeN dir,

X+(-x)={0,} oldugundan X ~, x olur.

Her X,yeR i¢in x~,y ise (-x)+yeKu{0,}, vyani (-x)+yeK veya
(-x)+ye{0y} olur. (-x)+yeK ise (N,+) bir yaklasimli grup oldugundan
~((—x)+y)=(-y)+xeK dir. Bdylece y ~, X bulunur. Ayrica, (—x)+y € {0, } ise
(-x)+y =0, dir. Buradan (-y)+x=—((-x)+y)=-0, =0 ve béylece y~, X

olur. Sonug olarak, “~,” bagintis1 N tizerinde bir sol esdegerlik bagintisidir.

Herhangi bir X e N igin “~,” sol zayif esdegerlik bagintisinin N yaklagimli yakin

halkasinda belirttigi sif:

% ={x+klkeK,xeN,x+keN}u{x}

ile belirlenir.
Tamim 7.3.3 “~,” bagmtisi ile belirlenen kalan sinifina yaklagimli sol zayif kalan sinif
denir ve xe N igin X, ile gosterilir. Benzer sekilde, “~_ » bagmtisi ile belirlenen

kalan sinifina yaklagimli sag zayif kalan sinif denir ve x € N igin X, ile gosterilir.
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Kolayca goriilebilir ki X, =x+K ve X =K +x dir. (N,+) her zaman degismeli
olmayabilir. Bu durumda X, # X dir. Eger (N,+) degismeli yaklasimli grup ise
X, =X olur.
N nin K ile belirlenen tiim yaklasimli sol zayif kalan siiflarinin kiimesi
N/_ ={x+K|xeN}
dir. Burada N yaklagimli yakin halkasi yerine ®°N alinirsa
(®'N)/_ ={x+K|xed'N}
elde edilir.

Tanmm 7.3.4 N bir yaklasimli yakin halka ve K, N nin bir yaklagimli alt yakin
halkasi olsun. X,y € N olmak iizere X+ K ve y+K sirasiyla X ve y elemanlarinin

belirledigi yaklasimli sol zayif kalan smifi olsun. Bu durumda X+ye®'N
elemaninin belirledigi yaklasimli sol kalan sinifi
(x+y)+K={(x+y)+k|keK,x+ye®N, (x+y)+keN}U{x+y}
ile tanimlidir. Buna yaklasimli zay1f kalan siiflarinin toplami denir ve
(x+K)®(y+K)=(x+y)+K
ile gosterilir.

Tanmmm 7.3.5 N bir yaklasimli yakin halka ve K, N nin bir yaklagimli alt yakin
halkasi olsun. X,y € N olmak tizere X+ K ve y+K sirasiyla X ve y elemanlarinin

belirledigi yaklagimli sol zayif kalan smifi olsun. Bu durumda X-y € ®*N elemaninin

belirledigi yaklasimli sol kalan sinifi

(x.y)+K:{(x-y)+k|ke K,X-yed)*N,(X-y)+k€N}U{X'Y}

ile tanimlidir. Buna yaklagimli zay1f kalan siiflarinin ¢arpimi denir ve
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(x+K)O(y+K)=(x-y)+K

ile gosterilir.
Tammm 7.3.6 N bir yaklasimli yakin halka ve K, N nin bir alt yaklagimli yakin

halkas1 olsun. N / _» N nin K ile belirlenen biitiin yaklagimli sol zayif kalan

smiflarinin kiimesi ve &,(S), S € P(X) kiimesinin yaklasimli kiime ailesi olmak

uzere

O'(N/)=_ U &)

m(S)QN/~/¢@
kiimesine N / 5y nin {ist yaklagimi denir.

Teorem 7.3.7 N bir yaklasimli yakin halka ve K, N nin bir alt yaklasimli yakin
halkast ve N / _» N nin K ile belirlenen tim yaklagimli sol zayif kalan simiflarinin

kiimesi olsun. Bu durumda
(®°'N)/~, c@"(N/~,)
ise N/_, herx,yeN igin
(x+K)®(y+K)=(x+y)+K,
(x+K)O(y+K)=(xy)+K
ile taniml islemlerle birlikte bir yaklasimli yakin halkadir.

Ispat. (YY) (d)*N)/ L co’ (N / ~[) olsun. N bir yaklagimli yakin halka oldugundan

ve Teorem 4.2.29 dan (N /NI,CJB), N nin K ile belirlenen tiim yaklasimli sol zayif

kalan simiflarinin yaklasimli grubudur.
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(YY2) (N,-) bir yaklagimli yar1 grup oldugundan, her x,y e N igin X-ye ®*N ve

her (x+K),(y+K)eN/_ i¢in
(x+K)o(y+K)=(x-y)+K e((D*N)/N’
dir. Hipotezden (x+K),(y+K)eN/_ igin
(x+K)o(y+K)=(x-y)+K e(D*(N /N,)

bulunur.

(N,-) bir yaklagimli yar1 grup oldugundan, her x,y,ze N i¢in ®'N de birlesme

zelligi saglanir. Bu durumda  (x+K),(y+K),(z:+K)eN/_ icin

(x+K)o(y+K))o(z+K) =((x-y)+K)o(z+K)=((x-y)-2)+K
=(x(y:2))+ K =(x+K)O((y-2)+K)
=(x+K)o((y+K)o(z+K))

sitligi (CD* N ) / _ de saglanir. Boylece hipotezden her
(x+K),(y+K),(z+K)eN/_ igin @ (N/_ ) de birlesme dzelligi saglanir. Sonug
olarak, (N / ., ,O), N nin K ile belirlenen tiim yaklagimli sol zayif kalan siniflarinin

yaklagimli yar1-grubudur.

(YY3) N bir yaklagimli yakin halka oldugundan ®°N de sagdan dagilma ozelligi

saglanir. Her (x+K),(y+K),(z+K)eN/_ igin
(x+K)®(y+K))o(x+K) =((x+y)+K)O(z+K)=((x+y)-z)+K
=((x-2)+(y-2))+K
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- ((x-2)+K)@((y-2)+K)
=((x+K)o(y+K))®((x+K)o(z+K))

olur. Boylece (CD*N ) / _, de sagdan dagilma 6zelligi saglanir. Sonug olarak, N / _, bir
yaklagiml1 yakin halkadir.

Tanimm 7.3.8 N bir yaklasimli yakin halka ve K, N nin bir yaklagimli alt yakin

halkasi olsun. N / _yaklasimli halkasma N nin K ile belirlenen tiim yaklagimli sol

zayif kalan simiflarinin yaklasimli yakin halkas: denir ve N/ _K seklinde gosterilir.

7.4 Yaklasimh Yakin Halka Homomorfizmalar:

Tanmm 7.4.1 N, N,cX iki yaklasimli yakin halka olsun. Her X,y € N, i¢cin

v (x+y )= (X (Y)
ve
v (X-y)=p(x)-w(y)
olacak sekilde bir
w 1 ®'N,>D°N,

fonksiyonu varsa  ye yaklagimli yakin halka homomorfizmasi denir. N, ve N,
yaklagimli yakin halkalarina da yaklasimli homomorfiktir denir ve N,=_N, ile

gosterilir.
w, ®'N,den ®°N, ye bir yaklasimli yakin halka homorfizmasi olmak tizere

(1) w , birebir ise y ye yaklagimli yakin halka monomorfizmasi,
(i) w , Orten ise i ye yaklagimli yakin halka epimorfizmasi,

(i)  y, birebir ve orten ise y ye yaklasimli yakin halka izomorfizmasi

denir.
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®"N, den @°N, ye biitiin yaklasimh yakin halka homomorfizmalarinin kiimesi

Hom((l)*Nl,d)*N2 ) ile gosterilir.

Teorem 7.4.2 N,,N,cX iki yaklasimli yakin halka ve y, ®"N, den ®°N, ye bir

yaklasimli yakin halka homorfizmasi olsun. Bu durumda

(1) 0,,€®’N,, N, nin yaklasimli sifir elemani olmak iizere, ‘¥ (ON1 )=0N2 dir.
(2)Her xe N, igin W(—-x)=—"¥(x)

Ispat. (1) 0y, =0y +0y, olup, bu esitlife yaklasimli yakin halka homomorfizma

uygulanirsa
¥ (0, ) =% (0,,+0,, ) =¥ (0, }+¥(0 )
elde edilir. Boylece N, deki “+ 7 jslemine gore etkisiz elemamn tekliginden

¥ (0, )=0,, dir.

(2) xeN, olmak iizere, 0y =x+(-x) dir. Bu esitlige yaklasgimli yakin halka
homomorfizmasi uygulanirsa ve (1) kullanilirsa her x € N, i¢in
W(0y, )= (x+(-x)) ve
0y, =¥ (x)+¥(-x)

olur. Benzer sekilde, x € N, igin 0, =¥(-x) +¥(x) oldugu gosterilebilir. Boylece
N, deki “+” jslemine gore ‘P(X) elemanmin tersinin tekliginden her x e N, i¢in

¥(-x)=—¥(x) bulunur.

Tamm 7.4.3 N;,N,cX iki yaklasimli yakin halka ve ‘{’eHom(CD*Nl,CD*Nz) olmak

uzere
Ker‘I’:{x e N,|¥ (x)= ONZ}

kiimesine W yaklagimli yakin halka homomorfizmasinin ¢ekirdegi denir.
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Teorem 7.44 N,N,cX iki yaklasimli yakin halka ve y :®'N,—>®'N, bir

yaklasimli yakin halka homomorfizmasi olsun. Bu durumda ((D*Ker‘P,Jr) ve
((D*Ker‘{’,-) birer grupoid olmak iizere Ker't , N, in bir alt yaklasimli yakin
halkasidir.

Ispat. xe Ker¥ olsun. ¥ (x)=0, dir. Ayrica N;,N,=X iki yaklasimh yakin halka
oldugundan 0, e®'N, ve 0, e®’N, olup Teorem 7.4.2 (1) den ‘P(ONl )=0N2 dir.
Bu durumda

Oy, =¥(0y, )= (x+(—x))=¥ (x)+¥(-x)

olur ki, ‘I’(X)=0N2 oldugundan ‘P(—X):ONZ elde edilir. O zaman y yaklagiml
yakin halka homomorfizmasinin tanimindan —xe Ker¥ dir. Béylece Teorem 7.2.5

dikkate almirsa Ker'V, N, in alt yaklasimli yakin halkasidur.

Teorem 7.4.5 N;,N,=X iki yaklagimli yakin halka, KcN, ve y, ®°N, den ®°N,

ye bir yaklasimli yakin halka homorfizmasi olsun. Bu durumda (CD*K,+) ve

((D* K, ) birer grupoid olmak tizere K, N, in bir alt yaklagimli yakin halkas1 ve
P(D'K)=0"W(K)
ise ¥ (K)= {‘P (X)‘ XEK} , N, nin bir alt yaklagiml1 yakin halkasidur.

Ispat. N,,N,cX iki yaklasimli yakin halka oldugundan 0y, €®’N, ve 0, €®'N,
olup Teorem 7.4.2 (1) den ‘P(ONl ):ON2 dir. O zaman,

Oy, =¥(0y, )= ¥('K)=d"¥(K)

2

elde edilir ki, ®"¥(K)=J ve dolayisiyla ¥ (K)=D olur. xeK olmak iizere K,
N, in bir alt yaklagimli yakin halkasi oldugundan Teorem 7.2.5 den —xe K dir. Bu
nedenle Teorem 7.4.2 (2) den her ¥ (x) ¥ (K )igin

¥ (x)=¥(-x)e ¥(K)
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bulunur. Boylece Teorem 7.2.5 dikkate alindiginda ‘P(K ), N, nin bir alt yaklagiml
yakin halkasidir.

Teorem 7.4.6 N;,N,=X iki yaklasimli yakin halka, Lc N, ve y, ®°N, den ®°N,
ye bir yaklagimli yakin halka homorfizmasi olsun. Bu durumda (CD* L, +) ve (CD* L, )
birer grupoid olmak iizere, L, N, nin bir alt yaklasimli yakin halkasi ise

¥ (L)={xe N,;|¥(x)eL}, N, inbir alt yaklasiml yakin halkasidir.

Ispat. xe (L) olsun. Bu durumda ¥ (x)eL olup, L, N, nin bir alt yaklagimli
yakin halkast oldugundan Teorem 7.2.5 geregince —¥(x)eL elde edilir. O zaman
Teorem 7.4.2 (2) den W(-x)eL ve dolayisiyla —xe ¥ (L) bulunur. Bdylece

Teorem 7.2.5 dikkate almirsa W™ (L)={x e N,|¥(x)eL}, N, in bir alt yaklasimh
yakin halkasidir.

Teorem 7.4.7 N yaklagiml yakin halka ve K, N nin bir alt yaklagimli yakin halkas1
olsun. Bu durumda her x € ®*N i¢in

I(x)=x+K
ile taniml
M:@'N->d (N/_ K)

fonksiyonu bir yaklagimli yakin halka homomorfizmasidr.
Ispat. Tamim 7.3.6 ve Tamim 7.3.7 den her X,y € N icin

I(x+y)=(x+y)+K=(x+K)®(y+K)=TI(x)®II(y)
ve

I(x-y)=(x-y)+K=(x+K)O(y+K)=TI(x)OII(y)

olur. Béylece Tanim 4.3.1 den IT bir yaklagimli yakin halka homorfizmasidir.

Tamim 7.4.8 Yaklasimli yakin halka homorfizmasi IT ye, ®*N den ®” (N /. K) ye

bir dogal yaklagimli yakin halka homorfizmasi denir.
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Tamm 7.4.9 N, N,cX iki yaklagimli yakin halka ve ScN, olsun.
7:®'N, > O'N,
bir doniisiim ve
73 =7|s 1S > ®'N,
kisitlanmig bir doniisiim olsun. Her X,y €S ig¢in
t(x+y) =7 (x+y) = 75 (X) + 75 (y) = 7(X) +2(y)
ve
7(x-y) =75 (X-y) =75 (x) - 75 (y) = 7(x) - 7(y)

ise 7 ya kisitlanmis yaklasimli yakin halka homomorfizmasi denir. Bu durumda N,,

N, ye kisitlanmus yaklasimli homomorfiktir denir ve N;=_ N, ile gosterilir.
Teorem 7.4.10 N,,N,cX iki yaklasimli yakin halka ve z, ®°N, dan ®°N, ye
tanimli bir yaklagimli halka homomorfizma olsun. (d)*Kerr,Jr) ve ((D*Kerr,-) birer

grupoid ve (<D*N1)/~/ ®"(N,) in Kerz tarafindan belirlenen yaklagimli sol zayif

kalan smiflarinin kiimesi olmak tizere,

('N)/ s (N,

ve

7 (N,)=7(®'N,)
ise

N,/ Kerz=_7(N,)
dir.

Ispat. (d)*Kerr,+) ve (<I>*Kerr,-) grupoid oldugundan ve Teorem 7.4.4 ten Kerz,

N, in alt yaklasimli yakin halkasidir. Kerz, N, in yaklasimli alt yakin halkas1 ve
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(<D*N1)/~lg<l)*(Nl/~l) oldugundan ve Teorem 7.3.9 dan N,/ N, in Kerr

tarafindan belirlenen sol zayif kalan smiflarimin bir yaklagimli yakin halkasidir.

Ayrica, ®'z(N,)=7 ((D* Nl)oldugu dikkate almirsa 7(N,), N, nin bir yaklagimli alt
yakin halkasidir.

Her x+Kerr e Nl/N/ icin

O-N1/~/ :O'|N1/NI S\ —)CD*T(Nl)

X+Kerri— o (x+Kerz)=7(x)
N,/

olmak tuzere

o*:CD*(Nl/N/)—>®*T(N1)

N, (A) , Ae(o'N,)/

AI—)G(A)= 'Ag(q)*Nl)/Nl

7(N,)

fonksiyonu tanimlansin.

X+ Kerr:{x+k|k e Kerr,x+k e Nl}u{x},
y+Kerr={y+k'[k' e Kerr,y+k' e N,Ju{y}
ve y yaklasimli yakin halka homomorfizmasi oldugundan
X+ Kerr=y+Kerr = xey+Kerr
:>XE{y+k"k' eKerr,y+k' e Nl}u{y}
= x=y+k' k' eKerr,y+k' eN;, veya x=y
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= —y+x=(-y+Yy)+k' k' e Kerz veya r(x)=7(y)
=-y+x=k',k' eKerr

=-y+xeKerr

=7(-y+x)=0,y,

= O-Nl/N( (X+ Kerr) = 0N1/~[ (y+ Kerr)

olur. Boylece o iyi tanimlidir.
N,/

A B e(D*(Nl/NI) icin A=B olsun. oN / iyi tanimli oldugundan
1/ ~,

o, (A) AS(@N/
o(A)=
% (N) A (0N
oN, | (B) .Be(®'N,)/
. oT(Nl) Be(oN,)/
~o(8)

olur. Bu durumda o iyi tanimlidir.
Her x+Kerz,y+Kerze N,/ Kerrc®' (Nl /~,) icin
o((x+Kerr)®(y+Kerr))=o((x+y)+Kerr)

- GN1/~( ((x+y)+Kerr)

=t(x +y)
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=17(x) +1(y)

- 0N1/~( ((x+Kerz)+(y+Kerr))
=o(x+Kerzr)+o(y+Kerr)

ve

o((x+Kerr)o(y+Kerr))=o((x.y)+Kerr)
= GNl/N/ ((x-y)+Kerr)

=1(x-y) =1(x) - 7(y)

= GN1/~/ (x+ Kerr)'GN1/~[ (y+Kerr)

=o(x+Kerz)-o(y+Kerr)

dir. Boylece Tanim 7.4.9 dan o kisitlanmis yaklasimli  yakin  halka

homomorfizmasidir. Sonug olarak, N,/ Kerz=_ z(N,) olur.
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8. SONUCLAR ve ONERILER

Bu tezde farkli kiime kavramlar ile ilgili arastirmalar yapmak ve yeni
sonuglar elde etmek amaciyla, yaklasimli (approximately) cebirsel yapilar incelenmis
ve Ozgiin bir ¢alisma olarak yaklasimli yakin halka kavrami tanimlanmistir.
Yaklasimli yakin halkalarla ilgili 6rnekler verilmis ve bazi temel Ozellikleri
incelenmistir. Ayrica, yaklasimli N-gruplar ve alt cebirsel yapilar, yaklasimli zayif
kalan siniflarinin  yaklasimli  yakin halkasi ve yaklasimli yakin halka

homomorfizmalar: verilmistir.

Yaklasimli cebirsel yapilarin, goriintii analizi veya siniflandirma problemleri

gibi diger arastirma konulari i¢in etkili ¢alisma imkan1 saglamasi beklenmektedir.
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