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Bu tez caligmasinin amaci para-Sasakian manifoldlarda egrilik tensér alanlarmin
bazi 6zellikleri incelemektir.

Bu tez dort kistmdan olugmaktadir.

Tezin birinci boliimii giris boliimii olup hemen hemen parakontakt manifoldlarla
ilgili yapilan ¢aligmalar iizerinde durulmustur.

Iki ve {iglincii boliimlerde semi-Riemann manifoldlarla ilgili temel tamim ve
teoremler incelenmis, concircular egrilik tensorii ve projektif egrilik tensorii kavramlarina
yer verilmistir.

Dordiincli boliimde ise para-Sasakian manifoldlar iizerinde bazi egrilik sartlar
incelenerek manifoldlarla ilgili baz1 simiflandirmalar yapilmistir.
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The aim of this thesis is to examine some properties of tensor fields in para-
Sasakian manifolds.

This thesis consists of four parts.

The first part of the thesis is the introductory part, and almost the studies on
paracontact manifolds are emphasized.

In the seccont and third chapters, some basic definitions and thorems related
to semi-Riemann manifolds are examined, and the concepts of concircular curvature
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In the fourth chapter, some curvature conditions on para-Sasakian manifolds
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1. GIRIS

Diferansiyel geometrinin en kapsamli ve en 6nemli konularindan olan manifold teorisi
calismalarin daha basit, kolay ve islem yapilabilir uzaylar cinsinde karakterize edilebilir
olmasindan dolay1 bilimsel olarak popiiler duruma gelmistir. Ayrica ortak ¢alisma alanlarinin
artmas1 manifold kavramimi sadece geometrinin ¢alisma sahasi olmasindan 6te cebirin ve
fizigin bircok alaninda birlikte kullanilan paydas calisma sahasi durumuna getirmistir. Bu
nedenle manifoldlar teorisi her gegen giin yeni bilgilerin elde edildigi ortak bir ¢alisma sahasi

haline gelmistir.

Matematigin cebirsel dallar1 basta olmak iizere bircok farkli branglardaki bilim
dallarinda farkli bigim ve isimlerde manifoldlarin oldugu biliniyor. Bu manifoldlarin biri

kontakt (degme) manifoldlardir. Kontakt manifold boyutu tek olan (2n+1)- boyutlu ve
diferansiyellenebilir bir manifolddur ve tizerinde tanimli bir diferansiyellenebilir » 1—formu

ile tanimlanir. Bu 7 1 —form manifoldun her noktasinda

(nAdn)" #0

esitsizligini saglar. n 1—form yardimiyla kontrakt distriibiisyon seklinde adlandirilir ve
—~2n+1
D={X eTM :n(X):O}

bigiminde 2n—boyutlu bir kontakt distiibiisyon olarak bilinen D distriibiisyonu tanimlanir. D

nin yonlendirilebilirligi
n(&)=1 dn(5,X)=0
—~2n+1
bigimdedeki esitlikler D nin TM ' tiimleyeni olan bir & nin varligini gerektirir. Elde edilen

& vektor alanina karakteristik vektdr alani denir. Bu sekilde bir kontakt manifold 7 1—formu

ve ¢ karakteristik vektor alani ile belirlenir.
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N2n+l - .. N2n+l . . . .. ..
@, M lzerinde bir (1,1) —tensor alan1 ve £, M {izerinde bir vektor alant olmak tizere

~

(&) =1 ve ¢ =—1+n®¢ sartlarmi saghyor ise M manifolduna (p,&,m) hemen

hemen kontakt yapisina sahiptir denir.

—~2n+1

M, (@, & 1) hemen hemen kontakt manifold ise M xR carpim manifoldu

tizerinde (¢, &,n) yapisiyla birlikte bir J hemen hemen kompleks manifold olur. Boylece J

ile birlikte M2n+lxR hemen hemen kompleks manifolddur. Eger J integrallenebilir ise

(¢, &,17) yapisina normaldir denir. Normal kontakt metrik manifoldlar ise Sasakian

manifodlar seklinde adlandirilir [1].

Diferansiyellenebilir bir manifoldda

n(é) =1,
' =1-n®¢

sartlartyla hemen hemen parakontakt yapi seklinde adlandirilan bir (o, &,7) tclistni ilk

olarak I. Sato [2,3] tamimladi. Hemen hemen parakontakt yapi, hemen hemen kontakt yapinin
[4,5] bir benzeridir. Ancak, hemen hemen parakontakt yapi, kendisiyle yakindan baglantili
olan kontakt yapimnin aksine, hemen hemen parakontakt ¢arpim yapist ile ilintilidir. Hemen
hemen kontakt manifoldlar her zaman tek boyutludur. I. Sato [2] nun tanimladigi hemen

hemen parakontakt manifoldlar ise ¢ift boyutlu olma durumu da vardir.

B. O’Neill [6] manifold iizerinde metrik tensoriin negatif olma ihtimaline binaen yari-
Riemann manifoldlari tanimladi. Eger yari-Riemann manifoldunun bir alt manifolduna
indirgenen metrik tensor pozitif tanimli ise spacelike, negatif tanimli olursa timelike (zaman

benzeri) altmanifold denir.

Hemen hemen kontakt yapr ile birlesen ve yari-Riemann metrige sahip hemen hemen
kontakt manifoldlar: ilk kez T. Takahashi [7] tamimlamisti. 1989 da ise K. Matsumoto [8]
hemen hemen parakontakt manifold iizerinde karakteristik vektor alanin1 —¢& vektor alani ile
degistirerek olusan yeni yapi ile birlesen Lorentzian metrigi ile birlikte Lorentzian hemen

hemen parakontakt yapisini ortaya ¢ikardi. Asikardir ki, hemen hemen Lorenzian parakontakt



1. GiRIS Fatih FINDIK

manifoldlar tizerindeki yari-Riemann metriginin indeksi 1 dir ve karekteristik vektor alani

olan & daima timelikedir.

Buraya kadar so6zii gegen bir hemen hemen parakontakt manifoldu hemen hemen
parakontakt Riemann manifoldu yapan Riemann metrigini ve Lorentzian hemen hemen
parakontakt manifoldu tizerindeki Lorentz metrigini kapsayacak bi¢cimde yari-Riemann
metrige sahip hemen hemen parakontakt manifoldlar1 ilk olarak M. Tripathi, S. Keles, E. Kilig
ve S. Yiiksel Perktas tanimlandi ve bu tip manifoldlar belirsiz parakontakt manifoldlar olarak
adlandirildi [9].

1985” te S. Kaneyuki ve M. Konzai, (2n+1)—boyutlu bir yari-Riemann manifold

—~2n+1
lizerinde hemen hemen parakontakt yapiyr tammlayarak M "R bir hemen hemen
parakompleks yap1 olusturdu [10]. S. Zamkovoy [11] ise [10] da verilen hemen hemen
parakontakt yapiy1

g@X, W) = —g(X, W) + n(X)n(W)

seklinde (n+1,n) isaretli bir yari-Riemann metrik ile baglantisin1 kurarak bir hemen hemen

parakontakt yapmin uyumlu metrik olarak adlandirilan bu tipte bir yari-Riemann metrigi

tanimini olugturmaya imkan tanidigini gostermis oldu.

Bu tezin ilk ti¢ boliimiinde, yari-Riemann manifoldlar, hemen hemen parakontakt
manifoldlar ve para-Sasakian manifoldlar ile ilgili temel bilgiler verilmis ve doérdiincii

boliimde ise para-Sasakian egrilikli manifoldlar tizerinde bazi egrilik sartlar1 incelenmistir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Yar-Riemann Manifoldlar
Tamm 2.1.1. V reel bir vektor uzay: olsun.

g:VxV >R

dontigiimii her r,s,teV ve A,z <R igin
i g(r,s)=9(sr)
i, g(Ar+us,t) = Ag(r,t) + ug(s,t),
iii.  g(r,As+ ut) = Ag(r,t) + ug(s,t)

sartlarina sagliyor ise g ye V {lizerinde simetrik bilineer form denir [6].

Tanim 2.1.2. V vektor uzay tizerinde simetrik bilineer form g olsun. O halde

VreV ,r=0, g(r,r) >0 olursa g ye pozitif taniml,
VreV ,r=0 g(u,u)<O0 olursa g ye negatif tanimli,
VreV r=0, g(u,u)=0 olursa g ye pozitif yari tanimli,

VreV ,r=0 g(u,u)<0 olursa g ye negatif yari tanimh olarak adlandirilir [6].

Tamim 2.1.3. V bir vektor uzay ve
g:VxV >R

simetrik bilineer form olsun. Bu durumda

g WxW >R
bigimde negatif tanimli ve boyutu en biiyiik olan W alt uzayinin boyutu g nin indeksi olarak
adlandinlir. W ye indirgenmis g}, simetrik bilineer formuna ise indirgenmis simetrik

bilineer form adi verilir ve kisaca g ile gosterilir [6].
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Tamm 2.1.4. V vektor uzayi ve g, V tzerinde simetrik bilineer form olsun. O halde
i 9(B.8)=0i#]
. g(8.8)=1
ii.  g(B.8)=-1 y+1<i<y+y,
(5 5)

<<

iv. g(8,6)=0, y+v+il<is<n=y+v+u

bigiminde {£,,..., ,} bazi vardir [6].

Tanmm 2.1.5. V reel bir vektér uzay: iizerinde tamimlanan non-dejenere simetrik bilineer
forma skalar carpim (yar1-Oklid metrigi) denir. V iizerinde skalar carpim g ise (V,g) Ye ise
skalar carpim uzayi (yar1-Oklid uzay1) denir [12].

Tamm 2.1.6. M diferansiyellenebilir manifoldunun peM noktasindaki tanjant uzay1
T.M ise

9:T,MxT,M > R

(Y,,U,) > 9(Y,,U,)
seklinde tanimli non-dejenere (0,2) — tipindeki g , indeksi sabit, bilineer, simetrik, tensor

alanina M iizerinde bir metrik tensor ve g, metrik tensérii ile donanmis bir M manifolduna

ise yari-Riemann manifoldu denir [6].

Tamm 2.1.7. M bir yari-Riemann manifoldu ve g, M iizerinde bir metrik tensor olsun. g

nin indeksine yari-Riemann manifoldunun indeksi denir ve ind M seklinde yazilir [6].

Tamim 2.1.8. M bir diferansiyellenebilir yari-Riemann manifoldu ve g, M iizerinde bir
metrik tensor olsun. Eger her p e M ve X, eT, M igin
9:T,MxT,M > R

olmak uzere
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i gU,U,)>0veya U, =0ise U, vektoriine spacelike (uzay benzeri),
i, g(U,,U,))<0ise U vektoriine timelike (zaman benzeri),
ii. gU,,U)=0, X =0 ise U, vektoriine lightlike (151k benzeri veya null) vektor
denir [6].

: L 0
Tamm 2.1.9. {u,,...,u,} R} tizerinde standart koordinat sistemi ve 0, == olsun. Ry de Y

Uj
ve W i¢in
VW =VW.)o,
seklinde tanimlanan V,W vektoér alanna W nin Y ye gore kovaryant tiirevi denir [6].

Burada W =w,0, dir.

Tamm 2.1.10. M bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Bu durumda asagidaki kosullar:

saglayan

V:I(TM)xI(TM) —T(TM)

fonksiyonuna M iizerinde lineer konneksiyon denir.
i.  V,W,Y ye gdre C*(M,R) lineerdir.
i. VW, Wyegore R lineerdir.
ii.  V, (W) =YW +V W, V5eC”(M,R)
dir [6].

Tamm 2.1.11. M bir yari-Riemann manifold olsun. Bu durumda M iizerinde her
Y,Vel'(T M) icin

i [YV]=V,V-VY

i Yg(V,2)=g(V,V,2)+g(V,V,2)
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kosullarini saglayan sadece bir V Levi-Civita konneksiyonu olup bu konneksiyon

29(V,V,Z2) =Yg(V,Z)+Vg(Z,Y)-Zg(Y,V)
+g([Y,V],Z)+g([Z,Y],V)

-g([v,z].Y)

Kozsul formiilii ile tek tiirlii bellidir [6].

Tamm 2.1.12. M , Levi-Civita konneksiyonu V olan bir yari-Riemann manifold olsun. Her
Y,V,Z eT(TM) igin
R:T(TM)x[(TM)xI(TM) —T(TM)

(Y.V,Z) >R(Y,V)Z =V, V,Z-V,V,Z-V,, .Z

[¥.v]
seklinde tanimli fonksiyon (1,3) tensér alanidir. Bu tensor alanina M nin Riemann egrilik

tensorti denir [6].

Teorem 2.1.1.R, M yari-Riemann manifoldunun egrilik tensorii olsun her
W,V, X,Y e[(TM) igin
i g(RW,V)Y, X)=-g(R(V,W)Y, X),
. g(RW,V)Y,X) =g(RW.,V)X,Y),
. RW,V)Y +R(V,Y)W +R(Y,W)V =0

iv.  g(RW,V)Y,X) =g(R(Y,X)W,V)
dir [6].

Tamm 2.1.13. M bir yari-Riemann manifoldu ve {e,,....e,}, T,M tanjant uzayinn

ortonormal bir bazi olsun

Ric:T,M xT,M — R
U,.Y,) > RicU,,Y,)=> &9(R(e,U,)Y,.e)
i=1

ya da
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Ric(U,,Y,)=iz{Z, >R(Z,.U,)Y,}
bigminde ifade edilen Ricci tensoriine M yari-Riemann manifoldunun Ricci egrilik tensorii ve

Ric(U,,U,) = Ric(U, ) degerine Ricei egriligi denir [6].

Tamm 2.1.14. M bir yari-Riemann manifold ve {e,,...,e,}, T,M nm ortonormal bir bazi

olsun. M nin skaler egriligi
=Y gRic(e, )
i=1
bi¢iminde adlandirilir [6].

Tanmmm 2.1.15. M , (2n+1) —boyutlu bir Riemann manifold olsun. Her U, X,V € 7(M) igin

M nin concircular egrilik tensor alani

T

g(X,V)U-gUV)X]  (2.11)

dir [15].

Tamm 2.1.16. M , (2n +1) —boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda her

U,Y,V e (M) igin M nin projektif egrilik tensér alant
PU,Y)V :R(U,Y)V—%[S(Y,V)U ~SUV)Y] (2.1.2)
dir [15].

Tanmm 2.1.17. M, C* smifindan baglantili n>2 boyutlu Riemann manifold olsun. M

iizerinde tanimli (0, 2) —tipinde simetrik tensor alan1 D olmak iizere endomorfizmi
(Y A;V)Z =D(V,Z)Y -D(Y,Z\V (2.1.3)

seklindedir. Eger D =g almirsa
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seklindedir. Artik (X A, Y) yerine kisaca X AY kullanilacaktir.

M iizerinde (0,k)—tipindeki k >1 bir K tensér alam ve (0, 2) — tipindeki bir simetrik D

tensor alam verildiginde R-K ve Q(D-K) tensérleri sirast ile
(R-K)(U,,...U;U,Y)=—-K(RU,Y)U,,..U,) ... (2.1.5)
~K(U,U,,...RU,Y)U,)
ve
Q(D-K)U,,..U;U,Y)=-KU A Y)(U,,..U,) ... (2.1.6)
“TU,U,,.. (U AsY)U,)

seklinde ifade edilir [16].

Boylece (2.1.5) ve (2.1.6) denkleminde K =R ve D =g alindiginda;
(R-R)(U,,...U,;U,Y)=—R(RU,Y)U,,...U,) —.. (2.1.7)
“R(U,,...RU,Y)U,)
Q(g-R)Uy,,U U, Y) =—RU A, Y)U,,...U,) - (2.1.8)
“R(U,, RU A YU,
K=Z ve D=g alindiginda;
(R-Z)(U,,...U;U.Y) =-Z(RU,Y)U,,...U,) .. (2.1.9)

~Z(U,,...RU,Y)U,)
9
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Q(g-Z)U,,..UUY) =-ZU A, Y)U,,...U,) - (2.1.10)
~Z(U,,.RU A, Y)U,)
K=P ve D=g alindiginda;
(R-P)UY,,...U;U,Y)=-P(RU,Y)U,,...U,)—... (2.1.112)
~PU,,...RU A, Y)U,)
A=P, T =R i¢in (2.1.6) denkleminden;
Q(P-R)U,,....U;UY)=-RU A Y)U,,...U,)—... (2.1.12)
-RU,,...RU A, Y)U,)
seklinde bulunur.

M manifoldu iizerinde

i) R-R=0ise M yari simetriktir [16],
ii) R-P=0ise M projektif yar1 simetriktir [16],

iii) R-Z =0 ise M concircular yar1 simetriktir [15],

denir.

10
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3. MATERYAL ve YONTEM
3.1. Hemen Hemen Parakontakt Manifoldlar

Bu boliimde egrilik hemen hemen parakontakt manifold tanimlanip temel 6zellikleri

gosterilecektir.

Tamm 3.1.1. MZM diferansiyellenebilir manifold tizerinde ¢, (1,1) —tipindeki bir tensor
alani, n 1-formve & de bir vektor alani olmak tizere
¢'=1-n®¢, (3.1.1)
(&) =1 (3.1.2)
kosullarini saglantyor ise (¢, &,7) ticliisiine M iizerinde bir hemen hemen parakontakt yap1 ve

(K/T,q),g,n) ya da bir hemen hemen parakontakt manifold denir [10].

o —~2n+l
Onerme 3.1.1. M bir (¢, £,m) hemen hemen parakontakt yapisina sahip bir hemen hemen

parakontakt manifold olsun. O halde

oé =0,

nop =0, (3.1.3)
ranke = 2n

dir [10].

Tamm 3.1.2. (M,go,f,n) bir hemen hemen parakontakt manifold olsun. M iizerinde
gW,Z) =—gW,Z)+n(W)n(Z) (3.1.4)
bicimde bir g yari-Riemann metrigi var ise (M, 5) ikilisine hemen hemen parakontakt metrik

manifold ve g metrigine bagdasabilir metrik denir.

11
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Sonug¢ 3.1.1. (M,go,f,n, g), (2n+1) —boyutlu hemen hemen parakontakt metrik manifold

olsun. Bu durumda

g(pY W) =—g(Y,pWV) (3.1.5)

Ve

n(Y)=9(,<$) (3.1.6)
dir [11].

Tamm 3.1.3. (I\W, @,£,1,9) yapisina sahip bir hemen hemen parakontakt manifold olsun. M
tizerinde

DX, W) = g(X, W), YX,W e[ (TM) (3.1.7)

bi¢iminde tanimlanan ® doniisimiine, (¢, &,7,9) hemen hemen parakontakt yapisinin temel

iki formu denir [11].

Tamm 3.1.4. M, (¢p,&,n,9) yapisina sahip bir hemen hemen parakontakt manifold olsun.
Eger her Z,W eT'(T M) icin
9(Z, W) =dn(Z,W) (3.1.8)

ise M ye parakontakt metrik manifold ve » ya M nin parakontakt formu denir. Burada

dn(Z,W)=%{Zf7(\N)—Wf7(Z)—77([Z,W])} (3.0.9)

dir.

(M ».&n,9) hemen hemen parakontakt metrik manifoldu icin bir lokal
ortonormal baz insa edilebilir. U, M iizerinde bir koordinat komsulugu ve X,, & ye dik
olacak sekilde U iizerinde herhangi bir birim vektdr alam ve @X,, X, ve & ye ortogonal

vektor alani olsun. Bu durumda ¢X;, X; ve & X, ortogonal vektor alani ve |pX,|* =1 dir.

12
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£, X, ve X, e ortogonal olacak bigimde bir X, ve birim vektor alan segilirse ¢X,, X,
@X,;, X, ve £ ye ortogonal vektor alani ve |pX,|° =1 olur. Bu sekilde devam ederek ¢—

bazi olarak adlandirilan bir {X;,X;,&}, (i =1,...,n) lokal ortonormal baz: bulunur [11].

Ornek 3.1.1. R*™, (u,Vv,,2), (i=1...,n), standart koordinat sistemi ile verilen reel uzay

o190 J2l1.92 ,9_ g
Plau ) Olov ) an, Pz

olsun. R*"* {izerinde

0
=dz, = —
n=dz,o=—

9 =77®77+Zn:dui Qdu, —Zn:dvi ®adv,
i=1 i=1

olacak sekilde ¢ (1,1)— tensor alanimi 7, 1- formunu, & vektdr alanini ve g metrigini

tanimlayalim. Bu durumda (R2"+1,¢,§,77,g) bir hemen hemen parakontakt manifold olur

[11].

Lemma 3.1.1. M hemen hemen parakontakt metrik manifoldun bir para-Sasakian manifold

olmasi igin gerek ve yeter sart her Z,W eI'(T M) icin

(VoW =-g(Z,W)& +n(W)Z (3.1.10)

olmasidir [11].

Onerme 1.1.2. (M,¢,§,77, g) bir para-Sasakian manifold olsun. Bu durumda

13



3. METERYAL ve YONTEM Fatih FINDIK

R(Z,W)E =n(Z)W —n(W)Z (3.1.11)
diger taraftan para-Sasakian manifoldlar i¢in asagidaki esitlikler gecerlidir.

R(EW)V =—g(W,V)E+n(V)W, (3.1.12)

S(W,&)=-2np(W) (3.1.13)

14
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4. PARA-SASAKIAN MANIFOLDLAR UZERINDE BAZI EGRILiK SARTLARI

Teorem 4.1.1. (M,(p,é,n, ), (2n+1) — boyutlu bir para-Sasakian manifold olsun. M

iizerinde Z (£,W).R=0 sart1 saglaniyor ise M bir Einstein manifolddur.

Ispat: Bir (2n+1)-boyutlu para-Sasakian manifold M iizerinde
Z(£W).R=0

sart1 saglansin bu durumda (2.1.11) esitliginden

Z(EW)R(X,U)Y =Z (EW)R(X,U)Y —R(Z(£W)X,U)Y
—R(X,Z(EW)U)Y —R(X,U)Z(&W)Y

=0

olur. (4.1.1) de (2.1.1) esitligi kullanilirsa

—g(W,R(X,U)Y)&+n(R(X,U)Y )W

[1+ r ]+9(W'X)R(§,U)Y—n(X)R(W,U)Y o
2n(2n+1) )| +g(W,U)R(X,)Y =n(U)R(X, W)Y
+g(W,Y)R(X,U)éE=n(Y)R(X, U)W

elde edilir. (4.1.2) denklemi V ile i¢ ¢arpim yapilirsa

15
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bulunur. (4.1.3) esitliginde (3.1.6) esitligi kullanilirsa

& alinirsa

olur. (4.1.4) denkleminde X

elde edilir. (4.1.5) denkleminde (3.1.6) kullanilirsa

16
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(
[1+2n(zrn+1)j :;((
(

=0 (4.16)

(4.1.7)

R
T + g
1+
2n(2n+1) +g(W,U
Y

bulunur. (4.1.7) esitliginde (3.1.12) esitligi kullanilir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa

=0 (4.1.8)

N

2n(2n+1) )| -g(R(W,U)Y.V)

baz olsun. (4.1.8) denkleminde W =V =E, = {ei,goei ,5} alalim. Bu durumda

17
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-g(R(e.U)Y.e)+9(e,.Y)9(e,.U)
9(e,.2,)9(U.Y)+9(R(e, U)Y.0,)|=0
-9(£Y)9(5U)-9g(£¢)g(u.Y)
~9(R(£V)Y.¢)

g(e.Y)g(e,U)-g(e.e)g(U.Y)
{1+ 2n(2Tn+1)J

elde edilir. (4.1.9) esitliginden

S(U,Y)=-2ng(U,Y)

(4.1.9)

(4.1.10)

sonucuna ulagilir. (4.1.10) esitligi géz 6niine alinirsa M bir Einstein manifold olur. Boylece

ispat tamamlanmisg olur.

Teorem 4.1.2. (K/n’,gg,g,n, ), (2n+1)—boyutlu bir para-Sasakian manifold olsun. M

iizerinde P(&,W).R =0 sart1 saglantyor ise M bir Einstein manifold olur.

Ispat: Bir (2n+1)-boyutlu para-Sasakian manifold M iizerinde
P(£,W).R=0

sart1 saglansin bu durumda

P(£W)R(X,U)Y = P(£W)R(X,U)Y —R(P(&W) X, U)Y
~R(X,P(&W)U)Y —R(X,U)P(&W)Y
=0

yazilir. (4.1.11) denkleminde (2.1.2) esitligi kullanilirsa

18
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(4.1.12)

= =
z =
S o D
= e
= > =
1 > &
g x =2
— ~ T
& x X
< ~— —
o <
< + [
e
= > >
> 2L =
o
S = 3
— >  Mn
e —_ =
] D &
~ ~
[ xX ©
[<5) ~
© x X
m/ - -
o = =
- SN N
~ o O
N | +
=
=
e}
[¢5)
=)
[}

(4.1.13)

~ X ~—~— =
X oo — & = ©
—_——_ &~ £ < c
D 5 £ N N
— ~ « | | |
X > 4+ —~ —~
= < - - 7
T > >
—_— oD
N—"
> 2 23 <3
—~
N
r2>5 35T

bulunur. (4.1.12) denkleminde (3.1.6) esitligi kullanilirsa
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(4.1.14)

& almirsa

elde edilir. (4.1.14) denkleminde X

(4.1.15)

—

—

1|-SW.&)g(R(&U)Y,V)-2np(&)g(R(W,U)Y,V)
~S(W,Y)g(R(&U)EV)-2n,(Y)g(R(EU)W,V)

2n| - (W,U)g(R(£,£)Y.V)-2my(U)g(R(£W

elde edilir. (4.1.15) denkleminde (3.1.2) kullanilirsa
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(4.1.16)

olur. (4.1.16) esitliginde (3.1.13) esitligi kullanilirsa

(4.1.17)

—

olur. (4.1.17) esitliginde (3.1.12) esitligi kullanilirsa
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20 (V. U)n(W)n(Y)

elde edilir. (4.1.18) de gerekli sadelestirmeler yapilirsa

g(V.U)g(W,Y)-g(U,Y)g(W,V)-g(R(W.,U)Y.V)
S(W,U)n(Y)n(V)-2ng(U,Y)g(W,V)

1| -2ng(R(W,U)Y.V)+2ng(W.Y)n(U)n(V)

2n| +S(W,Y)n(V)n(U)-S(W,Y)g(V,U)

+2ng (W,U)U(V)U(Y)
=0

baz olsun (4.1.19) denkleminde W =V =E, = {ew% ,g} alalim. Bu durumda

22
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u)y,
2n —S((ﬂe Y) (co.)ﬂ
=

—2ng( § )Y )+2ng U)n()
+8(6Y)n(§)n(U)-S(s, ) (gu)
+2ng(&,U)n(&)n(Y) (4.1.20)
=0
elde edilir. (4.1.20) esitliginden
S(U,Y)=-2ng(U,Y) (4.1.21)

sonucuna ulasilir. (4.1.21) esitligi géz 6niine alinirsa M bir Einstein manifold olur. Boylece
ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.3. (ﬂ,(p,é,m 9), (2n+1) —boyutlu bir para-Sasakian manifold olsun. M

iizerinde R(&W).Z =0 sarti saglantyor ise M bir Einstein manifold olur.
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Ispat: Bir (2n+1)-boyutlu para-Sasakian manifold M iizerinde
R(&W).Z=0

sart1 saglansin bu durumda

R(EW).Z(X,U)Y =R(EW).Z(X,U)Y -Z(R(EW)X,U)Y
~Z(X,R(EW)U)Y —Z(X,U)R(EW)Y

=0

(4.1.22) denkleminde (3.1.12) esitligi kullanilirsa

Y —n(U)Z(X,W)Y
E-n(Y)Z(X,U)W

)
)-n(X)Z(W,U)Y
)
)

elde edilir. (4.1.23) denkleminde V ile i¢ carpim yapilirsa

bulunur. (4.1.24) denkleminde (3.1.6) esitligi kullanilirsa

24

(4.1.22)

(4.1.23)

(4.1.24)



4. EGRILIK SARTLARI

Fatih FINDIK

—
(1N
-
~—
=<
~
S
~
<
~
+
S
—_
N
—
(AN
C
~
<
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=
<
~

elde edilir. (4.1.27) de (3.1.6) ve (2.1.1) esitligi kullanilirsa
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(W) (4.1.28)

U
E
-9
[“ 2n(2Tn+1)J +92
(

-g(R(W,U)Y.V)

_2n(2rn+1)(9(UiY)g(W’V)Jrg(W’Y)g(U V)

=0

esitligi bulunur. Buradan {ei P r & } (i=1...,n) tanjant uzaymn her noktasinda ortonormal

baz olsun (4.1.28) denkleminde W =V =E; ={e,, ¢, ,&} alalim. Bu durumda

0(6,¥)a(U.e)-g(U.Y)g(e,e)-9(R(e,Y)U.¢)
~9(pe.Y)a(U.0e)+9(U,Y)g(pe.0e )+g(R(pe.Y)U, 08 ) (4.1.29)
+9(£,Y)9(U.€)-9(U.Y)g(£:£)-9(R(£Y)U.§)

elde edilir. (4.1.29) esitliginden

S(U,Y)=-2ng(U,Y) (4.1.30)

sonucuna ulasilir. (4.1.30) esitligi g6z 6niine alinirsa M bir Einstein manifold olur. Boylece

ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 4.1.4. (M,¢,§,n, 9), (2n+1)—boyutlu bir para-Sasakian manifold olsun. M

iizerinde R(&,W).P =0 sart1 saglaniyor ise M bir Einstein manifold olur.

Ispat: Bir(2n+1)-boyutlu para-Sasakian manifold M iizerinde
R(£,W).P=0

sart1 saglansin bu durumda

R(&W)P(X,U)Y =R(&W)P(X,U)Y -P(R(&W)X,U)Y
—P(X,R(&W)U)Y —P(X,U)R(&W)Y
=0

olur. (4.1.31) denkleminde (3.1.12) esitligi kullanilirsa

—g(W,P(X,U)Y)g(&V)+n(P(X,U)Y)g(W,V)
+g(W,X)g(P(&U)Y.V)=n(X)g(P(W,U)Y,V)
+g(W,Y)g(P(X,&)Y.V)-n(U)g(P(X.W)Y,V)
+g(W,Y)g(P(X,U)&V)+n(Y)g(P(X.U)W.V)

27
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bulunur. (4.1.33) denkleminde (3.1.6) esitligi kullanilirsa

v g
V)-n(U)g(P(X.W)Y,V) (4.1.34)
v g

~g(W,P(&U)Y)n(V)+n(P(&U)Y)g(W,V)
+g(W,&)g(P(&U)Y.V)-n(£)g(P(W,U)Y.V)
+g(W,Y)g(P(&.8)Y.V)-n(U)g(P(&W)Y.V) (4.1.35)
+g(W,Y)g(P(&U)&V)-n(Y)g(P(&U)W,V)

=0

elde edilir. (4.1.35) denkleminde (3.1.6) ve (3.1.2) kullanilirsa

—g(W,P(&U)Y)n(V)+n(P(&U)Y)g(W,V)
+g(W,&)g(P(&U)Y,V)-g(P(W,U)Y.V)
+g(W,Y)g(P(&&E)Y.V)-n(U)g(P(&W)Y,V) (4.1.36)
+g(W,Y)g(P(&U)EV)-n(Y)g(P(&U)W,V)

=0

bulunur. (4.1.36) denkleminde (2.1.2) esitligi kullanilirsa
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)
—n(W)g(S(U.,Y)é+2np(Y)U,V) (4.1.37)

bulunur. (4.1.37) denkleminde (3.1.13) esitligi kullanilip gerekli sadelestirmeler yapilirsa

-g(R(W,Y)U.V)
-2ng(W,U)
(
)

1 (4.1.38)
| S (W,Y)7

+2ng(W,Y)g(U,V)-S(W,U)7n

=0

baz olsun (4.1.38) denkleminde W =V =E, = {ei,(pei ,§} alalim. Bu durumda
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9(e.Y)g(U)- g(U,Y)g(ei,ei)—g(R(ewY)U,ei)
~9(¢e,Y)g(U,pe)+g(U,
+9(&.Y)g(U.¢)-9
—2ng (e, U) )( )
-5 (e.¥)n(U)n(e)-2ng(e.¥)n
+2ng(e,Y)g (
+2ng (¢e;,U)
o +S (&, Y ) (
-2ng (¢e,,Y)
-2ng(&,U

-S (f,Y)n
+2ng (&,Y

S~~~
c
~

2 =
A~ =
SN

0 (4.1.39)
elde edilir. (4.1.39) esitliginden

S(U,Y)=-2ng(U,Y) (4.1.40)

sonucuna ulagilir. (4.1.40) esitligi géz 6niine alinirsa M bir Einstein manifold olur. Boylece
ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.5. (M,@,f,n, 9), (2n+1)—boyutlu bir para-Sasakian manifold olsun. M

iizerinde P(&,W).Z =0 sarti saglantyor ise M bir Einstein manifold olur.
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elde edilir. (4.1.42) denkleminde V ile i¢ carpim yapilirsa
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Ispat: Bir (2n+1)-boyutlu para-Sasakian manifold M iizerinde
P(£W).Z=0
sart1 saglansin bu durumda
P(EW)Z(X,U)Y =P(EW)Z(X,U)Y —Z(P(£W)X,U)Y
~Z(X,P(EW)U)Y —Z(X,U)P(&W)Y (4.1.41)
=0
(4.1.41) denkleminde (2.1.2) esitligi kullanilirsa
-g(W,Z(X,U)Y)&E+n(Z(X,U)Y )W
+g(W,X)Z(EU)Y —n(X)Z(W,U)Y
+g(W,U)Z(X, &)Y —n(U)Z(X,W)Y
+g(W,Y)Z(X,U)é—n(Y)Z(X, U)W
S(W,Z(X,U)Y)&+2nm(Z(X,U)Y)W (4.1.42)
1| =S(W,X)Z(&U)Y -2m(X)Z(W,U)Y
2n| -S(W,U)Z(X,&)Y —2np(U)Z (X, W)Y
—S(W,Y)Z(X,U)é-2np(Y)Z(X,U)W
=0
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(4.1.43)

S N N N N

N—"

bulunur. (4.1.43) denkleminde (3.1.6) esitligi kullanilirsa

(4.1.44)

& alinirsa

olur. (4.1.44) denkleminde X
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elde edilir. (4.1.45) denkleminde(3.1.2) kullamilirsa

4. EGRILIK SARTLARI

(4.1.46)

33
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(
(
[1+ 2n(2Tn +1)J - ER(W’
(
(

1 T
—-——|1 -2 R(W,
Zn[ +2n(2n+1)} g (R(
V

—g(R(W,U)Y.V) (4.1.47)

=0

elde edilir. (4.1.47) denkleminde (3.1.13) esitligi kullanilip gerekli sadelestirmeler yapilirsa

g(V.U)g(W.Y)-g(U,Y)g(W,V)-g(R(W,U)Y.V)
S(W,U)n(Y)n(V)-2ng(U,Y)g(W,V)
1 |-2ng(R(W,U)Y.V)+2ng(W.Y)n(U)n(V)
20|45 (WY ) (V)7 (U)-S(W,Y)g(V.U)
+2ng (W,U)n(V)7(Y)

N——

(4.1.48)

1+ ‘
2n(2n+1)

=0

baz olsun (4.1.48) denkleminde W =V =E, = {ei,qoel ,§} alalim. Bu durumda
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9(
i’U)g((Del
)g

[“ 2n(2rn+1)J _S(“”e"u

2n

elde edilir. (4.1.49) esitliginden

n(e,
LU)Y.e)+2ng(e,Y)n(U)n(e)
)-

-2ng ((pei U )77
+S(&U)n(Y)
-2ng (R(¢,

—g &)-9g(R(e.U)Y &)
Y)+g(U Y)g(gpe e, )+ 9 (R(ee,U)Y,pe)
-9(U.Y)9(£:)-9(R(EV)Y.¢)
)-2ng(U,Y)a(e.&)

S(e.Y)g(e.V)

S(U,Y)=-2ng(U,Y)

(4.1.49)

(4.1.50)

sonucuna ulasilir. (4.1.50) esitligi g6z 6niine alinirsa M bir Einstein manifold olur. Boylece

ispat tamamlanmuis olur.
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5. BULGULAR ve TARTISMA

Tezin ana bashigi olan “Para-Sasakian Manifoldlarda Bazi Egrilik Sartlar1” kisminda
verilen projektif egrilik tensorii ve concircular egrilik tensoriiniin Simetriklik sartlar1 altinda,
manifoldlarin tasnifine ulasilmistir. Bu egrilik tensorleri ve verilen sartlar degistiginde
manifoldun siniflandirilmasinin nasil degisecegi tetkik edilip bulgularin agiga ¢ikarilmasi

gereken bir arastirma konusudur.
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6. SONUCLAR ve ONERILER

Bu tez ¢alismasinda para-Sasakian manifoldlar ile ilgili incelenen egrilik tensorlerinin
temel esitliklerine ulasilarak para-Sasakian manifoldlar tizerinde bu egrilik sartlar1 altindaki
sonuglart bulunmustur. Verilen egrilik sartlarinda bulunan manifold Einstein manifold olarak
tasnif edilmistir.

Bu tezden faydalinarak tezdeki temel kriterler iizerinden yola ¢ikilip degisik egrilik
sartlarin1 g6z Oniine alarak farkli tipteki manifoldlar tasnif edilebilir. Bu siniflandirmalar

neticesinde farkl esitliklere ulasilabilecegi sonucuna varilabilir.
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