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Bu tez çalıĢmasının amacı para-Sasakian manifoldlarda eğrilik tensör alanlarının 

bazı özellikleri incelemektir. 

 Bu tez dört kısımdan oluĢmaktadır. 
 Tezin birinci bölümü giriĢ bölümü olup hemen hemen parakontakt manifoldlarla 

ilgili yapılan çalıĢmalar üzerinde durulmuĢtur. 

 Ġki ve üçüncü bölümlerde semi-Riemann manifoldlarla ilgili temel tanım ve 

teoremler incelenmiĢ, concircular eğrilik tensörü ve projektif eğrilik tensörü kavramlarına 

yer verilmiĢtir. 

 Dördüncü bölümde ise para-Sasakian manifoldlar üzerinde bazı eğrilik Ģartları 

incelenerek manifoldlarla ilgili bazı sınıflandırmalar yapılmıĢtır. 

 

Anahtar Kelimeler: Hemen Hemen  Parakontakt Manifold, Eğrilik Tensörü, 

Para-Sasakian Manifold. 
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 The aim of this thesis is to examine some properties of tensor fields in para-

Sasakian manifolds. 

 This thesis consists of four parts. 

 The first part of the thesis is the introductory part, and almost the studies on 

paracontact manifolds are  emphasized. 

 In the seccont and third chapters, some basic definitions and thorems related  

to semi-Riemann manifolds are examined, and  the concepts of concircular curvature 

tensor and projective curvature tensor are given. 

 In the fourth chapter, some curvature conditions on para-Sasakian manifolds 

are examined and some classifications are optained on this manifolds. 

   

Key Words: Almost Paracontact Manifold, Curvature Tensor, Para-Sasakian 

Manifold. 
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SĠMGELER VE KISALTMALAR DĠZĠNĠ 

 

Simgeler 

 

                     : Reel sayılar kümesi 

M   : Manifold 

g   : Metrik Tensör 

C   : Diferansiyellenebilme 

 ,              : Lie Parantez Operatörü 


pT M   : M ’nin bir P noktasındaki teğet uzayı 

𝑇𝑝
∗𝑀   : M ’ninbir P  noktasındaki normal uzayı 

𝜒(𝑀 )  : M ’nin teğet vektör alanlarının uzayı 

r

sT M   : M üzerinde ( , )r s  tipindeki tensör 

FN              : F ’nin Nijenhuis Torsiyon Tensörü  

 N   :  ’nin Nijenhuis Torsiyon Tensörü 

J   : Kompleks yapı 

R   : Riemann Eğrilik Tensörü 

P              : Projektif  Eğrilik Tensörü 

Z   : Concircular Eğrilik Tensörü 

   : (1,1) tipinde tensor alanı 

                      : 1-form 

   : Karekteristik vektör alanı 

   : M üzerindeki Afin Konneksiyon 

                     : Skaler Eğrilik 

   : Ricci Operatörü
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1. GĠRĠġ 

           Diferansiyel geometrinin en kapsamlı ve en önemli konularından olan manifold teorisi 

çalıĢmaların daha basit, kolay ve iĢlem yapılabilir uzaylar cinsinde karakterize edilebilir 

olmasından dolayı bilimsel olarak popüler duruma gelmiĢtir. Ayrıca ortak çalıĢma alanlarının 

artması manifold kavramını sadece geometrinin çalıĢma sahası olmasından öte cebirin ve 

fiziğin birçok alanında birlikte kullanılan paydaĢ çalıĢma sahası durumuna getirmiĢtir. Bu 

nedenle manifoldlar teorisi her geçen gün yeni bilgilerin elde edildiği ortak bir çalıĢma  sahası 

haline gelmiĢtir. 

Matematiğin cebirsel dalları baĢta olmak üzere birçok farklı branĢlardaki bilim 

dallarında farklı biçim ve isimlerde manifoldların olduğu biliniyor. Bu manifoldların biri 

kontakt (değme) manifoldlardır. Kontakt manifold boyutu tek olan (2 1)n  boyutlu ve 

diferansiyellenebilir bir manifolddur ve üzerinde tanımlı bir diferansiyellenebilir   1 formu 

ile tanımlanır. Bu   1 form manifoldun her noktasında 

( ) 0nd    

eĢitsizliğini sağlar.   1 form yardımıyla kontrakt distrübüsyon Ģeklinde adlandırılır  ve 

 
2 1

: ( ) 0
n

D X T M X


    

biçiminde 2n boyutlu bir kontakt distübüsyon olarak bilinen D distrübüsyonu tanımlanır. D  

nin yönlendirilebilirliği 

( ) 1, ( , ) 0d X      

biçimdedeki eĢitlikler D  nin 2 1n

T M


 tümleyeni olan bir   nin varlığını gerektirir. Elde edilen 

  vektör alanına karakteristik vektör alanı denir. Bu Ģekilde bir kontakt manifold  1 formu 

ve   karakteristik vektör alanı ile belirlenir. 
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,  
 2 1n

M


 üzerinde bir (1,1) tensör alanı ve ,  
 2 1n

M


 üzerinde bir vektör alanı olmak üzere 

( ) 1    ve 
2 I       Ģartlarını sağlıyor ise 

2 1n

M


 manifolduna ( , , )    hemen 

hemen kontakt yapısına sahiptir denir. 

 2 1n

M


, ( , , )    hemen hemen kontakt manifold ise 
2 1n

M


  çarpım manifoldu 

üzerinde ( , , )    yapısıyla birlikte bir J  hemen hemen kompleks manifold olur. Böylece J  

ile birlikte 
2 1n

M


  hemen hemen kompleks manifolddur. Eğer J integrallenebilir ise 

( , , )    yapısına normaldir denir. Normal kontakt metrik manifoldlar ise Sasakian 

manifodlar Ģeklinde adlandırılır [1]. 

Diferansiyellenebilir bir manifoldda 

2

( ) 1,

I

 

  



  
 

Ģartlarıyla hemen hemen parakontakt yapı Ģeklinde adlandırılan bir ( , , )    üçlüsünü ilk 

olarak I. Sato [2,3] tanımladı. Hemen hemen parakontakt yapı, hemen hemen kontakt yapının 

[4,5] bir benzeridir. Ancak, hemen hemen parakontakt yapı, kendisiyle yakından bağlantılı 

olan kontakt yapının aksine, hemen hemen parakontakt çarpım yapısı ile ilintilidir. Hemen 

hemen kontakt manifoldlar her zaman tek boyutludur. I. Sato [2] nun tanımladığı hemen 

hemen parakontakt manifoldlar ise çift boyutlu olma durumu da vardır. 

B. O’Neill [6] manifold üzerinde metrik tensörün negatif olma ihtimaline binaen yarı-

Riemann manifoldları tanımladı. Eğer yarı-Riemann manifoldunun bir alt manifolduna 

indirgenen metrik tensör pozitif tanımlı ise spacelike, negatif tanımlı olursa timelike (zaman 

benzeri) altmanifold denir. 

Hemen hemen kontakt yapı ile birleĢen ve yarı-Riemann metriğe sahip hemen hemen 

kontakt manifoldları ilk kez T. Takahashi [7] tanımlamıĢtı. 1989’ da ise K. Matsumoto [8] 

hemen hemen parakontakt manifold üzerinde karakteristik vektör alanını   vektör alanı ile 

değiĢtirerek oluĢan yeni yapı ile birleĢen Lorentzian metriği ile birlikte Lorentzian hemen 

hemen parakontakt yapısını ortaya çıkardı. AĢikardır ki, hemen hemen Lorenzian parakontakt 



1. GİRİŞ                 Fatih FINDIK 

3 
 

manifoldlar üzerindeki yarı-Riemann metriğinin indeksi 1 dir ve karekteristik vektör alanı 

olan   daima timelikedir. 

Buraya kadar sözü geçen bir hemen hemen parakontakt manifoldu hemen hemen 

parakontakt Riemann manifoldu yapan Riemann metriğini ve Lorentzian hemen hemen 

parakontakt manifoldu üzerindeki Lorentz metriğini kapsayacak biçimde yarı-Riemann 

metriğe sahip hemen hemen parakontakt manifoldları ilk olarak M. Tripathi, S. KeleĢ, E. Kılıç 

ve S. Yüksel PerktaĢ tanımlandı ve bu tip manifoldlar belirsiz parakontakt manifoldlar olarak 

adlandırıldı [9]. 

1985’ te S. Kaneyuki ve M. Konzai, (2 1)n  boyutlu bir yarı-Riemann manifold 

üzerinde hemen hemen parakontakt yapıyı tanımlayarak 
2 1n

M


  bir hemen hemen 

parakompleks yapı oluĢturdu [10]. S. Zamkovoy [11] ise [10] da verilen hemen hemen 

parakontakt yapıyı 

𝑔(𝜑𝑋, 𝜑𝑊) = −𝑔(𝑋,𝑊) + 𝜂(𝑋)𝜂(𝑊) 

Ģeklinde ( 1, )n n  iĢaretli bir yarı-Riemann metrik ile bağlantısını kurarak bir hemen hemen 

parakontakt yapının uyumlu metrik olarak adlandırılan bu tipte bir yarı-Riemann metriği 

tanımını oluĢturmaya imkan tanıdığını göstermiĢ oldu. 

Bu tezin ilk üç bölümünde, yarı-Riemann manifoldlar, hemen hemen parakontakt 

manifoldlar ve para-Sasakian manifoldlar ile ilgili temel bilgiler verilmiĢ ve dördüncü 

bölümde ise para-Sasakian eğrilikli manifoldlar üzerinde bazı eğrilik Ģartları incelenmiĢtir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

2.1. Yarı-Riemann Manifoldlar 

 

Tanım 2.1.1. V  reel bir vektör uzayı olsun. 

 

:g V V   

 

dönüĢümü her , ,r s t V  ve ,   için 

i. ( , ) ( , )g r s g s r  

ii. ( , ) ( , ) ( , ),g r s t g r t g s t       

iii. ( , ) ( , ) ( , )g r s t g r t g s t       

Ģartlarına sağlıyor ise g  
ye V  üzerinde simetrik bilineer form denir [6]. 

 

Tanım 2.1.2. V vektör uzayı üzerinde simetrik bilineer form g olsun. O halde 

r V   , 0r  , ( , ) 0g r r   olursa g  ye pozitif tanımlı, 

r V   , 0r  , ( , ) 0g u u   olursa g  ye negatif tanımlı, 

r V   , 0r  , ( , ) 0g u u   olursa g  ye pozitif yarı tanımlı, 

r V   , 0r  , ( , ) 0g u u   olursa g  ye negatif yarı tanımlı olarak adlandırılır [6]. 

 

Tanım 2.1.3. V  bir vektör uzayı ve 

:g V V   

simetrik bilineer form olsun. Bu durumda 

| :Wg W W   

biçimde negatif tanımlı ve boyutu en büyük olan W alt uzayının boyutu g  nin indeksi olarak 

adlandırılır. W  ye indirgenmiĢ |Wg  simetrik bilineer formuna ise indirgenmiĢ simetrik 

bilineer form adı verilir ve kısaca g  ile gösterilir [6]. 
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Tanım 2.1.4. V  vektör uzayı ve g , V  üzerinde simetrik bilineer form olsun. O halde 

i.   0,,i j jg i     

ii.   1, 1,i ig i      

iii.   , 1 ,, 1i ig i v          

iv.   0, 1,i ig v i n v             

biçiminde  1,..., n 
 
bazı vardır [6]. 

  

Tanım 2.1.5. V reel bir vektör uzayı üzerinde tanımlanan non-dejenere simetrik bilineer 

forma skalar çarpım (yarı-Öklid metriği) denir. V üzerinde skalar çarpım g ise ( , )V g  ye ise 

skalar çarpım uzayı (yarı-Öklid uzayı) denir [12]. 

Tanım 2.1.6. M diferansiyellenebilir manifoldunun p M  noktasındaki tanjant uzayı 


PT M

 
ise 

 :  p pg T M T M    

( , ) ( , )p p p pY U g Y U  

Ģeklinde tanımlı non-dejenere (0,2) tipindeki g , indeksi sabit, bilineer, simetrik, tensör 

alanına M üzerinde bir metrik tensör ve g , metrik tensörü ile donanmıĢ bir M manifolduna  

ise yarı-Riemann manifoldu denir [6]. 

 

Tanım 2.1.7. M bir yarı-Riemann manifoldu ve g , M üzerinde bir metrik tensör olsun. g

nin indeksine yarı-Riemann manifoldunun indeksi denir ve indM  Ģeklinde yazılır [6]. 

 

Tanım 2.1.8. M  bir diferansiyellenebilir yarı-Riemann manifoldu ve g , M  üzerinde bir 

metrik tensör olsun. Eğer her p M  ve 
p pX T M

 
için 

 :  p pg T TM M    

olmak üzere 
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i. g(U ,U ) > 0p p  
veya 0pU 

 
ise pU

 
vektörüne spacelike (uzay benzeri), 

ii. g(U ,U )<0p p  
ise pU

 
vektörüne timelike (zaman benzeri), 

iii. 
 

( , ) 0,p pg U U 
 

0pX 
 
ise pU

 
vektörüne lightlike (ıĢık benzeri veya null) vektör    

denir [6]. 

 

Tanım 2.1.9.  1,..., nu u
 

n

v  
üzerinde standart koordinat sistemi ve 

i

i

u


 


 olsun.

n

v  
de Y

ve W  için 

( )Y i iW V W    

Ģeklinde tanımlanan VW
 vektör alanına W  nın Y  ye göre kovaryant türevi denir [6]. 

Burada i iW w 
 
dir. 

 

Tanım 2.1.10. M bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Bu durumda aĢağıdaki koĢulları 

sağlayan 

  : ( ) ( ) ( )TM TM TM     

 

fonksiyonuna M  üzerinde lineer konneksiyon denir. 

i. ,YW Y ye göre ( , )C M   lineerdir. 

ii. ,YW
 
W ye göre   lineerdir. 

iii. ( ) ( ) ,Y YW Y W W     
 

( , )C M     

dir [6]. 

 

Tanım 2.1.11. M bir yarı-Riemann manifold olsun. Bu durumda M üzerinde her

, ( )Y V TM  için 

i.  , Y VY V V Y   

ii. ( , ) ( , ) ( , )Y YYg V Z g V Z g V Z     
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koĢullarını sağlayan sadece bir   Levi-Civita konneksiyonu olup bu konneksiyon 

   

 

2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , , ) ( , , )

( , , )

Yg V Z Yg V Z Vg Z Y Zg Y V

g Y V Z g Z Y V

g V Z Y

   

 



 

Kozsul formülü ile tek türlü bellidir [6]. 

 

Tanım 2.1.12. M , Levi-Civita konneksiyonu   olan bir yarı-Riemann manifold olsun. Her 

, , ( )Y V Z TM  için 

   : ( ) ( ) ( ) ( )R TM TM TM TM     

 ,
( , , ) ( , ) Y V V Y Y V
Y V Z R Y V Z Z Z Z       

Ģeklinde tanımlı fonksiyon (1,3)  tensör alanıdır. Bu tensör alanına M nın Riemann eğrilik 

tensörü denir [6]. 

 

Teorem 2.1.1. R , M yarı-Riemann manifoldunun eğrilik tensörü olsun her

), (, ,W X MV Y T  için 

i. ( ( , ) , ) ( ( , ) , ),g R W V Y X g R V W Y X   

ii. ( ( ) ) ( ,(, , ,) ),  g R V X gY VW W XR Y  

iii. 0( ) ( ),  ), ,(R V RW V Y R WY W Y V    

iv. , ,  ,( ( ) ) ( ( ) , )g R V X g R XW Y Y W V  

dir [6]. 

 

Tanım 2.1.13. M bir yarı-Riemann manifoldu ve  1,..., ne e , 
pT M  tanjant uzayının 

ortonormal bir bazı olsun 

 : p pRic T M T M   

                1

( , ) ( , ) ( ( , ) , )
n

p p p p i i p p i

i

U Y Ric U Y g R e U Y e


   

ya da 
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 ( , ) ( , )p p p p p pRic U Y iz Z R Z U Y   

biçminde ifade edilen Ricci tensörüne M yarı-Riemann manifoldunun Ricci eğrilik tensörü ve 

 ,( )p p pR Uic RU ic U
 
değerine Ricci eğriliği denir [6]. 

 

Tanım 2.1.14. M bir yarı-Riemann manifold ve  1,..., ne e , 
pT M

 
nın ortonormal bir bazı 

olsun. M  nın skaler eğriliği 

1

( , )
n

i i i

i

Ric e e 


  

biçiminde adlandırılır [6]. 

 

Tanım 2.1.15. M , (2 1)n boyutlu bir Riemann manifold olsun. Her , , ( )U X V M  için 

M  nin concircular eğrilik tensör alanı 

                                    
 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2 (2 1)
Z U X V R U X V g X V U g U V X

n n


  

         

(2.1.1) 

dir [15]. 

Tanım 2.1.16. M , (2 1)n boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda her  

, , ( )U Y V M  için M  nın projektif eğrilik tensör alanı 

                                
 

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2
P U Y V R U Y V S Y V U S U V Y

n
  

                  
(2.1.2) 

dir [15]. 

 

Tanım 2.1.17. M , C  sınıfından bağlantılı 2n   boyutlu Riemann manifold olsun. M  

üzerinde tanımlı (0,2) tipinde simetrik tensör alanı D  olmak üzere endomorfizmi 

                                  
 ( ) ( , ) ( , )

D
Y V Z D V Z Y D Y Z V  

                                            
(2.1.3) 

Ģeklindedir. Eğer D g  alınırsa  
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( ) ( , ) ( , )gY V Z g V Z Y g Y Z V  

                                              
(2.1.4) 

Ģeklindedir. Artık ( )gX Y  yerine kısaca X Y  kullanılacaktır. 

M  üzerinde (0, )k  tipindeki 1k   bir K  tensör alanı ve (0,2) tipindeki bir simetrik D  

tensör alanı verildiğinde R K  ve ( )D K  tensörleri sırası ile  

                 1 1( )( ,..., ; , ) ( ( , ) ,... ) ...k kR K U U U Y K R U Y U U   
                                           

(2.1.5) 

                                                     1 2( , ,..., ( , ) )kK U U R U Y U  

ve 

             
  


1 1( )( ,... ; , ) ( )( ,... ) ...k kD

D K U U U Y K U Y U U    
                                        

(2.1.6) 

                                                      1 2( , ,..., ( ) )kD
T U U U Y U 

 

Ģeklinde ifade edilir [16].
 

Böylece (2.1.5) ve (2.1.6) denkleminde K R  ve D g  alındığında; 

                 1 1( )( ,..., ; , ) ( ( , ) ,..., ) ...k kR R U U U Y R R U Y U U   
                                          

(2.1.7) 

                                                     1( ,..., ( , ) )kR U R U Y U  

             1 1( )( ,..., ; , ) ( ) ,..., ) ...k g kg R U U U Y R U Y U U    
                                          

(2.1.8)
                                      

 

                                                      1( ,..., ( ) )g kR U R U Y U 
.
 

K Z  ve D g  alındığında; 

                  1 1( )( ,..., ; , ) ( ( , ) ,..., ) ...k kR Z U U U Y Z R U Y U U   
                                         

(2.1.9) 

                                                      1( ,..., ( , ) )kZ U R U Y U  
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               1 1( )( ,..., ; , ) ( ) ,..., ) ...k g kg Z U U U Y Z U Y U U    
                                        

(2.1.10) 

                                                     1( ,..., ( ) )g kZ U R U Y U   

K P  ve D g  alındığında; 

                 1 1( )( ,..., ; , ) ( ( , ) ,..., ) ...k kR P U U U Y P R U Y U U   
                                        

(2.1.11) 

                                                     1( ,..., ( ) )g kP U R U Y U   

,A P T R  için (2.1.6) denkleminden; 

              1 1( )( ,..., ; , ) ( ) ,..., ) ...k p kP R U U U Y R U Y U U    
                                       

(2.1.12) 

                                                     1( ,..., ( ) )p kR U R U Y U   

Ģeklinde bulunur.  

M  manifoldu üzerinde  

i) 0R R   ise M  yarı simetriktir [16], 

ii) 0R P   ise M  projektif yarı simetriktir [16], 

iii) 0R Z   ise M concircular yarı simetriktir [15], 

 

denir.
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

 

3.1. Hemen Hemen Parakontakt Manifoldlar 

 

Bu bölümde eğrilik hemen hemen parakontakt manifold tanımlanıp temel özellikleri 

gösterilecektir. 

Tanım 3.1.1. 
2 1n

M


 diferansiyellenebilir manifold üzerinde  , (1,1) tipindeki bir tensör 

alanı,   1 form ve   de bir vektör alanı olmak üzere 

                                                              
2 ,I                                                 (3.1.1) 

                                                           ( ) 1                                                             (3.1.2) 

koĢullarını sağlanıyor ise ( , , )    üçlüsüne M üzerinde bir hemen hemen parakontakt yapı ve 

( , , , )M     ya da bir hemen hemen parakontakt manifold denir [10]. 

 

Önerme 3.1.1. 
2 1n

M


bir ( , , )    hemen hemen parakontakt yapısına sahip bir hemen hemen 

parakontakt manifold olsun. O halde 

 

       0,   

                                            0,                                                       (3.1.3) 

                                                                     2rank n   

dir [10]. 

 

Tanım 3.1.2. ( , , , )M     bir hemen hemen parakontakt manifold olsun. M  üzerinde 

                                            
 ( , ) ( , ) ( ) ( )g W Z g W Z W Z                                     (3.1.4) 

biçimde bir g yarı-Riemann metriği var ise   ,M g  ikilisine hemen hemen parakontakt metrik 

manifold ve g metriğine bağdaĢabilir metrik denir. 
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Sonuç 3.1.1. ( , , , , )M g   , (2 1)n boyutlu hemen hemen parakontakt metrik manifold 

olsun. Bu durumda 

 

    ( , ) ( , )g Y W g Y W                                                     (3.1.5) 

ve 

                                                            ( ) ( , )Y g Y                                                          (3.1.6) 

dir [11]. 

 

Tanım 3.1.3. ( , , , , )M g    yapısına sahip bir hemen hemen parakontakt manifold olsun.M

üzerinde 

                                           ( , ) ( , ),X W g X W   
, ( )X W TM                                (3.1.7) 

 

biçiminde tanımlanan   dönüĢümüne, ( , , , )g    hemen hemen parakontakt yapısının temel 

iki formu denir [11]. 

 

Tanım 3.1.4. M , ( , , , )g    yapısına sahip bir hemen hemen parakontakt manifold olsun. 

Eğer her , ( )Z W TM  için 

                                              ( , ) ( , )g Z W d Z W                                                         (3.1.8) 

ise M  ye parakontakt metrik manifold ve   ya M  nin parakontakt formu denir. Burada 

 

                              (3.1.9) 

 

dir. 

 2 1

( , , , , )
n

M g  


 hemen hemen parakontakt metrik manifoldu için bir lokal 

ortonormal baz inĢa edilebilir. U , M  üzerinde bir koordinat komĢuluğu ve 1,X
 
  ye dik 

olacak Ģekilde U üzerinde herhangi bir birim vektör alanı ve 1,X 1X
 
ve   ye ortogonal 

vektör alanı olsun. Bu durumda 1,X
 1X

 
ve ,  1X  ortogonal vektör alanı ve 

2

1 1X  
 
dir. 

  
1

( , ) ( ) ( ) ( , )
2

d Z W Z W W Z Z W     
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,  1X
 
ve 1X

 
e ortogonal olacak biçimde bir 2X

 
ve birim vektör alanı seçilirse 2 ,X

 1,X
 

1,X
 2X

 
ve   ye ortogonal vektör alanı ve 

2

2 1X  
 
olur. Bu Ģekilde devam ederek  

bazı olarak adlandırılan bir  , ,i iX X  , ( 1,..., )i n  lokal ortonormal bazı bulunur [11]. 

 

Örnek 3.1.1. 
2 1,n  

( , , ),i iu v z
 
( 1,..., )i n , standart koordinat sistemi ile verilen reel uzay 

olsun. 2 1n  üzerinde 

, , 0
i i i iu v v u z

  
       

     
       

 

,dz
z

 


 


 

                                          1 1

n n

i i i i

i i

g du du dv dv 
 

      
                                  

 

olacak Ģekilde   (1,1) tensör alanını  , 1 formunu,   vektör alanını ve g metriğini 

tanımlayalım. Bu durumda  2 1, , , ,nR g    bir hemen hemen parakontakt manifold olur 

[11]. 

 

Lemma 3.1.1. M hemen hemen parakontakt metrik manifoldun bir para-Sasakian manifold 

olması için gerek ve yeter Ģart her , ( )Z W TM  için 

 

  ( ) ( , ) ( )Z W g Z W W Z                   (3.1.10) 

olmasıdır [11]. 

 

Önerme 1.1.2. ( , , , , )M g    bir para-Sasakian manifold olsun. Bu durumda
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                                                   ( , ) ( ) ( )R Z W Z W W Z                                      (3.1.11) 

 

diğer taraftan para-Sasakian manifoldlar için aĢağıdaki eĢitlikler geçerlidir. 

 

                                                  
     , ,R W V g W V V W     ,                          (3.1.12) 

 

                                                       
   , 2S W n W                                                    (3.1.13) 
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4. PARA-SASAKĠAN  MANĠFOLDLAR ÜZERĠNDE BAZI EĞRĠLĠK ġARTLARI 

 

Teorem 4.1.1. ( , , , , )M g   , (2 1)n   boyutlu bir para-Sasakian manifold olsun. M

üzerinde  , . 0Z W R 
 
Ģartı sağlanıyor ise M  bir Einstein manifolddur. 

 

Ġspat: Bir  2 1n -boyutlu para-Sasakian manifold M  üzerinde  

 , . 0Z W R   

Ģartı sağlansın bu durumda (2.1.11) eĢitliğinden 

 

                
     , ( , ) , ( , ) ( , , )Z W R X U Y Z W R X U Y R Z W X U Y     

                                      
    , , ( , ) ,R X Z W U Y R X U Z W Y  

                       (4.1.1) 

                                              0   

 

olur. (4.1.1) de (2.1.1) eĢitliği kullanılırsa 

                

 

                   

 

     

       

       

       

, , ,

, , ,
1 0

2 2 1 , , ,

, , ,

g W R X U Y R X U Y W

g W X R U Y X R W U Y

n n g W U R X Y U R X W Y

g W Y R X U Y R X U W

 

 

 

 

  
 

    
        

   

                   

(4.1.2)

                

 

elde edilir. (4.1.2) denklemi V ile iç çarpım yapılırsa 
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 

         

         

         

         

, , , , ,

, , , , ,
1 0

2 2 1 , , , , ,

, , , , ,

g W R X U Y g V R X U Y g W V

g W X g R U Y V X g R W U Y V

n n g W U g R X Y V U g R X W Y V

g W Y g R X U V Y g R X U W V

 

 

 

 

  
 
   

        
 
   

 (4.1.3) 

 

bulunur. (4.1.3) eĢitliğinde (3.1.6) eĢitliği kullanılırsa      

                             

                  

 

         

         

         

         

, , , ,

, , , , ,
1 0

2 2 1 , , , , ,

, , , , ,

g W R X U Y V g W V R X U Y

g W X g R U Y V X g R W U Y V

n n g W U g R X Y V U g R X W Y V

g W Y g R X U V Y g R X U W V

 

 

 

 

  
 
   

        
 
   

(4.1.4) 

 

olur. (4.1.4) denkleminde X   alınırsa 

 

                   
 

         

         

         

         

, , , ,

, , , , ,
1 0

2 2 1 , , , , ,

, , , , ,

g U R W Y V g U V R W Y

g U R W Y V R U W Y V

n n g U W R Y V W R U Y V

g U Y R W V Y R W U V

   

   

   

   

  
 
   

        
 
   

     (4.1.5) 

 

elde edilir. (4.1.5) denkleminde (3.1.6) kullanılırsa 
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 

         

         

         

         

, , , ,

, , , ,
1 0

2 2 1 , , , , ,

, , , , ,

g U R W Y V g U V R W Y

U R W Y V R U W Y V

n n g U W R Y V W R U Y V

g U Y R W V Y R W U V

   

   

   

   

  
 
   

        
 
   

     (4.1.6)

                                        

olur. (4.1.6) eĢitliğinde (3.1.2) eĢitliği kullanilirsa 

                 

 

         

       

         

         

, , , ,

, , , ,
1 0

2 2 1 , , , , ,

, , , , ,

g W R U Y V g W V R U Y

U g R U Y V g R W U Y V

n n g W U g R Y V U g R W Y V

g W Y g R U V Y g R U W V

   

 

   

   

  
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   (4.1.7) 

 

bulunur. (4.1.7) eĢitliğinde (3.1.12) eĢitliği kullanılır ve gerekli sadeleĢtirmeler yapılırsa 

 

       

          

 

       

  

, , , ,
1 0

2 2 1 , ,

g W Y g V U g W V g U Y

n n g R W U Y V

   
        

                           (4.1.8) 

 

eĢitliği bulunur. Buradan   , , 1,...,
ii ee i n  

 
tanjant uzayının her noktasında ortonormal 

baz olsun. (4.1.8) denkleminde  , ,
ii i eW V E e      alalım. Bu durumda 
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g R U Y
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 

 
 
  
  
         
  
 
 
 

                    (4.1.9)

 

 

elde edilir. (4.1.9) eĢitliğinden  

 

                                                            
   , 2 ,S U Y ng U Y                                           (4.1.10) 

 

sonucuna ulaĢılır. (4.1.10) eĢitliği göz önüne alınırsa M  bir Einstein manifold olur. Böylece 

ispat tamamlanmıĢ olur. 

 

Teorem 4.1.2. ( , , , , )M g   , (2 1)n boyutlu bir para-Sasakian manifold olsun.M

üzerinde  , . 0P W R 
 
Ģartı sağlanıyor ise M  bir Einstein manifold olur. 

 

Ġspat: Bir  2 1n -boyutlu para-Sasakian manifold M  üzerinde  

 , . 0P W R   

Ģartı sağlansın bu durumda 

 

           
     , ( , ) , ( , ) ( , , )P W R X U Y P W R X U Y R P W X U Y   

 

                                                   , , , ,R X P W U Y R X U P W Y                     (4.1.11)      

                                                     =0                                                                                    

 

yazılır. (4.1.11) denkleminde (2.1.2) eĢitliği kullanılırsa 
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 
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 

 
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 

 

 
 
  

  
  
   



                                      (4.1.12) 

 

 

elde edilir. (4.1.12) denkleminde V ile iç çarpım yapılırsa 

 

 

                  

         

         

         

         

         

         

         

        

, , , , ,

, , , , ,

, , , , ,

, , , , ,

, , , 2 , ,

, , , 2 , ,1

2 , , , 2 , ,
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 



 


 

   ,

0

W V

 
 
 
 
 
 
 
 



                   (4.1.13) 

 

 

bulunur. (4.1.12) denkleminde (3.1.6) eĢitliği kullanılırsa       

          

 

 

 

 



4. EĞRĠLĠK ġARTLARI                                                         Fatih FINDIK 

20 
 

 

 

 

                  

         

         

         

         

         

         

         

         

, , , ,

, , , , ,

, , , , ,

, , , , ,

, , 2 , ,

, , , 2 , ,1

2 , , , 2 , ,

, , , 2 , ,

g W R X U Y V R X U Y g W V

g W X g R U Y V X g R W U Y V

g W U g R X Y V U g R X W Y V

g W Y g R X U V Y g R X U W V

S W R X U Y V n R X U Y g W V

S W X g R U Y V n X g R W U Y V

n S W U g R X Y V n U g R X W Y V

S W Y g R X U V n Y g R X U W V

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


 

 

0


 
 
 
 
 
 
 



                (4.1.14) 

 

 

elde edilir. (4.1.14) denkleminde X   alınırsa 
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

                    (4.1.15) 

 

 

elde edilir. (4.1.15) denkleminde (3.1.2) kullanılırsa 
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                   (4.1.16) 

 

olur. (4.1.16) eĢitliğinde (3.1.13) eĢitliği kullanılırsa 
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                    (4.1.17)

        

      

 

 

 olur. (4.1.17) eĢitliğinde (3.1.12) eĢitliği kullanılırsa 
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                                

(4.1.18) 

 

 elde edilir. (4.1.18) de gerekli sadeleĢtirmeler yapılırsa 

 

                

          

         

        

         

     

, , , , , ,

, 2 , ,

2 , , 2 ,1

2 , , ,

2 ,

0

g V U g W Y g U Y g W V g R W U Y V

S W U Y V ng U Y g W V

ng R W U Y V ng W Y U V

n S W Y V U S W Y g V U

ng W U V Y

 

 

 

 

 

 
 
  

  
  
  



                                (4.1.19) 

 

eĢitliği bulunur. Buradan   , , 1,...,
ii ee i n  

 
tanjant uzayının her noktasında ortonormal 

baz olsun (4.1.19) denkleminde  , ,
ii i eW V E e      alalım. Bu durumda 
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               (4.1.20) 

 

elde edilir. (4.1.20) eĢitliğinden  

 

                                                   
   , 2 ,S U Y ng U Y                                                   (4.1.21) 

 

sonucuna ulaĢılır. (4.1.21) eĢitliği göz önüne alınırsa M  bir Einstein manifold olur. Böylece 

ispat tamamlanmıĢ olur. 

 

Teorem 4.1.3. ( , , , , )M g   , (2 1)n boyutlu bir para-Sasakian manifold olsun. M

üzerinde  , . 0R W Z 
 
Ģartı sağlanıyor ise M  bir Einstein manifold olur. 
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Ġspat: Bir  2 1n -boyutlu para-Sasakian manifold M  üzerinde  

 

 , . 0R W Z   

 

Ģartı sağlansın bu durumda 

 

                 
          , . , , . , . , ,R W Z X U Y R W Z X U Y Z R W X U Y     

                                                    
    , , ( , ) ,Z X R W U Y Z X U R W Y                    (4.1.22)                                                                                                                                             

                                                    0    

 

(4.1.22) denkleminde (3.1.12) eĢitliği kullanılırsa 
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                                                       (4.1.23) 

 

elde edilir. (4.1.23) denkleminde V ile iç çarpım yapılırsa 
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                                    (4.1.24) 

 

bulunur. (4.1.24) denkleminde (3.1.6) eĢitliği kullanılırsa 
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                                   (4.1.25) 

 

olur. (4.1.25) denkleminde X   alınırsa 
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                                      (4.1.26) 

 

elde edilir. (4.1.26) denkleminde  3.1.2  kullanılırsa 
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                                     (4.1.27) 

 

elde edilir. (4.1.27) de (3.1.6) ve (2.1.1) eĢitliği kullanılırsa 

 

 

 

 

 

 



4. EĞRĠLĠK ġARTLARI                                                         Fatih FINDIK 

26 
 

 

 

                 

 

           

         

           

           

         

           

       

  

 
        

, ,

, , ,

, ,

1 , ,
2 2 1

, , ,

, ,

, , , ,

, ,

, , , ,
2 2 1

g U Y W V Y V g W U

g U Y g W V Y U g W V

g U Y W V g U V Y W

g W Y U V g W V Y U
n n

g W Y U V g U V g W Y

g W W Y V g U V Y W

g U Y g W V g W Y g U V

g R W U Y V

g U Y g W V g W Y g U V
n n

   

 

   


   

 

   



 
 
  
 
  

 
       
  
 
  
 
  



 


0

                  (4.1.28) 

 

eĢitliği bulunur. Buradan   , , 1,...,
ii ee i n  

 
tanjant uzayının her noktasında ortonormal 

baz olsun (4.1.28) denkleminde  , ,
ii i eW V E e      alalım. Bu durumda 
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                (4.1.29) 

 

 

elde edilir. (4.1.29) eĢitliğinden  

 

                                                        
   , 2 ,S U Y ng U Y                                               (4.1.30) 

 

sonucuna ulaĢılır. (4.1.30) eĢitliği göz önüne alınırsa M  bir Einstein manifold olur. Böylece 

ispat tamamlanmıĢ olur. 
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Teorem 4.1.4. ( , , , , )M g   , (2 1)n boyutlu bir para-Sasakian manifold olsun. M

üzerinde  , . 0R W P   Ģartı sağlanıyor ise M  bir Einstein manifold olur. 

 

 

Ġspat:  Bir  2 1n -boyutlu para-Sasakian manifold M  üzerinde  

 , . 0R W P   

Ģartı sağlansın bu durumda 

 

                  
          , , , , , ,R W P X U Y R W P X U Y P R W X U Y   

  
 

                                                     
    , , ( , ) ,P X R W U Y P X U R W Y  

   
(4.1.31) 

                                                      0                                                                                                         

 

olur. (4.1.31)  denkleminde (3.1.12) eĢitliği kullanılırsa 
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                                                        (4.1.32)                                                      

 

elde edilir. (4.1.32) denkleminde V ile iç çarpım yapılırsa 
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                                 (4.1.33) 
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bulunur. (4.1.33) denkleminde (3.1.6) eĢitliği kullanılırsa 
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                                  (4.1.34) 

 

olur. (4.1.34) denkleminde X   alınırsa 
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                                      (4.1.35) 

 

 

elde edilir. (4.1.35) denkleminde (3.1.6) ve  3.1.2  kullanılırsa 
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                                       (4.1.36) 

 

bulunur.  (4.1.36) denkleminde (2.1.2) eĢitliği kullanılırsa 

 



4. EĞRĠLĠK ġARTLARI                                                         Fatih FINDIK 

29 
 

 

 

 

                

              

             

                 

                 

     

      

    

    

      

     

, , , ,

, , , , ,

, , ,

, , ,

,

, , 2

, , ,

, , 2 ,

1
, , 2

2
, 2 ,

g U V W V g W U Y V g R U W Y V

g W Y U V g U V g W Y g U Y g W V

Y U g W V g U Y W V g U V W Y

g W Y U V g W V Y U g W U Y V

g U V W Y

V g W S U Y n Y U

g S W Y U S U Y W V

g W Y g S U nU V

g W V S U Y n Y U
n

W g S U Y n Y U

   

 

     

     

 

  

 

  

  

 

  

  

  





 

 

 

  

      

      

, 2 ,

, 2 ,

0

V

U g S W Y n Y W V

Y g S U W n W U V

  

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
    



            (4.1.37) 

  

bulunur. (4.1.37) denkleminde (3.1.13) eĢitliği kullanılıp gerekli sadeleĢtirmeler yapılırsa  
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

                            (4.1.38) 

 

eĢitliği bulunur. Buradan   , , 1,...,
ii ee i n  

 
tanjant uzayının her noktasında ortonormal 

baz olsun (4.1.38) denkleminde  , ,
ii i eW V E e      alalım. Bu durumda 
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
                (4.1.39) 

 

elde edilir. (4.1.39) eĢitliğinden  

 

                                                   
   , 2 ,S U Y ng U Y                                                    (4.1.40) 

 

sonucuna ulaĢılır. (4.1.40) eĢitliği göz önüne alınırsa M  bir Einstein manifold olur. Böylece 

ispat tamamlanmıĢ olur. 

 

 

Teorem 4.1.5. ( , , , , )M g   , (2 1)n boyutlu bir para-Sasakian manifold olsun. M

üzerinde  , . 0P W Z 
 
Ģartı sağlanıyor ise M  bir Einstein manifold olur. 
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Ġspat: Bir  2 1n -boyutlu para-Sasakian manifold M  üzerinde   

 

 , . 0P W Z 
 

Ģartı sağlansın bu durumda 

 

 

            
     , ( , ) , ( , ) ( , , )P W Z X U Y P W Z X U Y Z P W X U Y     

                                                        , , ( , ) ,Z X P W U Y Z X U P W Y                    (4.1.41) 

                                                     =0                                                                                                 

 

(4.1.41) denkleminde (2.1.2) eĢitliği kullanılırsa 
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

                                         (4.1.42) 

 

elde edilir. (4.1.42) denkleminde V ile iç çarpım yapılırsa 
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(4.1.43) 

 

 

bulunur. (4.1.43) denkleminde (3.1.6) eĢitliği kullanılırsa 
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                (4.1.44) 

 

 

olur. (4.1.44) denkleminde X   alınırsa 
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                   (4.1.45)

 

 

 

 

elde edilir. (4.1.45) denkleminde  3.1.2  kullanılırsa
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                   (4.1.46) 

 

 

bulunur. (4.1.46) eĢitliğinde (2.1.1) eĢitliği kullanılırsa 
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    (4.1.47) 

 

elde edilir. (4.1.47)  denkleminde (3.1.13) eĢitliği kullanılıp gerekli sadeleĢtirmeler yapılırsa   
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(4.1.48) 

 

eĢitliği bulunur. Buradan   , , 1,...,
ii ee i n  

 
tanjant uzayının her noktasında ortonormal 

baz olsun (4.1.48) denkleminde  , ,
ii i eW V E e      alalım. Bu durumda  
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elde edilir. (4.1.49) eĢitliğinden 
                                                        

 

 

                                  
   , 2 ,S U Y ng U Y                                                                     (4.1.50) 

 

sonucuna ulaĢılır. (4.1.50) eĢitliği göz önüne alınırsa M  bir Einstein manifold olur. Böylece 

ispat tamamlanmıĢ olur. 

. 

 

 

 

      (4.1.49) 
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5. BULGULAR ve TARTIġMA 

 

Tezin ana baĢlığı olan “Para-Sasakian Manifoldlarda Bazı Eğrilik ġartları” kısmında 

verilen projektif eğrilik tensörü ve concircular eğrilik tensörünün simetriklik Ģartları altında, 

manifoldların tasnifine ulaĢılmıĢtır. Bu eğrilik tensörleri ve verilen Ģartlar değiĢtiğinde 

manifoldun sınıflandırılmasının nasıl değiĢeceği tetkik edilip bulguların açığa çıkarılması 

gereken bir araĢtırma konusudur. 
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6. SONUÇLAR ve ÖNERĠLER 

 

Bu tez çalıĢmasında para-Sasakian manifoldlar ile ilgili incelenen eğrilik tensörlerinin 

temel eĢitliklerine ulaĢılarak para-Sasakian manifoldlar üzerinde bu eğrilik Ģartları altındaki 

sonuçları bulunmuĢtur. Verilen eğrilik Ģartlarında bulunan manifold Einstein manifold olarak 

tasnif edilmiĢtir. 

Bu tezden faydalınarak tezdeki temel kriterler üzerinden yola çıkılıp değiĢik eğrilik 

Ģartlarını göz önüne alarak farklı tipteki manifoldlar tasnif edilebilir. Bu sınıflandırmalar 

neticesinde farklı eĢitliklere ulaĢılabileceği sonucuna varılabilir. 
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