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Bu tezde, diizgiin konveks Banach uzaylarinda kendisinden kendisine ve
kendisinden kendisine olmayan asimptotik genislemeyen doniisiimler igin tig-adim
iterasyon semalari galisilmaktadir. Diizglin konveks Banach uzaylarinda belli sartlar
altinda bu iterasyon semalar1 iizerinde zayif ve kuvvetli yakinsaklik sonuglari elde
edilmektedir. Bu tezde elde edilen sonuclar, Banerjee ve Choudjury [4], Khan ve
Hussain [19], Nilsrakoo ve Saejung [24] Suantai [32], Temir [35] ve Thianwan [36]
calismalarinin gelistirilmesidir.

Anahtar Kelimeler: Sabit nokta, asimptotik genislemeyen doniigiim, kuvvetli
ve zayif yakinsama, diizgiin konveks Banach uzay1.
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In this thesis, we study the three-step iterative schemes for approximating
common fixed points of three asymptotically nonexpansive self and nonself mappings
in uniformly convex Banach spaces. Several strong and weak convergence results on
these iterative schemes are established under certain conditions in uniformly convex
Banach spaces. The results obtained in this thesis improve the recent ones announced
by Banerjee and Choudjury [4], Khan and Hussain [19], Nilsrakoo and Saejung [24],
Suantai [32], Temir [35] and Thianwan [36].
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1. GIRIS

Normlu lineer uzaylarda sabit nokta teori ¢alismalari, 1909-1913 yillan
arasinda Brower ile baglamigtir. Sabit nokta teori, topoloji ve analizin uygun bir
bilesimi oldugundan lineer olmayan denklemlerin ¢alismasinda ¢ok 6nemli ve giiclii
bir arag olarak ortaya ¢ikmistir. Matematik biliminin hemen hemen her alaninda ¢ok
sayida uygulamaya sahiptir. Ornegin, adi ve kismi diferansiyel denklemlerin, integral
denklemlerin lineer denklem sistemlerinin ve ekonomik denge ¢6ziimlerin varligini
kanitlamaktadir. Ozellikle sabit nokta teknikleri, biyoloji, kimya, ekonomi,

mithendislik ve fizik gibi farkli alanlara uygulanmistir.

Sabit nokta teori ¢alismalar1 tam metrik ve normlu uzaylar olmak iizere kismi
ve sirali metrik uzaylar, normlu uzaylar gibi ¢cok ¢esitli matematiksel yapilar iizerinde

yiritilmektedir.

1930 yilinda J. Schauder, Brower Sabit Nokta Teorisi’ ni gelistirmistir.
Schauder Teoremi olarak adlandirilan teorem, “X bir Banach uzay1 ve K, X’ in bos
olmayan herhangi bir konveks ve kompakt alt kiimesi olmak tizere, T: K — K siirekli
dontisim olsun. O zaman, T’nin en az bir sabit noktaya sahiptir” seklinde ifade

edilmistir.

Banach Sabit Nokta Teoremi bir tam metrik uzayda doniisiimlerle ilgili gok
genel bir teoremdir. Teoremde bahsi gecen sabit noktanin daima tek olmasi kesin bir
hesaplamayla elde edilebilir olmas1 yaninda kullanilan déniisiimiin daralma olmasi
sart1 teoremin uygulama alanlarina ciddi kisitlamalar getirmektedir. Bu sebeple birgok
arastirmact daha genel metrik uzaylar1 veya farkli tiirden doniisiim smiflarim
kullanarak bu teoremin ¢ok sayida genellestirmelerini elde etmistir. Literatiirde
doniisiimlerin sabit noktalarini incelemek i¢in sabit noktanin varligimi ve degerini
bulmak gereklidir ve bu da kolay olmadigindan bunlar1 hesaplamak igin iterasyon
stireclerine gereksinim vardir. Banach Sabit Nokta Teoremi, doniisiimlerin sabit
noktalar1 i¢in bir varlik ve teklik teoremi olmasinin yani sira sabit noktanin tam olarak

hesaplanmasini saglayan dogal bir yontem gelistirmektedir. S6z konusu bu yonteme

1
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iterasyon (ardisik yaklagimlar) denir. iterasyon yéntemleri bircok bilim dalinda
karsilagilan lineer ve lineer olmayan problemlerin ¢dziimlerinde yaygin olarak

kullanilan ¢ok 6nemli matematiksel araglardir.

Genislemeyen doniisiimler ve onlarin genellestirilmesi lineer olmayan
doniistimler, fonksiyonel analizde biliylik Onem tagimaktadir. Genislemeyen
doniistimler smifinin 6nemli bir genellemesi olan asimptotik genislemeyen
dontistimlerin smifi Gobel ve Kirk [12] tarafindan verilmis ve diizgiin konveks Banach
uzayinin bos olmayan kapali, konveks ve smirli alt kiimesi {izerinde her asimptotik
geniglemeyen doniisiimiin bir sabit noktaya sahip oldugunu ispatlamiglardir. Daha
sonra, Nilsrakoo ve Saejung [24], Suantai [32] yeni ii¢ adim iterasyon semasini
sunarak asimptotik genislemeyen doniisiimler i¢in birgok yakinsaklik teoremlerini

ispatladilar.

Chidume ve ark. [6] kendisinden kendisine olmayan asimptotik genislemeyen
dontigiim kavramini ve boyle doniisiimler icin iterasyon tekniklerini kullanarak bazi
kuvvetli ve zayif yakinsaklik teoremlerini ispatladilar. Kendisinden kendisine olmayan
asimptotik genislemeyen doniistimlerin yeni elde edilen iterasyon metodlar
kullanilarak zayif ve kuvvetli yakinsaklik teoremleri, Khan ve Hussain [19], Temir

[35], Thianwan [36], Banarjee ve Choudhury [4] tarafindan da calisildh.

Bu tez ¢alismamiz bes boliimden olusmaktadir. Birinci ve ikinci bolimde,
sabit nokta teoremlerinin gelisim siireci anlatilmakta olup literatiirle ilgili bilgiler
verilmektedir. Ugiincii boliim, temel kavramlar boliimii olup tezde kullanilan temel
tanim ve 1ilgili teoremler verilmektedir. Dordiincii boliimde, kullanilan iterasyon
yontemleri ve besinci boliimde faydalanilacak lemmalar ve ispatlar1 yer almaktadir.
Besinci boliimde ise Khan ve Hussain [19], Temir [35], Thianwan[36], Banarjee ve
Choudhury [4], Nilsrakoo ve Saejung [24], Suantai [32] c¢alismalar1 g6zoniine
alinarak alinan iterasyonla {i¢ tane kendisinden kendisine ve kendisine olmayan
asimptotik  genislemeyen donilistimlerin  kuvvetli ve zayif yakinsakliklari

incelenmektedir.
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2.ONCEKIi CALISMALAR

Geniglemeyen doniisiimler smifinin 6nemli bir genellemesi olan asimptotik
genislemeyen dontisiimlerin sinifi Gobel ve Kirk [12] tarafindan verilmistir. Gobel ve
Kirk [12], diizglin konveks Banach uzayinin bos olmayan kapali, konveks ve sinirli alt
kiimesi tizerinde kendi iizerine olan her asimptotik genislemeyen doniisiimiin bir sabit
noktaya sahip oldugunu ispatladilar.

Kendisinden kendisine olan asimptotik genislemeyen doniistimlerin 6nemli bir
genellestirilmesi olan kendinden kendisine olmayan asimptotik genislemeyen
doniistimler kavrami 2003 yilinda Chidume ve ark. [6] tarafindan verildi. Chidume ve
Ali [7], kendisinden kendisine olmayan asimptotik genislemeyen doniisimlerin bir
sonlu ailesinin ortak sabit noktaya yaklasiminda yeni iterasyon dizisi kullanarak bazi
kuvvetli ve zayif yakinsaklik teoremlerini ispatladilar. Asimptotik genislemeyen
doniistimlerin sabit noktalara yaklasimi Mann, Ishikawa ve Noor, modifiye edilmis
iterasyon siiregleri kullanarak bir¢ok yazar tarafindan yogun olarak ¢alisilmistir ([4],
[6], [8], [12], [18], [19], [24], [29], [31], [32], [34], [35], [36], [38]).

Bu ¢alismada, Banarjee ve Choudhury [4], Khan ve Hussain [19], Nilsrakoo ve
Saejung [24], Suantai [32], Temir [35] ve Thianwan [36]’nin ¢alismalar1 gdzoniine
alinarak bazi sonuglar elde edilmistir.

Suantai [32], Noor iterasyonun gelistirilmisi olan ii¢ adimli yeni iterasyonu
tanimladi ve diizglin konveks Banach uzaylarinda asimtotik genislemeyen
doniistimlerin gelistirilmis iterasyonu igin zayif ve kuvvetli yakinsaklik teoremlerini
ispatladi. Nilsrakoo ve Saejung [24], Noor iterasyonunun genislemesi olan yeni tig-
adim iterasyon tanimladilar ve asimptotik genislemeyen doniisiimler i¢in gelistirilmis
Noor iterasyonunun zayif ve kuvvetli yakinsaklik teoremlerini galistilar. Khan ve
Hussain [19], Temir [35], kendisinden kendisine olmayan asimptotik genislemeyen
doniistimler igin gelistirilmis iterasyon siireglerini kullanarak zayif ve kuvvetli
yakinsaklik teoremleri ispatladilar. Thianwan [36], kendisinden kendisine olmayan ti¢
asimptotik genislemeyen doniisiimiin ortak sabit noktaya yaklagimi i¢in gelistirilmis
Noor iterasyonunun yakinsaklik Kriterini ¢alistt. Banerjee ve Choudhury [4] ’de
verilen iterasyon teknikleri kullanilarak diizgiin konveks Banach uzayinda

3
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kendisinden kendisine olmayan (nonself) asimptotik genislemeyen doniisiimlerin
ortak sabit noktalarina yakinsakligini sonlu iterasyon semasi igin elde ettiler.

Bu tezde, diizgiin konveks Banach uzayinda ti¢ tane kendisinden kendisine olan
ve kendisinden kendisine olmayan (nonself) asimptotik genislemeyen doniistimler i¢in
yeni verilen tig-adim iterasyon semasinin zayif ve kuvvetli yakinsaklik teoremleri

incelenmektedir.
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3.TEMEL KAVRAMLAR ve TEOREMLER
3.1. Genel Tammmlar ve Kavramlar
Bu béliimde diger boliimlerde kullanilacak olan temel tanimlara ve teoremlere
yer verilmektedir.
Tanmm 3.1.1. X bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun. Asagidaki sartlar
saglaniyorsa X’ e F cismi tizerinde bir lineer uzay denir.
X, + ikili islemine gore degismeli bir gruptur;
1) Her x,y € X i¢in x + y € X’ dur.
2)Herx,y,z€ Xicinx+ (y+z) = (x +y) + 2z’ dir.
3)Her x € X i¢in x + 8 = 6 + x = x olacak sekilde 8 € X vardur.
4)Her x € X igin x + x" = x" + x = 6 olacak sekilde x" € X vardur.
5)Herx,y e Xicinx +y =y + x'dir.

-t F XX - X, (ax)— a x donisimi asagidaki sartlari saglar.
1%Y)Herx € X vea € Figin a.(x +y) = a.x +a.y’ dur.
2°)Herx,y € X vea,b€Fig¢in (a+b).x=a.x+b.y’ d.
3°)Herx € X vea,b € Fi¢in (ab).x = a(b.x)’ dir.

4°) 1.x = x dir. (Burada 1, F nin birim elemanidir.)

Eger F = R ise X e reel lineer uzay, F = C ise X’e kompleks lineer uzay denir
[21].

Tamim 3.1.2. K, X lineer uzaymnin alt kiimesi olsun. Her x,y € Kve 0 < a < 1 olmak

tizere (1 — a)x + ay € K ise K ‘ya konveks kiime denir [21].

Tamm 3.1.3. X bostan farkli bir kiime olsun. d: X X X —» R* fonksiyonuna her
x,y,Z € X igin

1 d(x,y)=0ved(x,y)=0=x=y

2. dxy)=dy,x)

3 dlx,y)<d(x,z)+d(z7y)
sartlarini sagliyorsa X lizerinde bir metrik adi verilir. (X, d) ikilisine de bir metrik uzay

ad1 verilir [21].
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Tamm 3.1.4. ( X,d ) bir metrik uzay, bu uzay i¢inde bir dizi {x,,} ve x € X olsun. Her

£>0 i¢in ny < n oldugunda d(x,, x) < € olacak sekilde bir n, dogal sayis1 varsa

{x,} dizisi x noktasina yakinsiyor denir. Bu durum x,, —» x yada lim x,, = x seklinde
n—->oo

ifade edilir [22].

Tamm 3.1.5. ( X,d ) metrik uzay ve bu uzay i¢inde bir dizi {x,,} olsun. Her &> 0 igin

ny < n,m oldugunda d(x,, x,,) < € olacak sekilde bir n, dogal sayis1 varsa {x,}

dizisine bir Cauchy dizisi denir [22].

(X d ) metrik uzayinda yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir. (X d ) metrik
uzayinda alinan her Cauchy dizisi X ig¢inde yakinsak ise X uzayina tamdir denir [22].

Tamm 3.1.6. X, F cismi tizerinde bir lineer uzay olsun. ||.|: X - R
fonksiyonunun x € X ’deki degeri, ||x|| ile gosterilmek tizere. Her x,y € X ve a € F
i¢in,

1. I xlI=0ve ||x|| =0 x=6

2. |lax|l = lalllxl

3. llx+yll < llxll + Iyl
sartlarin1 saglhiyorsa X tizerinde bir norm ve (X, ||.||) ikilisine de normlu uzay denir
[21].

Tammm 3.1.7. X normlu uzay olmak tizere X, d(x,y) = ||lx —y|| normunun

indirgedigi metrigine gore tam ise X’ e Banach uzayi denir [21].

Tamim 3.1.8. X, F cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. (.,.): X X X — F fonksiyonu,
her x,y,z € X ve a € F igin

1. (x+y,2)=(x,2) +(y,2)

2. (ax,y) = alx,y)

3. {(xy)={x)

4. (x,x)=0ve(x,x) =0 x=6

sartlarin1 sagliyorsa, buna i¢ ¢carpim fonksiyonu denir [21].

6
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Uzerinde i¢ carpim fonksiyonunun tanimlandigi lineer uzaya i¢ carpim uzay1
denir ve (X,(.,.)) biciminde gosterilir. X bir i¢ ¢arpim uzay1 ve ||. || i¢ ¢arpim normu

olsun.

d,y) = llx =yl = y{x —y,x —y)
olarak tanimlanirsa (X, d) bir metrik uzay olur.

Tamm 3.1.9. i¢ ¢arpim iizerinde tanimlanan normdan indirgenen d metrigine gore X

tam ise, X ‘e Hilbert uzay1 denir [21].

Tamim 3.1.10. X bir Banach uzayi olsun. Her € > O icin ||x|| < 1, ||ly]| < 1 ve
llx — y|| = € sartin1 saglayan her x,y € X i¢in

1

Ulx + yll < 1-6(e)

olacak sekilde §(e) = 0 sayisi varsa, X’ e diizgiin konveks uzay ad1 verilir [2].

Ornek 3.1.11. X Hilbert uzay1, diizgiin konvekstir. Her x,y € X icin paralelkenar
0zdesliginden

llx +y112 = 2(xl? + IylI?) — llx — ylII?
yazilabilir. Burada, x # y olmak tizere x,y € By Ve ||x —y|| = € oldugunu goz
oniinde bulundurarak

lx —ylI* <4 —¢?

6(e)=1- /1 —% alinirsa

“llx =yl < 1-68(e)

olur. Eger

bulunur. O halde, X Hilbert uzayi, diizgiin konveks bir uzaydir [37].
Ornek 3.1.12.
1) ¢,vef, sonsuz uzaylari sirasiyla ||x||; = Ymei | X0 | Ve [|X]le =

sup{l x, |:n € N} normlarina gore diizgiin konveks uzay degildirler.

2) 1 < p < o olmak lizere ¥, Banach uzay, diizgiin konveks uzayidir [37].
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Teorem 3.1.13. X bir Banach uzay1 olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
1. X, diizgiin konvekstir.
2. X ‘deki {x,}, {y,} dizileri i¢in

Ieall S 1, llyall < 1 ve Lim [, + yall = 2 ve lim [lx, = yall = 0

dir [1].

Tamim 3.1.14. X bir Banach uzay1 olsun. 8x: [0,2] — [0,1]
xty

Ox(e) = inf {1 — 1=
X‘in konveksliginin modiilii denir [1].

|| lxll < 1, 0yl < 1, llx — yll}giminde tammlanan 8y ’e,

Buradan 6x(0) = 0 ve her w = 0 i¢in 6x(w) = 0 oldugu kolaylikla goriliir.

Teorem 3.1.15. X Banach uzayi, diizgiin konvekstir ancak ve ancak her ¢ € (0,2] i¢in
dx (&) > 0 olmasidir [1].

Tamm 3.1.16. X bir normlu uzay, X ‘de tanimli biitiin kompleks degerli siirekli lineer
fonksiyonellerin kiimesi B(X,C) ile gosterilsin. Bu uzaya, X ‘in normlu duali denir ve

X* bigiminde gosterilir [22].

Tanmm 3.1.17.
1) X normlu uzay ve {x,}, X‘de bir dizi olsun. Eger
lim|lx, —x|| =0
n-oo
olacak sekilde bir x € X varsa, {x,,} dizisi x* e norma gore (kuvvetli) yakinsaktir denir
Ve x, E) x seklinde gosterilir.
2) X normlu uzay ve {x,}, X ’de bir dizi ve X* , X’ in duali olsun. Eger
VY f € X" igin
lim () = f()
olacak sekilde x € X varsa {x,} dizisi X’ e zayif yakinsaktir denir ve

Xn 5 veya x, — x seklinde gosterilir [22].
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3.2. Doniisiim Smiflar: ve Sabit Nokta Kavramm

Tanmm 3.2.1. X bostan farkli bir kiime, T: X — X bir doniisiim olsun. Eger, Tx = x
olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina T ‘nin sabit noktasi (fixed point) denir.
O zaman Tx = x denkleminin ¢bziimleri T‘nin sabit noktalaridir. T ‘nin sabit

noktalarinin kiimesi F(T) ile gosterilir [21].

Ornek 3.2.2.
1. X = R* olmak iizere T: X - X, Tx = %(x — %) icin F(T) = {\/§}’ tiir.
2. X # @ olmak tizere I: X — X birim doniistimii i¢in X’ in her noktasi sabit bir
noktadir.
3. X = R olmak tizere T: X = X, Tx = a + x seklindeki 6teleme dontlistimlerinin
sabit noktas1 yoktur.
4, X =R olmak iizere T:X—-X, Tx=x>—3x*—x343x>-5x+18
doniisiimii igin F(T) = {—/3,v/3, 3} tiir.,
X bostan farkli kiime olmak iizere, Ty, T,: X — X dontistimleri verilsin. Eger
Tyx = T,x = x olacak sekilde bir x € X varsa, buna T; ve T, doniisiimlerinin ortak
sabit noktas1 denir ve ortak sabit noktalarimin kiimesi F = F(T;) N F(T,) seklinde

gosterilir.

Ornek 3.2.3.

1. X=R, T,T:X->X, Ti(x)=x*—-6x+12 ve T,(x)=x>—-5x+9
dontigiimleri verilsin. T; ve T,‘nin ortak sabit noktalar1 kiimesi F = F(T;) N
F(T,) = {3} tir.

2. X=R% T, T,:X > X Ty(x,y) = (—x,y) ve T,(x,y) = (3x,y) doniisiimleri
verilsin. T; ve T, ‘nin ortak sabit noktalar1 kiimesi F = F(Ty) N F(T,) =
{(0,y)} dir.
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Tanmim 3.2.4. (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniistim olsun. V x,y € X i¢in
d(Tx,Ty) < Ld(x,y) (3.1)
olacak sekilde L > 0 sayisi varsa, T’ ye Lipschitzian doniistim denir. (3.1) esitsizligine
Lipschitzian kosulu ve bu kosulu saglayan en kiiciik L sayisina da Lipschitz sabiti denir
[5].
Bu tanima gore Lipschitz kosulunu saglayan her T doniisimii diizgiin

sureklidir.

Tamim 3.2.5. (X, d)bir metrik uzay ve T: X — X Lipschitzian bir doniisiim olsun. Eger
(3.1) esitsizligi 0 < L < 1 olmas1 halinde sagliyorsa, T’ ye daralma (contraction)
dontigiimii denir [5, 21].

Tam olmayan metrik uzaylarda tanimlanan daralma doniisiimlerin sabit noktaya

X

sahip olmasi gerekmez. Ornegin, X = (0,1] olmak {izere T:X > X ve Tx =3

dontsimiinii alalim. T dontstimi bir daralma dontsimidiir, fakat sabit noktasi
yoktur.

Lipschitz kosulunu saglayan her doniigiim diizgiin siirekli oldugundan daralma
doniistimlerde diizgiin stireklidir. Dolayisiyla T siirekli degilse, bir daralma dontigiimii
de olamaz. Buna karsin T daralma doniistim olmasa bile, herhangi bir n igin T™ (T’ nin

n. iterasyonu) bir daralma dontisiimii olabilir.

Tamm 3.2.6. (X, d)metrik uzay olmak iizere T:X — X doniistimii alinsin. V x, yeX
i¢in,
d(Tx,Ty) < d(x,y)

esitsizligi gergeklenirse T’ ye genislemeyen (nonexpansive) doniisiim denir [5].

Ornek 3.2.7. T:R->R, T(x)= §+ \/% seklinde tanimlanan doniisiim, Vx,y € X

.. x 1 y 1 Xy x-y 1
igin [ITx =Ty || < |5+ 5— (E+S=15-2l1= 12 I =5 lIx -yl < llx—
vl

oldugundan, T bir genislemeyen doniisiimdiir.

10
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12, x=3__. .
0, x=#3 seklinde tanimlanan doniisiim,

x=3 ve y=25 icin ||Tx—Ty||=12 >05= |x—y]| elde edilir.

Ornek 3.2.8.T:[0,3] = [0,3], T(x) = {

Dolayisiyla, T bir genislemeyen doniisiim degildir.

Tamm 3.2.9. X bir normluuzay, K # @ , K € X ve T: K = K doniisiimii olmak tizere
EgerV x,y € K ve V n € N igin
IT™x =T yll < Lllx = yll

olacak bi¢cimde L > 0 sayisi varsa, T ‘ye diizgiin Lipschitzian doniisiim denir [24].

Ornek 3.2.10. X = Eﬂ veT:X — X,
0, x=0

Tx ={ . (1
—sm(—) , x+0

2 X

bir doniisiim olsun. Bu doniisiim siirekli olmasina ragmen bir Lipschitzian doniisiim

degildir [37].

Ornek 3.2.11. X alisilmis norm ile reel sayilar kiimesi ve K = [—1,1] olmak iizere

R,S,T,U:K — K tanimlayalim.

_ X, X € [0,1]
R(x) _{ X, x € [—1,0)
_ (= sinx, x €[0,1]
S() = { sinx, x € [—1,0)
. > xelo1]
(= =, xe[-10)
e g x € [0,1]
(= =, xe[-10)

x € KicinR,S,T,U:K —» K veR, S, T, U birer genislemeyen doniisiim ve ortak
sabit noktast F = F(R)NF(S)NF(T) N F(U) = {0} olan doniisiimdirler. S nin
genislemeyen doniisiim oldugu gosterelim.

Eger x,y € [0,1] yada x,y € [—1,0] olsun. Buradan
xX—=y . x+ y| xX—=y

2 2

x_
| Sx — Sy ll= |[sinx — siny| = 2 |sin 5 co S2|sin |SZ|Ty
= |x —y]| olur.

11
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Egerx€[0,1],y€[-1,0)yadax € [-1,0),y € [0,1] ise

| Sx — Sy ll=|sinx + siny| = 2 sin%cos% <2lx+y| < |x—yl
oldugundan S bir genislemeyen doniisimdiir. Diger taraftan R(x),T(x) ve U(x)’ in

de genislemeyen doniisiim olduklar1 kolayca gosterilebilir.

Simdi kendisinden kendisine tanimli genislemeyen doniisiimler smifinin bir
genellemesi olan asimptotik genislemeyen doniisiimler sinifi ile ilgili temel kavramlari

verelim.

Tamim 3.2.12. X bir normlu uzay, K € X bos olmayan bir alt kiime ve T: K — K bir
doniisiim olsun. Eger her x,y € K

IT™x — Tyl < knllx — yli
olacak sekilde k,, — 1 sartin1 saglayan bir {k,,} < [1, o) dizisi varsa, T ye asimptotik

genislemeyen dontisiim denir [12].

Tamim 3.2.13. X bir normlu uzay, K € X bostan farkli bir alt kiime olsun ve T: K = K
bir doniisiim olsun. Eger p € F(T) # @ ve her x € K igin

ITx —pll < [lx —pll
ise, T’ ye quasi-genislemeyen doniisiim denir [9, 27].

Tamm 3.2.14. X bir normlu uzay, K € X bos olmayan bir alt kiime ve T: K — K bir
dontisiim olsun. Eger p € F(T) #+ @ ve her x € K, hern > 1 igin

IT"x =Tyl < knllx — yli
olacak sekilde k,, — 1 sartin1 saglayan bir {k, } € [1, ) dizisi varsa, T doniisiimiine

asimptotik olarak quasi-genislemeyen doniisiim denir [18, 24].

Ornek 3.2.15. B,,,?, Hilbert uzayimnda kapali birim yuvar ve

{a;} 172, a; = %, (0 <a; <1) sartim saglayan bir reel dizi olsun. T:B,, — By,
dontigtimiinii

T(Xl, X2, X3,"" ) = (O' xlzi ApXop, A3X3, " )

bi¢iminde tammlayalim. Bu durumda her x,y € By, igin

12
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ITx = Tyll < 2]lx =yl
dir. Buradan T Lipschitzian bir doniisiimdiir. Diger taraftan, her x,y € By ,ve n = 2

icin
n
T =Tyl < 2] allx -yl
i=2

olur. Limit alinirsa, lim k, = lim 2[[L,a; = 1 elde edilir. Dolayistyla T bir
n—>oo n—-oo

asimptotik genislemeyen doniisiim olmasina ragmen genislemeyen bir dontisiim

olmadig1 agik¢a goriiliir [37].

Ornek 3.2.16. X, ||. || alisilmis norm ile reel eksen olamak iizere K = [—1,0] olsun

ve T asagidaki gibi tanimlansin.

-2 sin; s x € [0,1]
T(x) = x
2 sinE , x € [—1,0)

Acik olarak F(T) = {0} ve T genislemeyen doniisiimdiir. Gergekte eger
x,y € [0,1] yada x,y € [—1,0) ise 0 zaman

| Tx — Ty lI= 2 |sin§—sin§| <|x—y|
Eger x € [0,1], y € [-1,0) yada y € [0,1], x € [—1,0) ise 0 zaman

x+y
4

Yani, T genislemeyen doniistim olur. Diger taraftan, T doniisiimii diizgiin

Xy . xX—=y
| Tx —Tyll=2 smz+sm§|=4|sm cos 2 |§|x+y|§|x—y|

Lipschitzian ve k, = 1 olarak alindiginda, T doniisiimii, asimptotik genislemeyen

doniisiim olur.

13
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AMATERYAL ve YONTEM
4.1. iterasyon Yontemleri
Herhangi bir doniisiimiin sabit nokta veya noktalarin1 hesaplarken cesitli
iterasyon semalar1 kullanilir. Bunlardan Picard iterasyonu, Mann iterasyonu, Ishikawa
iterasyonu ve Noor iterasyonu en iyi bilinen iterasyon semalarina 6rnek olarak

verilebilir.

Tanmmm 4.1.1. (X.d) bir metrik uzay, K € X kapali bir alt kiime ve T: K — K bir
doniistim olsun. x, € X olmak tizere Picard iterasyonu,
Xp =Txp_q =T"xy,n=0,1,2,- (4.2)

seklinde tanimlanir [28].

Bu iterasyon, birbiri ardina olan yaklasimlar dizisi (sequence of successive
approximations) olarak da adlandirilir.

Tam metrik uzay tizerinde tanimli daralma doniisiimlerinin sabit noktalarina
yakinsamada kullanilan 6nemli iterasyonlardan biri Picard iterasyonudur. Daralma
dontisiimii yerine farkli siniftan bir doniisiim alinirsa Picard iterasyonu, doniisiimiin

sabit noktasina yakinsamayabilir.

Ornek 4.1.2. X = [0,1] olmak iizere T: [0,1] — [0,1], Tx = 1 — x déniisiimii verilsin.
T genislemeyen bir dontisiim ve F(T) = % dir. Herhangi bir x, = a # % noktasi igin
(4.1) Picard iterasyonu,

X,=Txg=1—-a«a

X, =Tx; =T?*xg =«

X3 =Tx, =T?x;, =T3xy=1—«
Xy =Txp_1 =T?x_y = =T"x,

bi¢cimindedir. Bu ise (a,1 —a,a,1 — «,---) dizisini belirtir. Bu dizi a i% icin
yakinsak olmadigindan, Picard iterasyonu doniisiimiin sabit noktasina yakinsamaz.

Dolayisiyla istenilen sabit noktay1 bulmak i¢in diger iterasyon semalarini géz oniine

almak gerekir.

14
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Tamm 4.1.3. X normlu uzay, K € X bostan farkli konveks bir alt kiime, T: K = K bir
doniisiim ve x, € K keyfi bir nokta olmak {izere Mann iterasyonu,
Xne1 = (1 — a)xy, + @, Tx,,n=0,1,2,- 4.2)

seklinde tanimlanir. Burada {a,}, (0,1) araliginda

lima, = O,Z a, = o
" n=1
sartlarin1 saglayan bir dizidir [23].

Mann tarafindan 1953 yilinda olusturulmus ve Banach daralma ilkesini

saglamayan doniisiimlerin sabit noktalarini elde etmek i¢in kullanilmistir.

Tamim 4.1.4. X bir normlu uzay, K € X bos olmayan konveks alt kiime, T: K = K bir

doniisiim ve x, € K keyfi bir nokta olmak iizere Ishikawa iterasyonu,

{ Xn+1 = (1 - an)xn + a Ty,
Vo =1 —Bp)x, + BpTx,,n =012,

sekinde tanimlanir. Burada {«,,}, {8,,} < (0,1) ve

(4.3)

dir [15].

1974 yilinda S.Ishikawa [15] tarafindan kurulmus, Lipschitzian ve pseudo-
contractive doniisiimleri i¢in Mann iterasyon yonteminin yetersizligi durumunda yeni
bir iterasyon metodu olarak olusturulmustur. Bu iterasyon ilk olarak bir Hilbert
uzayinin konveks ve kompakt alt kiimesi iizerinde tanimli Lipschitzian ve pseudo-
contractive olan bir doniisiimiin sabit noktaya kuvvetli yakinsadigini gostermek
amaciyla kullanilmistir [3].

(4.3) esitliginde verilen iterasyonda S, = 0 alinirsa, bu iterasyon Mann
iterasyonuna indirgenir. Buna ragmen Mann ve Ishikawa iterasyonlar1 i¢in yakinsama

sonuglart arasinda genel bir bag yoktur [5].

Tamm 4.1.5. X normlu uzay, K € X bos olmayan konveks alt kiime olmak tizere

T: K — K doniisiimii verilsin. x, € K keyfi bir nokta olmak {izere Noor iterasyonu,

15
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Xn+1 = (1 - an)xn + an, Ty,

Yn = (1 - Bn)xn + ﬁnTZn (4‘-4‘)
Zn = (1- Vn)xn +VnTx,,n=1

seklinde tanimlanir. Burada {a,,}, {8.}, {v»} € (0,1) ve

lima,=0,limpB,=0,limy, = O,Z a, = 0o
n—->oo n—->oo n—->oo
n=1
dir [25].
Nilsrakoo ve Saejung [24]’ de, diizgiin konveks Banach uzayinda kendi tizerine
olan asimptotik genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalarinin zayif ve kuvvetli

yakinsakligini asagidaki iterasyonu kullanarak elde etmislerdi.
Zn = apT™x, + (1 — ay)x,
Yo = bpT"z, + ¢, T"x, + (1 — by, — cp) Xy (4.5)
X1 = QT + BTz + VT % + (1 — @y — B — Yu)xp, Y 2 1
{an}, {bn}, {cn}, {bn + cnd {an}, {Bnd, (vnd {an + Bn + v1} < [0,1]
kosullar1 saglansin. Eger (4.5)” de, {y,,} = 0 alinirsa [32]” de tanimlanan gelistirilmis
Noor iterasyonuna indirgenir ve

Zn = ay Ty, + (1 — ay)x,
Yp = by Tz, + c,T"x, + (1 — by, — cp) Xy (4.6)
Xn+1 = anTnyn + ﬁnTnZn + (1 —an — ﬁn)xn, vn=>1

seklinde tamimlanir. Eger (4.5)” de, {c,} = {Bn} = {yn} =0 alimrsa, [25]" da
tanimlanan Noor iterasyonuna indirgenir ve

Zn = ayT™xp, + (1 — ay)x,
Yn = by Tz, + (1 — bp)x, 4.7)
Xny1 = ATy + (1 — ap)x, vn=1

seklinde tanimlanir. Eger (4.5) de, {a,} = {c,} = {8} = {yn} = 0 alinirsa, [15]" da
tanimlanan Ishikawa iterasyonuna indirgenir ve

{ Yn = bpT"2y + (1= by)x, (4.8)

Xns1 = ATy, + (1 — ay)xy, vn=>1
seklinde tamimlanir. Eger (4.5)° de, {a,} ={b,} ={c} ={Bn)} ={yn} =0 ise
alinirsa, [23]” de tanimlanan Mann iterasyonuna indirgenir ve
Xpe1 = Ay Txp + (1 —a,)x,, Vn=>1 (4.9)
seklinde tanimlanir.
16
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4.2. Baz1 Gerekli Tanim ve Lemmalar

Bu kisimda, 5. Boliim i¢in gerekli olan bazi tanim ve lemmalar verilmistir.

Tamim 4.2.1. X bir reel Banach uzay1 ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger, X ‘deki
{x,} dizisi x*’ a zayif ve Tx,, dizisi p’ ye kuvvetli yakinsadiginda Tx* = p oluyorsa,

T doniistimiine p noktasinda demiclosed (yari-kapali) denir [8, 37].

Tamim 4.2.2. Bir X Banach uzayinda x,, = x zayif yakinsamas1 V y € X,y # x i¢in

limsup ||x, — x|| <limsup ||x, — y||

n—oo n—-oo

olmasin1 gerektiriyorsa, X Banach uzayi, Opial’in sartin1 sagliyor denir [26].

Ornek 4.2.3. Her Hilbert uzay: Opial sartini saglar. Yani, X Hilbert uzayinda, {x,}
dizisi x € X noktasina zayif yakinsak ise Vy € X ve y # x i¢in

limsup ||x, — x|| <limsup ||x, — ¥||

n—oo n—-oo

olur. Bilindigi tizere, zayif yakinsak dizi, sinirhidir. O zaman, limsup ||x,, — x|| ve

n—oo

limsup ||x,, — y|| sonludur.

n—-oo
lon = YI1% = llxn —x +x = YII* = llxn — x|I” + llx = ¥lI* + 2(xn —x,x = y)

oldugundan limsup ||x, — y||* > limsup ||x,, — x||? bulunur [37].

n—-oo n—-oo

Tamim 4.2.4. K, X Banach uzayinin bostan farkli bir alt kiimesi ve T: K — K bir
dontistimii olsun. Eger K’ daki her sinirh {x,, } dizisi ig:inrlli_)rzlollxn — Tx,|| = 0oluyorsa
T doniisiimiine semikompakt denir. O zaman {x,,} dizisinin, K da x* sabit noktasina
kuvvetli yakinsak olan bir {xnj} alt dizisi vardir [7].

Tammm 4.2.5. K, X Banach uzaymin bostan farkli bir alt kiimesi ve T:K — K bir
dontistim olsun. Eger her sinirh {x,, } dizisinin, bir {xnj} alt dizisi var ve {Txnj} dizisi,

T’nin goriintli kiimesinde yakinsak ise, T doniistimiine tamamen siireklidir denir [7].

Tanim 4.2.6. K, X Banach uzayinin bostan farkli bir alt kiimesi, T: K = K bir doniisiim
ve F(T)# @ olsun. Eger her r >0 i¢in f(r) >0, f(0) =0 olacak sekilde

azalmayan bir f: [0, ) —[0, o) fonksiyonu var ve her x € K i¢in

17
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llx = Tx[| = f(d(x, F(T))
ise T’ ye (A) sartin1 sagliyor denir [30].
Burada d(x, F(T)) = inf,eprd(x,y)’ dir. (A) sart1, K ‘mn kompaktligindan
daha zayiftir [33].
T, T,,T3: K = K olmak iizere ii¢c doniisiim i¢in (A) sarti asagidaki sekilde

genellestirilir.

Tammm 4.2.7. K bostan farkli X Banach uzaymin alt kiimesi ve T;,T5,T5: K - K
verilsin. Eger Vr >0 i¢in f(r) >0, f(0) =0 olacak sekilde azalmayan bir

f:10,00) —=[0, ) fonksiyonu var ve her x € K igin
1
3 (e = Toxll + llae = Toxll + [lac = Tsx|]) = f(d(x, F(T))

ise Ty, T,, T3: K = K doniisiimleri (A') sartin1 sagliyor denir [4].
Digeryandan Ty = T, = T3 = T alinirsa, (A), (A') sartinin 6zel bir durumu
oldugu aciktir.
K, bostan farkli X Banach uzaymin alt kiimesi ve Ty, T,, T5: K = K verilsin.
Eger Vr > O igin f(r) > 0, f(0) = 0 olacak sekilde azalmayan bir f: [0, c0) —[0, o)
fonksiyonu var ve her x € K igin
maxy<i<z(lx — Tix|) = f(d(x, F(T))

ise Ty, T,, T5: K = K doniisiimleri (A") sartin1 sagliyor denir[4].

Ayricayine Ty =T, = T3 = T alinirsa, (A), (A") sartinin 6zel bir durumu

olur.
Lemma 4.2.8. {a,},{b,} ve {6, } diziler olmak iizere
ani1 <1 +6)a, +b,n=1
esitsizligini ger¢ekleyen negatif olmayan reel say1 dizileri olsun. Sayet Y5, b, <

ve Yo 8, < o ise lim a, vardir [33].
n—-oo

Lemma 4.2.9. X, Opial’in sartin1 saglayan bir Banach uzayi, {x,,}, X ‘de bir dizi ve

u,v € X i¢in lim ||x,, — u|| ve lim ||x,, — v|| limitleri var olsun. Eger {x,} dizisinin
n—->oo n—->oo

18
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{xnk} ve {xmk} alt dizileri sirasiyla u ve v noktalarina zayif yakinsiyorlarsa u = v
olur [32].

Simdi asimptotik genislemeyen doniisiimler ile demiclosed (yari-kapali) olma
durumu arasindaki bagintiy1 verelim. Daha sonra da asimptotik genislemeyen

donisiimlerin varlik teoremi verilecektir.

Lemma 4.2.10. K, Opial’in sartin1 saglayan Banach uzaymin bos olmayan zayif
kompakt bir alt kiimesi ve T: K — K asimptotik geniglemeyen bir doniisiim olsun.
{x,},n - o iken x, - x € K ve x,, — Tx,, = 0 sartlarin1 saglayan bir dizi ise {Tx,, }

dizisi x € K noktasina zayif yakinsar [1].

Teorem 4.2.11. K, Opial’in sartin1 saglayan diizgiin konveks Banach uzayinin bos
olmayan zay1f kompakt, konveks alt kiimesi ve T: K — K asimptotik genislemeyen bir

dontigiim olsun. O halde (I — T') 0’ da demiclosed (yari-kapali) olur [1].

Teorem 4.2.12. X diizgiin konveks Banach uzayi, K’ da bu uzayin bostan farkli kapali

konveks sinirl bir alt kiimesi ve T: K — K asimptotik genislemeyen doniisiim olsun.

O halde (I — T) sifirda demiclosed (yari-kapali) olur [39].

Teorem 4.2.13. X diizgiin konveks Banach uzay1, K da bu uzayin bostan farkli kapali
konveks sinirli bir alt kiimesi ve T: K — K bir asimptotik genislemeyen doniisim
olsun. O halde F(T) kiimesi kapal1 ve konvekstir [12].

Lemma 4.2.14. k > 1 sabit bir say1 ise X Banach uzay1 diizgiin konvekstir ancak ve
ancak tim x,y € By :={x € X:||x|| <r},r > 0 ve A € [0,1] i¢in

(1 = Dx + |l < Alxll* + (1 = DIy lI* + w0 (Dg(lx =yl
ve g(0) = 0 olacak sekilde g:[0, ) — [0, ) siirekli, kuvvetli artan ve konveks
fonksiyonu vardir. Burada w, (1) = A(1 — )% — A%¥(1 = 1) dir [38].

Lemma 4.2.15. X diizgiin konveks Banach uzay1 olmak {lizere V x,y,z € By ve A +
B + vy = 1 sartin1 saglayan her A, 8,y € [0,1] igin

12 + By +yzl? < Allxl|2 + Bllyll® + vlizll> = ABg(llx — y)
olacak bigimde siirekli, kesin artan ve konveks bir g: [0, ©) — [0, ), g(0) =0
fonksiyonu vardir [8].
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Lemma 4.2.16. X diizglin konveks Banach uzay1 ve
By ={x € X:|lx]| <R},R>0 olsun. O zaman x,y,z € By ve A,u,& v e€[0,1]
Atu+é+v=1

1A + py +§z + var||? < Alxl? + wllyll® + €llzI? + vilwll?

—g(v(ﬂg(llx —wl) +pg(ly —wi) + &gz — i)
ve g(0) = 0 olmak tizere g:[0,00) — [0,0) siirekli, kuvvetli artan, konveks bir
fonksiyon vardir [24].

Kendisinden kendisine olan asimptotik genislemeyen doniigiimlerin tanima, 3.2
kisimda verilmisti. Bu kisimda ise kendisinden kendisine olan asimptotik
genislemeyen dondsiimler ile ilgili bilinen temel teorem ve lemmalar verildi. Buradan
itibaren kendisinden kendisine olmayan (nonself) asimptotik genislemeyen doniisiim

kavram verilecektir.

4.3. Kendisinden Kendisine Olmayan Asimptotik Genislemeyen Doniisiimler
Kendisinden kendisine olmayan bir doniisiim igin kullanilan iterasyon siireci
1yi taniml1 olmayabilir. Bu iterasyon siirecini iyi tanimli yapabilmek i¢in bir ¢cekmeye

(retraction) gereksinim duyulmaktadir.

Tanmim 4.3.1. K, bir X reel Banach uzayinin alt kiimesi olsun. Her x € K i¢in Px = x
olacak bigimde P: X — K siirekli doniisiim varsa, K ‘ya X ‘in ¢ekilmesi (retract) denir
[36].

Diizgiin konveks Banach uzayinda alinan her kapali konveks alt kiime, bir
cekmedir. P: X — X doniisiimiiniin bir ¢ekme (retraction) olabilmesi igin P? = P

durumunun gerceklenmesi gereklidir.

Asimptotik olarak genislemeyen doniisiimlerin dnemli bir genellestirmesi olan
kendisinden kendisine olmayan (nonself) asimptotik olarak genislemeyen doniisiim

kavramini ilk defa Chidume ve ark. [6] ifade etmislerdir.

Tamm 4.3.2. K, bir X reel normlu uzayimnin bostan farkli bir alt kiimesi ve P: X - K

doniistimii X’ in K {izerindeki bir genislemeyen ¢ekmesi olsun. Eger Vx,y € K igin
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IT(PTY*1x = T(PT)* 1yl < knllx =y

olacak sekilde lim k,, = 1 sartim1 saglayan bir {k,,} c [1, o) dizisi varsa, T: K — X
n—->oo

doniistimiine asimptotik genislemeyen doniisiim denir [6,7].
Eger V x,y € K i¢in
IT(PT)"*x = T(PT)* 'yl < L|lx — y||

olacak sekilde bir L > 0 reel sayis1 varsa, T ‘ye diizgiin L-Lipschitzian doniisiim ad1

verilir [6, 7, 36].

Lemma 4.3.3. X, bir reel diizglin konveks Banach uzay1 ve P genislemeyen ¢ekme
olmak iizere X’ in bos olmayan kapali kiimesi K ve T: K — X bir doniisiim olmak
lizere, 0 zaman F(PT) = F(T) olur [ 6,7].

Lemma 4.3.4. K, bir reel diizgiin konveks X Banach uzayimin bostan farkli, kapali ve
konveks alt kiimesi olmak tizere, T: K — X kendisinden kendisine olmayan asimptotik

genislemeyen doniigiim ise (I — T') sifirda demiclosed (yari-kapali) olur [6].

Kendisinden kendisine olmayan genislemeyen doniisiimlerin (non-self
nonexpansive mappings) sabit noktalara yakinsakligi i¢in iterasyon teknikleri [6],
[71, [19], [31], [34], [35] ve [36] calismalarinda ele alinmistir. Asagida verilen
iterasyonu kullanarak Chidume ve ark [6], kendisinden kendisine asimptotik
geniglemeyen doniisiimlerin genellemesi olan kendisinden kendisine olmayan

asimptotik  genislemeyen doniisiimler (nonself asymptotically nonexpansive

mappings) icin bazi kuvvetli ve zayif yakinsaklik teoremlerini elde etmislerdir.

{ Yn = P(BaT(PT)" oy + (1 = Br)xn) (4.10)

Xne1 = P(ay,T(PT)" 1y, + (1 — ap)x,),Vn = 1.

Burada 6 € (0,1) , {a,},{B,} c [6,1 —6].
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Son zamanlarda, Temir [35], diizglin konveks Banach uzayinda kendisinden
kendisine olmayan asimptotik genislemeyen doniisiimler i¢in asagidaki ii¢ adim

iterasyon semasinin kuvvetli ve zayif yakinsakliklarini elde etmistir.

Zn = P(anT(PT)n_lxn + (1 - an)xn)

¥, = P(b,T(PT)" 1z, + c,,T(PT)* 'x, + (1 — b,, — ¢,)x;,) (4.11)
Xn+1 = P(anT(PT)n_lyn + ﬁnT(PT)n_lzn + VnT(PT)n_lxn + (1 —0n — ﬁn - Vn)xn)'
vn > 1.
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5. BULGULAR ve TARTISMA

Bu bolimiin ilk kisminda, Kkendisinden kendisine olan asimptotik
genislemeyen dontsiimler ile ilgili Nilsrakoo, Saejung [24]’de sunulan iterasyon
stireci modifiye edilerek tig-adim iterasyonu asagidaki bi¢imde sunulmaktadir. Bu
iterasyon kullanilarak {i¢ tane kendisinden kendisine olan asimptotik genislemeyen
doniistimlerin ortak sabit noktasina yakinsaklik teoremleri verilmektedir. Bu boliimde
elde edilen sonuglar, Nilsrakoo ve Saejung [24] , Suantai [32]’da elde edilen
sonuglarin bir genellemesidir.

Zn = Ty "% + (1 — an)xy

Yo = b, T, "z, + ¢, T, x, + (1 — b, — ¢,)x,, (5.1)
Xn+1 = anT3nyn + .BnTBnZn + VnT3nxn + (1 —ap = fn— VY)Xn n =1

Burada  {an}, {bn},{cn}, {bn + cun} {@n}, {Bu}, {vu}. {@n + Bn + v1} € [0,1]
icindeki dizilerdir.
Bununla birlikte, k,, = max{lnl, L2 ln3} olmak tizere ve k, = 1, Yo, (k,, —

1) < oo olacak sekilde bir pozitif reel say1 dizisi alalim.

5.1. Asimptotik Genislemeyen Déniisiimler i¢cin iterasyon Dizisinin Zayif

ve Kuvvetli Yakinsaklik Teoremleri

Lemma 5.1.1. X diizgiin konveks Banach uzayi, K da bu uzayin bostan farkli kapali
konveks sinirli bir alt kiimesi olmak tizere, i = 1,23 i¢cin T;: K = K, Yo—1(k, — 1) <
o olacak sekilde pozitif reel dizi ve N;_, F(T;) = F bos olmayan sabit noktas1 ile
asimptotik genislemeyen doniisiimler olmak tizere (5.1) ile tanimlanan {x,,} dizisini

alalim. O zaman Vp € F i¢in lim ||x,, — p|| mevcuttur.
n—-oo

Ispat q € F(T) olmak iizere (5.1) kullanilarak
lzn — qll = llanTy"xn + (1 — an)xn — Q)|
= llan(Ty"xn — @) + (1 — ay) (xn — Q)|
< anl|Ty"xn — qll + (1 — an)llxn — |l
< ke |lxn — qll + (1 = an)lIx, —qll
= (ankn +1 = an)|lx, —qll

23



5.BULGULAR ve TARTISMA Mustafa CETIN

= (1 + an(kn — D)llxn —qll

Iy — qlI=lbaT," 25 + ¢ Ty xn + (1 = by — cp)xn — qll
=[bn(T2" 20 = @) I +cn(T"%n — @) + (1 = by — ¢) (tn — Q)
S bpllT2" zn — q Il +eu 1 T2 % — q Il +(1 = by — c) Il x — ¢l
< bkl zn —q Il +cpbpy I X —q | +(1 — by, — ) |l X, — ql|
< (bnka((X + an(kn — 1) + cnky + (1 = by — cp)) 1% — ¢l
= (1 + bpky + byknay(ky — 1) + cnky — by — c)llxn — 4|
= (1 + bp(ky — 1) + bpkpan(k, — 1) + cn(ky — 1)||xn — gl

%1 — qll = lanT5" v + BnT5" 2 + ¥ T3"xn + (1 — @ — Bn—Vn)Xn — qll
< Nan(Ts"yn — @) + Bn(T3" 2 — @) + Vu(T5" % — @)
+(1 = an = Bn=vu) (xn — @l
< allTs"yn — qll + BullTs" 2, — qll + vullT5" %, — qll
+(1 = an = Bn—ru)llxn — ¢l
< auknllyn — qll + Brknllzn — qll + vuknllx, — qll
+(1 = ap = Bu—vu)llxn —qll
< apkn(1 + by(kn — 1) + bpkyan(ky, — 1) + cp(kn — Dllxy —qll
+Bukn (1 + an(kn — D) llxn — qll + vnknllxn —qll
+(1 = an = B llxn —qll
= (1 + anky + bpknan(ky — 1) + apbpk,*ay, (ky, — 1)
+epknan(kn — 1) —an + Bnkn + Buknan(kn — 1)
—Bn + Ynkn — ¥)llXn — qll
= (1 + ay(ky, — 1) + bpknay (k, — 1)
+knbpan(kn — 1) + cp(kn — 1)
+Bn(kn — 1) + Buknan(kn — 1) + ¥n(kn — 1) |lxn — qll

elde edilir. )y, (k, — 1) < o oldugundan, Lemma 4.2.8 geregi lim ||x,, — q||
n—00

mevcuttur.
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Lemma 5.1.2. X diizgiin konveks Banach uzayi, K’ da bu uzayin bostan farkli kapal
konveks simirh bir alt kiimesi, i = 1,2,3 i¢in T;: K = K, Yo, (k, — 1) < oo olacak
sekilde pozitif reel dizi ve N}_; F(T;) = F bos olmayan sabit noktasi ile asimptotik
genislemeyen doniisiimler olmak tizere, (5.1) de tanimlanan {x,} dizisini alalim. Bu

durumda asagidaki ifadeler elde edilir.

1. 0 < liminfya, < lim sup,(a, + Bns¥n) < lise
lim || T3y, — x,|| = 0°dur.
n—oo

2. 0<liminf,B, <limsup,(an+ Bn+yn) < 1ise
lim |l T3"z, — x,|| = 0’dur.
n—-oo

3. 0 <liminf,y, < limsup,(an + Bns¥n) < 1ise
lim |l T3"x,, — x,|| = 0°dur.
n—-oo

4. 0 < liminfya, < limsup,(a, + Bn + vn) < 1ve
lim sup,, (b, + c,) < 1ise
lim || T,"z, — x,,|| = 0°dur.
n—->oo

5 0 <liminfy,(a,b, + Br), 0<liminf,a, <limsup,a, <1

ise lim || T;"x,, — x,,|| = 0’ dur.
n—-oo

Ispat: Lemma5.1.1’ de Vq € F icin lim |l x,, — q|| var oldugu ispatlanmsti. O halde
n—-oo

{xn — @3 AT "% — QAT 2 — ATy — 43, {T3" 2, — @}, {T5" %, — q}

dizileri sinirhdir.

zn = qll* = llanT:"xn + (1 — an)xn — ql|?
< anllTy "% — qlI> + (1 — a)llx, — qll?

—a,(1 = an)g(ITy"xn — X 1)
< ankn’ X = qll? + (1 = an)llxn — qlf?

—a,(1 = an)g(ITy" %y — X l1)

1y — Q||2 = ”bnTZnZn + CnTann + (1= by —cp)x, — Q||2
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< bullTy "z, — qll? + cull T2 %0 — qlI? + (1 = by — )l — @12
—by (1 = by, — ) gUIT2" 2, — X, l)
< bk 112 = qII* + cnkn 1% — qlI* + (1 = by — ¢l — DI
—bn(1 = by — ) g(IT2" 20 — %4 )
< bpkn® (14 an(kn® = 1) lxy — DI + cukn® + (1 — by = )
%0 = DNI? = bn(1 = by = ) g(IT2"2n — Xu )
—aypbyky® (1 = a)g(ITy " %n = X4l
< (14 bpky® + anbpkn®(kn® — 1) + cpkn® — by — cn) 2% — qlI?
—by (1 = by — c) (gUIT;" 2y — xID))
—apbyky® (1 = an) (GUIT %y — x4 ))

1Xn+1 = qll® = N@nT3" Y + BnT5"2n + ¥uT5" %0 + (1 = @ = B — ¥a)x) — DI

< apllT5"yn — qlI* + BullT5" 2 — qll* + v, lIT5" %, — qlI?
+(1 = ap = Bn = ¥ llXn — qlI?
— (1 = @y = B = ¥) @ g (Il T5"Yn — 241
+Bng (I T5" 2 — X |) + g (I T5"xn, — x411))

< ankn’llyn — qlI? + Bukn®llzn — qlI? + voknllx, — qlI?

+(1 = an = Bn = ¥ lIXn — DII?
—2(1 = @ — B — 1) (@ng (Il T5"y — 241
+Bng (I T5" 2y, — Xl + ¥ g (Il T5"xn — x5 )

< awkn® (1 + bk + ks (kn® = 1) + Cokn® = by — )

+ ﬁnkn2 (ankn2 + (1 - an)) + Vnknz + (1 — U0n — IBn - yn)] ”xn

1
- Q)llz - § (1 —Qan — Bn - Vn)(ang(" T3nyn - xn”)

+ .Bng(” TBnZn —Xn ”) + yng(” T3nxn - xn”))
- anknz(bn(l - bn - Cn)g(” TZnZn - xn”) - kn4ananbn(1

- an)g(” Tlnxn - xn”) - an.Bnknz(1 - an)g(" Tlnxn - xn”)
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= [1+ (anks’ + bpanky* + anbpayky®

— anbnankn4 + cnankn4 — bnankn2 — ancnkn2 + ﬁnankn4

2 2 2 2 1
+ ﬁnkn - ﬁnankn + Vnkn —0n — ﬁn - Vn)]”xn - q” - § (1

= p = B — Yn)(@ng (I T5" Yy — 25 |1) + Brg (I Ts"zn, — %, )
+ Vg (I T3y — 2n11)) — @k (b (1 = by — ) g (Il 5" 25 = X4 1)
— Ky an@nbn(1 = an) g (Il Ty, — X |) = anBrkn”(1
— ay) gl Ty %y — xpl1)
=1+ (k," - 1)

4 2 2
[an + bnan + anbnankn + ancnkn +ﬁnankn + IBn + Vn] ”xn - CI||2

1
_§ (1 —n — Bn - Vn)(ang(" T3nyn - xn”) + ﬂng(" TBnZn — Xn ")
+ Yng T3nxn —xnlD) — anknz(bn(l — by — gl Tznzn — X1
- kn4ananbn(1 —an)gl Tlnxn = Xull) — anﬁnknz(l
—ay)g(l Tlnxn — Xull)

1

An === an = Bn = ¥)(@ng (I T3"yn = Xu ) + Bag (I T3 2, — x5 1)

g (I Ts" % = 20 1)) = @k (b (1 = by = ) g (Il To" 2y = x4 1)

~Kn @by (1= an)g(l Ty = %) = @nBrkn’ (1 = a) gl Ty %y = x4l
ve
an(kn2 - 1)[an 4 by 4 Apbpanky® + apcpkn+Bnanky® + By + yn]
alalim. Buradan
%41 — qll* < (1 + Bp)llxp — qll* + 4y,
esitsizligi yazilir. O zaman,
an(1=an = B = ¥ I T5" v — x11) < 3(llxp — qlI* = llxps1 — qlI* + By)
Brn(1 = an = Bn = V) gl T5" 2, — x5 11) < 3(lx5 — qlI* = X401 — qlI* + By)
Va1 = an = Bn = ) gl T5"xn — x|) < 3(llxn — qlI* = ll%n41 — qll*> + By)
anby(1 = by = cn) gl T2 2 — x|1) < (llxn = qlI* = lXn41 — qll* + By)
anbpan(1 = ay) + apfn(1 — ay) gl Ty xp — x5 1)
< (llxn = qlI* = llxn41 — qll> + By)
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esitsizlikleri elde edilir. lim k,, = 1 ve lim ||x, — q|| mevcut ve
n—-oo n—-oo

an(l —0n — .Bn - Vn)g(" TBnyn - xn”) < 3(”xn - Q||2 - ”xn+1 - CI||2 + Bn)
oldugundan,

Tlfl?og(" TBnyn —xpl) =0
olur. g(0) = 0, g siirekli artan fonksiyon ve

0 <liminfa, < limsup(a, +fn+v,) <1
n—-oo

n—-oo

oldugundan
rlll_mo I 5"y — x| = 0
elde edilir. Ayn1 metod kullanilarak

lim 1 T5"z, — x,|| = 0)
n—-o0o

lim T3 "x, —x,]|=0

n—-oo

lim 1T, "z, — x| = 0 r (5.2)

n—->oo

lim I1T,"x, —x,|]|=0

n—-oo

lim | Ty"x, — x,|| = 0)

n—oo

bulunur. Boylece istenilen elde edilir.
(5.2)’den faydalanarak, lim || x, —Tyx, | =0, lim |l x,, — Tox, Il =0 ve
n—oo n—-oo
lim || x, — T3x, I=0 esitlikleri kolaylikla asagidaki gibi elde edilir. (5.1) ve (5.2)’
n—->oo
den
”Zn - xn” =l anTlnxn + (1 - an)xn - xn”
esitliginde limit alinir ve islem yapilirsa
lim|lz, — x|l < lima, | T,"x, — x,|| =0
n—-oo n—oo

elde edilir. Yine (5.1) ve (5.2)’ den
Il Xn+1 — Xn =1 anT3nyn + .BnTBnZn + VnTann + (1 —0p — .Bn - Vn)xn - xn) [
esitligi yazilir ve buradan da limit alinir ve iglem yapilirsa

ll ” xn+1 - le "S
n—->0oo

rlll—zg) an | T3nyn —xXp 1 +Bn TBnZn —Xp 1 +7n | T3nxn —xp =0

bulunur. Ayrica
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I 2t = Ty NS 2 = Xy I+l Xpgq — 71 oty |
I T, — T e, | +0 T i, — Ty, |l
esitsizligi yazilir. Bilindigi gibi, asimptotik genislemeyen doniisiimiin bir diizgiin
Lipschitzian doniisiim oldugu kullanilir ve limiti alinirsa

. . n+1
lim lx, —Tixp Il SUim(llxy,—Xpgeq1 I Hll X310 =T Xpgq |l
n—->oo n—-oo

+L Nl Xppq —Xp I +L I Ty % — x5 1) =0
elde edilir. Ayrica benzer islemler yapildiginda

lim Il x, — Tox, | = 0ve lim || x, — T3x, =0
n—oo

n—-oo

oldugu bulunur.

Teorem 5.1.3. X diizglin konveks Banach uzayi, K’ da bu uzayin bostan farkli kapali
konveks smirlt bir alt kiimesi, i = 1,2,3 i¢in T;: K = K, Yo-1(k, — 1) < oo olacak
sekilde pozitif reel dizi ve N;_, F(T;) = F bos olmayan sabit noktasi ile asimptotik
genislemeyen doniisimler olmak {izere, (5.1) de tanimlanan {x,,} dizisini alalim. Eger
T; (i=123) ‘den en az biri tamamen siirekli veya semikompakt ve
F =F(T\)NF(T,)NF(T;) # @ ise 0 zaman {x,},{y.}, {z,} dizileri T; (i = 1,2,3)

dontisiimlerinin ortak sabit noktalarina kuvvetli yakinsar.

Ispat: T; (i =1,2,3)‘den en az biri tamamen siirekli doniisim ve {x,}cK
oldugundan lim Tyx, - q* oldugu igin {T;x,} dizisinin {Tlxnk} alt dizisi vardir. Bu
n—oo
yiizden, lim ||T;x,, — x|l = 0 elde edildiginden, k — oo igin x,, — q* olur.T; in
n—oo
stirekliliginden T;q* = q* dir. Buradan hareketle T,q* = q* ve T;q* = q*elde edilir.
Boylece qg* € F i¢in lim ||x,, — q*|| mevcut oldugundan {x,}, ¢* a kuvvetli yakinsar.
n—oco
Ayrica |lyn — q"ll < llyn — xnll + lIXn — q7|l dan {y,}, Ty, T2, T3 doniisiimlerinin
ortak sabit noktasina kuvvetli yakinsar. Benzer olarak, ||z, — q7|| < ||z, — xn|| +
llx, — q*|| dan {z,} de T, T, T3 doniisimlerinin ortak sabit noktasina kuvvetli

yakinsar.

Simdi, T; semikompakt olsun. {x,} smrh ve lim ||x, —Tix,|| =0
n—-oo

oldugundan lim x,, = q" oldugu kabul edilecek sekilde {x,,} dizisinin bir {x,, } alt
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dizisi vardir. Lemma 4.2.12° den [ — T; sifirda demiclosed(yari-kapali) oldugundan
T.q" = q* olur. Benzer olarak T,q* = q* ve T;q" = q* olur. Tim q* € F igin

lim ||x,, — q*|| mevcut oldugundan {x,,} dizisi g* ye kuvvetli yakinsar.
n—-oo
Yani, lim ||x, — q*|| = 0 olur. Benzer islemlerle {y,} ve {z,} dizilerinin F’
n—->oo

nin g* elemanina yakinsadigi gosterilir.

Teorem 5.1.4. K, Opial sartin1 saglayan diizgiin konveks Banach uzaymin kapali
konveks alt kiimesi olsun. Lemma 5.1.2” deki gibi T; (i = 1,2,3) ve {x,} dizisini
tanimlayalim. Eger F # @ ise, 0 zaman {x,} dizisi, Ty, T,, T5’iin ortak bir sabit

noktasina zayif yakinsar.

Ispat: i =1,2,3 icin lim ||x, — T;x,|| = 0 oldugu Lemma 5.1.2°de gdsterilmisti.
n—->oo
Simdi {x,} dizisinin F iginde bir tek zayif alt dizisel limite sahip oldugunu
ispatlayalim. Bunu ispatlamak i¢in u ve v sirasiyla {x,,} in {xni} ve {xnj} alt dizilerinin
zayif limitleri olsun. i = 1,2,3 igin lim ||x,, — T;x,|| = 0 oldugu Lemma 5.1.2” den
n—-oo
elde edilir ve i = 1,2,3 igin I — T; sifirda demiclosed (yari-kapali) oldugundan Ty u =
u, To,u = u, Tzu = u olur. Ayn1 yontemle v € F oldugu ispatlanir. Simdi limitin
tekligini ispatlayalim. u # v oldugunu kabul edelim Opial’in sartindan
Lim ||, = ull = lim [y, — |
< fim |y, = v
< lim ||x, — V||
n—oo
= lim ||x,,, — ]
j—ooo
< lim ||x,. —u||
jooo J
= lim||x, —u||
n—-oo

yazilir. Bu ise ¢eligkidir. O halde u = v’ dir.
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5.2. Kendisinden  Kendisine Olmayan Asimptotik  Genislemeyen
Déniisiimler icin U¢ Adim Iterasyon Dizisinin Yakinsakhg

Bu béliimde kendisinden kendisine olmayan ii¢ tane asimptotik genislemeyen

doniistimler i¢in asagida verilen iig-adim iterasyonu sunulmaktadir. Bu iterasyon

kullanilarak ti¢ tane kendisinden kendisine olmayan asimptotik genislemeyen

dontistimler i¢in ortak sabit noktaya yakinsaklik teoremleri verilmektedir. Bu boliimde

elde edilen sonuglar [4], [19], [35] ve [36]” da yapilan ¢aligmalarin bir gelistirilmesidir.

x; =x €K
Zn = P(anTl (PTl)n_lxn + (1 - an)xn)
Yn = P(bnTZ (PTZ)n_lzn + CnTZ(PTZ)n_lxn +(1- b, — Cn)xn) (5.3)

Xn+1 = P(anTB(PT3)n_1Yn + [))nT3(PT3)n_1Zn + VnT3(PT3)n_1xn
+(1—ay, — Bn—Vn)xn),Vn > 1.

Burada, {an}, {bn}, {cn} {bn + cn} {an} {Bn} (v} {an + Br + va} € [0,1]
i¢inde dizilerdir.
Bununla beraber, k, = max{l;*,1,% 1,°} olmak iizere ve k,, > 1, e (ky, —

1) < o olacak sekilde bir pozitif reel say1 dizisi oldugunu kabul edelim.

Lemma 5.2.1. X diizgiin konveks Banach uzayi, K da bu uzayin bostan farkli kapali
konveks sinirli bir alt kiimesi olsun. {k,,} < [1, ) dizisi g, (k, — 1) < o olmak
tizere (i=1,2,3) ic¢in T;: K - X Kkendisinden Kkendisine olmayan asimptotik
genislemeyen doniistimler ve T; nin ortak sabit noktalarinin kiimesi bostan farkli olmak
tizere {x,} dizisini (5.3)” de verilen iterasyon dizisi olarak tanimlayalim. O halde
q €F =F(T)NF(T,)NF(T;) # @ ise Tlll_l;lolo |lx,, — q|| mevcuttur.

Ispat: ||z, — qll = [IP(ay Ty (PT)™ *xp + (1 = ap)x, — POl
< [lan Ty (PT)™ M2y + (1 = an)xn — qll
< Nlan(Ty(PTY™ 'xp — @) + (1 = ay) (%, — @)l

< aulITy(PT) "y — q |l +(1 = ay) 1l X, — g

< ankn”xn —q I +(1 - an) Il Xn — q”
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=1+ ankn —an)llxy —q lI= (1 + an(kn — 1)) Il xn — ¢l

elde edilir.
lyn = qll = IP(bpT2(PT2)" 2 + cn T2 (PT)™ 'xn + (1 — by — ¢)xp) — PO
< by To(PT2)" 2y, + cnTo(PTR)" Yy + (1 = by — cp)xn — qll
< bplITo,(PT)" 1z — q Il +¢ | T,(PT)™ 'y — q Il +(1 = by, — ) 1l %, — 4l
< bpkp 1 Zp — q Il +epkn 1 X —q Il +(1 = by — ) Il X, — q I
< bpkn(1+ an(ky = D) 12, = q I +(cpkn + (1= by — ) 1 2, — q |
< (1 + (ky — 1) (by + Cp + aybrky)) Il X, — q I

elde edilir.

lxns1 —qll = ||P(anT3(PT3)”_1yn + ﬁnT3(PT3)n_1Zn + ynT3(PT3)”_1xn
+ (1 = an — Bu—r)xn) — POl
<Nl @ Ts(PT3)" Yy, — q Il +Bn Il Ts(PT5)" 'z, — q |
+¥n | T3(PT3)" 2 — q |
+(1—an =BV I 27— q |
< anknllyn — q I +Bukn | zn — q | +ynkn I X, — 4l
+(1—an =BV I 2 —q |
< [(ankn) (1 + (kn — 1)( by + cp + anbyky))
+Bnkn(1 + an(k, — 1))
Yk + (1= @ = Ba=v)] X — q |l
< [1+ (kp — D(an + B+ 1) + (kn — D(knanfn + ancnky)]
+(k, — 1) (ankn’bnan) + (ki — 1) (knanBn))] Il x, — q |

bulunur. Buradan da

”xn+1 - Q|| < (1 + (kn - 1)(an + .Bn + Vn + knanbn + knancn + anknzbnan
+ ﬁnknan)) Il Xn —( I

elde edilir. >;_;(k, — 1) < o oldugundan ve Lemma 4.2.8 geregi, lim ||x,, — q||
n—-oo

mevcuttur.
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Lemma 5.2.2. X diizglin konveks Banach uzayi, K da bu uzayin bostan farkli kapali
konveks sinirlt bir alt kiimesi olsun. {k,,} < [1, ) dizisi Y5, (k, — 1) < oo olmak
tizere (i=1,2,3) i¢in T;: K —» X Kkendisinden Kkendisine olmayan asimptotik
genislemeyen doniistimler ve T; nin ortak sabit noktalarinin kiimesi bostan farkli olmak
tizere {x,} dizisini (5.3)’ de verilen iterasyon dizisi olarak tanimlayalim. Burada
Z,‘ffzo(knz — 1) < o Ve k, > 1 olacak sekilde reel sayilarin bir {k,} dizisini alalim.

O zaman asagidaki sonuglar elde edilir.

0 <liminfya, < limsup,(a, + fn +vn) <1,

0 < liminf,a, ve 0 < lim sup, b, < lim sup,(b, +c,) <1,

1
2
3. 0 <liminf,f, < limsup,(a, + B +vn) <1,
4 0 < liminf,y, < limsup,(a, + fBn +vn) <1,
5

0 < liminf,(a,b, + Br), 0 <liminf,a, <limsup,a, <1,

olarak kabul edelim. O zaman

limy Lo lIT1xn — Xl = 0, limyy o [|T2 2 — X4l = 0, limy 0| T35z, — x5l = 0
limn—>oo”T3yn - xn” =0, limn—wo“Zn - xn” =0, limn—»oo”yn - xn” =0
limy o IT2xn — Xull = 0, limy 00 [[ T3, — x5l = 0

olur.
Ispat: Lemma 5.2.1’den q € F igin T{ilgllxn —ql|l vardir. O zaman {x, — q}
siirhdir. {T; (PT)" %, — g}, {T,(PT)" 'z, — g}, {Ts(PT3)" 'y, — q3,
{T5(PT3)" 'z, — @}, {T5(PT3)" "%, — qJ,
dizileri de siirlidir. Boylece
{xn — @}, T\ (PT)" Y%y, — @3, {T,(PT)" "2, — q}, {T5(PT5)" "y, — qJ,
{T3(PT5)" "z, — @}, {T5s(PT5)" 'x, — q} € By
olacak sekilde R > 0 vardir.
12, — qlI* = IP(an Ty (PT)" xn + (1 — an)xn — PQ)II?
< |lan Ty (PT)™ "2 + (1 — an)xn — qlI?
< lan (T (PT)™ txn — @) + (1 — an) (% — QI
< aplITy(PT)™ Yo — qlI? + (1 — a)llxn — qll?
—an(1 = an)g(ITy (PT)™ "2 — xnll )
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< apky’ 1% — qlI? + (1 — @) llxy — qlI?
—a, (1 = a)g(ITy (PT)™ %, — x1)
< (1+ ankn® — a)llxn — qlI? — an(1 = @) (gUITL(PT)™ xy — x,11))
= (1 + ap(kn® = DlIxn — qll* — an(1 = @) (GUITL(PT)™ = x,11))

lyn = qlI? = [IP(bnT2(PT2)" 2y + cn T2 (PT2)™ 'xtn + (1 = by — )2y — PQ) ||
< 1B T2 (PT2)" 120 + cu T2 (PT2)" oy + (1 = by — )2y — @I
< by [|(T2(PT2)" 'z, — qlI? + cull T2 (PT)™ oy — qlI?
+(1 = by — cp)llxn — qlI?
—bn(1 = by — cn) (bn gUIT(PT)™ 2, — x41D)
< bnkn (120 = I + cnknllxn = qlI* + (1 = by = co)llxn — I
—bn(1 = by — c)g(IT(PT)" 2, — x, )
< bakn® (1 + @n(kn” = 1))llxn — DI
+(enken” + (1= by = c))llxn — 17
—bn(1 = by — c) (GUIT2(PT)" 2y — x4 1))
~anbnkn® (1 = an) (GUIT1(PT)™ xy = 1))
= (14 (kn® = 1) (b + o + @ubyks®)) 1 — QI
—bn(1 = by — c) (GUIT2(PT)" 2y — x4 1))

—aybnky? (1 — an) (G(ITy(PT)™ tx, — x4 1D)
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%41 — qlI* = IP(an(T3(PT3)" 'y + BuT5(PT3)" 2y, + ¥ T5(PT5)" 'y
+ (1= an = frn— va)xn) — POI?
< apllTs(PT3)" yn — qlI? + BullT3(PT5)" ' 2, — ql|?
+YullTs(PT)" Yxn — qll* + (1 — an = B — ¥o)llxn — q II?
—=(1 = n = Bn = ¥u) @ g (ITs(PT)" 2y = X))

+Bng (ITs(PT)" 2, — xplD) + ¥ g (IT5(PT2)™ tyn — x4 1)

< anknzllyn - CI||2 + ﬁnknzllzn - CI||2 + Vnknzllxn - CI||2 +(1—a,—pn
) 1
_Vn)”xn_CI)” _E(l_an_ﬁn

- yn)(“ng(" T3 (PT3)n_1yn - xn”) + ﬁng(
I T3(PT3)n_1Zn - xn”) + Vng(" T3(PT3)n_1xn —Xn ”))

< atnkn” (1 + (kn® = 1)( by + € + Gnbukn)) 2 — OII2 = by (1 = by,
- Cn)(g(”Tz (PTZ)n_lzn - xn”))

+ Buken” (14 an(len® = 1)) 1w = DI + Yk 1w — I

+ (1= an = fn = v)llxn — DII? —%(1 — tn — fn

= ¥n) (@ng (I Ts(PT3)" yy — xnl)) + Bng(

I T3(PT3)" 2, — xpll) + ¥ug (I T3(PT3)" txn — Xy

D) = anbn(1 = by — cn) (GUIT2(PT2)" 2, — x4l)) — ananby (1
= a,)(gUITL(PT)" x — x5 D) — @nBn(1

— an) (GUITL(PT)™ = x4 11))
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< [k [Bukn® + Buttukn® = Buttukn® + cak? + 1= by = cy]

+ Bnknz[l + anknz - an]
1
+ [(Vnknz +1- an — ﬁn - Vn)]] ”xn - q”2 - §bnankn2(1 - bn

— ) (UL PTY ™2, — x,l) = 5 (1~ g —

— 1) @ g (ITs(PT)" 1y, — x, 1) + Brg (I T3 (PT3)" 2, — x,]1)
+ Vg (I3 (PT)™ %, — x5 ) =B (@nkn®) (1 = by,

— ) (gUIT(PT)™ 2y — x|D)) — branky® (ank, (1

— an) (gUITL(PT)™ 2 — %) = Br(ankn®) (1

— a,) (gUITy (PT)" 2, — x,D))

= ||x, — q”2 + [an bnkn4 + bnavnankn6 - anbnankn4 + ancnkn4 + anknz

- anbnknz - ancnknz + ﬁnkn2 + anankn4 - ﬂnanknz + Vnkn2
2 1 2
- Qp — ﬁn - Vn]”xn - Q|| - §bnankn (1 - bn

~ ) (T (PTY 2, ~ x,lD) = 5 (1 s

—¥) (@ g (ITs(PT)" 1y, — x, 1) + Brg (IT3 (PT3)™ 2, — x,|1)
+ ¥ g (IT5(PT3)™ ity — X)) = by (ctnkn”) (1 = by

— ) (gUIT(PT™ 2y — x4 1)) = brankn® (ankn”)(1

— an) (gUITL(PT)™ = x4 1)) = Bu(@nkn®) (1

— a)(gUIT (PT)™ 1xy, — x4 1))
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= I, — qlI? + [an(kn® — 1) + Bu(kn® = 1) + v (kn® — 1) + anbpkn’ (k> — 1)

+ ananbnkn4(kn2 - 1) + anﬁnknz(kn2 - 1)+ancnkn2 (knz

1
- 1)]”xn - q”2 - §bnan(1 - bn - Cn)(g(”T(PT)n_lzn - xn”))

(- f,
3
— 1) (@ng IT(PT)" Yy, — 20D +Bng IT(PTY™ 2, — x4 1)
+ g (IT(PT)" x, — %, [1)) = (@nkn®)bn (1 = by,
— ) (GUIT(PT)™ 2, — x5 l1)) — (@kn®) anbyke* (1
— a) (GUITL(PT)™ %y = %4 1)) = (Bukn?an(1
— ) (gUITL(PT)™ 1x, = x4 1))

= llxn = qll* + (k" = D]an + Ba + ¥n + (bnnkn®) + (ananbnky")
+ (ﬁnanknz) + (Cnanknz)]”xn - CI||2
- bnanknz(1 - bn - Cn)(g(”TZ(PTZ)n_lzn - xn”))
1
- § (1 —0n — ﬁn - Vn)(ang(”T3(PT3)n_1Yn - xn”)
+ ﬁng(”TB(PTB)n_lzn - xn”) + Yng(”T3(PT3)n_1xn - xn”))
— (@nkn )by (1 = by = c) (GUIT>(PT)" " 20 — 2 1))
- (anknz)anbnknz(l - an)(g(”Tl(PTl)n_lxn - xn”))
- (ﬁnknz)an(l - an)(g(”Tl(PTl)n_lxn - xn”))

< l1xn = qlI? + (kn® = 1)[an + o + Yo + (bn@nkn®) + (@nanbnkn®)
+ (Bankn®) + (cntnkn®)]llxn — qlI?
30 =y~ ~ 1) (@ng (T2 (PT ™y, =,
+ Bng (ITs(PT3)™ 2 — xu ) + ¥ g (IT5(PT3)" 2ty — x511))
— by (1 — by — ) (gUI T2 (PT)™ 2, — x,11))
— @b (1 — a) (gUITL(PTY™ 12, — x4 1)) — Bran(
= a,) (gUITL(PT)™ 2, — x,1))
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bulunur. Lemma 5.2.1’ den q € F igin lim ||x, — q|| vardir.
n—oo

{llx,, — q||} siurli oldugundan ||x,, — q||*> =r? ve

M = [an+ Bn+ Y+ (buankn®) + (@n@nbnky®) + (Bnanks®) + (cntnkn”)|r?
alalim. O zaman

%1 — qll? < %0 — qll? + (kn* — 1)M

1
-3 (1—ap—Pn— Vn)(ang(”T3(PT3)n_1Yn — x|l

+ Bng(ITs(PT3)" 2z, — x4 |1) + vng (ITs (PT3)™ txp, — xn”))
— anbp(1 = by — ) (GUIT(PT)" 2 — x4 11)) — ananbn (1
— a,)(gUITL(PT)" 2y — X)) — Bran(1

— an) (GUITL(PT)™ o — 24 11))

yazilir.
in = (k> —1)M
olarak alimirsa ¥, (k,,> — 1) < o0 oldugundan, ¥_, k,, < oo olur.

%41 — qll* < llxn — qll* + Ky,
1
- § (1 —0n — ﬁn - Vn)(ang(”T3(PT3)n_1Yn - xn”)

+ ﬁng(”TB(PTB)n_lzn - xn”) + Yng(”T3(PT3)n_1xn - xn”))
- anbn(l - bn - Cn)(g(”Tz (PTz)n_lzn - xn”)) - (anbn

+ ﬁn)an(l - an)(g(”Tl(PTl)n_lxn - xn”))
elde edilir. Buradan

an(l —0n — .Bn - Yn)g(”T3 (PT3)n_1yn - xn”) (5-4)
< 3l = qll* = llxns1 — qll* + x)

Pn(1 = an = Bn = v g(ITs(PT3)" 2, — xpll) (5.5)
< 3(llxn — qlI? = llxnsr — qll* + K)

Yn(1 = an = Bn — ¥ g (IT3(PT3)" 20 — xnl) (5.6)
< 3(llxn — qlI? = llxnsr — qll* + K)
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anbn(l - bn - Cn)g(”TZ(PTZ)n_lzn - xn”) (5-7)

< (lIxn = qll* = llxn+1 — qlI* + k)

(anby + Br)an(1 — an) g(ITy (PT)™ 1y — x4 1) (5.8)
< (llxn = qll* = 241 — qll? + x2)

esitsizlikleri bulunur.
0 <liminf,y, < limsup,(a, +fn+vn) <1

sartindan dolay1 tim n>ny igin 0 <6 <y, Ve a, + Bn + 1, < & <1 olacak

sekilde 8,6’ € (0,1) ve ny pozitif tamsayisi vardir. O halde tiim n > n, i¢in (5.4) den
(6(1 =87 lim g(IT;(PT5)" "y = xnlD) < 3(llxn = qll* = xnss = qll* + 1)

elde edilir. Boylece, m = n; i¢in

m m
3
D 9T T ™y = xall) < =55 D Ut = allE = s =l + 1)

n=ny n=ny

3 . N
m Il — qll +Z(Kn)

n=ny
yazilir. m — oo alindiginda ise

m
> g PTY = xall) < o0

n=ny

oldugunda g(0) = 0 olmak iizere
Lim g(IT5(PT3)™ "y = Xnll) = 0

elde edilir. g siirekli, kuvvetli aratan fonksiyon ve (1) sartindan

Lim I T5(PT3)" "y = ol = 0

elde edilir. (5.5) - (5.8) esitsizlikleri i¢in ayn1 metod kullanilarak
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lim ||T3(PT3)" 1z, — x,|| = 0
n—->0o
lim ||T3(PT3)" 1x, —x,]| = 0
n—oo
lim ||T,(PT)" 1z, — x,|| = 0
n—->0o

r{gg ITL(PT)"™ xn — x|l = 0
bulunur. Simdi
r{gg IT2(PT2)" ot — x4l = 0
oldugu gosterilecektir. Ilk olarak,
1z = x|l = [IP(anTe(PT)™ x5 + (1 — a)x) — Pxyn)|
< u|ITL(PT)™ o — Xyl
< ITL(PT)™ 'xn — Xyl

esitsizligi bulunur. Buradan da lim ||z,, — x,,|| = 0 olur. Sonra da
n—-oo

0 < liminf,a, ve 0 < lim sup, b, < lim sup, (b, +c,) <1
oldugu kabul edelim.
ITo(PT)"  xn — Xy < T2 (PT)" Mty — To(PT)" 2y || + (T2 (PT)™ 2, — Xyl
< knllzn — xpll + IT2(PT2)" 2 — x4l
esitsizliginden #m T (PT,)" 1x, — x,]| = 0 olur. Ayrica,
1V = xnll = IP(bnT2(PT)" 2, + cn T2 (PT)" 12ty + (1 — by — cp)xn) — Pxn) ||
< bplITo(PT)™ 2, — x|l + Cul| T2 (PT2)™ My — Xyl
esitsizligi bulunur. Boylece
Lm |ly, — xn|l =0
elde edilir. Diger yandan,
1Xn+1 = Xnll = IP(anT5(PT5)" 'y + BnT5(PT3)" 'z, + ¥ T3 (PT3)"
+ (1 —an = Bn — vudxn) — Pxy)|
< aullT3(PT3)" Yy — xull + BullTs(PT3)" 2, — x|
+¥allTs(PT)™ 1y, — Xl
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esitsizliginden lim ||x,4+1 — x|l = 0 olur. Her asimptotik olarak genislemeyen
n—-oo

doniisiim diizgilin Lipschitzian doniisiim oldugundan
%41 = Te(PT)™ 2 Xnga |l < llxpss — Xl + [l — Ty (PT)™ x|l
+ITL(PT)™ ?x — Ty (PT)" Xl (5.9)
< |lxnsr = xnll + Lllxpss — x4l
HITL(PT)™ 2x, — x|
esitsizligi elde edilir. r{i@ %1 — T1(PT)) ™" 2x,,44]| = 0 °dir. Ek olarak (PT)*"1, K
dan K’ ya birim doniisiim olarak gosterilir. (5.9) esitsizliginden
%41 = Tixneall < Nxnaq = T (PT)™ ol
HITL(PTO™ gy — TiXngall
= |lxp1 = Ty (PT)™ x4
+LITy(PT)"™ ?Xp 41 — Xl
esitsizliginden rfi@ [|xXp+1 — T1xn 411l = 0. Benzer olarak
41 = T2(PT)" 22 p1ll < NXnr — Xpll + 125 — T2 (PT2)" x4 ||
H T (PT)" 2% — T (PT)" *Xpaa |l
< lltnr = xnll 4 LllXpes — x4l
T2 (PTL)" 2 xn — Xyl
esitsizliginden nliﬁ lxp41 — To(PT,)" 2x,44|| = 0. Buradan da
141 = ToXnaall < X1 = T2(PT)™ it || + 1T (PT)™  piq — ToXpia
= |lxps1 = To(PT)™  otpiq | + LT (PT)™ 2 Xpgq — Xl
esitsizligi elde edilir. I}l_)r(‘glo [xp+1 — Toxpne1ll = 0 °dir. Yine benzer sekilde,
Ix%n+1 = TaXnall < Wxna1 — Ts(PT)™ x| + IT3(PT3)™ g1 — T3l
= Ixps1 = Ts(PT)™  xtppq || + LIT5(PT3)" X piq — Xyl
esitsizliginden #)rg [xp+1 — T3xn41]l = 0 elde edilir. Boylece
Lim [Ty, = xgll = 0, lim [Ty = ol = 0, lim [Ty, = x| = 0,

olduklar1 ispatlanmis olur.
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Teorem 5.2.3. X diizgiin konveks Banach uzayi, K da bu uzayin bostan farkli kapal
konveks sinirlt bir alt kiimesi olsun. {k,,} < [1, ) dizisi Y5, (k, — 1) < oo olmak
tizere (i=1,2,3) i¢in T;: K —» X Kkendisinden Kkendisine olmayan asimptotik
genislemeyen doniistimler ve T; nin ortak sabit noktalarinin kiimesi bostan farkli olmak
tizere {x,} dizisini (5.3)’ de verilen iterasyon dizisi olarak tanimlayalim. Eger T; (i =
1,2,3) den en az biri tamamen siirekli veya semikompakt ve F =
F(TONF(T,)NF(T;) = @ ise o zaman {x,},{y.},{z,} dizileri T; (i =1,2,3)

dontigiimlerinin ortak sabit noktalarina kuvvetli yakinsar.

Ispat : T; (i =1,2,3) den en az biri tamamen siirekli doniisim ve {x,}c K
oldugundan rlll_mo T1xy, — q" oldugu kabul edilecek sekilde {T;x,} dizisinin {Tlxnk}
alt dizisi vardir. Bu yiizden, ‘rllzz;lo ||T1%, — x,|| = 0 elde edildiginden, k — oo i¢in
Xn, = q" oOlur.T; in siirekliliginden Ty q* = q" dir. Buradan hareketle, T,q* = q* ve
T;q* = q* elde edilir. Boylece, q* € F igin ii_zloﬂxn — q*|| mevcut oldugundan
rlll_zrolo l|x, — q*|| = 0 olur. Béylece {x,}q*’ akuvvetli yakinsar. Ayrica ||y, — q*| <
Y2 = %nll + llxn — q"ll dan Lim |ly, —q"|| = 0 olur. Benzer olarak, ||z, —q"[| <
1z, — xnll + ||x, — q7|| dan 1511210 1z, — q”|| = 0 elde edilir.

Simdi, T;’in semikompakt oldugunu kabul edelim. Lemma 5.2.1 geregi {x,,}

siirlidir ve Lemma 5.2.2°den lim ||T;x,, — X, || = 0 oldugundan, Iéim Xn, = q" €lde
n-oo —00

edilecek sekilde {x,} dizisinin bir {x,, } alt dizisi vardir. Lemma 4.3.4’ den T, q* = q*

olur.

O zaman tim q* € F igin Tlll_z’g l|x, — q*|| var oldugundan {x,} dizisi g*’ye
kuvvetli yakinsar.

Yani, lim ||lx, — q|| = O olur. lim ||y, — x,|l = lim ||z, — x,|| = 0
oldugundan nlirzlo v, — q*ll =0 ve nlirglo ||z, — q*|| = 0 olur ve {y,},{z,} dizilerinin

F nin q* elemanina yakinsadig1 gortiliir.
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Teorem 5.2.4. X diizgiin konveks Banach uzayi, K da bu uzayin bostan farkli kapal
konveks sinirlt bir alt kiimesi olsun. {k,,} < [1, ) dizisi Y5, (k, — 1) < oo olmak
tizere (i=1,2,3) i¢in T;: K —» X Kkendisinden Kkendisine olmayan asimptotik
genislemeyen doniistimler ve T; nin ortak sabit noktalarinin kiimesi bostan farkli olmak
tizere {x,} dizisini (5.3)’ de verilen iterasyon dizisi olarak tamimlayalim. Eger
T, T,,T3: K —» K , (A") sartim1 saglayan K’ nin kendisinden kendisine olmayan ii¢
asimtotik genislemeyen doniisimii ve F = F(T,)NF(T,)NF(T;) # @ ise 0 zaman
{xn}, i}, {2} dizileri T; (i = 1,2,3) doniisiimlerinin ortak sabit noktalarina kuvvetli

yakinsar.

Ispat: Lemma 5.2.2° den Lim |lxy = Toxy|l = 0, lim [lxn — Toxa|| = 0,
T%g”g I, — T3x,|| = 0 elde edilir. f* yi, {x,}” e gore (A") sartina karsilik gelen
azalmayan bir fonksiyon olarak kabul edelim. O zaman

Lim f(d(xy, 7)) < lim ||x, — Tyl = 0

Lim f(d(xn, F)) < lim ||xy, = Tyxnll = 0

lim (e F)) < lim |1y = Tsxoll = 0
olur. Her {i¢ durumda da

limf (d(xn, F)) =0

n—oo

olur. f:[0, ) —-[0, ) tiim r € (0, ) igin f(r) > 0, f(0) = 0 saglayan azalmayan
fonksiyon mevcut oldugundan

limd(x,,F) =0

n—oo
elde edilir. Simdi {x,,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gésterelim.

limd(x,,F)=0

n—-oo

oldugundan, € > o verildiginde Vn > n, i¢in d(x,,F) < 2 olacak sekilde bir n,

dogal sayis1 vardir.

*

Boylece ||xn0 -y <§ olacak sekilde y*eF bulunabilir. n >nyve m>1
i¢in
”xm+n - xn” = ”xn+m - y*” + ”xn - y*”
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< %y = Y7 + llxo — ¥7
<i+i=¢
2 2
elde edilir.

Boylece {x,} bir Cauchy dizisi olur. X diizgiin konveks Banach uzayi

oldugundan, {x,} Cauchy dizisi yakinsaktir. Igim X, =q olsun. O zaman
lim d(x,,F) =0 dan d(q,F) = 0 olur. F kapalidir, bu yiizden geF olur. Ayrica
n—oo

lim ||x, —yu|l =0 ve lim ||x, —z,|| =0 oldugundan liml||y, —qll =0 ve
n—oo n—oo n—oo

lim||z, — ql| = 0 bulunur.
n—-oo

Teorem 5.2.5. K, Opial sartin1 saglayan diizgiin konveks Banach uzayinin kapali
konveks alt kiimesi olsun. Lemma 5.2.2 deki gibi T; (i = 1,2,3) ve {x,} dizisi
tanimlayalim. Eger F # @ ise 0 zaman {x,,} dizisi T;, T,, T3 lin ortak sabit noktasina

zay1f yakinsar.

Ispat: i = 1,2,3 icin TILT;LO [|%, — Tixn|| = 0 oldugu Lemma 5.2.2°de gosterilmisti.
Simdi {x,,} dizisinin F i¢inde bir tek zayif alt dizisel limite sahip oldugu ispatlayalim.
Bunu ispatlamak igin u ve v sirasiyla {x,} in {xni} ve {xnj} alt dizilerinin zay1f
limitleri olsun. i = 1,2,3 igin rlll—>n;) [|x, — Tix,|| = 0 Lemma5.2.2’den elde edilir. i =

1,2,3 i¢in I — T; sifirda demiclosed oldugundan o zaman Tyu = u, T,u = u, Tzu = u
olur. Ayn1 yontemle v € F ispatlanir. Simdi limitin tekligini ispatlayalim. u # v
oldugunu kabul edelim.Opial’in sartindan

lim ||x, —u|| = lim ||x,, —u|| < lim ||x,,, — V||
n—oo k—oo k k— oo k
< lim ||x, — v||
n—co
= lim ||x,, —v|| < lim [[x,,, — u]|
jooo J jooo ]
= lim ||, — ul|
n—-oo

yazilir. Bu ise ¢eligkidir. O halde u = v olur.
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6.SONUCLAR VE ONERILER

Literatiirde sabit nokta teori, lineer olmayan denklemlerin ¢alismasinda ¢ok
onemli ve giiglii bir ara¢ olarak ortaya ¢ikmistir. Matematik biliminin hemen hemen
her bransinda ¢ok sayida uygulamaya sahip oldugu i¢in uygulama alanlarinin
genisliginden dolaytr yogun calisilan bir konudur. Déniisiimlerin sabit noktalarini
incelemek i¢in sabit noktanin varligimi ve degerini bulmak o6nemlidir. Bu sabit
noktanin bulunmasi da kolay olmadigindan bunlar1 hesaplamak igin iterasyon
stireglerine gereksinim vardir. Bu iterasyon siireclerinin gelistirilmesi ve genellesmis
doniistimlerin yeni gelistirilen iterasyon siireglerini kullanarak sabit noktalarinin
bulunmas1 arastirmaya deger bir konudur.

Bu tezde, Khan ve Hussain [19] , Temir [35], Thianwan [36], Banarjee ve
Choudhury [4], Nilsrakoo ve Saejung [24], Suantai [32] ¢alismalar1 g6zoniine
alinarak gelistirilmis {i¢ adim iterasyonla {i¢ tane kendisinden kendisine ve
kendisinden kendisine olmayan asimptotik genislemeyen doniisiimlerin kuvvetli ve
zayif yakinsakliklar ispatlanmaktadir. Buradan hareketle hata eklenmis gelistirilmis
iterasyonlar i¢in kendisinden kendisine ve kendisinden kendisine olmayan asimptotik

geniglemeyen doniigiimlerin kuvvetli ve zayif yakinsakliklar1 incelenebilir.
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