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Bu tezde, düzgün konveks Banach uzaylarında kendisinden kendisine ve 

kendisinden kendisine olmayan asimptotik genişlemeyen dönüşümler için üç-adım 

iterasyon şemaları çalışılmaktadır. Düzgün konveks Banach uzaylarında belli şartlar 

altında bu iterasyon şemaları üzerinde zayıf ve kuvvetli yakınsaklık sonuçları elde 

edilmektedir. Bu tezde elde edilen sonuçlar, Banerjee ve Choudjury [4],  Khan ve 

Hussain [19], Nilsrakoo ve Saejung [24] Suantai [32], Temir [35] ve Thianwan [36] 

çalışmalarının geliştirilmesidir. 

 

Anahtar Kelimeler: Sabit nokta, asimptotik genişlemeyen dönüşüm, kuvvetli 

ve zayıf yakınsama, düzgün konveks Banach uzayı. 
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In this thesis, we study the three-step iterative schemes for approximating 

common fixed points of three asymptotically nonexpansive self and nonself mappings 

in uniformly convex Banach spaces. Several strong and weak convergence results on 

these iterative schemes are established under certain conditions in uniformly convex 

Banach spaces. The results obtained in this thesis improve the recent ones announced 

by Banerjee and Choudjury [4],  Khan and Hussain [19], Nilsrakoo and Saejung [24], 

Suantai [32], Temir [35] and Thianwan [36]. 
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𝑩𝑿 : X uzayındaki yuvar 

𝓑(𝑿, ℂ)  : X in normlu duali 

𝑭(𝑻) : T dönüşümünün sabit noktalarının kümesi 

ℱ                : Ortak sabit noktaların kümesi 

𝓵𝟏  : ∑ |𝑥𝑛|
∞
𝑛=1  yakınsak olan tüm {𝑥𝑛} dizilerinin uzayı 

𝓵𝟐                : ∑ |𝑥𝑛|
2∞

𝑛=1  yakınsak olan tüm {𝑥𝑛} dizilerinin uzayı 

𝓵𝒑 : 1 ≤ 𝑝 < ∞ , ∑ |𝑥𝑛|
𝑝∞

𝑛=1  yakınsak olan tüm {𝑥𝑛} dizilerinin uzayı 

𝓵∞ : Sınırlı dizilerin uzayı  

𝑿∗ : X uzayının normlu duali 

𝛅𝐱 : X uzayının konveksliğinin modülü  

𝛚𝐖({𝐱𝐧})
   : {𝑥𝑛}

′ nin zayıf dizisel limitlerinin kümesi 
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1. GİRİŞ 

Normlu lineer uzaylarda sabit nokta teori çalışmaları, 1909-1913 yılları 

arasında Brower ile başlamıştır. Sabit nokta teori, topoloji ve analizin uygun bir 

bileşimi olduğundan lineer olmayan denklemlerin çalışmasında çok önemli ve güçlü 

bir araç olarak ortaya çıkmıştır. Matematik biliminin hemen hemen her alanında çok 

sayıda uygulamaya sahiptir. Örneğin, adi ve kısmi diferansiyel denklemlerin, integral 

denklemlerin lineer denklem sistemlerinin ve ekonomik denge çözümlerin varlığını 

kanıtlamaktadır. Özellikle sabit nokta teknikleri, biyoloji, kimya, ekonomi, 

mühendislik ve fizik gibi farklı alanlara uygulanmıştır.  

Sabit nokta teori çalışmaları tam metrik ve normlu uzaylar olmak üzere kısmi 

ve sıralı metrik uzaylar, normlu uzaylar gibi çok çeşitli matematiksel yapılar üzerinde 

yürütülmektedir. 

1930 yılında J. Schauder, Brower Sabit Nokta Teorisi’ ni geliştirmiştir. 

Schauder Teoremi olarak adlandırılan teorem, “X bir Banach uzayı ve K, X’ in boş 

olmayan herhangi bir konveks ve kompakt alt kümesi olmak üzere, 𝑇:𝐾 → 𝐾 sürekli 

dönüşüm olsun. O zaman,  𝑇’nin en az bir sabit noktaya sahiptir” şeklinde ifade 

edilmiştir. 

Banach Sabit Nokta Teoremi bir tam metrik uzayda dönüşümlerle ilgili çok 

genel bir teoremdir. Teoremde bahsi geçen sabit noktanın daima tek olması kesin bir 

hesaplamayla elde edilebilir olması yanında kullanılan dönüşümün daralma olması 

şartı teoremin uygulama alanlarına ciddi kısıtlamalar getirmektedir. Bu sebeple birçok 

araştırmacı daha genel metrik uzayları veya farklı türden dönüşüm sınıflarını 

kullanarak bu teoremin çok sayıda genelleştirmelerini elde etmiştir. Literatürde 

dönüşümlerin sabit noktalarını incelemek için sabit noktanın varlığını ve değerini 

bulmak gereklidir ve bu da kolay olmadığından bunları hesaplamak için iterasyon 

süreçlerine gereksinim vardır. Banach Sabit Nokta Teoremi, dönüşümlerin sabit 

noktaları için bir varlık ve teklik teoremi olmasının yanı sıra sabit noktanın tam olarak 

hesaplanmasını sağlayan doğal bir yöntem geliştirmektedir. Söz konusu bu yönteme 
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iterasyon (ardışık yaklaşımlar) denir. İterasyon yöntemleri birçok bilim dalında 

karşılaşılan lineer ve lineer olmayan problemlerin çözümlerinde yaygın olarak 

kullanılan çok önemli matematiksel araçlardır.  

Genişlemeyen dönüşümler ve onların genelleştirilmesi lineer olmayan 

dönüşümler, fonksiyonel analizde büyük önem taşımaktadır. Genişlemeyen 

dönüşümler sınıfının önemli bir genellemesi olan asimptotik genişlemeyen 

dönüşümlerin sınıfı Gobel ve Kirk [12] tarafından verilmiş ve düzgün konveks Banach 

uzayının boş olmayan kapalı, konveks ve sınırlı alt kümesi üzerinde her asimptotik 

genişlemeyen dönüşümün bir sabit noktaya sahip olduğunu ispatlamışlardır.  Daha 

sonra, Nilsrakoo ve Saejung [24], Suantai [32] yeni üç adım iterasyon şemasını 

sunarak asimptotik genişlemeyen dönüşümler için birçok yakınsaklık teoremlerini 

ispatladılar.  

Chidume ve ark. [6] kendisinden kendisine olmayan asimptotik genişlemeyen 

dönüşüm kavramını ve böyle dönüşümler için iterasyon tekniklerini kullanarak bazı 

kuvvetli ve zayıf yakınsaklık teoremlerini ispatladılar. Kendisinden kendisine olmayan 

asimptotik genişlemeyen dönüşümlerin yeni elde edilen iterasyon metodları 

kullanılarak zayıf ve kuvvetli yakınsaklık teoremleri, Khan ve Hussain [19],  Temir 

[35], Thianwan [36], Banarjee ve Choudhury [4] tarafından da çalışıldı.  

Bu tez çalışmamız beş bölümden oluşmaktadır.  Birinci ve ikinci bölümde, 

sabit nokta teoremlerinin gelişim süreci anlatılmakta olup literatürle ilgili bilgiler 

verilmektedir. Üçüncü bölüm, temel kavramlar bölümü olup tezde kullanılan temel 

tanım ve ilgili teoremler verilmektedir. Dördüncü bölümde, kullanılan iterasyon 

yöntemleri ve beşinci bölümde faydalanılacak lemmalar ve ispatları yer almaktadır. 

Beşinci bölümde ise Khan ve Hussain [19], Temir [35], Thianwan[36], Banarjee ve 

Choudhury [4], Nilsrakoo ve Saejung [24], Suantai [32]  çalışmaları gözönüne 

alınarak alınan iterasyonla üç tane  kendisinden kendisine ve kendisine olmayan 

asimptotik genişlemeyen dönüşümlerin kuvvetli ve zayıf yakınsaklıkları 

incelenmektedir.



2.ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR Mustafa ÇETİN 

3 

 

                                          2.ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR 

 

Genişlemeyen dönüşümler sınıfının önemli bir genellemesi olan asimptotik 

genişlemeyen dönüşümlerin sınıfı Gobel ve Kirk [12] tarafından verilmiştir. Gobel ve 

Kirk [12], düzgün konveks Banach uzayının boş olmayan kapalı, konveks ve sınırlı alt 

kümesi üzerinde kendi üzerine olan her asimptotik genişlemeyen dönüşümün bir sabit 

noktaya sahip olduğunu ispatladılar. 

Kendisinden kendisine olan asimptotik genişlemeyen dönüşümlerin önemli bir 

genelleştirilmesi olan kendinden kendisine olmayan asimptotik genişlemeyen 

dönüşümler kavramı 2003 yılında Chidume ve ark. [6] tarafından verildi. Chidume ve 

Ali [7], kendisinden kendisine olmayan asimptotik genişlemeyen dönüşümlerin bir 

sonlu ailesinin ortak sabit noktaya yaklaşımında yeni iterasyon dizisi kullanarak bazı 

kuvvetli ve zayıf yakınsaklık teoremlerini ispatladılar. Asimptotik genişlemeyen 

dönüşümlerin sabit noktalara yaklaşımı Mann, Ishikawa ve Noor, modifiye edilmiş 

iterasyon süreçleri kullanarak birçok yazar tarafından yoğun olarak çalışılmıştır ([4], 

[6], [8], [12], [18], [19], [24], [29], [31], [32], [34], [35], [36], [38]).  

Bu çalışmada, Banarjee ve Choudhury [4], Khan ve Hussain [19], Nilsrakoo ve 

Saejung [24], Suantai [32], Temir [35] ve Thianwan [36]’nin çalışmaları gözönüne 

alınarak bazı sonuçlar elde edilmiştir. 

Suantai [32], Noor iterasyonun geliştirilmişi olan üç adımlı yeni iterasyonu 

tanımladı ve düzgün konveks Banach uzaylarında asimtotik genişlemeyen 

dönüşümlerin geliştirilmiş iterasyonu için zayıf ve kuvvetli yakınsaklık teoremlerini 

ispatladı. Nilsrakoo ve Saejung [24], Noor iterasyonunun genişlemesi olan yeni üç-

adım iterasyon tanımladılar ve asimptotik genişlemeyen dönüşümler için geliştirilmiş 

Noor iterasyonunun zayıf ve kuvvetli yakınsaklık teoremlerini çalıştılar. Khan ve 

Hussain [19], Temir [35], kendisinden kendisine olmayan asimptotik genişlemeyen 

dönüşümler için geliştirilmiş iterasyon süreçlerini kullanarak zayıf ve kuvvetli 

yakınsaklık teoremleri ispatladılar. Thianwan [36], kendisinden kendisine olmayan üç 

asimptotik genişlemeyen dönüşümün ortak sabit noktaya yaklaşımı için geliştirilmiş 

Noor iterasyonunun yakınsaklık kriterini çalıştı. Banerjee ve Choudhury [4] ’de 

verilen iterasyon teknikleri kullanılarak düzgün konveks Banach uzayında 
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kendisinden kendisine olmayan (nonself) asimptotik genişlemeyen dönüşümlerin 

ortak sabit noktalarına yakınsaklığını sonlu iterasyon şeması için elde ettiler.  

Bu tezde, düzgün konveks Banach uzayında üç tane kendisinden kendisine olan 

ve kendisinden kendisine olmayan (nonself) asimptotik genişlemeyen dönüşümler için 

yeni verilen üç-adım iterasyon şemasının zayıf ve kuvvetli yakınsaklık teoremleri 

incelenmektedir.



3.TEMEL KAVRAMLAR ve TEOREMLER Mustafa ÇETİN 

5 

 

                              3.TEMEL KAVRAMLAR ve TEOREMLER 

3.1. Genel Tanımlar ve Kavramlar 

 Bu bölümde diğer bölümlerde kullanılacak olan temel tanımlara ve teoremlere 

yer verilmektedir. 

Tanım 3.1.1. 𝑋 boş olmayan bir küme ve F bir cisim olsun. Aşağıdaki şartlar 

sağlanıyorsa 𝑋’ e F cismi üzerinde bir lineer uzay denir. 

   𝑋 , + ikili işlemine göre değişmeli bir gruptur; 

1) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑋’ dır. 

2) Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧’ dir. 

3) Her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑥 + 𝜃 = 𝜃 + 𝑥 = 𝑥 olacak şekilde 𝜃 ∈ 𝑋 vardır. 

4) Her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑥 + 𝑥′ = 𝑥′ + 𝑥 = 𝜃 olacak şekilde 𝑥′ ∈ 𝑋 vardır. 

5) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥′ dir. 

    ∙ ∶ 𝐹 × 𝑋 → 𝑋 , (𝑎, 𝑥) → 𝑎. 𝑥 dönüşümü aşağıdaki şartları sağlar. 

10) Her 𝑥 ∈ 𝑋   ve 𝑎 ∈ 𝐹 için  𝑎. (𝑥 + 𝑦) = 𝑎. 𝑥 + 𝑎. 𝑦’ dır. 

  2o) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋   ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹 için   (𝑎 + 𝑏). 𝑥 = 𝑎. 𝑥 + 𝑏. 𝑦’ dır. 

   3o) Her 𝑥 ∈ 𝑋   ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹 için (𝑎𝑏). 𝑥 = 𝑎(𝑏. 𝑥)’ dır. 

   4𝑜) 1. 𝑥 = 𝑥 dır. (Burada 1, 𝐹 nin birim elemanıdır.) 

Eğer 𝐹 = ℝ ise 𝑋’e reel lineer uzay, 𝐹 = ℂ ise 𝑋’e kompleks lineer uzay denir 

[21]. 

Tanım 3.1.2. 𝐾, 𝑋 lineer uzayının alt kümesi olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 ve 0 ≤ 𝛼 ≤ 1 olmak 

üzere (1 − 𝛼)𝑥 + 𝛼𝑦 ∈ 𝐾  ise 𝐾 ‘ya konveks küme denir [21]. 

Tanım 3.1.3.   𝑋 boştan farklı bir küme olsun. 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ fonksiyonuna her 

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için  

1.   𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 ve 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⟺ 𝑥 = 𝑦 

2.   𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) 

3.   𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦)  

şartlarını sağlıyorsa 𝑋 üzerinde bir metrik adı verilir. (𝑋, 𝑑) ikilisine de bir metrik uzay 

adı verilir [21]. 
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Tanım 3.1.4. ( ),X d  bir metrik uzay, bu uzay içinde bir dizi {𝑥𝑛} ve 𝑥 ∈ 𝑋 olsun. Her 

0   için 𝑛0 ≤ 𝑛 olduğunda 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛0 doğal sayısı varsa 

{𝑥𝑛}  dizisi x noktasına yakınsıyor denir. Bu durum 𝑥𝑛 → 𝑥 ya da 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 şeklinde 

ifade edilir [22]. 

Tanım 3.1.5. ( ),X d  metrik uzay ve bu uzay içinde bir dizi {𝑥𝑛}  olsun. Her 0   için 

𝑛0 ≤ 𝑛,𝑚 olduğunda 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛0 doğal sayısı varsa {𝑥𝑛}  

dizisine bir Cauchy dizisi denir [22]. 

( ),X d  metrik uzayında yakınsak her dizi bir Cauchy dizisidir. ( ),X d  metrik 

uzayında alınan her Cauchy dizisi X  içinde yakınsak  ise X uzayına tamdır denir [22]. 

 

Tanım 3.1.6.    𝑋, F cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. ‖. ‖: 𝑋 → ℝ  

fonksiyonunun 𝑥 ∈ 𝑋 ’deki değeri, ‖𝑥‖ ile gösterilmek üzere. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve  𝑎 ∈ 𝐹 

için, 

1.  ∥ 𝑥 ∥≥ 0 𝑣𝑒  ‖𝑥‖ = 0 ⟺ 𝑥 = 𝜃 

2.   ‖𝑎𝑥‖ = |𝑎|‖𝑥‖ 

3.   ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤  ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 

şartlarını sağlıyorsa 𝑋 üzerinde bir norm ve (𝑋, ‖. ‖) ikilisine de normlu uzay denir 

[21]. 

Tanım 3.1.7. 𝑋 normlu uzay olmak üzere 𝑋, 𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖ normunun 

indirgediği metriğine göre tam ise 𝑋’ e Banach uzayı denir [21]. 

Tanım 3.1.8. 𝑋, F cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. ⟨. , . ⟩: 𝑋 × 𝑋 → 𝐹 fonksiyonu, 

her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 ve 𝑎 ∈ 𝐹 için 

1. ⟨𝑥 + 𝑦, 𝑧⟩ = ⟨𝑥, 𝑧⟩ + ⟨𝑦, 𝑧⟩ 

2. ⟨𝑎𝑥, 𝑦⟩ = 𝑎⟨𝑥, 𝑦⟩ 

3.   ⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑦, 𝑥⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

4.  ⟨𝑥, 𝑥⟩ ≥ 0 ve ⟨𝑥, 𝑥⟩ = 0 ⟺ 𝑥 = 𝜃 

şartlarını sağlıyorsa, buna  iç çarpım fonksiyonu denir [21]. 
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             Üzerinde iç çarpım fonksiyonunun tanımlandığı lineer uzaya iç çarpım uzayı 

denir ve (X, ⟨ . , . ⟩) biçiminde gösterilir. 𝑋 bir iç çarpım uzayı ve ‖. ‖ iç çarpım normu 

olsun. 

                                            𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖ = √⟨𝑥 − 𝑦, 𝑥 − 𝑦⟩  

olarak tanımlanırsa (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay olur.  

Tanım 3.1.9. İç çarpım üzerinde tanımlanan normdan indirgenen 𝑑 metriğine göre 𝑋 

tam ise, 𝑋 ‘e Hilbert uzayı denir [21].  

Tanım 3.1.10. 𝑋 bir Banach uzayı olsun. Her 𝜀 > 0 için ‖𝑥‖ ≤ 1, ‖𝑦‖ ≤ 1 ve 

 ‖𝑥 − 𝑦‖ ≥ 𝜀 şartını sağlayan her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

                                             
1

2
‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ 1 − 𝛿(𝜀) 

olacak şekilde 𝛿(𝜀) ≥ 0 sayısı varsa, 𝑋’ e düzgün konveks uzay adı verilir [2]. 

Örnek 3.1.11. 𝑋 Hilbert uzayı, düzgün konvekstir. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için paralelkenar 

özdeşliğinden 

‖𝑥 + 𝑦‖2 = 2(‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2) − ‖𝑥 − 𝑦‖2 

yazılabilir. Burada, 𝑥 ≠ 𝑦 olmak üzere 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵𝑋 ve ‖𝑥 − 𝑦‖ ≥ 𝜀 olduğunu göz 

önünde bulundurarak 

                                   ‖𝑥 − 𝑦‖2 ≤ 4 − 𝜀2 

olur. Eğer 

                                  𝛿(𝜀) = 1 − √1 −
𝜀2

4
  alınırsa  

                                 
1

2
‖𝑥 − 𝑦‖ ≤ 1 − 𝛿(𝜀) 

bulunur. O halde, 𝑋 Hilbert uzayı, düzgün konveks bir uzaydır [37]. 

Örnek 3.1.12.  

1)   ℓ1 ve ℓ∞ sonsuz uzayları sırasıyla ‖𝑥‖1 = ∑ ∣ 𝑥𝑛 ∣
∞
𝑛=1  ve ‖𝑥‖∞ =

𝑠𝑢𝑝{∣ 𝑥𝑛 ∣: 𝑛 ∈ ℕ} normlarına göre düzgün konveks uzay değildirler.  

2) 1 < 𝑝 < ∞ olmak üzere  ℓp  Banach uzayı, düzgün konveks uzayıdır [37]. 
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Teorem 3.1.13. 𝑋 bir Banach uzayı olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir. 

 1. 𝑋, düzgün konvekstir. 

 2. 𝑋 ‘deki {𝑥𝑛}, {𝑦𝑛}  dizileri için 

‖𝑥𝑛‖ ≤ 1,     ‖𝑦𝑛‖ ≤ 1  ve  𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 + 𝑦𝑛‖ = 2 ve 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖ = 0 

dır [1]. 

Tanım 3.1.14. 𝑋 bir Banach uzayı olsun. 𝛿𝑋: [0,2] → [0,1] 

 𝛿𝑋(𝜀) =  𝑖𝑛𝑓 {1 − ‖
𝑥+𝑦

2
‖ : ‖𝑥‖ ≤ 1, ‖𝑦‖ ≤ 1, ‖𝑥 − 𝑦‖}çiminde tanımlanan 𝛿𝑋’e,  

𝑋‘in konveksliğinin modülü denir [1]. 

 

Buradan 𝛿𝑋(0) = 0 ve her 𝜔 ≥ 0 için  𝛿𝑋(𝜔) ≥ 0 olduğu kolaylıkla görülür. 

Teorem 3.1.15. 𝑋  Banach uzayı, düzgün konvekstir ancak ve ancak her 𝜀 ∈ (0,2] için 

𝛿𝑋(𝜀) > 0 olmasıdır [1]. 

Tanım 3.1.16. 𝑋 bir normlu uzay, 𝑋‘de tanımlı bütün kompleks değerli sürekli lineer 

fonksiyonellerin kümesi ℬ(𝑋,ℂ) ile gösterilsin. Bu uzaya, 𝑋‘in normlu duali denir ve 

𝑋∗ biçiminde gösterilir [22].  

Tanım 3.1.17.  

1)  𝑋 normlu uzay ve {𝑥𝑛}, 𝑋‘de bir dizi olsun. Eğer  

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ = 0 

olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝑋 varsa, {𝑥𝑛} dizisi 𝑥’ e norma göre (kuvvetli) yakınsaktır denir 

ve 𝑥𝑛
k
→ 𝑥  şeklinde gösterilir.  

2)  𝑋 normlu uzay ve {𝑥𝑛}, 𝑋 ’de bir dizi ve X∗ , X’ in duali olsun. Eğer                 

∀ 𝑓 ∈ X∗ için 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥) 

olacak şekilde 𝑥 ∈ 𝑋 varsa {𝑥𝑛} dizisi x’ e zayıf yakınsaktır denir ve                                    

𝑥𝑛
z
→ 𝑥  veya  𝑥𝑛 ⇀ 𝑥  şeklinde gösterilir [22].  
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3.2. Dönüşüm Sınıfları ve Sabit Nokta Kavramı  

Tanım 3.2.1. 𝑋 boştan farklı bir küme, 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Eğer, 𝑇𝑥 = 𝑥 

olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝑋 varsa, bu 𝑥 noktasına 𝑇 ‘nin sabit noktası (fixed point) denir. 

O zaman 𝑇𝑥 = 𝑥 denkleminin çözümleri 𝑇‘nin sabit noktalarıdır. 𝑇 ‘nin sabit 

noktalarının kümesi 𝐹(𝑇) ile gösterilir [21]. 

 

Örnek 3.2.2. 

1. 𝑋 = ℝ+ olmak üzere 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇𝑥 =
3

2
(𝑥 −

1

𝑥
) için 𝐹(𝑇) = {√3}’ tür. 

2. 𝑋 ≠ ∅ olmak üzere 𝐼: 𝑋 → 𝑋 birim dönüşümü için 𝑋’ in her noktası sabit bir 

noktadır. 

3. 𝑋 = ℝ olmak üzere 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇𝑥 = 𝛼 + 𝑥 şeklindeki öteleme dönüşümlerinin 

sabit noktası yoktur. 

4. 𝑋 = ℝ olmak üzere 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇𝑥 = 𝑥5 − 3𝑥4 − 𝑥3 + 3𝑥2 − 5𝑥 + 18 

dönüşümü için 𝐹(𝑇) = {−√3,√3, 3}’ tür. 

         𝑋 boştan farklı küme olmak üzere, 𝑇1, 𝑇2: 𝑋 → 𝑋 dönüşümleri verilsin. Eğer 

𝑇1𝑥 = 𝑇2𝑥 = 𝑥 olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝑋 varsa, buna 𝑇1 ve  𝑇2 dönüşümlerinin ortak 

sabit noktası denir ve ortak sabit noktalarının kümesi ℱ =  𝐹(𝑇1) ∩ 𝐹(𝑇2) şeklinde 

gösterilir. 

 

Örnek 3.2.3. 

1. 𝑋 = ℝ, 𝑇1, 𝑇2: 𝑋 → 𝑋, 𝑇1(𝑥) = 𝑥
2 − 6𝑥 + 12 ve 𝑇2(𝑥) = 𝑥

2 − 5𝑥 + 9 

dönüşümleri verilsin. 𝑇1 ve 𝑇2‘nin ortak sabit noktaları kümesi ℱ =  𝐹(𝑇1) ∩

𝐹(𝑇2) = {3}’ tür. 

2. 𝑋 = ℝ2, 𝑇1, 𝑇2: 𝑋 → 𝑋 𝑇1(𝑥, 𝑦) = (−𝑥, 𝑦) ve  𝑇2(𝑥, 𝑦) = (3𝑥, 𝑦) dönüşümleri 

verilsin. 𝑇1 ve 𝑇2 ‘nin  ortak sabit noktaları kümesi  ℱ =  𝐹(𝑇1) ∩ 𝐹(𝑇2) =

{(0, 𝑦)}’ dir. 
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Tanım 3.2.4.   (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için  

                                             𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝐿𝑑(𝑥, 𝑦)                            (3.1) 

olacak şekilde 𝐿 ≥ 0 sayısı varsa, 𝑇’ ye Lipschitzian dönüşüm denir. (3.1) eşitsizliğine 

Lipschitzian koşulu ve bu koşulu sağlayan en küçük 𝐿 sayısına da Lipschitz sabiti denir 

[5]. 

Bu tanıma göre Lipschitz koşulunu sağlayan her 𝑇 dönüşümü düzgün 

süreklidir.  

Tanım 3.2.5. (𝑋, 𝑑)bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 Lipschitzian bir dönüşüm olsun. Eğer 

(3.1) eşitsizliği 0 ≤ 𝐿 < 1 olması halinde sağlıyorsa, 𝑇’ ye daralma (contraction) 

dönüşümü denir [5, 21]. 

         Tam olmayan metrik uzaylarda tanımlanan daralma dönüşümlerin sabit noktaya 

sahip olması gerekmez. Örneğin, 𝑋 = (0,1] olmak üzere 𝑇: 𝑋 → 𝑋 ve 𝑇𝑥 =
𝑥

2
 

dönüşümünü alalım. 𝑇 dönüşümü bir daralma dönüşümüdür, fakat sabit noktası 

yoktur.  

Lipschitz koşulunu sağlayan her dönüşüm düzgün sürekli olduğundan daralma 

dönüşümlerde düzgün süreklidir. Dolayısıyla 𝑇 sürekli değilse, bir daralma dönüşümü 

de olamaz. Buna karşın 𝑇 daralma dönüşüm olmasa bile, herhangi bir n için 𝑇𝑛 (𝑇’nin 

n. iterasyonu) bir daralma dönüşümü olabilir. 

Tanım 3.2.6.   (𝑋, 𝑑)metrik uzay olmak üzere  𝑇: 𝑋 → 𝑋  dönüşümü alınsın. ∀ 𝑥, 𝑦𝜖𝑋 

için,  

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) 

eşitsizliği gerçeklenirse T’ ye genişlemeyen (nonexpansive) dönüşüm denir [5]. 

Örnek 3.2.7.  𝑇:ℝ → ℝ,     𝑇(𝑥) =
𝑥

2
+

1

√2
  şeklinde tanımlanan dönüşüm, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  

için    ⃦⃦𝑇𝑥 − 𝑇𝑦   ⃦ ≤    ⃦
𝑥

2
+

1

√2
− (

𝑦

2
+

1

√2
)  ⃦=    ⃦

𝑥

2
−
𝑦

2
   ⃦=     ⃦

𝑥−𝑦

2
    ⃦ =

1

2
   ⃦𝑥 − 𝑦   ⃦ ≤    ⃦𝑥 −

𝑦   ⃦  

olduğundan, T bir genişlemeyen dönüşümdür. 
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 Örnek 3.2.8. 𝑇: [0,3] → [0,3], 𝑇(𝑥) = { 
1.2 ,      𝑥 = 3
0 ,       𝑥 ≠ 3 

 şeklinde tanımlanan dönüşüm, 

𝑥 = 3 ve 𝑦 = 2.5 için      ⃦ ⃦𝑇𝑥 − 𝑇𝑦    ⃦ = 1.2 > 0.5 =     ⃦𝑥 − 𝑦   ⃦ elde edilir. 

Dolayısıyla, T bir genişlemeyen dönüşüm değildir. 

Tanım 3.2.9. 𝑋 bir normlu uzay, 𝐾 ≠ ∅ , 𝐾 ⊆ 𝑋 ve 𝑇:𝐾 → 𝐾 dönüşümü olmak üzere 

Eğer ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 ve ∀ 𝑛 ∈ ℕ için  

‖𝑇𝑛𝑥 − 𝑇𝑛𝑦‖ ≤ 𝐿‖𝑥 − 𝑦‖ 

olacak biçimde 𝐿 > 0 sayısı varsa, 𝑇 ‘ye düzgün Lipschitzian dönüşüm denir [24]. 

Örnek 3.2.10.   𝑋 = [
−1

𝜋
,
1

𝜋
] ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 

𝑇𝑥 = {

0 ,                             𝑥 = 0
𝑥

2
𝑠𝑖𝑛 (

1

𝑥
)  ,             𝑥 ≠ 0  

 

bir dönüşüm olsun. Bu dönüşüm sürekli olmasına rağmen bir Lipschitzian dönüşüm 

değildir [37].  

Örnek 3.2.11. 𝑋 alışılmış norm ile reel sayılar kümesi ve  𝐾 = [−1,1] olmak üzere 

𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈: 𝐾 → 𝐾 tanımlayalım. 

                                              𝑅(𝑥) = {  
𝑥 ,                         𝑥 ∈ [0,1]             
𝑥 ,                        𝑥 ∈ [−1,0)            

 

𝑆(𝑥) = {
 − 𝑠𝑖𝑛 𝑥,                𝑥 ∈ [0,1]
 𝑠𝑖𝑛 𝑥 ,             𝑥 ∈ [−1,0)

 

                               T(x)=  {

𝑥

2
,           𝑥 ∈ [0,1] 

  
−𝑥

2
,          𝑥 ∈ [−1,0) 

 

                               U(x)=  { 

𝑥

3
,            𝑥 ∈ [0,1] 

−𝑥

3
,         𝑥 ∈ [−1,0) 

 

𝑥 ∈ 𝐾 için 𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈: 𝐾 → 𝐾 ve R, S, T, U birer genişlemeyen dönüşüm ve ortak 

sabit noktası ℱ =  𝐹(𝑅) ∩ 𝐹(𝑆) ∩ 𝐹(𝑇) ∩ 𝐹(𝑈) = {0} olan dönüşümdürler. 𝑆 nin 

genişlemeyen dönüşüm olduğu gösterelim. 

Eğer 𝑥, 𝑦 ∈ [0,1] ya da 𝑥, 𝑦 ∈ [−1,0] olsun. Buradan  

∥ 𝑆𝑥 − 𝑆𝑦 ∥= |𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 𝑠𝑖𝑛 𝑦| = 2 |𝑠𝑖𝑛
𝑥 − 𝑦

2
𝑐𝑜𝑠

𝑥 + 𝑦

2
| ≤ 2 |𝑠𝑖𝑛

𝑥 − 𝑦

2
| ≤ 2 |

𝑥 − 𝑦

2
| 

  = |x − y| olur.  
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Eğer 𝑥 ∈ [0,1] , 𝑦 ∈ [−1,0) ya da 𝑥 ∈ [−1,0) , 𝑦 ∈ [0,1] ise   

 ∥ 𝑆𝑥 − 𝑆𝑦 ∥= |𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛 𝑦| = 2 |𝑠𝑖𝑛
𝑥+𝑦

2
𝑐𝑜𝑠

𝑥−𝑦

2
| ≤ 2|𝑥 + 𝑦| ≤ |𝑥 − 𝑦| 

olduğundan S bir genişlemeyen dönüşümdür. Diğer taraftan 𝑅(𝑥), 𝑇(𝑥) ve 𝑈(𝑥)’ in 

de genişlemeyen dönüşüm oldukları kolayca gösterilebilir.  

 

 Şimdi kendisinden kendisine tanımlı genişlemeyen dönüşümler sınıfının bir 

genellemesi olan asimptotik genişlemeyen dönüşümler sınıfı ile ilgili temel kavramları 

verelim. 

Tanım 3.2.12. 𝑋 bir normlu uzay, 𝐾 ⊆ 𝑋 boş olmayan bir alt küme ve 𝑇:𝐾 → 𝐾 bir 

dönüşüm olsun. Eğer her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾   

‖𝑇𝑛𝑥 − 𝑇𝑛𝑦‖ ≤ 𝑘𝑛‖𝑥 − 𝑦‖ 

olacak şekilde 𝑘𝑛 → 1 şartını sağlayan bir {𝑘𝑛} ⊂ [1,∞) dizisi varsa, T’ ye asimptotik 

genişlemeyen dönüşüm denir [12]. 

Tanım 3.2.13. X bir normlu uzay, 𝐾 ⊆ 𝑋 boştan farklı bir alt küme olsun ve 𝑇:𝐾 → 𝐾  

bir dönüşüm olsun. Eğer 𝑝 ∈ 𝐹(𝑇) ≠ ∅ ve her 𝑥 ∈ 𝐾 için  

‖𝑇𝑥 − 𝑝‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑝‖ 

ise, T’ ye quasi-genişlemeyen  dönüşüm denir [9, 27].  

Tanım 3.2.14. 𝑋 bir normlu uzay, 𝐾 ⊆ 𝑋 boş olmayan bir alt küme ve 𝑇:𝐾 → 𝐾  bir 

dönüşüm olsun. Eğer 𝑝 ∈ 𝐹(𝑇) ≠ ∅ ve her 𝑥 ∈ 𝐾, her 𝑛 ≥ 1 için 

‖𝑇𝑛𝑥 − 𝑇𝑛𝑦‖ ≤ 𝑘𝑛‖𝑥 − 𝑦‖ 

olacak şekilde 𝑘𝑛 → 1 şartını sağlayan bir {𝑘𝑛} ⊂ [1,∞) dizisi varsa, 𝑇 dönüşümüne  

asimptotik olarak quasi-genişlemeyen dönüşüm denir [18, 24].  

Örnek 3.2.15.   𝐵ℓ2 , ℓ2 Hilbert uzayında kapalı birim yuvar ve  

{𝛼𝑖},∏ 𝛼𝑖
∞
𝑖=2 =

1

2
, (0 < 𝛼𝑖 < 1) şartını sağlayan bir reel dizi olsun. 𝑇: 𝐵ℓ2 → 𝐵ℓ2 

dönüşümünü 

𝑇(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, ⋯ ) = (0, 𝑥1
2, 𝛼2𝑥2, 𝛼3𝑥3, ⋯ ) 

biçiminde tanımlayalım. Bu durumda her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵ℓ2 için 
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                                        ‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ 2‖𝑥 − 𝑦‖ 

dir. Buradan 𝑇 Lipschitzian bir dönüşümdür. Diğer taraftan, her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵ℓ2ve 𝑛 ≥ 2 

için  

‖𝑇𝑛𝑥 − 𝑇𝑛𝑦‖ ≤ 2∏𝑎𝑖

𝑛

𝑖=2

‖𝑥 − 𝑦‖ 

olur. Limit alınırsa, lim
  𝑛→∞

𝑘𝑛 = lim
  𝑛→∞

2∏ 𝑎𝑖 = 1 n
𝑖=2  elde edilir. Dolayısıyla 𝑇 bir    

asimptotik genişlemeyen dönüşüm olmasına rağmen genişlemeyen bir dönüşüm   

olmadığı açıkça görülür [37]. 

 

Örnek 3.2.16.  X, ‖. ‖ alışılmış norm ile reel eksen olamak üzere  𝐾 = [−1,0] olsun 

ve T aşağıdaki gibi tanımlansın. 

𝑇(𝑥) = {
−2 𝑠𝑖𝑛

𝑥

2
 ,               𝑥 ∈ [0,1]

2  𝑠𝑖𝑛
𝑥

2
 ,              𝑥 ∈ [−1,0)

 

Açık olarak 𝐹(𝑇) = {0} ve T genişlemeyen dönüşümdür. Gerçekte eğer              

𝑥, 𝑦 ∈ [0,1] yada 𝑥, 𝑦 ∈ [−1,0) ise o zaman  

              ∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥= 2 |𝑠𝑖𝑛
𝑥

2
−𝑠𝑖𝑛

𝑦

2
| ≤ |𝑥 − 𝑦|  

Eğer 𝑥 ∈ [0,1], 𝑦 ∈ [−1,0) ya da  𝑦 ∈ [0,1], 𝑥 ∈ [−1,0) ise o zaman 

∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥= 2 |𝑠𝑖𝑛
𝑥

2
+𝑠𝑖𝑛

𝑦

2
| = 4 |𝑠𝑖𝑛

𝑥 + 𝑦

4
𝑐𝑜𝑠

𝑥 − 𝑦

4
| ≤ |𝑥 + 𝑦| ≤ |𝑥 − 𝑦| 

Yani, 𝑇 genişlemeyen dönüşüm olur. Diğer taraftan, T dönüşümü düzgün 

Lipschitzian ve 𝑘𝑛 ≅ 1 olarak alındığında, T dönüşümü, asimptotik genişlemeyen 

dönüşüm olur.  
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                                           4.MATERYAL ve YÖNTEM 

4.1. İterasyon Yöntemleri 

Herhangi bir dönüşümün sabit nokta veya noktalarını hesaplarken çeşitli 

iterasyon şemaları kullanılır. Bunlardan Picard iterasyonu, Mann iterasyonu, Ishikawa 

iterasyonu ve Noor iterasyonu en iyi bilinen iterasyon şemalarına örnek olarak 

verilebilir. 

Tanım 4.1.1. (𝑋. 𝑑) bir metrik uzay, 𝐾 ⊆ 𝑋 kapalı bir alt küme ve 𝑇:𝐾 → 𝐾 bir 

dönüşüm olsun. 𝑥0 ∈ 𝑋 olmak üzere Picard iterasyonu, 

                           𝑥𝑛 = 𝑇𝑥𝑛−1 = 𝑇
𝑛𝑥0, 𝑛 = 0,1,2,⋯                   (4.1) 

şeklinde tanımlanır [28].  

            Bu iterasyon, birbiri ardına olan yaklaşımlar dizisi (sequence of successive 

approximations) olarak da adlandırılır. 

Tam metrik uzay üzerinde tanımlı daralma dönüşümlerinin sabit noktalarına 

yakınsamada kullanılan önemli iterasyonlardan biri Picard iterasyonudur. Daralma 

dönüşümü yerine farklı sınıftan bir dönüşüm alınırsa Picard iterasyonu, dönüşümün 

sabit noktasına yakınsamayabilir. 

Örnek 4.1.2. 𝑋 = [0,1] olmak üzere 𝑇: [0,1] → [0,1], 𝑇𝑥 = 1 − 𝑥 dönüşümü verilsin. 

T genişlemeyen bir dönüşüm ve 𝐹(𝑇) =
1

2
  dir. Herhangi bir 𝑥0 = 𝛼 ≠

1

2
 noktası için 

(4.1) Picard iterasyonu,  

                                                𝑥1 = 𝑇𝑥0 = 1 − 𝛼 

                                    𝑥2 = 𝑇𝑥1 = 𝑇
2𝑥0 = 𝛼 

                                    𝑥3 = 𝑇𝑥2 = 𝑇
2𝑥1 = 𝑇3𝑥0 = 1 − 𝛼 

                                          ⋮ 

                                    𝑥𝑛 = 𝑇𝑥𝑛−1 = 𝑇
2𝑥𝑛−2 = ⋯ = 𝑇𝑛𝑥0 

                                          ⋮ 

biçimindedir. Bu ise (𝛼, 1 − 𝛼, 𝛼, 1 − 𝛼,⋯ ) dizisini belirtir. Bu dizi 𝛼 ≠
1

2
 için 

yakınsak olmadığından, Picard iterasyonu dönüşümün sabit noktasına yakınsamaz. 

Dolayısıyla istenilen sabit noktayı bulmak için diğer iterasyon şemalarını göz önüne 

almak gerekir. 
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Tanım 4.1.3. 𝑋 normlu uzay, 𝐾 ⊆ 𝑋 boştan farklı konveks bir alt küme, 𝑇:𝐾 → 𝐾 bir 

dönüşüm ve 𝑥0 ∈ 𝐾 keyfi bir nokta olmak üzere Mann iterasyonu, 

                    𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑥𝑛, 𝑛 = 0,1,2,⋯                       (4.2) 

şeklinde tanımlanır. Burada {𝛼𝑛}, (0,1) aralığında 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0,∑𝛼𝑛

∞

𝑛=1

= ∞ 

şartlarını sağlayan bir dizidir [23].  

         Mann tarafından 1953 yılında oluşturulmuş ve Banach daralma ilkesini 

sağlamayan dönüşümlerin sabit noktalarını elde etmek için kullanılmıştır. 

Tanım 4.1.4. X bir normlu uzay, 𝐾 ⊆ 𝑋 boş olmayan konveks alt küme, 𝑇:𝐾 → 𝐾 bir 

dönüşüm ve 𝑥0 ∈ 𝐾 keyfi bir nokta olmak üzere Ishikawa iterasyonu, 

                   {
  𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛                    

   𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑥𝑛, 𝑛 = 0,1,2,⋯
                           (4.3) 

şekinde tanımlanır. Burada {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛} ⊂ (0,1) ve  

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0 , 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝛽𝑛 = 0,∑𝛼𝑛

∞

𝑛=1

= ∞ 

dir [15].  

         1974 yılında S.Ishikawa [15]  tarafından kurulmuş, Lipschitzian ve pseudo- 

contractive dönüşümleri için Mann iterasyon yönteminin yetersizliği durumunda yeni  

bir iterasyon metodu olarak oluşturulmuştur. Bu iterasyon ilk olarak bir Hilbert 

uzayının konveks ve kompakt alt kümesi üzerinde tanımlı Lipschitzian ve pseudo- 

contractive olan bir dönüşümün sabit noktaya kuvvetli yakınsadığını göstermek 

amacıyla kullanılmıştır [3]. 

(4.3) eşitliğinde verilen iterasyonda 𝛽𝑛 = 0 alınırsa, bu iterasyon Mann 

iterasyonuna indirgenir. Buna rağmen Mann ve Ishikawa iterasyonları için yakınsama 

sonuçları arasında genel bir bağ yoktur [5]. 

Tanım 4.1.5. 𝑋 normlu uzay, 𝐾 ⊆ 𝑋 boş olmayan konveks alt küme olmak üzere 

𝑇:𝐾 → 𝐾 dönüşümü verilsin. 𝑥0 ∈ 𝐾 keyfi bir nokta olmak üzere Noor iterasyonu,  
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{

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛            

𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛             

𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑥𝑛, 𝑛 ≥ 1

                    (4.4) 

şeklinde tanımlanır. Burada {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛}, {𝛾𝑛} ⊂ (0,1) ve  

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝛼𝑛= 0, 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝛽𝑛= 0, 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝛾𝑛 = 0,∑𝛼𝑛 = ∞

∞

𝑛=1

 

dir [25]. 

            Nilsrakoo ve Saejung [24]’ de, düzgün konveks Banach uzayında kendi üzerine 

olan asimptotik genişlemeyen dönüşümlerin sabit noktalarının zayıf ve kuvvetli 

yakınsaklığını aşağıdaki iterasyonu kullanarak elde etmişlerdi. 

 { 

 𝑧𝑛 = 𝑎𝑛𝑇
𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝑎𝑛)𝑥𝑛                                                                                         

  𝑦𝑛 = 𝑏𝑛𝑇
𝑛𝑧𝑛 + 𝑐𝑛𝑇

𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)𝑥𝑛                                                 (4.5)

𝑥𝑛+1 = 𝛼𝑛𝑇
𝑛𝑦𝑛 + 𝛽𝑛𝑇

𝑛𝑧𝑛 + 𝛾𝑛𝑇
𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛, ∀𝑛 ≥ 1         

 

{𝑎𝑛}, {𝑏𝑛}, {𝑐𝑛}, {𝑏𝑛 + 𝑐𝑛}, {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛}, {𝛾𝑛}, {𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 + 𝛾𝑛} ⊂ [0,1] 

koşulları sağlansın. Eğer (4.5)’ de, {𝛾𝑛} = 0 alınırsa [32]’ de tanımlanan geliştirilmiş 

Noor iterasyonuna indirgenir ve   

 { 

  𝑧𝑛 = 𝑎𝑛𝑇
𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝑎𝑛)𝑥𝑛                                                                                            

  𝑦𝑛 = 𝑏𝑛𝑇
𝑛𝑧𝑛 + 𝑐𝑛𝑇

𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)𝑥𝑛                                                (4.6)     

 𝑥𝑛+1 = 𝛼𝑛𝑇
𝑛𝑦𝑛 + 𝛽𝑛𝑇

𝑛𝑧𝑛 + (1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛, ∀𝑛 ≥ 1                                               

 

şeklinde tanımlanır. Eğer (4.5)’ de, {𝑐𝑛} = {𝛽𝑛} = {𝛾𝑛} = 0 alınırsa, [25]’ da 

tanımlanan Noor iterasyonuna indirgenir ve  

{ 

 𝑧𝑛 = 𝑎𝑛𝑇
𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝑎𝑛)𝑥𝑛                                                                                               

 𝑦𝑛 = 𝑏𝑛𝑇
𝑛𝑧𝑛 + (1 − 𝑏𝑛)𝑥𝑛                                                                                  (4.7)     

 𝑥𝑛+1 = 𝛼𝑛𝑇
𝑛𝑦𝑛 + (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛             ∀𝑛 ≥ 1                                                                

 

şeklinde tanımlanır. Eğer (4.5)’ de, {𝑎𝑛} = {𝑐𝑛} = {𝛽𝑛} = {𝛾𝑛} = 0  alınırsa, [15]’ da 

tanımlanan Ishikawa iterasyonuna indirgenir ve  

{ 

                                                                                   
 𝑦𝑛 = 𝑏𝑛𝑇

𝑛𝑧𝑛 + (1 − 𝑏𝑛)𝑥𝑛                                                                               (4.8)     

 𝑥𝑛+1 = 𝛼𝑛𝑇
𝑛𝑦𝑛 + (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛,             ∀𝑛 ≥ 1                                                               

 

şeklinde tanımlanır. Eğer (4.5)’ de, {𝑎𝑛} = {𝑏𝑛} = {𝑐𝑛} = {𝛽𝑛} = {𝛾𝑛} = 0 ise 

alınırsa, [23]’ de tanımlanan Mann iterasyonuna indirgenir ve 

          𝑥𝑛+1 = 𝛼𝑛𝑇
𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛,       ∀𝑛 ≥ 1                                        (4.9)  

şeklinde tanımlanır. 
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4.2. Bazı Gerekli Tanım ve Lemmalar  

Bu kısımda, 5. Bölüm için gerekli olan bazı tanım ve lemmalar verilmiştir. 

Tanım 4.2.1. X bir reel Banach uzayı ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Eğer, X ‘deki 

{𝑥𝑛} dizisi 𝑥∗’ a zayıf ve 𝑇𝑥𝑛 dizisi p’ ye kuvvetli yakınsadığında 𝑇𝑥∗ = 𝑝 oluyorsa, 

𝑇  dönüşümüne 𝑝 noktasında demiclosed (yarı-kapalı) denir [8, 37].   

Tanım 4.2.2. Bir 𝑋 Banach uzayında 𝑥𝑛 ⇀ 𝑥 zayıf yakınsaması ∀ 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑦 ≠ 𝑥 için 

𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ < 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑦‖ 

olmasını gerektiriyorsa, 𝑋 Banach uzayı, Opial’in şartını sağlıyor denir [26]. 

Örnek 4.2.3. Her Hilbert uzayı Opial şartını sağlar. Yani, 𝑋 Hilbert uzayında, {𝑥𝑛} 

dizisi 𝑥 ∈ 𝑋 noktasına zayıf yakınsak ise ∀ 𝑦 ∈ 𝑋 ve 𝑦 ≠ 𝑥 için  

𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ < 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑦‖ 

olur. Bilindiği üzere,  zayıf yakınsak dizi, sınırlıdır. O zaman, 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ ve 

𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑦‖ sonludur. 

‖𝑥𝑛 − 𝑦‖
2 = ‖𝑥𝑛 − 𝑥 + 𝑥 − 𝑦‖

2 = ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖
2 + ‖𝑥 − 𝑦‖2 + 2〈𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑥 − 𝑦〉 

olduğundan 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑦‖
2 > 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝

𝑛→∞
‖𝑥𝑛 − 𝑥‖

2 bulunur [37]. 

Tanım 4.2.4.  𝐾, 𝑋  Banach uzayının boştan farklı bir alt kümesi ve  𝑇:𝐾 → 𝐾 bir 

dönüşümü olsun. Eğer 𝐾’ daki her sınırlı {𝑥𝑛} dizisi için 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛‖ = 0 oluyorsa  

T dönüşümüne semikompakt denir. O zaman {𝑥𝑛} dizisinin, 𝐾 ’da 𝑥∗ sabit noktasına  

kuvvetli yakınsak olan bir {𝑥𝑛𝑗} alt dizisi vardır [7]. 

Tanım 4.2.5.   𝐾, 𝑋  Banach uzayının boştan farklı bir alt kümesi ve  𝑇:𝐾 → 𝐾 bir 

dönüşüm olsun. Eğer her sınırlı {𝑥𝑛} dizisinin, bir {𝑥𝑛𝑗} alt dizisi var ve {𝑇𝑥𝑛𝑗} dizisi, 

T’nin görüntü kümesinde yakınsak ise, T dönüşümüne tamamen süreklidir denir [7]. 

Tanım 4.2.6. 𝐾, 𝑋 Banach uzayının boştan farklı bir alt kümesi, 𝑇:𝐾 → 𝐾 bir dönüşüm 

ve 𝐹(𝑇) ≠ ∅ olsun. Eğer her 𝑟 > 0 için 𝑓(𝑟) > 0, 𝑓(0) = 0 olacak şekilde 

azalmayan bir 𝑓: [0,∞) →[0,∞) fonksiyonu var ve her 𝑥 ∈ 𝐾 için  
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‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ ≥ 𝑓(𝑑(𝑥, 𝐹(𝑇)) 

ise 𝑇’ ye (A) şartını sağlıyor denir [30]. 

            Burada 𝑑(𝑥, 𝐹(𝑇)) = 𝑖𝑛𝑓𝑦∈𝐹(𝑇)𝑑(𝑥, 𝑦)’ dir. (A) şartı, 𝐾 ‘nın kompaktlığından 

daha zayıftır [33]. 

𝑇1, 𝑇2, 𝑇3: 𝐾 → 𝐾 olmak üzere üç dönüşüm için (A) şartı aşağıdaki şekilde 

genelleştirilir. 

Tanım 4.2.7. 𝐾 boştan farklı 𝑋 Banach uzayının alt kümesi ve 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3: 𝐾 → 𝐾 

verilsin. Eğer ∀𝑟 > 0 için 𝑓(𝑟) > 0, 𝑓(0) = 0 olacak şekilde azalmayan bir 

𝑓: [0,∞) →[0,∞) fonksiyonu var ve her 𝑥 ∈ 𝐾 için  

1

3
(‖𝑥 − 𝑇1𝑥‖ + ‖𝑥 − 𝑇2𝑥‖ + ‖𝑥 − 𝑇3𝑥‖) ≥ 𝑓(𝑑(𝑥, 𝐹(𝑇)) 

ise 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3: 𝐾 → 𝐾 dönüşümleri (Aʹ) şartını sağlıyor denir [4]. 

Diğer yandan 𝑇1 = 𝑇2 = 𝑇3 = 𝑇  alınırsa, (A), (Aʹ) şartının özel bir durumu 

olduğu açıktır. 

 𝐾, boştan farklı  𝑋 Banach uzayının alt kümesi ve 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3: 𝐾 → 𝐾 verilsin. 

Eğer ∀𝑟 > 0 için 𝑓(𝑟) > 0, 𝑓(0) = 0 olacak şekilde azalmayan bir 𝑓: [0,∞) →[0,∞) 

fonksiyonu var ve her 𝑥 ∈ 𝐾 için  

𝑚𝑎𝑥1≤𝑖≤3(‖𝑥 − 𝑇𝑖𝑥‖) ≥ 𝑓(𝑑(𝑥, 𝐹(𝑇)) 

ise 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3: 𝐾 → 𝐾 dönüşümleri (A") şartını sağlıyor denir[4]. 

Ayrıca yine  𝑇1 = 𝑇2 = 𝑇3 = 𝑇 alınırsa, (A), (A") şartının özel bir durumu 

olur. 

Lemma 4.2.8.  {𝑎𝑛}, {𝑏𝑛} ve {𝛿𝑛} diziler olmak üzere 

             𝑎𝑛+1 ≤ (1 + 𝛿𝑛)𝑎𝑛 + 𝑏𝑛, 𝑛 ≥ 1 

eşitsizliğini gerçekleyen negatif olmayan reel sayı dizileri olsun. Şayet ∑ 𝑏𝑛 < ∞∞
𝑛=1  

ve ∑ 𝛿𝑛 < ∞
∞
𝑛=1  ise 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
𝑎𝑛 vardır [33]. 

Lemma 4.2.9.  𝑋, Opial’in şartını sağlayan bir Banach uzayı, {𝑥𝑛}, 𝑋 ‘de bir dizi ve  

𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 için 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑢‖ ve 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑣‖ limitleri var olsun. Eğer {𝑥𝑛} dizisinin 
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{𝑥𝑛𝑘}  ve {𝑥𝑚𝑘
} alt dizileri sırasıyla 𝑢 ve 𝑣 noktalarına zayıf yakınsıyorlarsa 𝑢 = 𝑣 

olur [32]. 

Şimdi asimptotik genişlemeyen dönüşümler ile demiclosed (yarı-kapalı) olma 

durumu arasındaki bağıntıyı verelim. Daha sonra da asimptotik genişlemeyen 

dönüşümlerin varlık teoremi verilecektir.  

Lemma 4.2.10. 𝐾, Opial’in şartını sağlayan Banach uzayının boş olmayan zayıf 

kompakt bir alt kümesi ve 𝑇:𝐾 → 𝐾 asimptotik genişlemeyen bir dönüşüm olsun. 

{𝑥𝑛}, 𝑛 → ∞ iken  𝑥𝑛 → 𝑥 ∈ 𝐾 ve 𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛 → 0 şartlarını sağlayan bir dizi ise {𝑇𝑥𝑛} 

dizisi 𝑥 ∈ 𝐾 noktasına zayıf yakınsar [1]. 

Teorem 4.2.11. 𝐾, Opial’in şartını sağlayan düzgün konveks Banach uzayının boş 

olmayan zayıf kompakt, konveks alt kümesi ve 𝑇:𝐾 → 𝐾 asimptotik genişlemeyen bir 

dönüşüm olsun. O halde (𝐼 − 𝑇) 0’ da demiclosed (yarı-kapalı) olur [1]. 

Teorem 4.2.12. 𝑋 düzgün konveks  Banach uzayı,  𝐾’ da bu uzayın boştan farklı kapalı 

konveks sınırlı bir alt kümesi ve  𝑇:𝐾 → 𝐾 asimptotik genişlemeyen dönüşüm olsun. 

O halde (𝐼 − 𝑇) sıfırda demiclosed (yarı-kapalı) olur [39]. 

Teorem 4.2.13. 𝑋 düzgün konveks  Banach uzayı, 𝐾 da bu uzayın boştan farklı kapalı 

konveks sınırlı bir alt kümesi ve 𝑇:𝐾 → 𝐾 bir asimptotik genişlemeyen dönüşüm 

olsun. O halde 𝐹(𝑇) kümesi kapalı ve konvekstir [12]. 

Lemma 4.2.14. 𝑘 > 1 sabit bir sayı ise 𝑋 Banach uzayı düzgün konvekstir ancak ve 

ancak  tüm 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵𝑋 ≔ {𝑥 ∈ 𝑋: ‖𝑥‖ ≤ 𝑟}, 𝑟 > 0  ve 𝜆 ∈ [0,1] için     

 ‖(1 − 𝜆)𝑥 + 𝜆𝑦‖𝑘 ≤ 𝜆‖𝑥‖𝑘 + (1 − 𝜆)‖𝑦‖𝑘 + 𝜔𝑘(𝜆)𝑔(‖𝑥 − 𝑦‖)  

ve 𝑔(0) = 0 olacak şekilde 𝑔: [0,∞) → [0,∞) sürekli, kuvvetli artan ve konveks 

fonksiyonu vardır. Burada  𝜔𝑘(𝜆) =  𝜆(1 − 𝜆)𝑘 − 𝜆𝑘(1 − 𝜆)’ dır [38].  

 

Lemma 4.2.15. 𝑋 düzgün konveks Banach uzayı olmak üzere ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐵𝑋 ve 𝜆 +

𝛽 + 𝛾 = 1 şartını sağlayan her λ, 𝛽, 𝛾 ∈ [0,1] için 

‖𝜆𝑥 + 𝛽𝑦 + 𝛾𝑧‖2 ≤  𝜆‖𝑥‖2 + 𝛽‖𝑦‖2 + 𝛾‖𝑧‖2 −  𝜆𝛽𝑔(‖𝑥 − 𝑦‖) 

olacak biçimde sürekli, kesin artan ve konveks bir 𝑔: [0,∞) → [0,∞),  𝑔(0) = 0 

fonksiyonu vardır [8].  
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Lemma 4.2.16. 𝑋 düzgün konveks Banach uzayı ve    

𝐵𝑋 ≔ {𝑥 ∈ 𝑋: ‖𝑥‖ ≤ 𝑅}, 𝑅 > 0 olsun. O zaman 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐵𝑋 ve 𝜆, 𝜇, 𝜉, 𝑣 ∈ [0,1]       

𝜆 + 𝜇 + 𝜉 + 𝑣 = 1 

‖𝜆𝑥 + 𝜇𝑦 + 𝜉𝑧 + 𝑣𝓌‖2 ≤ 𝜆‖𝑥‖2 + 𝜇‖𝑦‖2 + 𝜉‖𝑧‖2 + 𝑣‖𝓌‖2 

                    −
1

3
(𝑣(𝜆𝑔(‖𝑥 −𝓌‖) + 𝜇𝑔(‖𝑦 −𝓌‖) + 𝜉𝑔(‖𝑧 −𝓌‖)) 

ve  𝑔(0) = 0 olmak üzere 𝑔: [0,∞) → [0,∞) sürekli, kuvvetli artan, konveks bir 

fonksiyon vardır [24]. 

Kendisinden kendisine olan asimptotik genişlemeyen dönüşümlerin tanımı, 3.2 

kısımda verilmişti. Bu kısımda ise kendisinden kendisine olan asimptotik 

genişlemeyen dönüşümler ile ilgili bilinen temel teorem ve lemmalar verildi.  Buradan 

itibaren kendisinden kendisine olmayan (nonself) asimptotik genişlemeyen dönüşüm 

kavramı verilecektir. 

 

4.3. Kendisinden Kendisine Olmayan Asimptotik Genişlemeyen Dönüşümler 

Kendisinden kendisine olmayan bir dönüşüm için kullanılan iterasyon süreci 

iyi tanımlı olmayabilir. Bu iterasyon sürecini iyi tanımlı yapabilmek için bir çekmeye 

(retraction) gereksinim duyulmaktadır. 

Tanım 4.3.1. 𝐾, bir 𝑋  reel Banach uzayının alt kümesi olsun. Her 𝑥 ∈ 𝐾 için 𝑃𝑥 = 𝑥 

olacak biçimde 𝑃: 𝑋 → 𝐾 sürekli dönüşüm varsa, 𝐾‘ya 𝑋‘in çekilmesi (retract) denir 

[36]. 

Düzgün konveks Banach uzayında alınan her kapalı konveks alt küme, bir 

çekmedir. 𝑃: 𝑋 → 𝑋 dönüşümünün bir çekme (retraction) olabilmesi için 𝑃2 = 𝑃 

durumunun gerçeklenmesi gereklidir. 

Asimptotik olarak genişlemeyen dönüşümlerin önemli bir genelleştirmesi olan 

kendisinden kendisine olmayan (nonself) asimptotik olarak genişlemeyen dönüşüm 

kavramını ilk defa Chidume ve ark. [6] ifade etmişlerdir. 

Tanım 4.3.2. 𝐾, bir 𝑋 reel normlu uzayının boştan farklı bir alt kümesi ve 𝑃: 𝑋 → 𝐾 

dönüşümü 𝑋’ in 𝐾 üzerindeki bir genişlemeyen çekmesi olsun. Eğer ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 için 
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‖𝑇(𝑃𝑇)𝑛−1𝑥 − 𝑇(𝑃𝑇)𝑛−1𝑦‖ ≤ 𝑘𝑛‖𝑥 − 𝑦‖ 

olacak şekilde 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑘𝑛 = 1 şartını sağlayan bir {𝑘𝑛} ⊂ [1,∞) dizisi varsa, 𝑇:𝐾 → 𝑋 

dönüşümüne asimptotik genişlemeyen dönüşüm denir [6,7]. 

Eğer ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 için 

‖𝑇(𝑃𝑇)𝑛−1𝑥 − 𝑇(𝑃𝑇)𝑛−1𝑦‖ ≤ 𝐿‖𝑥 − 𝑦‖ 

olacak şekilde bir 𝐿 > 0 reel sayısı varsa, 𝑇‘ye düzgün 𝐿-Lipschitzian dönüşüm adı   

verilir [6, 7, 36].  

Lemma 4.3.3. 𝑋, bir reel düzgün konveks Banach uzayı ve P genişlemeyen çekme 

olmak üzere X’ in boş olmayan kapalı kümesi K ve 𝑇:𝐾 → 𝑋 bir dönüşüm olmak 

üzere, o zaman 𝐹(𝑃𝑇) = 𝐹(𝑇) olur [ 6, 7]. 

Lemma 4.3.4. 𝐾,  bir reel düzgün konveks 𝑋 Banach uzayının boştan farklı, kapalı ve  

konveks alt kümesi olmak üzere, 𝑇:𝐾 → 𝑋 kendisinden kendisine olmayan asimptotik 

genişlemeyen dönüşüm ise (𝐼 − 𝑇) sıfırda demiclosed (yarı-kapalı) olur [6]. 

Kendisinden kendisine olmayan genişlemeyen dönüşümlerin (non-self 

nonexpansive mappings) sabit noktalara yakınsaklığı için iterasyon teknikleri [6], 

[7], [19], [31], [34], [35] ve [36] çalışmalarında ele alınmıştır. Aşağıda verilen 

iterasyonu kullanarak Chidume ve ark [6], kendisinden kendisine asimptotik 

genişlemeyen dönüşümlerin genellemesi olan kendisinden kendisine olmayan 

asimptotik genişlemeyen dönüşümler (nonself asymptotically nonexpansive 

mappings) için bazı kuvvetli ve zayıf yakınsaklık teoremlerini elde etmişlerdir.  

{
𝑦𝑛 = 𝑃(𝛽𝑛𝑇(𝑃𝑇)

𝑛−1𝑥𝑛 + (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛)                  

   𝑥𝑛+1 = 𝑃(𝛼𝑛𝑇(𝑃𝑇)
𝑛−1𝑦𝑛 + (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛), ∀𝑛 ≥ 1.

                                            (4.10)  

Burada 𝛿 ∈ (0,1) , {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛} ⊂ [𝛿, 1 − 𝛿].  
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Son zamanlarda, Temir [35], düzgün konveks Banach uzayında kendisinden 

kendisine olmayan asimptotik genişlemeyen dönüşümler için aşağıdaki üç adım 

iterasyon şemasının kuvvetli ve zayıf yakınsaklıklarını elde etmiştir. 

{
 

 
𝑧𝑛 = 𝑃(𝑎𝑛𝑇(𝑃𝑇)

𝑛−1𝑥𝑛 + (1 − 𝑎𝑛)𝑥𝑛)                                                                                                                                      

𝑦𝑛 = 𝑃(𝑏𝑛𝑇(𝑃𝑇)
𝑛−1𝑧𝑛 + 𝑐𝑛𝑇(𝑃𝑇)

𝑛−1𝑥𝑛 + (1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)𝑥𝑛)                                       (4.11)                                          

𝑥𝑛+1 = 𝑃(𝛼𝑛𝑇(𝑃𝑇)
𝑛−1𝑦𝑛 + 𝛽𝑛𝑇(𝑃𝑇)

𝑛−1𝑧𝑛 + 𝛾𝑛𝑇(𝑃𝑇)
𝑛−1𝑥𝑛 + (1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛),                                            

     ∀𝑛 ≥ 1.                                                                                                                                                                                
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                                 5. BULGULAR ve TARTIŞMA    

Bu bölümün ilk kısmında, kendisinden kendisine olan asimptotik 

genişlemeyen dönüşümler ile ilgili Nilsrakoo, Saejung [24]’de sunulan iterasyon 

süreci modifiye edilerek üç-adım iterasyonu aşağıdaki biçimde sunulmaktadır. Bu 

iterasyon kullanılarak üç tane kendisinden kendisine olan asimptotik genişlemeyen 

dönüşümlerin ortak sabit noktasına yakınsaklık teoremleri verilmektedir. Bu bölümde 

elde edilen sonuçlar, Nilsrakoo ve Saejung [24] , Suantai [32]’da elde edilen 

sonuçların bir genellemesidir. 

  { 

 𝑧𝑛 = 𝑎𝑛𝑇1
𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝑎𝑛)𝑥𝑛                                                                                                 

  𝑦𝑛 = 𝑏𝑛𝑇2
𝑛𝑧𝑛 + 𝑐𝑛𝑇2

𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)𝑥𝑛                                                     (5.1)       

 𝑥𝑛+1 = 𝛼𝑛𝑇3
𝑛𝑦𝑛 + 𝛽𝑛𝑇3

𝑛𝑧𝑛 + 𝛾𝑛𝑇3
𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛, 𝑛 ≥ 1.                   

 

Burada {𝑎𝑛}, {𝑏𝑛}, {𝑐𝑛}, {𝑏𝑛 + 𝑐𝑛}, {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛}, {𝛾𝑛}, {𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 + 𝛾𝑛} ⊂ [0,1] 

içindeki dizilerdir. 

Bununla birlikte, 𝑘𝑛 = 𝑚𝑎𝑥{𝑙𝑛
1, 𝑙𝑛

2, 𝑙𝑛
3} olmak üzere ve 𝑘𝑛 ≥ 1, ∑ (𝑘𝑛 −

∞
𝑛=1

1) < ∞ olacak şekilde bir pozitif reel sayı dizisi alalım.  

5.1. Asimptotik Genişlemeyen Dönüşümler İçin İterasyon Dizisinin Zayıf 

ve Kuvvetli Yakınsaklık Teoremleri 

Lemma 5.1.1. 𝑋 düzgün konveks Banach uzayı, 𝐾 da bu uzayın boştan farklı kapalı 

konveks sınırlı bir alt kümesi olmak üzere, 𝑖 = 1,2,3 için 𝑇𝑖: 𝐾 → 𝐾, ∑ (𝑘𝑛 − 1) <
∞
𝑛=1

∞ olacak şekilde pozitif reel dizi ve  ⋂ 𝐹(𝑇𝑖)
3
𝑖=1 = ℱ boş olmayan sabit noktası ile 

asimptotik genişlemeyen dönüşümler olmak üzere (5.1) ile tanımlanan {𝑥𝑛} dizisini 

alalım. O zaman ∀𝑝 ∈ ℱ için   𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ mevcuttur. 

İspat  𝑞 ∈ 𝐹(𝑇) olmak üzere (5.1) kullanılarak  

     ‖𝑧𝑛 − 𝑞‖ = ‖𝑎𝑛𝑇1
𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝑎𝑛)𝑥𝑛 − 𝑞)‖ 

         = ‖𝑎𝑛(𝑇1
𝑛𝑥𝑛 − 𝑞) + (1 − 𝑎𝑛)(𝑥𝑛 − 𝑞)‖ 

         ≤ 𝑎𝑛‖𝑇1
𝑛𝑥𝑛 − 𝑞‖ + (1 − 𝑎𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

         ≤ 𝑎𝑛𝑘𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ + (1 − 𝑎𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

         = (𝑎𝑛𝑘𝑛 + 1 − 𝑎𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ 
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         = (1 + 𝑎𝑛(𝑘𝑛 − 1))‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

     ‖𝑦𝑛 − 𝑞‖=‖𝑏𝑛𝑇2
𝑛 𝑧𝑛 + 𝑐𝑛𝑇2

𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

         =‖𝑏𝑛(𝑇2
𝑛 𝑧𝑛 − 𝑞) ∥ +𝑐𝑛(𝑇2

𝑛𝑥𝑛 − 𝑞) + (1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)(𝑥𝑛 − 𝑞)‖ 

          ≤ 𝑏𝑛‖𝑇2
𝑛 𝑧𝑛 − 𝑞 ∥ +𝑐𝑛 ∥ 𝑇2

𝑛𝑥𝑛 − 𝑞 ∥ +(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛) ∥ 𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

          ≤ 𝑏𝑛𝑘𝑛‖ 𝑧𝑛 − 𝑞 ∥ +𝑐𝑛𝑏𝑛 ∥ 𝑥𝑛 − 𝑞 ∥ +(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛) ∥ 𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

          ≤ (𝑏𝑛𝑘𝑛((1 + 𝑎𝑛(𝑘𝑛 − 1)) + 𝑐𝑛𝑘𝑛 + (1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛))‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

          = (1 + 𝑏𝑛𝑘𝑛 + 𝑏𝑛𝑘𝑛𝑎𝑛(𝑘𝑛 − 1) + 𝑐𝑛𝑘𝑛 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

          = (1 + 𝑏𝑛(𝑘𝑛 − 1) + 𝑏𝑛𝑘𝑛𝑎𝑛(𝑘𝑛 − 1) + 𝑐𝑛(𝑘𝑛 − 1)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑞‖ = ‖𝛼𝑛𝑇3
𝑛𝑦𝑛 + 𝛽𝑛𝑇3

𝑛𝑧𝑛 + 𝛾𝑛𝑇3
𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛−𝛾𝑛)𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

              ≤ ‖𝛼𝑛(𝑇3
𝑛𝑦𝑛 − 𝑞) + 𝛽𝑛(𝑇3

𝑛𝑧𝑛 − 𝑞) + 𝛾𝑛(𝑇3
𝑛𝑥𝑛 − 𝑞) 

                 +(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛−𝛾𝑛)(𝑥𝑛 − 𝑞)‖ 

              ≤ 𝛼𝑛‖𝑇3
𝑛𝑦𝑛 − 𝑞‖ + 𝛽𝑛‖𝑇3

𝑛𝑧𝑛 − 𝑞‖ + 𝛾𝑛‖𝑇3
𝑛𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

                 +(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛−𝛾𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

              ≤ 𝛼𝑛𝑘𝑛‖𝑦𝑛 − 𝑞‖ + 𝛽𝑛𝑘𝑛‖𝑧𝑛 − 𝑞‖ + 𝛾𝑛𝑘𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑞‖  

                +(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛−𝛾𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖  

                          ≤ 𝛼𝑛𝑘𝑛(1 + 𝑏𝑛(𝑘𝑛 − 1) + 𝑏𝑛𝑘𝑛𝑎𝑛(𝑘𝑛 − 1) + 𝑐𝑛(𝑘𝑛 − 1)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

                            +𝛽𝑛𝑘𝑛(1 + 𝑎𝑛(𝑘𝑛 − 1))‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ + 𝛾𝑛𝑘𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

                            +(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛−𝛾𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

                          = (1 + 𝑎𝑛𝑘𝑛 + 𝑏𝑛𝑘𝑛𝑎𝑛(𝑘𝑛 − 1) + 𝑎𝑛𝑏𝑛𝑘𝑛
2𝛼𝑛(𝑘𝑛 − 1)    

                            +𝑐𝑛𝑘𝑛𝑎𝑛(𝑘𝑛 − 1)−𝑎𝑛 + 𝛽𝑛𝑘𝑛 + 𝛽𝑛𝑘𝑛𝑎𝑛(𝑘𝑛 − 1)    

                            −𝛽𝑛 + 𝛾𝑛𝑘𝑛 − 𝛾𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

                          = (1 + 𝑎𝑛(𝑘𝑛 − 1) + 𝑏𝑛𝑘𝑛𝑎𝑛(𝑘𝑛 − 1) 

                            +𝑘𝑛𝑏𝑛𝑎𝑛(𝑘𝑛 − 1) + 𝑐𝑛(𝑘𝑛 − 1) 

                            +𝛽𝑛(𝑘𝑛 − 1) + 𝛽𝑛𝑘𝑛𝑎𝑛(𝑘𝑛 − 1) + 𝛾𝑛(𝑘𝑛 − 1))‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

elde edilir.∑ (𝑘𝑛 − 1) < ∞∞
𝑛=1  olduğundan, Lemma 4.2.8 gereği 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

mevcuttur. 
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Lemma 5.1.2. 𝑋 düzgün konveks Banach uzayı, 𝐾’ da bu uzayın boştan farklı kapalı 

konveks sınırlı bir alt kümesi, 𝑖 = 1,2,3 için 𝑇𝑖: 𝐾 → 𝐾, ∑ (𝑘𝑛 − 1) < ∞∞
𝑛=1  olacak 

şekilde pozitif reel dizi ve  ⋂ 𝐹(𝑇𝑖)
3
𝑖=1 = ℱ boş olmayan sabit noktası ile asimptotik 

genişlemeyen dönüşümler olmak üzere, (5.1) de tanımlanan {𝑥𝑛} dizisini alalım. Bu 

durumda aşağıdaki ifadeler elde edilir. 

 

       𝟏.  0 < 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓𝑛𝛼𝑛 ≤ 𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝𝑛(𝛼𝑛 + 𝛽𝑛+𝛾𝑛) < 1 ise  

                                𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∥ 𝑇3
𝑛𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0’dır. 

       𝟐.   0 < 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓𝑛𝛽𝑛 ≤ 𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝𝑛(𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 + 𝛾𝑛) < 1 ise  

                                                 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∥ 𝑇3
𝑛𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0’dır. 

 𝟑.   0 < 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓𝑛𝛾𝑛 ≤ 𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝𝑛(𝛼𝑛 + 𝛽𝑛+𝛾𝑛) < 1 ise 

                                                 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∥ 𝑇3
𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0’dır. 

 4.   0 < 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓𝑛𝛼𝑛 ≤ 𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝𝑛(𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 + 𝛾𝑛) < 1 ve 

                                    𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝𝑛(𝑏𝑛 + 𝑐𝑛) < 1 ise 

                                    𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∥ 𝑇2
𝑛𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0’dır. 

       5.     0 < 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓𝑛(𝛼𝑛𝑏𝑛 + 𝛽𝑛),      0 < 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓𝑛𝑎𝑛 ≤ 𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝𝑛𝑎𝑛 < 1    

ise 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∥ 𝑇1
𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0’ dır. 

 

İspat : Lemma 5.1.1’ de ∀𝑞 ∈ ℱ için 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑞‖ var olduğu ispatlanmıştı. O halde 

{𝑥𝑛 − 𝑞}, {𝑇1
𝑛𝑥𝑛 − 𝑞}, {𝑇2

𝑛𝑧𝑛 − 𝑞}, {𝑇3
𝑛𝑦𝑛 − 𝑞}, {𝑇3

𝑛𝑧𝑛 − 𝑞}, {𝑇3
𝑛𝑥𝑛 − 𝑞}  

dizileri sınırlıdır. 

 

 ‖𝑧𝑛 − 𝑞‖
2 = ‖𝑎𝑛𝑇1

𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝑎𝑛)𝑥𝑛 − 𝑞‖
2 

                   ≤ 𝑎𝑛‖𝑇1
𝑛𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 + (1 − 𝑎𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖
2  

                        −𝑎𝑛(1 − 𝑎𝑛)𝑔(‖𝑇1
𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)                                          

                   ≤ 𝑎𝑛𝑘𝑛
2‖𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 + (1 − 𝑎𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖
2 

                        −𝑎𝑛(1 − 𝑎𝑛)𝑔(‖𝑇1
𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖) 

 

 ‖𝑦𝑛 − 𝑞‖
2 = ‖𝑏𝑛𝑇2

𝑛𝑧𝑛 + 𝑐𝑛𝑇2
𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 
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        ≤ 𝑏𝑛‖𝑇2
𝑛𝑧𝑛 − 𝑞‖

2 + 𝑐𝑛‖𝑇2
𝑛𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 + (1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞)‖
2 

            −𝑏𝑛(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛) 𝑔(‖𝑇2
𝑛𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖) 

        ≤ 𝑏𝑛𝑘𝑛
2‖𝑧𝑛 − 𝑞‖

2 + 𝑐𝑛𝑘𝑛
2‖𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 + (1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞)‖
2 

            −𝑏𝑛(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)𝑔(‖𝑇2
𝑛𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖) 

        ≤ 𝑏𝑛𝑘𝑛
2(1 + 𝑎𝑛(𝑘𝑛

2 − 1))‖𝑥𝑛 − 𝑞)‖
2 + 𝑐𝑛𝑘𝑛

2 + (1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)) 

          ‖𝑥𝑛 − 𝑞)‖
2 − 𝑏𝑛(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)𝑔(‖𝑇2

𝑛𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖) 

           −𝑎𝑛𝑏𝑛𝑘𝑛
2(1 − 𝑎𝑛)𝑔(‖𝑇1

𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖) 

        ≤ (1 + 𝑏𝑛𝑘𝑛
2 + 𝑎𝑛𝑏𝑛𝑘𝑛

2(𝑘𝑛
2 − 1) + 𝑐𝑛𝑘𝑛

2 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖
2 

          −𝑏𝑛(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)(𝑔(‖𝑇2
𝑛𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖)) 

          −𝑎𝑛𝑏𝑛𝑘𝑛
2(1 − 𝑎𝑛)(𝑔(‖𝑇1

𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)) 

 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑞‖
2 = ‖𝛼𝑛𝑇3

𝑛𝑦𝑛 + 𝛽𝑛𝑇3
𝑛𝑧𝑛 + 𝛾𝑛𝑇3

𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛) − 𝑞)‖
2 

           ≤ 𝛼𝑛‖𝑇3
𝑛𝑦𝑛 − 𝑞‖

2 + 𝛽𝑛‖𝑇3
𝑛𝑧𝑛 − 𝑞‖

2 + 𝛾𝑛‖𝑇3
𝑛𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 

                           +(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖
2 

                           −
1

3
(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)(𝛼𝑛𝑔(∥ 𝑇3

𝑛𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖) 

               +𝛽𝑛𝑔(∥ 𝑇3
𝑛𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖) + 𝛾𝑛𝑔(∥ 𝑇3

𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)) 

             ≤ 𝛼𝑛𝑘𝑛
2‖𝑦𝑛 − 𝑞‖

2 + 𝛽𝑛𝑘𝑛
2‖𝑧𝑛 − 𝑞‖

2 + 𝛾𝑛𝑘𝑛
2‖𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 

                            +(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞)‖
2 

                −
1

3
(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)(𝛼𝑛𝑔(∥ 𝑇3

𝑛𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖) 

                +𝛽𝑛𝑔(∥ 𝑇3
𝑛𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖ + 𝛾𝑛𝑔(∥ 𝑇3

𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛 ∥) 

                        ≤ [𝛼𝑛𝑘𝑛
2(1 + 𝑏𝑛𝑘𝑛

2 + 𝑎𝑛𝑏𝑛𝑘𝑛
2(𝑘𝑛

2 − 1) + 𝑐𝑛𝑘𝑛
2 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)

+ 𝛽𝑛𝑘𝑛
2 (𝛼𝑛𝑘𝑛

2 + (1 − 𝛼𝑛)) + 𝛾𝑛𝑘𝑛
2 + (1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)] ‖𝑥𝑛

− 𝑞)‖2 −
1

3
(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)(𝛼𝑛𝑔(∥ 𝑇3

𝑛𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖)

+ 𝛽𝑛𝑔(∥ 𝑇3
𝑛𝑧𝑛 − 𝑥𝑛 ∥) + 𝛾𝑛𝑔(∥ 𝑇3

𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖))

− 𝛼𝑛𝑘𝑛
2(𝑏𝑛(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)𝑔(∥ 𝑇2

𝑛𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖) − 𝑘𝑛
4𝑎𝑛𝛼𝑛𝑏𝑛(1

− 𝑎𝑛)𝑔(∥ 𝑇1
𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖) − 𝑎𝑛𝛽𝑛𝑘𝑛

2(1 − 𝑎𝑛)𝑔(∥ 𝑇1
𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖) 
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                = [1 + (𝛼𝑛𝑘𝑛
2 + 𝑏𝑛𝛼𝑛𝑘𝑛

4 + 𝑎𝑛𝑏𝑛𝛼𝑛𝑘𝑛
6

− 𝑎𝑛𝑏𝑛𝛼𝑛𝑘𝑛
4 + 𝑐𝑛𝛼𝑛𝑘𝑛

4 − 𝑏𝑛𝛼𝑛𝑘𝑛
2 − 𝛼𝑛𝑐𝑛𝑘𝑛

2 + 𝛽𝑛𝑎𝑛𝑘𝑛
4  

+ 𝛽𝑛𝑘𝑛
2 − 𝛽𝑛𝑎𝑛𝑘𝑛

2 + 𝛾𝑛𝑘𝑛
2 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)]‖𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 −
1

3
(1

− 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)(𝛼𝑛𝑔(∥ 𝑇3
𝑛𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖) + 𝛽𝑛𝑔(∥ 𝑇3

𝑛𝑧𝑛 − 𝑥𝑛 ∥)

+ 𝛾𝑛𝑔(∥ 𝑇3
𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)) − 𝛼𝑛𝑘𝑛

2(𝑏𝑛(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)𝑔(∥ 𝑇2
𝑛𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖)

− 𝑘𝑛
4𝑎𝑛𝛼𝑛𝑏𝑛(1 − 𝑎𝑛)𝑔(∥ 𝑇1

𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖) − 𝑎𝑛𝛽𝑛𝑘𝑛
2(1

− 𝑎𝑛)𝑔(∥ 𝑇1
𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖) 

                  = 1 + (𝑘𝑛
2 − 1) 

                   [𝛼𝑛 + 𝑏𝑛𝛼𝑛 + 𝑎𝑛𝑏𝑛𝛼𝑛𝑘𝑛
4 + 𝛼𝑛𝑐𝑛𝑘𝑛

2+𝛽𝑛𝑎𝑛𝑘𝑛
2 + 𝛽𝑛 + 𝛾𝑛] ‖𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 

                         −
1

3
(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)(𝛼𝑛𝑔(∥ 𝑇3

𝑛𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖) + 𝛽𝑛𝑔(∥ 𝑇3
𝑛𝑧𝑛 − 𝑥𝑛 ∥)

+ 𝛾𝑛𝑔(∥ 𝑇3
𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)) − 𝛼𝑛𝑘𝑛

2(𝑏𝑛(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)𝑔(∥ 𝑇2
𝑛𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖)

− 𝑘𝑛
4𝑎𝑛𝛼𝑛𝑏𝑛(1 − 𝑎𝑛)𝑔(∥ 𝑇1

𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖) − 𝑎𝑛𝛽𝑛𝑘𝑛
2(1

− 𝑎𝑛)𝑔(∥ 𝑇1
𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖) 

 

 𝐴𝑛 = −
1

3
(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)(𝛼𝑛𝑔(∥ 𝑇3

𝑛𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖) + 𝛽𝑛𝑔(∥ 𝑇3
𝑛𝑧𝑛 − 𝑥𝑛 ∥) 

           +𝛾𝑛𝑔(∥ 𝑇3
𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)) − 𝛼𝑛𝑘𝑛

2(𝑏𝑛(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)𝑔(∥ 𝑇2
𝑛𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖) 

         −𝑘𝑛𝑎𝑛𝛼𝑛𝑏𝑛(1 − 𝑎𝑛)𝑔(∥ 𝑇1
𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖) − 𝑎𝑛𝛽𝑛𝑘𝑛

2(1 − 𝑎𝑛)𝑔(∥ 𝑇1
𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖) 

ve 

𝐵𝑛=(𝑘𝑛
2 − 1)[𝛼𝑛 + 𝑏𝑛𝛼𝑛 + 𝑎𝑛𝑏𝑛𝛼𝑛𝑘𝑛

4 + 𝛼𝑛𝑐𝑛𝑘𝑛
2+𝛽𝑛𝛼𝑛𝑘𝑛

2 + 𝛽𝑛 + 𝛾𝑛]  

alalım. Buradan  

                        ‖𝑥𝑛+1 − 𝑞‖
2 ≤ (1 + 𝐵𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 + 𝐴𝑛  

eşitsizliği yazılır. O zaman, 

𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)𝑔(∥ 𝑇3
𝑛𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖) ≤ 3(‖𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑞‖
2 + 𝐵𝑛)   

𝛽𝑛(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)𝑔(∥ 𝑇3
𝑛𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖) ≤ 3(‖𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑞‖
2 + 𝐵𝑛)  

𝛾𝑛(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)𝑔(∥ 𝑇3
𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖) ≤ 3(‖𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑞‖
2 + 𝐵𝑛) 

𝑎𝑛𝑏𝑛(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)𝑔(∥ 𝑇2
𝑛𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖) ≤ (‖𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑞‖
2 + 𝐵𝑛)  

𝑎𝑛𝑏𝑛𝛼𝑛(1 − 𝑎𝑛) + 𝑎𝑛𝛽𝑛(1 − 𝑎𝑛)𝑔(∥ 𝑇1
𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖) 

                                                   ≤ (‖𝑥𝑛 − 𝑞‖
2 − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑞‖

2 + 𝐵𝑛) 
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eşitsizlikleri elde edilir. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑘𝑛 = 1 ve 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ mevcut ve  

𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)𝑔(∥ 𝑇3
𝑛𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖) ≤ 3(‖𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑞‖
2 + 𝐵𝑛)   

olduğundan, 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑔(∥ 𝑇3
𝑛𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖) = 0 

olur.  g(0) = 0 , g sürekli artan fonksiyon ve  

0 ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓𝛼𝑛 ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝(𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 + 𝛾𝑛) < 1 

olduğundan 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∥ 𝑇3
𝑛𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 

elde edilir. Aynı metod kullanılarak 

                                                 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∥ 𝑇3
𝑛𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∥ 𝑇3
𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∥ 𝑇2
𝑛𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∥ 𝑇2
𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∥ 𝑇1
𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0}

 
 
 

 
 
 

                (5.2) 

bulunur. Böylece istenilen elde edilir. 

(5.2)’den faydalanarak,  𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

 ∥ 𝑥𝑛 − 𝑇1𝑥𝑛 ∥ = 0, 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

 ∥ 𝑥𝑛 − 𝑇2𝑥𝑛 ∥ = 0 ve 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

 ∥ 𝑥𝑛 − 𝑇3𝑥𝑛 ∥=0 eşitlikleri kolaylıkla aşağıdaki gibi elde edilir. (5.1) ve (5.2)’ 

den  

‖𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖ =∥ 𝛼𝑛𝑇1
𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝑎𝑛)𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ 

eşitliğinde limit alınır ve işlem yapılırsa 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖ ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝛼𝑛 ∥ 𝑇1
𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 

elde edilir. Yine  (5.1) ve (5.2)’ den 

∥ 𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 ∥= ∥ 𝛼𝑛𝑇3
𝑛𝑦𝑛 + 𝛽𝑛𝑇3

𝑛𝑧𝑛 + 𝛾𝑛𝑇3
𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛 − 𝑥𝑛) ∥ 

eşitliği yazılır ve buradan da limit alınır ve işlem yapılırsa 

                   𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 ∥≤

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝛼𝑛 ∥ 𝑇3
𝑛𝑦𝑛 − 𝑥𝑛 ∥ +𝛽𝑛 ∥ 𝑇3

𝑛𝑧𝑛 − 𝑥𝑛 ∥ +𝛾𝑛 ∥ 𝑇3
𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛 ∥ = 0 

bulunur. Ayrıca 
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          ∥ 𝑥𝑛 − 𝑇1𝑥𝑛 ∥≤∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1 ∥ +∥ 𝑥𝑛+1 − 𝑇1
𝑛+1𝑥𝑛+1 ∥ 

                                       +∥ 𝑇1
𝑛+1𝑥𝑛+1 − 𝑇1

𝑛+1𝑥𝑛 ∥ +∥ 𝑇1
𝑛+1𝑥𝑛 − 𝑇1

𝑛𝑥𝑛 ∥ 

eşitsizliği yazılır. Bilindiği gibi, asimptotik genişlemeyen dönüşümün bir düzgün 

Lipschitzian dönüşüm olduğu kullanılır ve limiti alınırsa  

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

 ∥ 𝑥𝑛 − 𝑇1𝑥𝑛 ∥  ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

( ∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1 ∥ +∥ 𝑥𝑛+1 − 𝑇1
𝑛+1𝑥𝑛+1 ∥ 

                                        +𝐿 ∥ 𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 ∥ +𝐿 ∥ 𝑇1
𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛 ∥) = 0 

elde edilir. Ayrıca benzer işlemler yapıldığında  

                             𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

 ∥ 𝑥𝑛 − 𝑇2𝑥𝑛 ∥ = 0 ve 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

 ∥ 𝑥𝑛 − 𝑇3𝑥𝑛 ∥=0 

 olduğu bulunur. 

Teorem 5.1.3.   𝑋 düzgün konveks Banach uzayı, 𝐾’ da bu uzayın boştan farklı kapalı 

konveks sınırlı bir alt kümesi, 𝑖 = 1,2,3 için 𝑇𝑖: 𝐾 → 𝐾, ∑ (𝑘𝑛 − 1) < ∞∞
𝑛=1  olacak 

şekilde pozitif reel dizi ve  ⋂ 𝐹(𝑇𝑖)
3
𝑖=1 = ℱ boş olmayan sabit noktası ile asimptotik 

genişlemeyen dönüşümler olmak üzere, (5.1) de tanımlanan {𝑥𝑛} dizisini alalım. Eğer 

𝑇𝑖 (𝑖 = 1,2,3) ‘den en az biri tamamen sürekli veya semikompakt ve                                       

ℱ = 𝐹(𝑇1)⋂𝐹(𝑇2)⋂𝐹(𝑇3) ≠ ∅ ise o zaman {𝑥𝑛}, {𝑦𝑛}, {𝑧𝑛} dizileri 𝑇𝑖 (𝑖 = 1,2,3) 

dönüşümlerinin ortak sabit noktalarına kuvvetli yakınsar. 

İspat: 𝑇𝑖 (𝑖 = 1,2,3)‘den en az biri tamamen sürekli dönüşüm ve {xn} ⊂ K 

olduğundan 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑇1𝑥𝑛𝑘 → 𝑞∗ olduğu için {𝑇1𝑥𝑛} dizisinin {𝑇1𝑥𝑛𝑘} alt dizisi vardır. Bu 

yüzden, 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑇1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 elde edildiğinden, 𝑘 → ∞ için 𝑥𝑛𝑘 → 𝑞∗ olur.𝑇1 in 

sürekliliğinden 𝑇1𝑞
∗ = 𝑞∗ dır. Buradan hareketle 𝑇2𝑞

∗ = 𝑞∗ ve 𝑇3𝑞
∗ = 𝑞∗elde edilir. 

Böylece 𝑞∗ ∈ ℱ için 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑞
∗‖ mevcut olduğundan {𝑥𝑛}, 𝑞

∗ a kuvvetli yakınsar. 

Ayrıca ‖𝑦𝑛 − 𝑞
∗‖ ≤ ‖𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑞

∗‖ dan {𝑦𝑛}, 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3 dönüşümlerinin 

ortak sabit noktasına kuvvetli yakınsar. Benzer olarak, ‖𝑧𝑛 − 𝑞
∗‖ ≤ ‖𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖ +

‖𝑥𝑛 − 𝑞
∗‖ dan {𝑧𝑛} de 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3 dönüşümlerinin ortak sabit noktasına kuvvetli 

yakınsar. 

Şimdi, 𝑇1 semikompakt olsun. {𝑥𝑛} sınırlı ve 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑇1𝑥𝑛‖ = 0 

olduğundan 𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

𝑥𝑛𝑘 = 𝑞∗ olduğu kabul edilecek şekilde {𝑥𝑛} dizisinin bir {𝑥𝑛𝑘} alt 
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dizisi vardır. Lemma 4.2.12’ den 𝐼 − 𝑇1 sıfırda demiclosed(yarı-kapalı) olduğundan  

𝑇1𝑞
∗ = 𝑞∗ olur. Benzer olarak 𝑇2𝑞

∗ = 𝑞∗ ve  𝑇3𝑞
∗ = 𝑞∗ olur. Tüm 𝑞∗ ∈ ℱ için 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑞
∗‖ mevcut olduğundan {𝑥𝑛} dizisi 𝑞∗ ye kuvvetli yakınsar. 

Yani,  𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑞
∗‖ = 0 olur. Benzer işlemlerle {𝑦𝑛} ve {𝑧𝑛} dizilerinin ℱ’ 

nin 𝑞∗ elemanına yakınsadığı gösterilir. 

Teorem 5.1.4.  𝐾,  Opial şartını sağlayan düzgün konveks Banach uzayının kapalı 

konveks alt kümesi olsun. Lemma 5.1.2’ deki gibi 𝑇𝑖 (𝑖 = 1,2,3) ve {𝑥𝑛} dizisini 

tanımlayalım. Eğer ℱ ≠ ∅ ise, o zaman {𝑥𝑛} dizisi, 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3’ün ortak bir sabit 

noktasına zayıf yakınsar. 

İspat: 𝑖 = 1,2,3 için 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑖𝑥𝑛‖ = 0 olduğu Lemma 5.1.2‘de gösterilmişti. 

Şimdi {𝑥𝑛} dizisinin ℱ içinde bir tek zayıf alt dizisel limite sahip olduğunu 

ispatlayalım. Bunu ispatlamak için 𝑢 ve 𝑣 sırasıyla {𝑥𝑛} in {𝑥𝑛𝑖} ve {𝑥𝑛𝑗} alt dizilerinin 

zayıf limitleri olsun. 𝑖 = 1,2,3 için 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑖𝑥𝑛‖ = 0 olduğu Lemma 5.1.2’ den 

elde edilir ve 𝑖 = 1,2,3 için 𝐼 − 𝑇𝑖 sıfırda demiclosed (yarı-kapalı) olduğundan 𝑇1𝑢 =

𝑢, 𝑇2𝑢 = 𝑢, 𝑇3𝑢 = 𝑢 olur. Aynı yöntemle 𝑣 ∈ ℱ olduğu ispatlanır. Şimdi limitin 

tekliğini ispatlayalım. 𝑢 ≠ 𝑣 olduğunu kabul edelim  Opial’in şartından  

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑢‖ = 𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

‖𝑥𝑛𝑘 − 𝑢‖ 

                                                       < 𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

‖𝑥𝑛𝑘 − 𝑣‖ 

                                                                    ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑣‖ 

                                                       = 𝑙𝑖𝑚
𝑗→∞

‖𝑥𝑛𝑗 − 𝑣‖ 

                                                       < 𝑙𝑖𝑚
𝑗→∞

‖𝑥𝑛𝑗 − 𝑢‖ 

                                                         = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑢‖ 

yazılır. Bu ise çelişkidir. O halde 𝑢 = 𝑣’ dir. 
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5.2. Kendisinden Kendisine Olmayan Asimptotik Genişlemeyen 

Dönüşümler İçin Üç Adım İterasyon Dizisinin Yakınsaklığı 

Bu bölümde kendisinden kendisine olmayan üç tane asimptotik genişlemeyen 

dönüşümler için aşağıda verilen üç-adım iterasyonu sunulmaktadır. Bu iterasyon 

kullanılarak üç tane kendisinden kendisine olmayan asimptotik genişlemeyen 

dönüşümler için ortak sabit noktaya yakınsaklık teoremleri verilmektedir. Bu bölümde 

elde edilen sonuçlar [4], [19], [35] ve [36]’ da yapılan çalışmaların bir geliştirilmesidir. 

 

                   x1 = x ∈ K 

  

{
 
 

 
 
𝑧𝑛 = 𝑃(𝑎𝑛𝑇1(𝑃𝑇1)

𝑛−1𝑥𝑛 + (1 − 𝑎𝑛)𝑥𝑛)                                                                                                                                

𝑦𝑛 = 𝑃(𝑏𝑛𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑧𝑛 + 𝑐𝑛𝑇2(𝑃𝑇2)

𝑛−1𝑥𝑛 + (1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)𝑥𝑛)                               (5.3)                                      

 𝑥𝑛+1 = 𝑃(𝛼𝑛𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑦𝑛 + 𝛽𝑛𝑇3(𝑃𝑇3)

𝑛−1𝑧𝑛 + 𝛾𝑛𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑥𝑛                                                                                   

 +(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛), ∀𝑛 ≥ 1.
       

 

Burada, {𝑎𝑛}, {𝑏𝑛}, {𝑐𝑛}, {𝑏𝑛 + 𝑐𝑛}, {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛}, {𝛾𝑛}, {𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 + 𝛾𝑛} ⊂ [0,1] 

içinde dizilerdir. 

Bununla beraber,  𝑘𝑛 = 𝑚𝑎𝑥{𝑙1
1, 𝑙𝑛

2, 𝑙𝑛
3} olmak üzere ve 𝑘𝑛 ≥ 1, ∑ (𝑘𝑛 −

∞
𝑛=1

1) < ∞ olacak şekilde bir pozitif reel sayı dizisi olduğunu kabul edelim. 

Lemma 5.2.1.  𝑋 düzgün konveks Banach uzayı, 𝐾 da bu uzayın boştan farklı kapalı 

konveks sınırlı bir alt kümesi olsun. {𝑘𝑛} ⊂ [1,∞) dizisi ∑ (𝑘𝑛 − 1
∞
𝑛=1 ) < ∞ olmak 

üzere (i=1,2,3) için 𝑇𝑖: 𝐾 → 𝑋 kendisinden kendisine olmayan asimptotik 

genişlemeyen dönüşümler ve 𝑇𝑖 nin ortak sabit noktalarının kümesi boştan farklı olmak 

üzere {𝑥𝑛} dizisini (5.3)’ de verilen iterasyon dizisi olarak tanımlayalım. O halde       

𝑞 ∈ ℱ = 𝐹(𝑇1)⋂𝐹(𝑇2)⋂𝐹(𝑇3) ≠ ∅ ise lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ mevcuttur. 

 İspat:   ‖𝑧𝑛 − 𝑞‖ = ‖𝑃(𝑎𝑛𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 + (1 − 𝑎𝑛)𝑥𝑛 − 𝑃𝑞)‖ 

                                       ≤ ‖𝑎𝑛𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 + (1 − 𝑎𝑛)𝑥𝑛 − 𝑞‖   

                          ≤ ‖𝑎𝑛(𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑞) + (1 − 𝑎𝑛)(𝑥𝑛 − 𝑞)‖    

                              ≤ 𝑎𝑛‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑞 ∥ +(1 − 𝑎𝑛) ∥ 𝑥𝑛 − 𝑞‖  

                                             ≤ 𝑎𝑛𝑘𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑞 ∥ +(1 − 𝑎𝑛) ∥ 𝑥𝑛 − 𝑞‖  
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           = (1 + 𝑎𝑛𝑘𝑛 − 𝑎𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞 ∥= (1 + 𝑎𝑛(𝑘𝑛 − 1)) ∥ 𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

elde edilir. 

  ‖𝑦𝑛 − 𝑞‖ = ‖𝑃(𝑏𝑛𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑧𝑛 + 𝑐𝑛𝑇2(𝑃𝑇2)

𝑛−1𝑥𝑛 + (1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)𝑥𝑛) − 𝑃𝑞)‖  

                            ≤ ‖𝑏𝑛𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑧𝑛 + 𝑐𝑛𝑇2(𝑃𝑇2)

𝑛−1𝑥𝑛 + (1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

 ≤ 𝑏𝑛‖𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑞 ∥ +𝑐𝑛 ∥ 𝑇2(𝑃𝑇2)

𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑞 ∥ +(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛) ∥ 𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

                            ≤ 𝑏𝒏𝑘𝒏 ∥ 𝑧𝒏 − 𝑞 ∥ +𝑐𝒏𝑘𝒏 ∥ 𝑥𝒏 − 𝑞 ∥ +(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛) ∥ 𝑥𝑛 − 𝑞 ∥ 

             ≤ 𝑏𝒏𝑘𝒏(1 + 𝑎𝑛(𝑘𝑛 − 1)) ∥ 𝑥𝑛 − 𝑞 ∥ +(𝑐𝒏𝑘𝒏 + (1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)) ∥ 𝑥𝑛 − 𝑞 ∥ 

                                                      ≤ (1 + (𝑘𝑛 − 1)(𝑏𝒏 + 𝑐𝒏 + 𝑎𝑛𝑏𝑛𝑘𝑛)) ∥ 𝑥𝑛 − 𝑞 ∥ 

elde edilir. 

 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑞‖ = ‖𝑃(𝛼𝑛𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑦𝑛 + 𝛽𝑛𝑇3(𝑃𝑇3)

𝑛−1𝑧𝑛 + 𝛾𝑛𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑥𝑛                

+ (1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛−𝛾𝑛)𝑥𝑛) − 𝑃𝑞)‖ 

                      ≤∥ 𝛼𝑛𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑦𝑛 − 𝑞 ∥ +𝛽𝑛 ∥ 𝑇3(𝑃𝑇3)

𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑞 ∥ 

                        +𝛾𝑛 ∥ 𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑞 ∥ 

                        +(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛−𝛾𝑛) ∥ 𝑥𝑛 − 𝑞 ∥ 

                      ≤ 𝛼𝑛𝑘𝑛‖𝑦𝑛 − 𝑞 ∥ +𝛽𝑛𝑘𝑛 ∥ 𝑧𝑛 − 𝑞 ∥ +𝛾𝑛𝑘𝑛 ∥ 𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

                        +(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛−𝛾𝑛) ∥ 𝑥𝑛 − 𝑞 ∥ 

                      ≤ ⦋(𝛼𝑛𝑘𝑛)(1 + (𝑘𝑛 − 1)( 𝑏𝒏 + 𝑐𝒏 + 𝑎𝑛𝑏𝑛𝑘𝑛)) 

                        +𝛽𝑛𝑘𝑛(1 + 𝛼𝑛(𝑘𝑛 − 1)) 

                        +𝛾𝑛𝑘𝑛 + (1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛−𝛾𝑛)⦌ ∥ 𝑥𝑛 − 𝑞 ∥ 

                     ≤ [1 + (𝑘𝑛 − 1)(𝛼𝒏 + 𝛽𝒏 + 𝛾𝒏) + (𝑘𝑛 − 1)(𝑘𝑛𝛼𝑛𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑐𝑛𝑘𝑛)] 

+(𝑘𝑛 − 1)(𝛼𝒏𝑘𝒏
2𝑏𝒏𝑎𝑛) + (𝑘𝑛 − 1)(𝑘𝑛𝑎𝑛𝛽𝑛))]  ∥ 𝑥𝑛 − 𝑞 ∥ 

bulunur. Buradan da  

 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑞‖  ≤ (1 + (𝑘𝑛 − 1)(𝛼𝒏 + 𝛽𝒏 + 𝛾𝒏 + 𝑘𝑛𝛼𝑛𝑏𝑛 + 𝑘𝑛𝛼𝑛𝑐𝑛 + 𝛼𝒏𝑘𝒏
2𝑏𝒏𝑎𝑛

+ 𝛽𝒏𝑘𝒏𝑎𝑛)) ∥ 𝑥𝑛 − 𝑞 ∥ 

 

elde edilir. ∑ (𝑘𝑛 − 1) < ∞∞
𝑛=1  olduğundan ve Lemma 4.2.8 gereği, 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

mevcuttur. 
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Lemma 5.2.2.   𝑋 düzgün konveks Banach uzayı, 𝐾 da bu uzayın boştan farklı kapalı 

konveks sınırlı bir alt kümesi olsun. {𝑘𝑛} ⊂ [1,∞) dizisi ∑ (𝑘𝑛 − 1
∞
𝑛=1 ) < ∞ olmak 

üzere (i=1,2,3) için 𝑇𝑖: 𝐾 → 𝑋 kendisinden kendisine olmayan asimptotik 

genişlemeyen dönüşümler ve 𝑇𝑖 nin ortak sabit noktalarının kümesi boştan farklı olmak 

üzere {𝑥𝑛} dizisini (5.3)’ de verilen iterasyon dizisi olarak tanımlayalım. Burada 

∑ (𝑘𝑛
2 − 1) < ∞∞

𝑛=0  ve 𝑘𝑛 ≥ 1 olacak şekilde reel sayıların bir {𝑘𝑛} dizisini alalım. 

O zaman aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

   

1.         0 < 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓𝑛𝛼𝑛 ≤ 𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝𝑛(𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 + 𝛾𝑛) < 1, 

2.         0 < 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓𝑛𝛼𝑛 𝑣𝑒 0 ≤ 𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝𝑛𝑏𝑛 ≤ 𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝𝑛(𝑏𝑛 + 𝑐𝑛) < 1, 

3.         0 < 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓𝑛𝛽𝑛 ≤ 𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝𝑛(𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 + 𝛾𝑛) < 1, 

4.         0 < 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓𝑛𝛾𝑛 ≤ 𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝𝑛(𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 + 𝛾𝑛) < 1, 

5.         0 < 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓𝑛(𝛼𝑛𝑏𝑛 + 𝛽𝑛),   0 < 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓𝑛𝑎𝑛 ≤ 𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝𝑛𝑎𝑛 < 1, 

olarak kabul edelim. O zaman  

        𝑙𝑖𝑚𝑛→∞‖𝑇1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 , 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞‖𝑇2𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0, 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞‖𝑇3𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 

𝑙𝑖𝑚𝑛→∞‖𝑇3𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 , 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞‖𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0, 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞‖𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 

          𝑙𝑖𝑚𝑛→∞ ‖𝑇2𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 , 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞‖𝑇3𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 

olur. 

İspat: Lemma 5.2.1’den  𝑞 ∈ ℱ  için 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑞‖  vardır. O zaman {𝑥𝑛 − 𝑞} 

sınırlıdır. {𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑞}, {𝑇2(𝑃𝑇2)

𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑞}, {𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑦𝑛 − 𝑞}, 

 {𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑞}, {𝑇3(𝑃𝑇3)

𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑞},  

dizileri  de sınırlıdır. Böylece 

 {𝑥𝑛 − 𝑞}, {𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑞}, {𝑇2(𝑃𝑇2)

𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑞}, {𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑦𝑛 − 𝑞}, 

 {𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑞}, {𝑇3(𝑃𝑇3)

𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑞} ⊂ 𝐵𝑅    

olacak şekilde 𝑅 > 0 vardır. 

 ‖𝑧𝑛 − 𝑞‖
2 = ‖𝑃(𝑎𝑛𝑇1(𝑃𝑇1)

𝑛−1𝑥𝑛 + (1 − 𝑎𝑛)𝑥𝑛 − 𝑃𝑞)‖
2 

                  ≤ ‖𝑎𝑛𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 + (1 − 𝑎𝑛)𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 

                              ≤ ‖𝑎𝑛(𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑞) + (1 − 𝑎𝑛)(𝑥𝑛 − 𝑞)‖

2 

                              ≤ 𝑎𝑛‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 + (1 − 𝑎𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖
2  

                                 −𝑎𝑛(1 − 𝑎𝑛)𝑔(‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ )       
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               ≤ 𝑎𝑛𝑘𝑛
2‖𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 + (1 − 𝑎𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖
2 

                                 −𝑎𝑛(1 − 𝑎𝑛)𝑔(‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖) 

              ≤ (1 + 𝑎𝑛𝑘𝑛
2 − 𝑎𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 − 𝑎𝑛(1 − 𝑎𝑛)(𝑔(‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖))   

               = ((1 + 𝑎𝑛(𝑘𝑛
2 − 1))‖𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 − 𝑎𝑛(1 − 𝑎𝑛)(𝑔(‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)) 

 

‖𝑦𝑛 − 𝑞‖
2 = ‖𝑃(𝑏𝑛𝑇2(𝑃𝑇2)

𝑛−1𝑧𝑛 + 𝑐𝑛𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑥𝑛 + (1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)𝑥𝑛 − 𝑃𝑞)‖

2 

        ≤ ‖𝑏𝑛𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑧𝑛 + 𝑐𝑛𝑇2(𝑃𝑇2)

𝑛−1𝑥𝑛 + (1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)𝑥𝑛 − 𝑞)‖
2 

        ≤ 𝑏𝑛‖(𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑞‖

2 + 𝑐𝑛‖𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 

           +(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖
2 

           −𝑏𝑛(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)(𝑏𝑛 𝑔(‖𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖)) 

        ≤ 𝑏𝑛𝑘𝑛
2‖𝑧𝑛 − 𝑞‖

2 + 𝑐𝑛𝑘𝑛
2‖𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 + (1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞)‖
2 

           −𝑏𝑛(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)𝑔(‖𝑇(𝑃𝑇)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖) 

        ≤ 𝑏𝑛𝑘𝑛
2(1 + 𝑎𝑛(𝑘𝑛

2 − 1))‖𝑥𝑛 − 𝑞)‖
2 

           +(𝑐𝑛𝑘𝑛
2 + (1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛))‖𝑥𝑛 − 𝑞)‖

2 

           −𝑏𝑛(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)(𝑔(‖𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖)) 

           −𝑎𝑛𝑏𝑛𝑘𝑛
2(1 − 𝑎𝑛)(𝑔(‖𝑇1(𝑃𝑇1)

𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)) 

        = (1 + (𝑘𝑛
2 − 1)( 𝑏𝑛 + 𝑐𝑛 + 𝑎𝑛𝑏𝑛𝑘𝑛

2)) ‖𝑥𝑛 − 𝑞)‖
2 

           −𝑏𝑛(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)(𝑔(‖𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖)) 

           −𝑎𝑛𝑏𝑛𝑘𝑛
2(1 − 𝑎𝑛)(𝑔(‖𝑇1(𝑃𝑇1)

𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)) 
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‖𝑥𝑛+1 − 𝑞‖
2 = ‖𝑃(𝛼𝑛(𝑇3(𝑃𝑇3)

𝑛−1𝑦𝑛 + 𝛽𝑛𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑧𝑛 + 𝛾𝑛𝑇3(𝑃𝑇3)

𝑛−1𝑥𝑛

+ (1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛) − 𝑃𝑞)‖
2 

               ≤ 𝛼𝑛‖𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑦𝑛 − 𝑞‖

2 + 𝛽𝑛‖𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑞‖

2 

                 +𝛾𝑛‖𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 + (1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞 ∥
2 

                 −
1

3
(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)(𝛼𝑛𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)

𝑛−1𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖) 

                 +𝛽𝑛𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖) + 𝛾𝑛𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)

𝑛−1𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖)) 

 

≤ 𝛼𝑛𝑘𝑛
2‖𝑦𝑛 − 𝑞‖

2 + 𝛽𝑛𝑘𝑛
2‖𝑧𝑛 − 𝑞‖

2 + 𝛾𝑛𝑘𝑛
2‖𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 + (1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛

− 𝛾𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞)‖
2 −

1

3
(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛

− 𝛾𝑛)(𝛼𝑛𝑔(∥ 𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖) + 𝛽𝑛𝑔(

∥ 𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖) + 𝛾𝑛𝑔(∥ 𝑇3(𝑃𝑇3)

𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛 ∥)) 

 

       ≤ 𝛼𝑛𝑘𝑛
2 (1 + (𝑘𝑛

2 − 1)( 𝑏𝑛 + 𝑐𝑛 + 𝑎𝑛𝑏𝑛𝑘𝑛
2)) ‖𝑥𝑛 − 𝑞)‖

2 − 𝛼𝑛𝑏𝑛(1 − 𝑏𝑛

− 𝑐𝑛)(𝑔(‖𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖))

+ 𝛽𝑛𝑘𝑛
2 (1 + 𝛼𝑛(𝑘𝑛

2 − 1)) ‖𝑥𝑛 − 𝑞)‖
2 + 𝛾𝑛𝑘𝑛

2‖𝑥𝑛 − 𝑞)‖
2

+ (1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞)‖
2 −

1

3
(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛

− 𝛾𝑛)(𝛼𝑛𝑔(∥ 𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖)) + 𝛽𝑛𝑔(

∥ 𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖) + 𝛾𝑛𝑔(∥ 𝑇3(𝑃𝑇3)

𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛

∥)) − 𝛼𝑛𝑏𝑛(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)(𝑔(‖𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖)) − 𝑎𝑛𝛼𝑛𝑏𝑛(1

− 𝑎𝑛)(𝑔(‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)) − 𝑎𝑛𝛽𝑛(1

− 𝑎𝑛)(𝑔(‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)) 
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      ≤ [𝛼𝑛𝑘𝑛
2[𝑏𝑛𝑘𝑛

2 + 𝛽𝑛𝛼𝑛𝑘𝑛
4 − 𝛽𝑛𝛼𝑛𝑘𝑛

2 + 𝑐𝑛𝑘
2 + 1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛]

+ 𝛽𝑛𝑘𝑛
2[1 + 𝛼𝑛𝑘𝑛

2 − 𝛼𝑛]

+ [(𝛾𝑛𝑘𝑛
2 + 1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)]] ‖𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 −
1

3
𝑏𝑛𝛼𝑛𝑘𝑛

2(1 − 𝑏𝑛

− 𝑐𝑛)(𝑔(‖𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖)) −

1

3
(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛

− 𝛾𝑛)(𝛼𝑛𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖) + 𝛽𝑛𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)

𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖)

+ 𝛾𝑛𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖))−𝑏𝑛(𝛼𝑛𝑘𝑛

2)(1 − 𝑏𝑛

− 𝑐𝑛)(𝑔(‖𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖)) − 𝑏𝑛𝑎𝑛𝑘𝑛

2(𝛼𝑛𝑘𝑛
2)(1

− 𝛼𝑛)(𝑔(‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)) − 𝛽𝑛(𝛼𝑛𝑘𝑛

2)(1

− 𝛼𝑛)(𝑔(‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)) 

 

= ‖𝑥𝑛 − 𝑞‖
2 + [𝛼𝑛 𝑏𝑛𝑘𝑛

4 + 𝑏𝑛𝑎𝑛𝛼𝑛𝑘𝑛
6 − 𝛼𝑛𝑏𝑛𝑎𝑛𝑘𝑛

4 + 𝛼𝑛𝑐𝑛𝑘𝑛
4 + 𝛼𝑛𝑘𝑛

2

− 𝛼𝑛𝑏𝑛𝑘𝑛
2 − 𝛼𝑛𝑐𝑛𝑘𝑛

2 + 𝛽𝑛𝑘𝑛
2 + 𝛽𝑛𝑎𝑛𝑘𝑛

4 − 𝛽𝑛𝑎𝑛𝑘𝑛
2 + 𝛾𝑛𝑘𝑛

2

− 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛]‖𝑥𝑛 − 𝑞‖
2 −

1

3
𝑏𝑛𝛼𝑛𝑘𝑛

2(1 − 𝑏𝑛

− 𝑐𝑛)(𝑔(‖𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖)) −

1

3
(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛

− 𝛾𝑛)(𝛼𝑛𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖) + 𝛽𝑛𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)

𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖)

+ 𝛾𝑛𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖))−𝑏𝑛(𝛼𝑛𝑘𝑛

2)(1 − 𝑏𝑛

− 𝑐𝑛)(𝑔(‖𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖)) − 𝑏𝑛𝑎𝑛𝑘𝑛

2(𝛼𝑛𝑘𝑛
2)(1

− 𝑎𝑛)(𝑔(‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)) − 𝛽𝑛(𝑎𝑛𝑘𝑛

2)(1

− 𝑎𝑛)(𝑔(‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)) 
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= ‖𝑥𝑛 − 𝑞‖
2 + [𝛼𝑛(𝑘𝑛

2 − 1) + 𝛽𝑛(𝑘𝑛
2 − 1) + 𝛾𝑛(𝑘𝑛

2 − 1) + 𝛼𝑛𝑏𝑛𝑘𝑛
2(𝑘𝑛

2 − 1)

+ 𝛼𝑛𝑎𝑛𝑏𝑛𝑘𝑛
4(𝑘𝑛

2 − 1) + 𝑎𝑛𝛽𝑛𝑘𝑛
2(𝑘𝑛

2 − 1)+𝛼𝑛𝑐𝑛𝑘𝑛
2(𝑘𝑛

2

− 1)]‖𝑥𝑛 − 𝑞‖
2 −

1

3
𝑏𝑛𝛼𝑛(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)(𝑔(‖𝑇(𝑃𝑇)

𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖))

−
1

3
(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛

− 𝛾𝑛)(𝛼𝑛𝑔(‖𝑇(𝑃𝑇)
𝑛−1𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖)+𝛽𝑛𝑔(‖𝑇(𝑃𝑇)

𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖)

+ 𝛾𝑛𝑔(‖𝑇(𝑃𝑇)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)) − (𝛼𝑛𝑘𝑛

2)𝑏𝑛(1 − 𝑏𝑛

− 𝑐𝑛)(𝑔(‖𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖)) − (𝛼𝑛𝑘𝑛

2)𝑎𝑛𝑏𝑛𝑘𝑛
2(1

− 𝑎𝑛)(𝑔(‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)) − (𝛽𝑛𝑘𝑛

2)𝑎𝑛(1

− 𝑎𝑛)(𝑔(‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)) 

 

 = ‖𝑥𝑛 − 𝑞‖
2 + (𝑘𝑛

2 − 1)[𝛼𝑛 +  𝛽𝑛 + 𝛾𝑛 + (𝑏𝑛𝑎𝑛𝑘𝑛
2) + (𝛼𝑛𝑎𝑛𝑏𝑛𝑘𝑛

4)

+ (𝛽𝑛𝑎𝑛𝑘𝑛
2) + (𝑐𝑛𝛼𝑛𝑘𝑛

2)]‖𝑥𝑛 − 𝑞‖
2

− 𝑏𝑛𝑎𝑛𝑘𝑛
2(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)(𝑔(‖𝑇2(𝑃𝑇2)

𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖))

−
1

3
(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)(𝛼𝑛𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)

𝑛−1𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖)

+ 𝛽𝑛𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖) + 𝛾𝑛𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)

𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖))

− (𝛼𝑛𝑘𝑛
2)𝑏𝑛(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)(𝑔(‖𝑇2(𝑃𝑇2)

𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖))

− (𝛼𝑛𝑘𝑛
2)𝑎𝑛𝑏𝑛𝑘𝑛

2(1 − 𝑎𝑛)(𝑔(‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖))

− (𝛽𝑛𝑘𝑛
2)𝑎𝑛(1 − 𝑎𝑛)(𝑔(‖𝑇1(𝑃𝑇1)

𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)) 

 

≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑞‖
2 + (𝑘𝑛

2 − 1)[𝛼𝑛 +  𝛽𝑛 + 𝛾𝑛 + (𝑏𝑛𝑎𝑛𝑘𝑛
2) + (𝛼𝑛𝑎𝑛𝑏𝑛𝑘𝑛

4)

+ (𝛽𝑛𝑎𝑛𝑘𝑛
2) + (𝑐𝑛𝛼𝑛𝑘𝑛

2)]‖𝑥𝑛 − 𝑞‖
2

−
1

3
(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)(𝛼𝑛𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)

𝑛−1𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖)

+ 𝛽𝑛𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖) + 𝛾𝑛𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)

𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖))

− 𝛼𝑛𝑏𝑛(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)(𝑔(‖𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖))

− 𝛼𝑛𝑎𝑛𝑏𝑛(1 − 𝑎𝑛)(𝑔(‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)) − 𝛽𝑛𝑎𝑛(1

− 𝑎𝑛)(𝑔(‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)) 
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bulunur. Lemma 5.2.1’ den  𝑞 ∈ ℱ  için lim
n→∞

‖xn − q‖  vardır.  

{‖𝑥𝑛 − 𝑞‖} sınırlı olduğundan  ‖𝑥𝑛 − 𝑞‖
2 = 𝑟2   ve  

 

𝑀 = [𝛼𝑛 +  𝛽𝑛 + 𝛾𝑛 + (𝑏𝑛𝑎𝑛𝑘𝑛
2) + (𝛼𝑛𝑎𝑛𝑏𝑛𝑘𝑛

4) + (𝛽𝑛𝑎𝑛𝑘𝑛
2) + (𝑐𝑛𝛼𝑛𝑘𝑛

2)]𝑟2 

  alalım. O zaman  

‖𝑥𝑛+1 − 𝑞‖
2 ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 + (𝑘𝑛
2 − 1)𝑀

−
1

3
(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)(𝛼𝑛𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)

𝑛−1𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖)

+ 𝛽𝑛𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖) + 𝛾𝑛𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)

𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖))

− 𝛼𝑛𝑏𝑛(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)(𝑔(‖𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖)) − 𝛼𝑛𝑎𝑛𝑏𝑛(1

− 𝑎𝑛)(𝑔(‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)) − 𝛽𝑛𝑎𝑛(1

− 𝑎𝑛)(𝑔(‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)) 

yazılır. 

𝜅𝑛 = (𝑘𝑛
2 − 1)𝑀 

olarak alınırsa  ∑ (𝑘𝑛
2 − 1) < ∞∞

𝑛=1   olduğundan, ∑ 𝜅𝑛 < ∞∞
𝑛=1  olur.  

‖𝑥𝑛+1 − 𝑞‖
2 ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 + 𝜅𝑛

−
1

3
(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)(𝛼𝑛𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)

𝑛−1𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖)

+ 𝛽𝑛𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖) + 𝛾𝑛𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)

𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖))

− 𝛼𝑛𝑏𝑛(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)(𝑔(‖𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖)) − (𝛼𝑛𝑏𝑛

+ 𝛽𝑛)𝑎𝑛(1 − 𝑎𝑛)(𝑔(‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)) 

elde edilir. Buradan 

                 𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖)            (5.4) 

                                     ≤ 3(‖𝑥𝑛 − 𝑞‖
2 − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑞‖

2 + 𝜅𝑛) 

 

                 𝛽𝑛(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖)             (5.5) 

≤ 3(‖𝑥𝑛 − 𝑞‖
2 − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑞‖

2 + 𝜅𝑛) 

 

                 𝛾𝑛(1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)              (5.6) 

≤ 3(‖𝑥𝑛 − 𝑞‖
2 − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑞‖

2 + 𝜅𝑛) 
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                  𝛼𝑛𝑏𝑛(1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)𝑔(‖𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖)                     (5.7)   

≤ (‖𝑥𝑛 − 𝑞‖
2 − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑞‖

2 + 𝜅𝑛) 

 

            (𝛼𝑛𝑏𝑛 + 𝛽𝑛)𝑎𝑛(1 − 𝑎𝑛)𝑔(‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖)                 (5.8) 

≤ (‖𝑥𝑛 − 𝑞‖
2 − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑞‖

2 + 𝜅𝑛) 

eşitsizlikleri bulunur. 

 

0 < 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓𝑛𝛾𝑛 ≤ 𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝𝑛(𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 + 𝛾𝑛) < 1 

 

şartından dolayı tüm 𝑛 ≥ 𝑛0 için 0 < 𝛿 < 𝛾𝑛 ve 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 + 𝛾𝑛 < 𝛿
, < 1 olacak 

şekilde 𝛿, 𝛿 , ∈ (0,1) ve 𝑛0  pozitif tamsayısı vardır. O halde tüm 𝑛 ≥ 𝑛0 için (5.4) den  

(𝛿(1 − 𝛿 ,)) 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖) ≤ 3(‖𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑞‖
2 + 𝜅𝑛) 

 

elde edilir. Böylece, 𝑚 ≥ 𝑛0 için  

 

∑ 𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖) ≤

3

𝛿(1 − 𝛿 ,)

𝑚

𝑛=𝑛0 

∑(‖𝑥𝑛 − 𝑞‖
2 − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑞‖

2 + 𝜅𝑛)

𝑚

𝑛=𝑛0

 

 

3

𝛿(1 − 𝛿 ,)
(‖𝑥𝑛 − 𝑞‖

2 + ∑ (𝜅𝑛)

𝑚

𝑛=𝑛0

) 

yazılır. 𝑚 → ∞ alındığında ise 

∑ 𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖) < ∞

𝑚

𝑛=𝑛0

 

olduğunda  𝑔(0) = 0 olmak üzere 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑔(‖𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖) = 0 

elde edilir. 𝑔 sürekli, kuvvetli aratan fonksiyon ve (1) şartından  

 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 

elde edilir.  (5.5) - (5.8) eşitsizlikleri için aynı metod kullanılarak 
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𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 

bulunur. Şimdi 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 

olduğu gösterilecektir. İlk olarak, 

‖𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖ = ‖𝑃(𝛼𝑛𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 + (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛) − 𝑃𝑥𝑛)‖ 

                           ≤ 𝛼𝑛‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ 

                           ≤ ‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖  

eşitsizliği bulunur. Buradan da 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 olur. Sonra da 

0 < 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓𝑛𝛼𝑛 𝑣𝑒 0 ≤ 𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝𝑛𝑏𝑛 ≤ 𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝𝑛(𝑏𝑛 + 𝑐𝑛) < 1 

olduğu kabul edelim.  

‖𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛 ≤ ‖𝑇2(𝑃𝑇2)

𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑧𝑛‖ + ‖𝑇2(𝑃𝑇2)

𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖ 

                        ≤ 𝑘𝑛‖𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖ + ‖𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖ 

eşitsizliğinden 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 olur. Ayrıca,  

‖𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖ = ‖𝑃(𝑏𝑛𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑧𝑛 + 𝑐𝑛𝑇2(𝑃𝑇2)

𝑛−1𝑥𝑛 + (1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)𝑥𝑛) − 𝑃𝑥𝑛)‖ 

        ≤ 𝑏𝑛‖𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖ + 𝑐𝑛‖𝑇2(𝑃𝑇2)

𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖   

eşitsizliği bulunur. Böylece 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 

elde edilir. Diğer yandan, 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ = ‖𝑃(𝛼𝑛𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑦𝑛 + 𝛽𝑛𝑇3(𝑃𝑇3)

𝑛−1𝑧𝑛 + 𝛾𝑛𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑥𝑛

+ (1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛) − 𝑃𝑥𝑛)‖ 

                             ≤ 𝛼𝑛‖𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖ + 𝛽𝑛‖𝑇3(𝑃𝑇3)

𝑛−1𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖ 

                              +𝛾𝑛‖𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖    
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eşitsizliğinden 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ = 0 olur. Her asimptotik olarak genişlemeyen 

dönüşüm düzgün Lipschitzian dönüşüm olduğundan  

‖𝑥𝑛+1 − 𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−2𝑥𝑛+1‖ ≤ ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑇1(𝑃𝑇1)

𝑛−2𝑥𝑛‖ 

                                                            +‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−2𝑥𝑛 − 𝑇1(𝑃𝑇1)

𝑛−2𝑥𝑛+1‖        (5.9) 

                                                          ≤ ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ + 𝐿‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ 

                                                            +‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−2𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖                   

eşitsizliği elde edilir. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−2𝑥𝑛+1‖ = 0 ’dır. Ek olarak (𝑃𝑇)1−1, K’ 

dan K’ ya birim dönüşüm olarak gösterilir. (5.9) eşitsizliğinden 

                ‖𝑥𝑛+1 − 𝑇1𝑥𝑛+1‖ ≤ ‖𝑥𝑛+1 − 𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛+1‖ 

                                                       +‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛+1 − 𝑇1𝑥𝑛+1‖ 

                                    = ‖𝑥𝑛+1 − 𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−1𝑥𝑛+1‖ 

                                               +𝐿‖𝑇1(𝑃𝑇1)
𝑛−2𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛+1‖ 

eşitsizliğinden 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑇1𝑥𝑛+1‖ = 0. Benzer olarak 

 ‖𝑥𝑛+1 − 𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−2𝑥𝑛+1‖ ≤ ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑇2(𝑃𝑇2)

𝑛−2𝑥𝑛‖ 

                                     +‖𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−2𝑥𝑛 − 𝑇2(𝑃𝑇2)

𝑛−2𝑥𝑛+1‖ 

                                  ≤ ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ + 𝐿‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ 

                                    +‖𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−2𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖  

eşitsizliğinden 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−2𝑥𝑛+1‖ = 0. Buradan da 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑇2𝑥𝑛+1‖ ≤ ‖𝑥𝑛+1 − 𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑥𝑛+1‖ + ‖𝑇2(𝑃𝑇2)

𝑛−1𝑥𝑛+1 − 𝑇2𝑥𝑛+1‖ 

= ‖𝑥𝑛+1 − 𝑇2(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑥𝑛+1‖ + 𝐿‖𝑇2(𝑃𝑇2)

𝑛−2𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛+1‖   

eşitsizliği elde edilir. lim
n→∞ 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑇2𝑥𝑛+1‖ = 0 ’dır. Yine benzer şekilde, 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑇3𝑥𝑛+1‖ ≤ ‖𝑥𝑛+1 − 𝑇3(𝑃𝑇3)
𝑛−1𝑥𝑛+1‖ + ‖𝑇3(𝑃𝑇3)

𝑛−1𝑥𝑛+1 − 𝑇3𝑥𝑛+1‖ 

= ‖𝑥𝑛+1 − 𝑇3(𝑃𝑇2)
𝑛−1𝑥𝑛+1‖ + 𝐿‖𝑇3(𝑃𝑇3)

𝑛−2𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛+1‖  

eşitsizliğinden 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑇3𝑥𝑛+1‖ = 0 elde edilir. Böylece 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑇1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0, 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑇2𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0, 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑇3𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0, 

oldukları ispatlanmış olur. 
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Teorem 5.2.3.   𝑋 düzgün konveks Banach uzayı, 𝐾 da bu uzayın boştan farklı kapalı 

konveks sınırlı bir alt kümesi olsun. {𝑘𝑛} ⊂ [1,∞) dizisi ∑ (𝑘𝑛 − 1
∞
𝑛=1 ) < ∞ olmak 

üzere (i=1,2,3) için 𝑇𝑖: 𝐾 → 𝑋 kendisinden kendisine olmayan asimptotik 

genişlemeyen dönüşümler ve 𝑇𝑖 nin ortak sabit noktalarının kümesi boştan farklı olmak 

üzere {𝑥𝑛} dizisini (5.3)’ de verilen iterasyon dizisi olarak tanımlayalım. Eğer 𝑇𝑖  (𝑖 =

1,2,3) den en az biri tamamen sürekli veya semikompakt ve ℱ =

𝐹(𝑇1)⋂𝐹(𝑇2)⋂𝐹(𝑇3) ≠ ∅ ise o zaman {𝑥𝑛}, {𝑦𝑛}, {𝑧𝑛} dizileri 𝑇𝑖 (𝑖 = 1,2,3) 

dönüşümlerinin ortak sabit noktalarına kuvvetli yakınsar. 

İspat : 𝑇𝑖 (𝑖 = 1,2,3) den en az biri tamamen sürekli dönüşüm ve {𝑥𝑛} ⊂ 𝐾 

olduğundan 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑇1𝑥𝑛𝑘 → 𝑞∗ olduğu kabul edilecek şekilde {𝑇1𝑥𝑛} dizisinin {𝑇1𝑥𝑛𝑘} 

alt dizisi vardır. Bu yüzden, 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑇1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 elde edildiğinden,  𝑘 → ∞ için 

𝑥𝑛𝑘 → 𝑞∗ olur.T1 in sürekliliğinden 𝑇1𝑞
∗ = 𝑞∗ dır. Buradan hareketle, 𝑇2𝑞

∗ = 𝑞∗ ve 

𝑇3𝑞
∗ = 𝑞∗ elde edilir. Böylece, 𝑞∗ ∈ ℱ için 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
‖𝑥𝑛 − 𝑞

∗‖ mevcut olduğundan 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑞
∗‖ = 0 olur. Böylece    {𝑥𝑛} 𝑞

∗’ a kuvvetli yakınsar. Ayrıca ‖𝑦𝑛 − 𝑞
∗‖ ≤

‖𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑞
∗‖ dan 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
‖𝑦𝑛 − 𝑞

∗‖ = 0 olur. Benzer olarak, ‖𝑧𝑛 − 𝑞
∗‖ ≤

‖𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑞
∗‖ dan 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
‖𝑧𝑛 − 𝑞

∗‖ = 0 elde edilir. 

Şimdi, 𝑇1’in semikompakt olduğunu kabul edelim. Lemma 5.2.1 gereği {𝑥𝑛} 

sınırlıdır ve Lemma 5.2.2’den 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑇1𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 olduğundan, 𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

𝑥𝑛𝑘 = 𝑞
∗ elde 

edilecek şekilde {𝑥𝑛} dizisinin bir {𝑥𝑛𝑘} alt dizisi vardır. Lemma 4.3.4’ den 𝑇1𝑞
∗ = 𝑞∗ 

olur.  

O zaman tüm 𝑞∗ ∈ ℱ için 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑞
∗‖ var olduğundan {𝑥𝑛} dizisi 𝑞∗’ye 

kuvvetli yakınsar.  

Yani, 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑞
∗‖ = 0 olur. 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞ 
‖𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞ 
‖𝑧𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 

olduğundan 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑦𝑛 − 𝑞
∗‖ = 0  ve 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞ 
‖𝑧𝑛 − 𝑞

∗‖ = 0 olur ve {𝑦𝑛} , {𝑧𝑛} dizilerinin 

ℱ nin 𝑞∗ elemanına yakınsadığı görülür. 
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Teorem 5.2.4.  𝑋 düzgün konveks Banach uzayı, 𝐾 da bu uzayın boştan farklı kapalı 

konveks sınırlı bir alt kümesi olsun. {𝑘𝑛} ⊂ [1,∞) dizisi ∑ (𝑘𝑛 − 1
∞
𝑛=1 ) < ∞ olmak 

üzere (i=1,2,3) için 𝑇𝑖: 𝐾 → 𝑋 kendisinden kendisine olmayan asimptotik 

genişlemeyen dönüşümler ve 𝑇𝑖 nin ortak sabit noktalarının kümesi boştan farklı olmak 

üzere {𝑥𝑛} dizisini (5.3)’ de verilen iterasyon dizisi olarak tanımlayalım. Eğer 

𝑇1, 𝑇2, 𝑇3: 𝐾 → 𝐾 , (A") şartını sağlayan 𝐾’ nın kendisinden kendisine olmayan üç 

asimtotik genişlemeyen dönüşümü ve ℱ = 𝐹(𝑇1)⋂𝐹(𝑇2)⋂𝐹(𝑇3) ≠ ∅ ise o zaman 

{𝑥𝑛}, {𝑦𝑛}, {𝑧𝑛} dizileri 𝑇𝑖 (𝑖 = 1,2,3) dönüşümlerinin ortak sabit noktalarına kuvvetli 

yakınsar. 

İspat: Lemma 5.2.2’ den 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑥𝑛 − 𝑇1𝑥𝑛‖ = 0, 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑥𝑛 − 𝑇2𝑥𝑛‖ = 0,

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑥𝑛 − 𝑇3𝑥𝑛‖ = 0 elde edilir. 𝑓’ yi , {𝑥𝑛}’ e göre (A") şartına karşılık gelen 

azalmayan bir fonksiyon olarak kabul edelim. O zaman 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑓(𝑑(𝑥𝑛, ℱ)) ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑥𝑛 − 𝑇1𝑥𝑛‖ = 0 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑓(𝑑(𝑥𝑛, ℱ)) ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑥𝑛 − 𝑇2𝑥𝑛‖ = 0 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑓(𝑑(𝑥𝑛, ℱ)) ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑥𝑛 − 𝑇3𝑥𝑛‖ = 0 

olur. Her üç durumda da  

𝑙𝑖𝑚𝑓
𝑛→∞

(𝑑(𝑥𝑛, ℱ)) = 0 

olur. 𝑓: [0,∞) →[0,∞) tüm 𝑟 ∈ (0,∞) için 𝑓(𝑟) > 0, 𝑓(0) = 0 sağlayan azalmayan 

fonksiyon mevcut olduğundan  

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, ℱ) = 0 

elde edilir. Şimdi {𝑥𝑛} dizisinin bir Cauchy dizisi olduğunu gösterelim. 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, ℱ) = 0 

olduğundan, 𝜀 > 𝑜  verildiğinde ∀𝑛 > 𝑛0 için 𝑑(𝑥𝑛, ℱ) <
𝜀

2
 olacak şekilde bir 𝑛0 

doğal sayısı vardır. 

          Böylece ‖𝑥𝑛0 − 𝑦
∗‖ <

𝜀

2
  olacak şekilde 𝑦∗𝜖ℱ bulunabilir. 𝑛 > 𝑛0 ve  𝑚 ≥ 1 

için 

‖𝑥𝑚+𝑛 − 𝑥𝑛‖ ≤ ‖𝑥𝑛+𝑚 − 𝑦
∗‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑦

∗‖ 
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                                                         ≤ ‖𝑥𝑛0 − 𝑦
∗‖ + ‖𝑥0 − 𝑦

∗‖  

                                                         <
𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀 

elde edilir. 

        Böylece {𝑥𝑛} bir Cauchy dizisi olur. 𝑋 düzgün konveks Banach uzayı 

olduğundan, {𝑥𝑛} Cauchy dizisi yakınsaktır. 𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

𝑥𝑛 = 𝑞 olsun. O zaman 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, ℱ) = 0  dan 𝑑(𝑞, ℱ) = 0 olur. ℱ kapalıdır, bu yüzden 𝑞𝜖ℱ olur. Ayrıca 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖ = 0 ve 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞ 

‖𝑥𝑛 − 𝑧𝑛‖ = 0 olduğundan 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑦𝑛 − 𝑞‖ = 0 ve 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑧𝑛 − 𝑞‖ = 0 bulunur. 

Teorem 5.2.5.  𝐾, Opial şartını sağlayan düzgün konveks Banach uzayının kapalı 

konveks alt kümesi olsun. Lemma 5.2.2 deki gibi 𝑇𝑖 (𝑖 = 1,2,3) ve {𝑥𝑛} dizisi 

tanımlayalım. Eğer ℱ ≠ ∅ ise o zaman {𝑥𝑛} dizisi 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3’ün ortak sabit noktasına 

zayıf yakınsar. 

İspat: 𝑖 = 1,2,3 için 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑖𝑥𝑛‖ = 0 olduğu Lemma 5.2.2’de gösterilmişti. 

Şimdi {𝑥𝑛} dizisinin ℱ içinde bir tek zayıf alt dizisel limite sahip olduğu ispatlayalım. 

Bunu ispatlamak için 𝑢 ve 𝑣 sırasıyla {𝑥𝑛} in {xni} ve {𝑥𝑛𝑗} alt dizilerinin zayıf 

limitleri olsun. 𝑖 = 1,2,3 için 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑖𝑥𝑛‖ = 0 Lemma 5.2.2’den  elde edilir. 𝑖 =

1,2,3 için  𝐼 − 𝑇𝑖 sıfırda demiclosed olduğundan o zaman 𝑇1𝑢 = 𝑢, 𝑇2𝑢 = 𝑢, 𝑇3𝑢 = 𝑢 

olur. Aynı yöntemle  𝑣 ∈ ℱ ispatlanır. Şimdi limitin tekliğini ispatlayalım. 𝑢 ≠ 𝑣 

olduğunu kabul edelim.Opial’in şartından  

                              𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑢‖ = 𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

‖𝑥𝑛𝑘 − 𝑢‖ < 𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

‖𝑥𝑛𝑘 − 𝑣‖  

                                                                   ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑣‖ 

                                                       = 𝑙𝑖𝑚
𝑗→∞

‖𝑥𝑛𝑗 − 𝑣‖ < 𝑙𝑖𝑚
𝑗→∞

‖𝑥𝑛𝑗 − 𝑢‖ 

                                                        = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑢‖ 

yazılır. Bu ise çelişkidir. O halde 𝑢 = 𝑣 olur. 
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                                         6.SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

Literatürde sabit nokta teori, lineer olmayan denklemlerin çalışmasında çok 

önemli ve güçlü bir araç olarak ortaya çıkmıştır. Matematik biliminin hemen hemen 

her branşında çok sayıda uygulamaya sahip olduğu için uygulama alanlarının 

genişliğinden dolayı yoğun çalışılan bir konudur. Dönüşümlerin sabit noktalarını 

incelemek için sabit noktanın varlığını ve değerini bulmak önemlidir. Bu sabit 

noktanın bulunması da kolay olmadığından bunları hesaplamak için iterasyon 

süreçlerine gereksinim vardır. Bu iterasyon süreçlerinin geliştirilmesi ve genelleşmiş 

dönüşümlerin yeni geliştirilen iterasyon süreçlerini kullanarak sabit noktalarının 

bulunması araştırmaya değer bir konudur. 

Bu tezde, Khan ve Hussain [19] , Temir [35], Thianwan [36], Banarjee ve 

Choudhury [4], Nilsrakoo ve Saejung [24], Suantai [32]  çalışmaları gözönüne 

alınarak geliştirilmiş üç adım iterasyonla üç tane  kendisinden kendisine ve 

kendisinden kendisine olmayan asimptotik genişlemeyen dönüşümlerin kuvvetli ve 

zayıf yakınsaklıkları ispatlanmaktadır. Buradan hareketle hata eklenmiş geliştirilmiş 

iterasyonlar için kendisinden kendisine ve kendisinden kendisine olmayan asimptotik 

genişlemeyen dönüşümlerin kuvvetli ve zayıf yakınsaklıkları incelenebilir.  
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