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Yiiksek Lisans Tezi
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PERTURBASYON DIRENCLILIGI
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Yil : 2020, Sayfa sayisi: vii+64

Jiiri : Prof. Dr. Aydimn iZGi
Dog. Dr. Faik GURSOY
Dog. Dr. Miizeyyen ERTURK

Son zamanlarda, konveks optimizasyon probleminin ¢6ziimiinde kullanilan
algoritmalarda bozulmalara miisaade ederek algoritmanin etkinligini artirmak,
hesaplama yoniinden daha az zahmetli hale getirmek ve amaglanan uygulama igin ele
alinan algoritmadan daha yararli sonuclar elde etmek amaciyla iistlinlestirme adinda
yeni bir yontem ¢alisilmaktadir. Bu tezde amacimiz, [1]’de Ertiirk ve arkadaslar
tarafindan, konveks minimizasyon probleminin ¢6ziimii i¢in Onerilen gradient
projeksiyon algoritmasinin  {istiinlestirmesini  ve pertiirbasyon direngliligini
caligmaktir. Tezimizde, Ertiirk ve ark. tarafindan Onerilen gradient projeksiyon
algoritmasiin Ustiinlestirilmis versiyonunun bozulmalara karsi direngli oldugunu,
dolayisiyla orijinal algoritma gibi minimizasyon probleminin bir ¢ozlimiine zayif
yakinsadigin1 gosterdik. Elde etti§imiz sonucu, sonsuz boyutlu Hilbert uzayinda bir
ornek ile somutlastirdik. Ayrica gosterdigimiz sonucun dogrusal ters problemler ve
split fizibilite problemleri i¢in uygulamalarini verdik.

Anahtar Kelimeler: Konveks minimizasyon problemi; Ustiinlestirme metodu;
Sinirh pertiirbasyon direngliligi; Gradient projeksiyon algoritmalari



ABSTRACT

MSc Thesis
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Recently, a new method called superiorization has been studied in order to
increase the efficiency of the algorithm, to make it less computationally demanding
and to obtain more useful results than the algorithm considered for the intended
application by allowing perturbations in the algorithms used in the solution of the
convex optimization problem. In this thesis, our aim is to study the superiorization and
perturbation resilience of the gradient projection algorithm proposed by Ertiirk et al.
in [1] for the solution of the convex minimization problem. In our thesis, we showed
that the superiposed version of this gradient projection algorithm, which studied Erturk
et al., is resistant to perturbations, thus it weakly converges to a solution of the
minimization problem such as the original algorithm. We concretized our result by an
example in the infinite dimensional Hilbert space. We also gave the applications of
our theorem for linear inverse problems and split feasibility problems.

Key Words: Convex minimization problem; Superiorization; Bounded
perturbation resilience; Gradient projection algorithms



BEYAN

“Konveks minimizasyon problemini ¢ozen bir gradient projeksiyon
algoritmasimin {stiinlestirilmesi ve pertiirbasyon direngliligi” baglikli tezimde
caligmalarin tamamen akademik kurallara ve etik degerlere sadik kalinarak
yiiriitiildiigiinii ve yazimda yararlandigim eserlerin kaynakc¢ada gosterilenlerden
olustugunu ayrica alintilardan bilimsel etige uygun atif yaparak yararlanmig

oldugumu beyan ederim.

Ahmet SALKIM
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Bu calismay1 hazirlarken engin bilgisi ile yeni ufuklara yelken agmami
saglayan, calisma azmine hayran kaldigim, gosterdigi alaka ve duydugu giivenden
otiirii danisman hocam Dog. Dr. Miizeyyen ERTURK ’e tesekkiir ediyorum.

Tezin hazirlanmasi ve yazimi sirasinda destegini ve yardimlarini hi¢gbir zaman
esirgemeyen ¢ok kiymetli esim Siimeyra SALKIM’a, calismalarim sirasinda
hayatimiza renk ve nese katan géziimiiziin nuru ¢ocuklarimiz Alperen SALKIM ve
Ashihan SALKIM’a ve bugiinlere gelmemi saglayan aileme goniilden tesekkiir
ediyorum.

Uzerimde emegi olan degerli hocalarima da bana kattiklar1 i¢in sonsuz sayg1

ve tesekkiirlerimi sunarim.
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CIZELGELER DiZiNi

Cizelge 5.1. (5.29) ve (5.30) iteratif algoritmalarinin yakinsaklik davranisi
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Simgeler
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0A : A kiimesinin sinir1

r T ={xeC:AxeQ } = C n A~1Q, SFP’nin ¢dziimlerinin kiimesi
Kisaltmalar
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1. GIRIS

Optimizasyon, en temel anlamda bir durum veya bir konu hakkinda iyi ve
dogru karar verme sanatidir. Ustiin dzelliklere sahip bir sey isteyen her problem bir
optimizasyon problemidir. En saglam binay1 insa etmek, kimyasal bir reaksiyonda en
iyi verimi elde etmek, bir hastaligi miimkiin oldugunca en erken teshis etmenin yolunu
bulmak, en az yakit harcayan arabayi yapmak, en karli yatirnm planini yapmak
optimizasyon problemine birer 6rnek olarak verilebilirler. Bu nedenle optimizasyon,
matematik, tip, fizik, kimya, ekonomi, miihendislik gibi neredeyse tiim alanlarda
ortaya ¢ikan problemleri ¢ozmek i¢in kullanilan bir ara¢ olmustur.

Optimizasyon problemleri {i¢ temel unsurdan olusmaktadir. Birinci unsur,
maksimize veya minimize edilmesi gereken amac (objective) fonksiyonudur. Bir
reaksiyonun gerceklesme siiresi, bir sirketin Karlari, bir aracin belirli bir varis
noktasma ulasirken harcadigi yakit, siyasi bir partinin oy oran1 amag fonksiyonuna
ornek olarak verilebilirler. Ikinci unsur, amag fonksiyonunu optimize etmek igin
degerleri manipiile edilebilen miktarlar olan bir degiskenler toplulugudur. Buna bir
reaksiyonun gerceklesmesine etki eden sicaklik, bir aracin trafik agi iizerinden
izleyecegi rotalar, bir siyasi partinin savunacagi politikalar 6rnek olarak verilebilirler.
Optimizasyonun tgiincii unsuru, degiskenlerin alabilecegi degerlere sinirlamalar
getiren kisitlamalardir. Bir iliretim siirecinin mevcut olandan daha fazla kaynak
gerektirememesi ve bu iiretim siireci i¢in sifirdan daha az kaynak kullanilamamasi
getirilen kisitlara 6rnek olarak verilebilirler.

Genis ¢ercevede optimizasyon problemleri farkli matematiksel 6zelliklere
sahip olabilir. Optimizasyonun bir alt dali olan konveks optimizasyon, amag
fonksiyonunun ve problemin kisitlarin1 saglayan uygulanabilir (feasible) kiimenin,
konveks oldugu ve amag¢ fonksiyonun minimumlarinin bulunmas: seklinde
modellenen optimizasyon problemidir. Bu nedenle, bu tip problemler konveks
minimizasyon problemleri olarak da adlandirilirlar.

Bununla birlikte bir doniisiimiin degismez noktalarini bulma, doniisiimiin sabit

noktalarin1 bulma problemi olarak adlandirilir. Ele alinan doéniisiime, doniisiimiin
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tasidig1 6zelliklere ve doniisiimiin tanimlandig1 uzaya bagli olarak zengin bir teori
icerir. Sabit nokta teorisi, matematigin basli basma bir ¢alisma alani olmasinin
yaninda, ¢ogu giinliik hayat problemlerinin uygun bir zemin ve uygun bir modelle bir
sabit nokta problemi olarak ifade edilebilmesinden dolayi, ekonomi, fizik, kimya,
mithendislik gibi diger alanlarda da kullanigh bir ara¢ olmustur. Sabit nokta teorisinde,
ele alinan doniisiimiin sabit noktasina yaklasmak i¢in ardisik yaklasimlar veya iteratif
algoritmalar ad1 verilen bir teknik kullanilir. Doniistimiin tasidig1 6zellige gore sabit
noktaya yaklasmada kullanilacak olan uygun algoritmay1 bulmak, sabit nokta
teorisinde ¢ok ¢alisilan dinamik bir alandir. Bu bakimdan, iteratif algoritmalar, bilimin
bircok dalinda ortaya ¢ikan problemleri ¢6zmek i¢in kullanilan ¢ok Onemli
matematiksel araclardir.

Konveks optimizasyon da iteratif algoritmalarin kullanildig: alanlardan biridir.
Konveks optimizasyon problemini ¢ozmek icin eski ve yeni birgok yontem vardir.
Kesim diizlemi metodu, elipsoid metodu ve gradient metotlar1 gibi yontemler bazi eski
yontemlere 6rnek olarak verilebilir. Bunun yaninda i¢ nokta metodu ve gradient
projeksiyon tipi iteratif algoritmalar sinifina ait olan Projected Scaled Gradient (PSG)
ve Subgradient Projection gibi metotlar yeni yontemlere 6rnek olarak verilebilir. Bu
¢Ozlim yontemlerinin yani sira, 6zellikle konveks optimizasyon probleminin bir sabit
nokta problemi seklinde tasarlanabilmesi, konveks optimizasyon probleminde ¢6ziime
gitmek icin c¢esitli iteratif metotlarin bir ¢éziim araci olarak kullanilmasi yoniinden
¢Oziim segeneklerine zenginlik katar.

Diger yandan, sinirli bilgi islem kaynaklari ile sistemlerin hesaplama kabiliyeti,
birgok kisitlamay1 karsilayan bir ama¢ fonksiyonun minimumunu bulma seklinde
modellenen kisith optimizasyon problemlerinin ¢oziimii i¢in onemli bir engeldir.
Sadece kisitlamalari karsilayan uygulanabilir (feasible) bir ¢6ziim bulmak igin etkili
ve hesaplama agisindan daha az zahmetli olan iteratif yontemler mevcuttur. Bu
yontemler, mevcut optimizasyon algoritmalarinin ¢alisamayacagi sorun boyutlarinin
Otesinde ¢alisabilir. Bu boslugu kapatmak icin, metodolojik olarak optimizasyon ve
fizibilite arayis1 arasinda olan tistiinlestirme adi verilen bir metodoloji vardir. Bu

yontem, iterasyonlari, verilen amag fonksiyonuna gore uygulanabilir ve {istiin, ancak
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mutlaka optimal olmayan bir noktaya yonlendirmek i¢in verimli iteratif algoritmalar
kullanmamiz1 saglar [2].

"Tam kisith optimizasyon" yerine "istlinlestirme (Superiorization) ™ yaparak
etkili iteratif algoritmalar kullanmak, kisitlamalar1 ve amag¢ fonksiyonunu igeren
matematiksel modelleri isleyen yeni bir metottur. Ustiinlestirme metodunun (SM)
hedefi matematiksel modellerin hesaplama davranigini etkilemektir. Boylece eldeki
uygulama agisindan daha kii¢iik bir hesaplama maliyetiyle arzu edilen ¢6ziimlere
ulagilabilir. Bu gibi durumlarda, pertiirbasyona direngli fizibilite arayict mevcut
algoritmalar, Ustiinlestirme gerceklestiren verimli algoritmalara donistiiriilebilir [2].
Boylece, yakinsamalari belirli bozulma tiirlerine direngli olan iteratif algoritmalarin
etkinligi arttirilmus olur. Ustiinlestirme metodolojisi, iteratif bir algoritmanin
pertiirbasyon direncini arastirarak ve daha sonra, proaktif bir sekilde izin verilen bu
pertiirbasyonlart kullanarak, pertiirbe edilmis algoritmay1 orijinal algoritmanin
yaptigini hesaplama agisindan daha az zahmetle yapmaya zorlayarak caligir [3]. Daha
acik bir ifadeyle, diizensizlikler ve bozulmalar olarak ifade ettigimiz pertiirbasyonlar,
amaglanan uygulama i¢in orijinal iteratif algoritma tarafindan iiretilen sonuclardan
daha yararli sonuglar iiretmeye yonelik olarak diizensiz algoritmay1 “zorlamak” igin
tasarlanmistir.  Bozulan  algoritmaya  orijinal ~ bozulmamis  algoritmanin
“Ustiinlestirilmis stirimii” denir [3].

Orijinal algoritmanin eldeki uygulama agisindan hesaplama yoniiyle verimli
ve faydali oldugu durumlarda, pertiirbasyonlarin hesaplanmasi zor degilse, bu
yontemin avantaji, esasen hesaplama maliyeti i¢in, tasarlanan pertiirbasyonlara gore
orijinal algoritmanin iterasyon adimlarini yonlendirerek daha cazip bir sey elde etmek
olacaktir [3].

Bununla birlikte, SM’nin kullanilmas: sadece fizibilite arayici1 algoritmalarla
sinirh degildir. Sinirli pertiirbasyonlara direngli herhangi bir temel algoritma alinabilir
ve izin verilen belirli pertiirbasyonlar iterasyon adimlarina dahil edilebilir. Boylece
elde edilen algoritma, verilen amag fonksiyonuna gore daha iistiin bir ¢ikt1 {iretmek
i¢in otomatik olarak yonlendirilmis olur [3].

SM’nin pratikte birgok uygulamasi mevcuttur. SM, pertiirbasyon-direnclilik
teknikleri sayesinde tibbi goriintii iyilesmesi [4], bilgisayarli tomografi [5], radyasyon
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tedavisinin ters problemleri gibi uygulamali alanlardan kaynaklanan dogrusal olmayan
problemleri ¢6zmek amaciyla hesaplama verimliligini ve iteratif yontemlerin
kararliligin1 incelemek i¢in yeni bir yol sunmaktadir.

Bu tezde, Ertiirk ve ark. [1] tarafindan konveks minimizasyon probleminin ¢6ziimii
icin Onerilen algoritmanin istlinlestirmesini ve sinirli pertiirbasyon direngliligini
calisacagiz. Ustiinlestirilmis algoritmanin split fizibilite ve ters lineer problemler igin

uygulamasini verecegiz.
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2. ONCEKI CALISMALAR

H reel bir Hilbert uzay1 ve C, H’nin kapali ve konveks bir alt kiimesi olmak

tizere f: C —» R konveks fonksiyonunun minimumlarinin bulunmasi problemi,

min f(x) (2.1)

X€EC

seklinde gosterilir. Bu problemin en az bir ¢oziimiiniin mevcut oldugunu kabul edelim.
P;, H’den C 1lzerine bir projeksiyon ve f:C — R, Vf gradienti Fréchet
diferansiyellenebilir olan bir konveks fonksiyon olmak fiizere (2.1) problemi
x* = Pc(x* —yVf (x*)), y > 0 seklinde yazilabilir. x,, C’den alinan keyfi bir

baslangi¢ noktasi ve y,y, € [0, ) olmak iizere,

Xni1 = Pe(xn —vVf(xy)) , n=1012, .. (2.2)

daha genel olarak,

Xpt1 = Pc( — anf)(xn) = Pc(xp, — anf(xn)) (2.3)

iteratif algoritmasina Gradient Projeksiyon Algoritmasi (GPA) denir.
Pe(I — v, Vf) doniisimi Vf’nin tasiyacagi ozelliklere gore sekillendiginden
dolay1, GPA’nin yakinsaklig1 Vf ile yakindan ilgilidir. Levitin ve Polyak [6], Vf nin

L —Lipschitzian ve n —kuvvetli (strongly) monoton olmasi durumunda,
o : 2n
0 < liminfy, < limsupy, <
n-oo n—oo L

giiclii yakinsak oldugunu gosterdiler. Vf’nin L — Lipschitzian olup kuvvetli monoton

olmamasi durumunda ise

2
0 < liminfy, <limsupy, <-—

n-o n—oo L
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sartt altinda (2.3) ile verilen GPA’nin (2.1) probleminin bir ¢dziimiine zayif
yakinsadigin1 gosterdiler [6]. 2011 yilinda, Xu ortalamali doniisiimler yaklagimi ile
GPA’y1 bir genislemeyen doniisiim ve bir 6zdeslik doniistimiiniin uygun bir konveks
kombinasyonu bi¢iminde yeniden yazarak GPA’nin minimizasyon probleminin bir
¢ozlimiine zayif yakinsak oldugunu gostermistir [7].

Ote yandan, iistiinlestirme ve pertiirbasyon direngliligi kavramu, ilk olarak
Davidi, Herman ve Censor tarafindan sonlu boyutlu bir Oklid uzayinda konveks
fizibilite problemini ¢6zmek amaciyla, mevcut iteratif adimi eszamanl olarak tiim
kiimeler ailesinin bir alt ailesinin kiimelerine (blok olarak adlandirilir) yansitan ve
ardindan ortaya ¢ikan noktalarin konveks bir kombinasyonunu bir sonraki iterasyon
adimi olarak alan algoritma igin kullanildi [4]. Aynm1 ¢alismada bu yeni kavrami
fonksiyonel olarak hem toplam varyasyon hem de negatif entropi kullanarak
projeksiyonlardan goriintiilerin yeniden yapilandirmasinda uyguladilar.

Bu ilk ¢aligmanin ardindan, Censor ve arkadaslari [2], 2010 yilinda SM
araciligiyla optimizasyon problemini ¢6zmek igin, ¢esitli kisitlar getirmek yerine ele
alinan iteratif algoritmay: bozup istiinlestirilmis versiyonlarini kullanarak, siireci,
verilen isleve gore mutlaka optimal olmayan, istiin uygulanabilir bir nokta yoniinde
yonlendiren pertiirbasyon kullandilar ve ardindan iki farkli projeksiyon algoritmasinin
projeksiyonlardan goriintiilerin yeniden yapilandirmasinda uygulamasini verdiler.
SM, pertiirbasyon direngliligi ve bunlarin ¢esitli alanlardaki uygulamalari ile ilgili [8],
[9], [10] calismalarina bakilabilir.

Jin ve arkadaslar1 [3], sonlu boyutlu uzaylarda sinirli pertiirbasyonlar
varliginda konveks optimizasyon problemini ¢ézen ve GPA’dan daha genel bir
algoritma olan Projected Scaled Gradient (PSG) yonteminin yakinsakligini ¢aligtilar.

He ve Xu [11], ortalamali doniisiimlerin ardigik sabit nokta algoritmasi i¢in
siirli pertiirbasyon direncini arastirdilar ve kisit kiimesinin ortalamali dontisiimlerin
sonlu bir ailesinin sabit nokta kiimelerinin kesisim kiimesi oldugu durumda kisitl
konveks minimizasyon problemine SM’yi uyguladilar.

2017 yilinda Xu [12], Hilbert uzaylarinda Jin ve arkadaslarinin PSG yontemi
icin smirh pertiirbasyon direngliligini ve SM tekniklerini, genel Hilbert uzaylarinda

ortalamali doniisiimler yaklasimiyla inceledi.
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Ertiirk ve ark. [1], herhangi bir genislemeyen doniigiim i¢in Picard tipi bir
iteratif algoritmanin zayif yakinsakligini gosterdiler ve elde ettikleri teoremin
sonuglarindan biri olarak konveks f: C = R i¢in konveks minimizasyon problemini

¢ozmek amaciyla sasagida verilen yeni bir gradient projeksiyon algoritmasi 6nerdiler.

Xn4+1 = PC(I - anf)yn
Yn = A —apn)Pc(I — v Vf)xn + anPc( — v, Vf)zy (2.4)
Zn = (1 - bn)xn + anC(I - anf)xn

Vf, L — Lipschitzian bir doniisiim olmak tizere, 0 < a < a,, b, < b <1 ve
0<y, < % sartlar1 altinda 6nerdikleri (2.4) gradient projeksiyon algoritmasinin (2.1)

minimizasyon probleminin bir ¢éziimiine zay1f yakinsak oldugunu gosterdiler.

Bu tez calismasinda amag, konveks minimizasyon probleminin ¢oziimii i¢in
Ertirk ve ark. [1] Onerdikleri (2.4) gradient projeksiyon algoritmasinin
istlinlestirmesini ve istlinlestirilmis versiyonunun sinirli pertiirbasyonlara karsi
direngliligini incelemektir. Ayrica elde ettigimiz sonucun, split fizibilte ve ters

problemlere uygulamasi verilecektir.
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3. TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 3.1. (Metrik ve Metrik Uzay) X bostan farkli bir kiime olsun. X X X iizerinde,

her x,y,z € X igin,
I.  d, reel degerli, sonlu ve negatif degildir,
ii. dx,y) =0 ©x =y,
. d(,y)=d(y,x) (Simetri)
iv. d(x,y)<d(xz)+d(zy) (Uggen Esitsizligi)

ozelliklerini saglayan d fonksiyonuna X tizerinde bir metrik ve (X, d) ¢iftine bir metrik

uzay denir [13].

Tanim 3.2. (Cauchy Dizisi ve Tamlik) {x,, },—,, bir X = (X, d) metrik uzaymin dizisi

olsun. Eger, her € > 0 sayisina karsilik her m,n > N igin
d(xy, xm) < €

olacak sekilde bir N = N(¢&) sayist varsa, {x,}n=o dizisine X uzayinda bir Cauchy
dizisi denir. X deki her Cauchy dizisi yakinsak ise (yani yine X de bulunan bir limite
sahip ise) X uzay1 tamdir denir [14].

Tanim 3.3. (Yakinsak Dizi ve Limit) X = (X, d) bir metrik uzay ve {x,}n=¢, X de

bir dizi olsun. Eger,

lim d(x,,x) =0
n—->o0o

olacak sekilde bir x € X noktasi varsa, {x,}n=, dizisi yakinsaktir ya da x noktasina

yakinsar denir. x noktasina {x,},—, dizisinin limiti ad1 verilir ve
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lim x, = x
n—->oo

ya da kisaca

X, = X, N —> ©

ile gosterilir. {x;, }n-o dizisi yakinsak degilse raksaktir denir [13].

Tamim 3.4. (A¢ik Yuvar) X = (X, d) bir metrik uzay olsun. x, € X ve € > 0 olmak
tizere, B(xg,e) = {x € X : d(x,xy) < €} kiimesine x, merkezli ve ¢ yarigaph agik

yuvar denir veya x,’mn bir e-komsulugu denir [13].

Tanmim 3.5. (Kapah Yuvar) X = (X, d) bir metrik uzay olsun. x, € X ve ¢ > 0 olmak
lizere, B(xy,¢) = {x € X : d(x,x,) < &} kiimesine x, merkezli ve ¢ yarigapli kapali

yuvar denir [14].

Tamim 3.6. (¢ Nokta) X = (X, d) bir metrik uzay ve A c X olsun. Eger, A, x,’1n bir
€ -komsulugunu igeriyorsa, x,’a A kiimesinin bir i¢ noktas1 ad1 verilir. A’nin i¢i ise,

A’nin tiim i¢ noktalarindan olusan kiime olup A° ile gosterilir [14].

Tamim 3.7. (A¢ik Kiime) X bir metrik uzay ve A c X olsun. Eger A kiimesi, her bir

noktasinin bir e-komsulugunu igeriyorsa A kiimesine agik kiime denir [13].

Tamim 3.8. (Yigilma Noktasi) X bir metrik uzay ve A c X olsun. Bir x, € X igin
Xo’1n her bir e-komsulugu, x,’dan farkli en az bir y € A noktasi igeriyorsa, x,
noktasina A’nin bir yigilma noktas: adi verilir. A’nin biitiin y18i1lma noktalarinin

kiimesi A’ ile gosterilir [14].

Tamim 3.9. (Kapanis) (X, d) bir metrik uzay ve A € X olsun. A U A’ kiimesine A’nin

kapanist denir ve A ile gosterilir [15].
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Tamm 3.10. (Kapah Kiime) (X, d) bir metrik uzay ve A c X olsun. A = A ise A’ya
kapali kiime denir [15].

Tamm 3.11. (Bir Kiimenin Smr1) (X, d) bir metrik uzay ve A c X olsun. A\A°

kiimesine A’nin siir1 denir ve dA ile gosterilir [15].

Tamim 3.12. (Siirekli Doniisiim) X = (X,d;) ve Y = (Y, d,) iki metrik uzay olsun.
T:X - Y doniisimiinii goz oniline alalim. Eger, her bir € > 0 sayisina karsilik,

dq(x,x9) < 6 kosulunu gercekleyen biitiin x’ler i¢in
dy,(Tx, Txy) < ¢

olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa T doniisiimii xyeX noktasinda stireklidir denir. T,

X’in her noktasinda siirekli ise T’ye X lizerinde siireklidir denir [13].

Tammm 3.13. (Lineer Uzay) X =@ ve XK bir cisim olsun. +:X XX - X ve
1 K X X = X cebirsel islemleri asagidaki sartlari saglarsa X’e K cismi tizerinde bir
lineer uzay (ya da vektor uzay1), X’in her bir elemanina da vektor denir.

A. X, +islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

G,.Herx,y € X igin x + y € X’dir,

G,.Herx,y,z € Xiginx + (y +2z) = (x + y) + z’dir,

G;. Her x € X igin x + 8 = 6 + x = x olacak sekilde 6 € X vardir,

G4. Her x € X i¢in x + (—x) = (—x) + x = 6 olacak sekilde —x € X vardir,

Gs. Herx,y € Xicinx +y =y + x’dir.

B. Herx,y € X ve a,f € K olmak lizere asagidaki sartlar saglanir:

Ly. a.x € X dir,

Ly a.(x +y) = a.x + a.y’dir,

Ly. (a+ B).x = a.x + B.x’dir,

Ly (a.B).x = a.(B.x)’dir,

Ls. 1.x = x’dir. (Burada 1, ¥ ’nin birim elemanidir.)

10
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K’ya X vektor uzaymnin skaler cismi adi verilir. Eger, K = R ise, X’e reel

vektor uzayl, K = C ise, X e kompleks vektor uzayi denir [13].

Tamm 3.14. (Konveks Kiime) Bir X vektor uzayimin A alt kiimesini ele alalim. Eger,

X, V€A igin,

K={zeX:z=ax+(1—-a)y,0<a<1}cA

oluyorsa, A kiimesi konvekstir denir [13].

Tamim 3.15. (Konveks Doniisiim) X bir vektor uzay1 ve A € X olsun. f:4A - R

olmak tizere, her x,y e X ve 0 < 1 < 1 i¢in

fOx+ (1A =Dy) <Af () + A -Df )

esitsizligi saglaniyorsa f’ye konveks doniisiim denir [13].

Tammm 3.16. (Normlu Uzay) X, bir K cismi tizerinde bir vektér uzayi olsun. Her

x,yeXveheraeX icin || .|| : X = R fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyor ise
|| . || fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve (X, || . ||) ¢iftine ise bir normlu uzay denir
[16]:

Lo lx|l =0,

x| =0 ©&x=0

iii.  Jax|| = |al. |Ixl,

_2'

lx + ylIl < llxll + [yl

Onerme 3.1. (X, || . ||) bir normlu uzay olmak iizere her x, y € X icin

d(x,y) = llx =yl

11
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seklinde tanimlanan d fonksiyonu X {izerinde bir metriktir. Bu metrige norm

tarafindan tretilen metrik denir. Buna gore, her normlu uzay bir metrik uzaydir [14].

Tamm 3.17. (Banach Uzay1) X bir normlu vektor uzayi olsun. Eger X, norm

tarafindan tretilen metrige gore tam ise X e bir Banach uzayi denir [14].

Tanmm 3.18. (Ic Carpim Uzay1 ve Hilbert Uzay1) X bir K skaler cismi iizerinde bir
vektor uzayi olsun. Vx,y,z € X veVa € K igin (,) : X X X - K fonksiyonu,

i (x+yz)=(x,z)+(y,z),

i. (ax,y)=a(x,y),

. (xy)=(y,x),

iv. (x,x)=0’dir. Ayrica, (x,x) =0 x =6 (Burada 68, K cisminin birim

elemanidir.)

sartlarin1 sagliyorsa (, ) fonksiyonuna i¢ ¢arpim fonksiyonu denir. (X, (,)) ikilisine

bir i¢ carpim uzayi denir. X iizerinde tanimlanan bir i¢ ¢arpim, X {izerinde,

x|l = v/{x,x)

ile verilen bir norm ve

dx,y) = llx =yl = Vx =y, x = y)
ile verilen bir metrik tanimlar. Uzerindeki i¢ ¢arpimla tanimlanmis metrige gore tam

olan bir i¢ carpim uzayina Hilbert uzay1 denir. Buna gore, i¢ carpim uzaylar1 birer

normlu uzay olup, Hilbert uzaylar1 ise birer Banach uzayidir [14].

12
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Ornek 3.1. K cismi reel veya kompleks sayilar olmak iizere
[, =1x = (xg, X1, X3, ): xp € K ve le”lz < oo}
n=0

olsun. l,, lizerinde tanimlanmig

o 1,
Il = (%) = (le#)

n=0

normuna gore bir Banach uzay1 oldugundan [, bir Hilbert uzayidir.

Tamim 3.19. (Schwarz Esitsizligi ve Ucgen Esitsizligi) X bir i¢ carpim uzay1 olsun.
I¢ carpim normu i¢in asagidaki esitsizlikler gegerlidir [17].

i [ < lxllyll (Schwarz Esitsizligi)
i.  lx+yll < x|l + llyll (Uggen Esitsizligi)

Tamm 3.20. (Operator) X ve Y iki vektor uzayi olmak iizere, T: X — Y doniisiimiine

bir operator denir [13].

Tanim 3.21. (Lineer Operator) X ve Y ayni1 K cismi lizerinde iki vektor uzay1 olmak

tizere, T: X — Y operatorii, Vx,y € X ve Va € X i¢in,
T(x+y)=Tx+Ty ve T(ax)=aTx

sartlarini1 sagliyorsa T’ye lineer operator denir [17].

Tamim 3.22. (Smirh Lineer Operator) X ve Y birer normlu uzay ve T: X = Y bir

lineer operator olsun. Eger, her x € X i¢in

ITx]l < clix|l

13
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olacak sekilde bir ¢ > 0 reel sayisi varsa, T operatorii sinirlidir denir [14].

Tamim 3.23. (Normlu Uzaylarda Zayif Yakinsaklhik) Normlu bir X uzayinda bir

{2, =0 dizisi verilmis olsun. Eger, siirl1 ve siirekli her f dontisiimii i¢in
lim () = £(x)
olacak sekilde bir x € X varsa, {x;, }n= dizisi x’e zayif yakinsaktir denir ve

Xp = X, N > ©

seklinde gosterilir. x elemanina {x, };-, dizisinin zayif limiti ad1 verilir [13].
Normlu uzaylarda, x, — x ifadesi {x,},=, dizisinin x’e giiclii yakinsadigi

anlaminda kullanilir.

Tanimm 3.24. (Hilbert Uzaylarinda Zayif Yakinsakhk) Bir H Hilbert uzayinda

{xn}ne dizisi verilsin. x € H olsun, her y € H igin

lim (x, y) = (x, )

yazilabiliyorsa {x, }n—o dizisi x’e zayif yakinsaktir denir [13].

Uyan 3.1.
i. X sonlu boyutlu bir normlu uzay olsun. Bu takdirde zayif yakinsaklik
kuvvetli yakinsakliga denktir,
ii. Eger {x,}n=, dizisi x’e kuvvetli yakinsak ise bu takdirde bu dizi x’e zayif
yakinsaktir [17].

14
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Tanim 3.25. (Bessel Esitsizligi) H bir Hilbert uzayi olsun. {e, },~o, H’de her i, j i¢in

(e e} =8y = |

sartin1 saglasin. Bu durumda her x € H igin,

[o2]
> K el <
n=0

dir [14].

Ornek 3.2. H = [, dizi uzayinda yukaridaki gibi tanimlanan {e,}>, dizisini goz

Ontine alalim. Bu dizinin elemanlar acikca

eO = (1;0;0;0;'”)
el = (0)1)0)0)0).”)

e, =(0,0,1,0,0,0,---)

- - n.bilesen
en:<0‘0’0‘..., 0 ,0'0'0'...>

seklindedir. {e; }n—, dizisi 0’a giiclii yakinsak olmamasina karsin 0’a zayif yakinsar.

Vx € I, igin Bessel esitsizligi kullanilarak,

o]
> e 1)1 < 12l
n=0

yazilabilir. n - o i¢in [{e,, x}|? = 0 oldugundan {e,,, x) —» 0 = (0, x) dur.

15
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Tamim 3.26. (Sabit Nokta) X bostan farkli bir kiime ve T: X — X bir doniisiim olsun.
Eger,

Tx =x

olacak sekilde bir x € X bulunabiliyorsa, bu x noktasina T’nin sabit noktas1 denir. T

doniistimiiniin biitiin sabit noktalarinin kiimesi Fy ile gosterilir [18].

Tamm 3.27. (Lipschitzian Doéniisiim) (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir

dontiisiim olsun. Eger her x, y € X i¢in

d(Tx,Ty) < Ld(x,y)

olacak sekilde bir L > 0 sayis1 varsa T’ye bir Lipschitzian (veya L —Lipschitzian)
dontisiim denir [19].
Tanimdan da gorildigi tizere her T, Lipschitzian doniistimi siireklidir.

Buradan siirekli olmayan bir doniisiimiin L —Lipschitzian olamayacagi sonucu ¢ikar.

Tamim 3.28. (Daraltan Doniisiim) (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim

olsun. Her x, y € X i¢in,

d(Tx,Ty) < Ld(x,y)

esitsizligi L € [0,1) olmasi halinde saglaniyorsa T’ye daraltan (contraction) doniisiim

veya biiziilme doniistimii denir [19].

Tammm 3.29. (Genislemeyen Doniisiim) (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir

doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in,

d(Tx,Ty) < d(x,y)

oluyorsa T’ye genislemeyen (nonexpansive) doniisiim denir [19].

16
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Uyan 3.2. L € [0,1) olmak ftizere, T bir daraltan doniisim olsun. Her daraltan
dontistim i¢in d(Tx,Ty) < Ld(x,y) < d(x,y) esitsizligi gerceklendiginden, bir
daraltan doniisiim ayni zamanda bir genislemeyen doniisiimdiir. Fakat tersi dogru
degildir. Bu daraltan doniistimler sinifinin genislemeyen doniistimler sinifinin bir alt

kiimesi oldugu anlamina gelir [20].

Lemma 3.1. C, H Hilbert uzaymin kapali ve konveks bir alt kiimesi, T:C — C bir

genislemeyen doniisiim olsun. Bu durumda F; kapali ve konveks bir kiimedir [20].

Tanim 3.30. (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. g bir fonksiyon

olmak iizere, bir sabit nokta iterasyon yontemi genel olarak

xXo €EX
Xn1 = 9T, x,); n=012,..

bagintist ile tanimlanir [19].

Literatiirde en ¢ok caligilan iterasyon yontemlerinden bazilar1 asagida verilmistir:

Tammm 3.31. (Picard Iterasyonu) (X, d) bir metrik uzay, K ¢ X ve T:K — K bir

doniisiim olsun. x, € K olmak tizere, Picard iterasyonu,
Xp =Txp_1 =T"xy ,n=0,1,2, ... (3.1)

seklinde tanimlanir [19]. Ayrica (3.1) Picard iterasyonu tarafindan tiretilen {x;}y—

iterasyon dizisi sabit noktaya yakinsiyorsa T bir Picard operatoridiir denir [19].

Teorem 3.1. (Banach Daraltan Déniisiim Teoremi) (X, d) bir tam metrik uzay ve
T:X — X bir daraltan doniisiim olsun. Bu durumda,

I. T, X’te bir tek p sabit noktasina sahiptir,

ii.  Herhangi bir x4 € X i¢in x,, = Tx,_; = T"x,, n =0,1,2, ... ile taniml Picard

iterasyonu tarafindan tretilen {x, },—, iterasyon dizisi p’ye yakinsar [21].

17
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Picard iterasyonunun genislemeyen doniisiimlerin  sabit noktasina
yakinsamasindaki yetersizligini géz oOniinde bulunduran Krasnoselskij, asagidaki

iterasyon yontemini tanimlayarak bu durumu ortadan kaldirmistir [22].

Tamm 3.32. (Krasnoselskij Iterasyonu) (X,||.|]) bir normlu uzay, K ¢ X bos
olmayan konveks bir kiime ve T: K — K bir doniigiim olsun. x, € K ve A € [0,1] i¢in

Krasnoselskij iterasyonu,
Xne1 = (1 —=Dx, + ATx,,,n=0,1,2,... (3.2)

seklinde tanimlanir [22]. Bu iterasyon, A = 1 i¢in Picard iterasyonuna indirgenir.

Tamim 3.33. (Mann Iterasyonu) X bir normlu uzay, K c X bos olmayan konveks bir

kiime, T: K — K bir doniisiim ve x; € K olmak lizere, Mann iterasyonu,
Xne1 = (1 —ap)x, + ,Tx,,n=0,1,2, ... (3.3)

seklinde tanimlanir [23].
Burada {a,}y=0, [0,1] araliginda bir kontrol dizisidir. Mann iterasyonunda,

a, = A (sabit) olarak alinirsa, bu iterasyon Krasnoselskij iterasyonuna indirgenir.

Tamm 3.34. (Ishikawa Iterasyonu) X bir normlu uzay, K c X bos olmayan konveks
bir kiime, T: K — K bir doniisim ve x, € K keyfi bir nokta olmak {izere, Ishikawa

iterasyonu,

Xn+1 = (1 - an)xn + a,Tyy,
n=0,1,2.. (3.4)
Yn = (1 - .Bn)xn + .BnTxn

seklinde tanimlanir [24].
Burada {a,}n=o, {Bn}neo dizileri [0,1] araliginda kontrol dizileridir. (3.4) ile

verilen iterasyonda f,, = 0 alinirsa, bu iterasyon Mann iterasyonuna indirgenir [24].

18
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Tamim 3.35. (Noor Iterasyonu) X bir normlu uzay, K c X bos olmayan bir konveks

kiime, T: K — K bir doniisiim ve x, € K keyfi bir nokta olmak iizere, Noor iteasyonu,

(xn+1 = (1 - an)xn + anTyn,
Yn = (1= Br)xn + BuTzy, n=012,.. (3.5)
Zn = (1= y)xn + ¥aTxp
seklinde tanimlanir [25].
Burada {a,}neo, {Bnineo, ntneo dizileri [0,1] araliginda kontrol dizilerdir.
(3.5) ile verilen iterasyon,
a, =1, B, = 0vey, = 0 i¢in Picard iterasyonuna indirgenir.
a, = A, B, = 0 vey, = 0 i¢in Krasnoselskij iterasyonuna indirgenir.
Bn = 0 ve y, = 0 i¢in Mann iteasyonuna indirgenir.

¥, = 0 i¢in Ishikawa iterasyonuna indirgenir.

Tammm 3.36. (Picard-S iterasyonu) X bir normlu uzay, K ¢ X bos olmayan bir
konveks kiime, T: K — K bir doniisiim ve x, € K keyfi bir nokta olmak {izere, Picard-

S iteasyonu,

Xn+1 = TVn
V=0 —a)Tx, + a,Tz,, n=20,12,.. (3.6)

zp = (1= Bp)xn + BnTxp

seklinde tanimlanir [26], [27].
Burada {a,; }y=o, {Brntn=o dizileri [0,1] araliginda kontrol dizileridir.
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4. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliim boyunca H reel bir Hilbert uzayini géstersin. C, H’nin kapali ve
konveks bir alt kiimesi olarak alindiginda, konveks f:C — R fonksiyonunun

minimumlarmin bulunmasi problemi olan ve melgl f(x) seklinde ifade edilen (2.1)
X

minimizasyon problemini gbéz oniine alalim. (2.1) minimizasyon probleminin
¢ozilebilir oldugunu varsayalim. Bu boélimde ilk olarak, (2.1) minimizasyon
probleminin ¢6ziimiinde kullanilan ve (2.3) ile verilen x,,1 = Pc(I — y,,Vf) (x,)
GPA ele alinarak, bu algoritmanin giiclii ve zayif yakinsakligi incelenecektir.
Ardindan, bir iterasyon ig¢in istiinlestirme metodolojisi ve pertiirbasyon direngliligi
kavrami tanitilacak ve bu kavramlarin split fizibilite ve ters lineer problemler icin

uygulamalari ele alinacaktir.

4.1. Gradient Projeksiyon Algoritmasi

Bu kisimda, (2.3) ile verilen x,,; = Pc(I —y,,Vf)(x,) gradient projeksiyon
algoritmasimin yapisini anlamak i¢in P.(I —y,Vf)’yi teskil eden P, ve Vf
doniistimleri tanitilacak ve Vf’nin tasidig1 6zelliklerin GPA’nin yakinsakligi iizerine

etkisi aragtirilacaktir.

Tanim 4.1.1. (Metrik Projeksiyon) C, H’nin bostan farkli bir alt kiimesi ve x € H
olsun. Eger Vz € C i¢in ||y — x|| < ||z — x|| sartin1 saglayan bir y € C varsa y’ye x’in
C tizerindeki metrik izdiislimii (metrik projeksiyonu) denir ve y = P.x ile gosterilir.
Yani, metrik projeksiyonu, H’nin herhangi bir x elemanima C’deki en yakin noktay1
bulur.

Eger Vx € H igin P.x var ve tek ise P.:H — C operatoriine projeksiyon
(metrik izdlisiim operatorii) denir. Tanimdan da goriilecegi lizere, H’den C iizerine
projeksiyon, her bir x € H igin bir tek P;x € C tanimlayan ve asagidaki 6zelligi

saglayan fonksiyondur [28]:

llx — Pex|l = inf{l|x — yll: ¥ € C}.
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Metrik izdiistim tanimindan Vx € C igin, Px = x’dir ve Vx & C igin P x izdiisimii

varsa Pcx € dC’dir [28].

Teorem 4.1.1. C, H’nin kapal1 ve konveks alt kiimesi olsun. Bu durumda her x € H

igin, P.x vardir ve tektir [28].

Teorem 4.1.2. C, H Hilbert uzaymin kapali ve konveks bir alt kiimesi, x € H ve

y € C olsun. Bu durumda Vz € C igin asagidakiler denktir.

i. y = PCx,
ii.  (y,z—y)=(x,z—y)ydr[28].

Sonu¢ 4.1.2. C, H Hilbert uzaymm kapali ve konveks bir alt kiimesi olsun.
P;: H — C projeksiyon doniisiimii genislemeyen bir donistimdiir. Yani, her x, x* € H
i¢in

|Pcx — Pex™|| < [lx — x*||
dir [28].

Ispat: x,x* € H, y = Pcx, y* = Pcx* olsun. Teorem 4.1.2°den,

y,z—y)=(x,z—y) (4.1)

(y*z— y")=(x*z—y*) (4.2)

oldugu elde edilir. (4.1)’de z = y*, (4.2)’de z =y alinir ve bunlar taraf tarafa

toplandiktan sonra Schwarz esitsizligi kullanilirsa,

[Pcx — Pex*|I> = ly—y* 1> =(y -y y—y) < (x—x*,y —y*)
< lx — x*|llly = y*Il

elde edilir. Boylece, ||y — y*|| < |[x — x*[|, yani ||[Pcx — Pex™|| < ||x — x*|| olur.
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Tamm 4.1.2. (Fréchet Diferansiyellenebilme) f: H — R fonksiyonu i¢in,

lfx+y)—f) =)
m =
llyll—0 [yl

0

olacak sekilde bir j € H varsa, j elemanina f’nin x’teki Fréchet diferansiyeli denir ve
Vf ile gosterilir [20].

Uyar14.1.1. Eger H = R ise bu durumda Fréchet tiirevi klasik tiirev tanimi olur, yani

-

dir.

Ornek 4.1.1. f: R? - R déniisiimii f(x) = x5 + x3, x = (x4, x,) olsun. Bu durumda

f nin Fréchet tiirevi,

Vf(x) = 3x,%,3x,%)

olarak bulunur.

Onerme 4.1.1. C, bir X i¢ ¢arpim uzayinin konveks bir alt kiimesi ve f:C —» R
fonksiyonu diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda, her x,y € C iken,
f’nin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f(y)— f(x) = (Vf(x),y —x)
olmasidir [29].

4.1.1.Monoton Operatorler

Herhangi bir T doniisiimiiniin bir i¢ ¢arpim uzayimdaki tanim kiimesini D(T) ile

gosterelim.

22



4. MATERYAL VE YONTEM Ahmet SALKIM

Tanim 4.1.1.1. (Monoton Déniisiim) V x,y € D(T) igin,
(Tx —Ty,x—y)=0

ise, T’ye monoton doniisiim denir [30].

Ornek 4.1.1.1. H = R ve C = [1,2] olmak iizere, T: C — C doniisiimiinii

T _2x+1
X=73

olarak tanimlayalim. R iizerinde her x, y € R i¢in {x, y) = x.y ile tanimlanan i¢

carpima gore

2x+1 2y+1
3 3

2
(rx - -9) = Ja-n=5@=-nt=0

oldugundan, T bir monoton déniisiimdiir.

Tamim 4.1.1.2. (Kesin Monoton Déniisiim) V x,y € D(T),x # y i¢in,
(Tx —Ty,x—y)>0

ise, T’ye kesin monoton (strictly monotone) doniisiim denir [30].

Ornek 4.1.1.2. H = R ve C = [0,1] olmak iizere, T: C — C doniisiimii

Tx = x

olarak tanimlansin. R tizerinde her x, y € R i¢in (x, y) = x.y ile tanimlanan ig

carpima gore

Tx=Ty)x—y) = x> =y)x—-y)=x—y)?x+y)>0

oldugundan, T kesin monoton doniisiimdiir.
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Tanim 4.1.1.3. (n —Kuvvetli Monoton Déniisiim) V x,y € D(T)vex # y ig¢in,
(Tx =Ty, x —y) = 7nllx — yll®

olacak sekilde n > 0 sayis1 varsa, T’ye n — kuvvetli monoton (n —strongly monotone)

doniistim denir [30].
Ornek 4.1.1.3 H = Rve C = [0,1] olmak iizere, T: C — C déniisimii

T_x
*=3

olarak tanimlansin. R {izerinde her x, y € R igin (x, y) = x.y ile tanimlanan i¢

carpima gore

1
Tx=Ty)x =) = (5-3) =) =3 (x =)’

oldugundan, T bir i — kuvvetli monoton doniisiimdiir.

Tamim 4.1.1.4. (v — ters Kuvvetli Monoton Déniisiim) V x,y € D(T) igin,
(Tx =Ty, x —y) 2 vlITx — Tyll?

olacak sekilde v > 0 sayis1 varsa, T’ye v — ters kuvvetli monoton (v — inverse
strongly monotone) doniisim denir [30]. Bu ifade tezimizde v —tkm seklinde

kisaltilacaktir.

Ornek 4.1.1.4. H = Rve C = [0,1] olmak iizere, T: C - C déniisiimiinii

T _5x+4
YTy

olarak tanimlayalim. Bu durumda, R tizerinde her x,y € R igin (x,y) = x.y ile

tanimlanan i¢ ¢arpima gore

24



4. MATERYAL VE YONTEM Ahmet SALKIM

5x+4 5y+4 5 25
(rx =TG-y = (To— -2 ) =) =2 = ) 2 v — )2

oldugu elde edilir. Yukaridaki esitsizlik v = g icin saglanir. Dolayisiyla T, g— ters

kuvvetli monoton doniisiimdiir.

Tamm 4.1.1.5. (Firmly Genislemeyen Doniisiim) T: H — H bir doniisiim olsun. Eger

2T — I dontisiimii genislemeyen doniisiim ise veya denk olarak her x,y € H igin,

(x —y,Tx —Ty) = ||ITx — Ty||?

oluyorsa, T firmly genislemeyen doniisiimdiir denir. Eger T firmly genislemeyen
dontigim ise, T = %(1 + M) olacak sekilde bir M: H — H bir genislemeyen doniistimii
vardir [7]. Ciinkii,

T=§(1+M):>2T—1=M
dir.

Ornek 4.1.1.5. Projeksiyon déniisiimler firmly genislemeyen déniisiimdiirler [7].

Tamim 4.1.1.6. (&« —Ortalamah Doéniisiim) T: H — H bir doniisiim olsun. Eger T
doniistimii, I 6zdes dontisimii ve bir genislemeyen doniisiimiin ortalamasi olarak

yazilabilirse, yani, M: H - H genislemeyen doniisiim olmak iizere, a € (0,1) i¢in
T=0-a)]+aM

seklinde yazilabilirse, T’ye a — ortalamali doniisiim denir [7].

Ornek 4.1.1.6. C, H’nin kapali ve konveks alt kiimesi olsun, P, firmly genislemeyen

doniisiim oldugundan,
P—11+1M—(1 1)I+1M
€72 27 T 2 2

dir. Boylece, P, % — ortalamali doniistimdiir [7].
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Onerme 4.1.1.1. M:H —» H,T:H - H,V:H — H déniisiimleri icin,
i. T=Q0-a)M+aV,ac€ (0,1)veM ortalamali ve V genislemeyen doniisiim

olsun. Bu durumda, T ortalamali dontisiimdiir.

ii. T firmly genislemeyen doniisiimdiir & [ — T bir genislemeyen doniisiimdiir.

iii. T=0Q-a)M+aV, a€ (0,1), M firmly genislemeyen doniisgim ve V
genislemeyen dontisiim ise, bu durumda T ortalamalidir.

iv.  Sonlu sayida ortalamal1 déniisiimiin bileskesi de ortalamalidir. Ozellikle, T,
a, — ortalamali ve T,, a, — ortalamali olsun. Bu takdirde, T; T,

0(=(l1+a2—a1.a2

ortalamali1 olur [31], [32].

Uyarn 4.1.1.1.
I. T genislemeyen doniisiim ise, I — T monotondur.

ii. P projeksiyonu 1 — tkm’dir [7].

Onerme 4.1.1.2.
i. T geniglemeyen doniisimdir & [ — T, % — tkm’dur.
ii. T,v—tkm ise,y > 0i¢inyT, %— tkm’dur.
iii. T, ortalamalidir & v > % icin [ — T, v — tkm’dir. Gergekten de her a € (0,1)

icin T, @« — ortalamalidir & [ — T, i — tkm’dir [31], [33].

4.1.2.Minimizasyon Probleminin Sabit Nokta Bulma Problemi Olarak Ifade

Edilmesi

Teorem 4.1.2.1. x*’1n (2.1) minimizasyon probleminin bir ¢6ziimii olmas1 i¢in gerek
ve yeter kosul x*’1n ayn1 zamanda her x € C i¢in (Vf(x*),x — x*) = 0 esitsizligini

saglamasidir [34].

26



4. MATERYAL VE YONTEM Ahmet SALKIM

Ispat: x*, minimizasyon probleminin bir ¢oziimii olsun. Her t € [0,1] igin,
g@t) = f(x* +t(x —x")) scklinde bir fonksiyon tanimlayalim. g(t) fonksiyonu
t=0 da minimum degerini ali. Bu durumda, g¢'(0) = 0’dr.
g'(0) = (Vf(x*),x — x*) oldugundan (Vf(x*),x — x*) = 0°dur.

Ayrica f konveks bir fonksiyon oldugundan, Onerme 4.1.1 geregince

her x € C i¢in,

f) = f) + V(") x —x7)

dir. (Vf(x*),x — x*) = 0 oldugu kabuliinden, f(x) = f(x*) elde edilir. Yani x*, f

fonksiyonunun bir minimum noktasidir.

Teorem 4.1.2.2. x*’1n, (2.1) minimizasyon probleminin bir ¢ézlimii olmas1 i¢in gerek

ve yeter kosul herhangi bir y > 0 i¢in x* = P;(x* — yVf(x")) olmasidir [34].

Ispat: x*, minimizasyon probleminin bir ¢oziimii oldugundan Teorem 4.1.2.1
geregince (Vf(x*),x — x*) = 0 dir. Bu esitsizligin her iki tarafin1 —y < 0 ile garparak

ve her iki tarafina (x*, x — x*) ekleyerek,
(x",x —=x*) = (x"—yVf(x"),x —x*),Vx €C

oldugu elde edilir. Teorem 4.1.2°den x* = P (x* — yVf(x*)) oldugu goriiliir. Tersine
y > 0i¢in, x* = Pc(x* — yVf(x™)) olsun. Bu durumda,

(x5 x—x")y=(x"—yVf(x"),x —x*), Vx € C

olur. Buradan da, Vx € C i¢in (Vf(x*),x —x*) = 0 oldugu elde edilir. Teorem

4.1.2.1°den x*, (2.1) minimizasyon probleminin bir ¢6ziimiidiir.

Teorem 4.1.2.3. Vf, C iizerinde tanimli kesin monoton bir operatdr olsun. Bu

durumda, (Vf (x*),x — x*) = 0 esitsizliginin bir ¢dziimii varsa tektir [34].
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Ispat: x; ve x, birbirinden farkl: iki ¢6ziim olsun. Bu durumda, her x € C igin x, ve

X, sirastyla,

(Vf(x1),x —x1) =0 (4.3)

ve
(Vf(x2),x —x3) 2 0 (4.4)

esitsizliklerini saglarlar. (4.3) ve (4.4) esitsizliklerinde x yerine sirasiyla x, ve x;

yazilirsa,

(VF(x1) = Vf(xz),x; —x1) = 0

elde edilir. Fakat bu esitsizlik kesin monotonluk tanimiyla celigir. Dolayisiyla

X1 = Xy ’dil‘.

Sonug 4.1.2.1. Vf, C lizerinde taniml1 kesin monoton bir operator olsun. Bu durumda

minimizasyon probleminin bir ¢6zlimii varsa bu ¢6ziim tektir [29].

4.1.3. Vf’nin GPA’min Yakinsakhgina Etkisi

GPA’nin yakinsakligi, V£ nin tagidig1 6zellikler ile yakindan ilgilidir. (2.3) ile
verilen GPA’da, T:= P.(I — yVf) olarak alalim.

4.1.3.1. GPA’nin Giiclii Yakinsakhg:

V£, n -kuvvetli monoton ve L —Lipschitzian oldugunda uygun sartlar1 saglayan
¥y ler i¢in igin T bir daraltan doniisiim olacagindan Banach daraltan teoreminden

yararlanilarak GPA’nin gii¢lii yakinsak oldugu sonucunu asagidaki sekilde verecegiz.

Onerme 4.1.3.1.1. V£, L —Lipschitzian ve n — kuvvetli monoton olsun. 0 <y < 2—;7
L

sartin1 saglayan y’lar igin T bir daraltan doniisimdiir.

28



4. MATERYAL VE YONTEM Ahmet SALKIM

Daha acik bir ifadeyle; V x,y € H igin T = \/1 —v(2n —yL?) < 1 olmak lizere,

ITx — Ty|l < t|lx — yl||’dir [35].
Ispat: Vx,y € C icin,

ITx = Tyll? = || P = yV)x — Pc(1—yVO)yll?

< U=yVHx— U -yV)yll?

< lx = ylI> = 2v(Vf (%) = Vf(¥),x = ¥) + ¥2IIVF(x) = VFD)II?

< llx =¥l = 2ynllx — ylI* + y*L2llx — yII?

= (1-y@2B —yL?)llx — ylI?

oldugundan, T, /1 — y(2n — yL2) < 1 igin bir daraltan déniisiim olur.

Teorem 4.1.3.1.1. Vf, L —Lipschitzian ve n — kuvvetli monoton olsun. {y;,};r=, dizisi

i¢in,

0 < liminfy,, < limsupy, < — (4.5)
n—oo

olsun. Bu durumda, (2.3) ile verilen GPA, minimizasyon probleminin bir tek

¢oziimiine kuvvetli yakinsar [35].
Ispat: V£, n — kuvvetli monoton oldugundan, ayn1 zamanda kesin monotondur. Sonug

4.1.2.1°dendolay,, T =T, : Pc(I — ¥, Vf) nin bir tek sabit noktasi olur.

(4.5) varsayimindan, her n > N igin,
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0<a<O<vea<y,<o

olacak sekilde bir N dogal sayis1 vardir.

h = max \/1 —v(2n — yL?) olarak alinirsa, 0 < h < 1°dir ve her n > N i¢in

asy<6

0 S\/1 - Vn(ZTI - Van) <h

olur.
Onerme 4.1.3.1.1’den, T = T, : Pc(I = y,Vf) bir daraltan doniisiimdiir. Banach

daraltan teoremi geregince, (2.3) ile lretilen GPA, T’nin bir tek sabit noktasina

yakinsar.
4.1.3.2. GPA’min Zayif Yakinsakhg

Levitin ve Polyak, Vf’nin kuvvetli monoton olmayip sadece L —Lipschitzian
olmast durumunda, GPA’nin (2.1) probleminin bir ¢dziimiine zayif yakinsadigini
gosterdiler [6]. Ciinkii, Vf, sadece L —Lipschitzian oldugunda, uygun y degerleri
icin P-(I — yVf) bir genislemeyen doniisiim olacagindan, Pq(I —yVf) doniisiimii

icin bir Picard iterasyonu olan GPA gii¢lii yakinsak olmayabilir:

Onerme 4.1.3.2.1. f:C - R fonksiyonu f Fréchet diferansiyellenebilir fonksiyon

olsun. Eger Vf bir L — Lipschitzian doniigiim ise Vf ayni zamanda % — tkm’dir [36].

Onerme 4.1.3.22. C, H’nin kapali ve konveks alt kiimesi ve Vf:C - H,
L —Lipschitzian bir déniisiim olsun. 0 <y < % icin Pc(I —yVf) bir genislemeyen

dontistimdiir.

Ispat: Onerme 4.1.3.2.1°den, Vf’nin % — tkm oldugunu ve P nin bir genislemeyen

dontisiim oldugunu kullanarak, her x,y € C igin,

I Pc( =y YV )(x) = PeU =y VODNII? < IT =y VO — U =y VODII?
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= llx =¥l = 2v(Vf (x) = Vf (), x = y) + V2V (x) = VD) II?

1
< Il =yll* = 2y LIV () = VEDIZ + v 2 IVf () = VA D)II?

1
= Il = y1I? =y (27 = ¥) 19/ G - TF@IP

< llx = yll?

oldugunu elde ederiz. Boylece P-(I —yVf) bir genislemeyen doniisiimdiir.

Teorem 4.1.3.2.1. (2.1) ile verilen konveks minimizasyon probleminin ¢oziilebilir

oldugunu kabul edelim. Vf, L —Lipschitzian olsun. {y,}n=, parametreler dizisi i¢in

0 < liminfy,, < limsupy, <% kosulu saglansin. Bu takdirde GPA algoritmasi
n—->oo

n—-oo

(2.1)’in bir ¢oziimiine zay1f yakinsar [5].

Levitin ve Polyak’in gosterdigi Teorem 4.1.3.2.1°t Xu [7] ortalamali
dontigiimler mantigiyla yeniden ispatladi. Asagida, 5. boliimde kullanilacak lemmalar
verildikten sonra GPA’nin Xu’nun ortalamali doniisim yaklasgimiyla yeniden

yazilmasini bir 6nerme olarak verecegiz.

Lemma4.1.3.2.1. Vx,y € H ve A € [0,1] igin,

IAx + (1 = Dyll> = Alxl*> + A = Dlyl> = 2A = Dllx - ylI>  (46)

esitligi gecerlidir [37].

Lemma 4.1.3.2.2. (Demiclosedness Prensibi) C, H’nin kapali ve konveks bir alt
kiimesi, T: C — C bir genislemeyen doniisiim ve Fr # @ olsun. Eger C’de {x,}n-o
dizisi x’e zayif yakinsiyor ve (I — T)x, bir y’ye giiclii yakinsiyorsa bu takdirde,
(1= T)x = y’dir. Ozellikle y = 0 ise x € Fy olur [38].
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Lemma 4.1.3.2.3. C < H kapali ve konveks bir kiime olsun ve H’de bir {x,,};—, dizisi
asagidaki sartlar1 saglasin:

i. Vx € C igin lim ||x,, — x|| mevcuttur,
n—->oo
ii.  {xplo=o dizisinin zayif yakinsak alt dizilerinin limitlerinin kiimesi
wy, (x,): = {x: Axy; = x} c C olsun.

Bu takdirde, {x, }n=o dizisi, C’de bir noktaya zay1f yakinsar [38].

Lemma 4.1.3.2.4. {q,}n=o negatif olmayan sayilarin bir dizisi ve {s,}n=o de negatif

olmayan sayilarin };5_, s, < oo sartin1 saglayan bir dizisi olsun. Eger,

qn+1 < n + Sn

ise, {qn}meo sirhdir ve lim g, mevcuttur [39].
n—-oo

Xu’nun ortalamali doniisiim yaklagimini asagidaki 6nermede verelim.

Onerme 4.1.3.2.3. V£, 0 < liminfy,, < limsupy, < % olmak tizere L —Lipschitzian
n—00

n—-oo

olsun. Her n igin, P;(I — y,,Vf) doniisiimi, B, = % ortalamalidir [7].

Ispat: 0 < a <y, <6< % oldugunu kabul edelim. V£, L —Lipschitzian oldugundan,

her x,y € C igin,

IVF(x) = VFWII? < L2[lx — ylI?
dir.
Onerme 4.1.3.2.1°den, Vf, %— tkm'dir. Onerme 4.1.1.2 i.’den, yVf, yiL — tkm’dir.

Onerme 4.1.1.2 iii.’den, yVf, yiL — tkm oldugundan, I — yVf, % — ortalamalidir.
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P.’nin %—ortalamah doniistim oldugunu biliyoruz. P, %— ortalamali ve [ — yVf,

yz—L—ortaIamah oldugundan, Onerme 4.1.1.1 iv.’ii kullanarak P.(I —yVf)

oo 1YL yL _ 2+yL 5 . 2
doniisiimiiniin ST y? — VT = Ty ortalamali oldugunu elde ederiz. 0 < y < - olmak

tizere, Pc(I — yVf) doniisiimii bir ortalamali doniisiim oldugundan,

T

2+vyL 2+yL
Y>I+ 14

Pl -y = (1-= :

olacak sekilde bir T: H —» H genislemeyen doniisiim vardir. Boylece her bir n i¢in T,

doniistimleri genislemeyen doniisiimler olmak tizere,

2—y L 2+ v,L
PC(I—yan)=( y”>1+ YnZ

4 4 n
olur. a; = =%, 6, = 2*4‘”, 0 <a <y, <0 <> olmak iizere, £, = 2= diyelim.
Bn € [aq,60,] c (0,1) dir. Bu durumda,
PC(I - anf) = (1 - ﬁn)l + BnTy (4-7)

yazilabilir.

(4.7) kullanilarak, (2.3) ile verilen GPA algoritmasi asagidaki sekilde yazilir:

X1 = P = vuV)xn = [(1 = Bl + BTyl xy

=1- .Bn)l(xn) + .BnTn(xn) =(1- .Bn)xn + BnThxn

Ertirk ve ark. [1], (2.1) konveks minimizasyon probleminin bir ¢dziimiine
(2.4) ile verilen GPA’nin zayif yakinsak oldugunu gosterdiler. Bu teorem asagida

verilmistir.
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Teorem 4.1.3.2.1. (2.1) ile verilen konveks minimizasyon probleminin ¢oziilebilir
oldugunu kabul edelim. Vf, L —Lipschitzian doniisiim olsun. {yn}n=o, {@n}tmeo V€
{bp}n=, dizileri i¢in asagidaki sartlar saglansin.

i. 0 <liminfy, <limsupy, < %
n—>oo

n—-oo

ii. 0 <liminfa, <limsupa, < 1ve 0 < liminfb,, < limsup b,, < 1.

n-oo n—oo n-oo n—oo

Bu takdirde, (2.4) ile verilen GPA, (2.1)’in bir ¢6ziimiine zay1f yakinsar [1].
4.2. Ustiinlestirme Metodolojisi ve iterasyonlarin Pertiirbasyon Direncliligi

Son zamanlarda, Davidi, Herman ve Censor tarafindan iteratif yontemlerin
etkililigini artirmak i¢in iistlinlestirme metodolojisi (SM) olarak adlandirilan yeni bir
metodoloji kullanilmistir [4]. Bu yontem, iteratif algoritmalar {izerinde pertiirbasyon-
direng tekniklerini kullanir. SM, bozulmus algoritmaya orijinal algoritmanin yaptigini,
daha az hesaplama ile yaptirma prensibine dayali olarak calisir. Daha kesin olmak
gerekirse, pertiirbasyonlar (bozulmalar), bozulmus algoritmayi, amaglanan uygulama
i¢in orijinal iteratif algoritma tarafindan iiretilenlerden daha yararli sonuglar tiretmeye

"

"zorlamak" iizere tasarlanmistir. Simdi Censor’un [10]'da Oklid uzayinda vermis

oldugu simirli pertiirbasyon direngliliginin matematiksel tanimin1 verelim.

Tammm 4.2.1. 7, R/ nin bostan farkl bir alt kiimesi olsun. {£,}5—,, her n € N i¢in
Brn =0 ve Y, B < oo sartini saglayan reel sayilarin bir dizisi ve {v, }n=, dizisi de
R’’de sinirh bir dizi olsun. Eger x, € R/ igin x,,, = A(x,) ile iiretilen {x,}5_,
iteratif algoritmas1 t’daki bir noktaya yakinsiyorken, y,,; = A(y, + Bovy) ile
verilen {y, }s_, iteratif algoritmas1 da, herhangi bir y, € R/ i¢in 7’daki bir noktaya
yakimsarsa A:R/ — R/ algoritmik operatdriine t’ya gore smirli pertiirbasyon
direngliligine sahiptir denir.
Bu tanimda {y,}n-o, oOrijinal algoritma olan {x,};=,’nin dstinlestirilmis
versiyonudur.

Xu [12], ortalamal1 doniisiimler yaklagimini kullanarak, Hilbert uzaylarinda

konveks minimizasyon probleminde kullanilan ve gradient projeksiyon
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algoritmasindan daha genel olan PSG algoritmasinin sinirli pertiirbasyon direngliligini

calist1 ve asagidaki sonucu elde etti:

Teorem 4.2.1 H bir reel Hilbert uzay1 ve C, H’nin kapali ve konveks bir alt kiimesi
olsun. Konveks bir f:H — R fonksiyonunun C kiimesindeki minimumlarinin

bulunmasini problemini, yani, melgl f(x)’i gbz Oniine alalim ve bu problemin
X

¢oziilebilir oldugunu varsayalim. {f,}o=o, hernicin B, = 0 ve Y}7_, B, < oo sartini
saglayan reel sayilarin bir dizisi ve {v, }n, dizisi de H’de sinirli bir dizi olsun. Eger

Vf, L-Lipschitzian ve {y, }y=o parametreler dizisi igin

2
0 < liminfy, <limsupy, < -
n-—oo n—oo L

ise GPA’nin Ustlinlestirilmis versiyonu olan

Xn+1 = PC(xn + Bnvn — ¥ Vf (xn + ﬁnvn))

algoritmasi (2.1)’in bir ¢dziimiine zayif yakinsaktir [12].
4.2.1. Ustiinlestirme Metodolojisinin Uygulandigi Baz1 Alanlar

SM, baz1 6nemli pratik uygulamalarda, 6zellikle projeksiyonlardan goriintii
rekonstriiksiyonu, yogunluk ayarli radyasyon tedavisi ve tahribatsiz muayene gibi ters
problemlerde basariyla kullanilan ve ek alanlarda uygulama ve test bekleyen ¢cok genel
bir prensiptir. Simdi giinliik hayatta SM’nin pratik uygulamalarini gérebilecegimiz iki

problemi verelim.
Tamim 4.2.1.1. (Lineer Ters Problemler) H bir Hilbert uzayi, C, H nin bos olmayan

kapal1 ve konveks bir alt kiimesi olsun. 4, H {lizerinde bir sinirl1 lineer opertadr olsun.

A", A’nim eslenigini gostersin ve b € H olsun.
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Konveks olarak kisitli ters problem olan Ax = b, x € C problemini goz oniine
alalim. Bu problem, en kiiciik kareler yontemi ile asagidaki gibi bir minimizasyon

problemi olarak ifade edilebilir [12]:
o1 2
min-= ||Ax — b||*.
x€eC 2
Tikhonovun regiilerizasyonunu uygulayarak yukaridaki minimizasyon problemi

asagidaki gibi regiilerize edilmis en kii¢lik kareler problemi ile ¢oziilebilir:

in £.(x) = = [14x — b2 + & lx|1 48
TpSe(0 = g v = bl g I (9

Burada € > 0 regiilazisyon parametresidir. f; fonksiyonunun gradienti olan
Vfe(x) =A"(Ax —b) + ex ,x €EH,

fonksiyonu L(f;) = ||A||? + & sabiti ile Lipschitziandur.
(4.8) problemi, asagidaki teoremde verildigi {izere sinirli pertiirbasyon direnglilige
sahip GPA ile ¢oziilebilir.

Teorem 4.2.1.1. {B,,}m=0, negatif olmayan sayilarin ),;—, S, < o kosulunu saglayan

bir dizisi ve {vy,}m=0, H de smirli bir dizi olsun. Bu durumda, 0 < y < HMI+H olmak

luzere

Xn+1 = PC((]- - ye)(xn + ﬁnvn) - VA*A(xn + ﬁnvn) + }/A*b))

algoritmasi (4.8)’in bir ¢ozlimiine zayif yakinsaktir [12].

Ispat: Vf.(x) = A*(Ax — b) + ex, L(f.) = ||A||> + € ve ¥, = ¥ oldugu gbz 6niine

aliarak Teorem 4.2.1’den sonucu elde ederiz.
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Tamm 4.2.1.2 (Split Fizibilite Problemi): Yogunluk ayarli radyasyon terapisinde ve
ifadeleri geri almalarda ortaya ¢ikan ters problemleri modellemek igin [40], [41] de
tanitilan split fizibilite problemini (SFP) asagidaki sekilde formiile edebiliriz:

C ve Q swrasiyla, H; ve H, Hilbert uzaymnin bostan farkli kapali ve konveks alt
kiimeleri olsun. A: H; = H, doniisiimiiniin sinirli bir lineer operator oldugunu kabul

edelim. SFP,
x€eCveAx €Q (4.9)

Ozelligini saglayan bir x noktasi bulma problemi olarak formiile edilir. SFP’nin
¢oziimlerinin kiimesini T = {xeC:AxeQ } = C N A™1Q ile gosterelim. Uygunluk
agisindan, I''nin kapali ve konveks oldugunu kabul edelim.

Simdi SFP’ye GPA uygulamak amaciyla SFP’nin bir minimizasyon problemi
olarak nasil ifade edildigini gorelim [42]:
Agiktir ki; xel’ olmasi, baz1 g € Q i¢in, Ax — q = 0 olacak sekilde x € C oldugu

anlamma gelir. Bu da d(Ax,q) = ||Ax —q|| wuzaklik fonksiyonunun ve

.1 2 L. o
min - ||Ax — PQAx” minimizasyon probleminin gz oniine alinmasina yol acar.
x€C,qeQ

Eger q € Q ya gbore minimize edilirse bu durumda,
. 1 2
min f(x):= > ||Ax - PQAx” (4.10)

minimizasyon problemi elde edilir.
f fonksiyonu siirekli diferansiyellenebilirdir ve Vfx = A*(I — Py)Ax’dir. (I - PQ)
dontigtimiiniin firmly geniglemeyen doniigiim oldugu kullanilarak, her x,y € C i¢in
IVfx — Vyll < l|A]1%||x — y| esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikten Vf’nin bir
|A]|? — Lipschitzian doniisiim oldugu sonucu ¢ikar [42].

SFP’nin minimizasyon problemi olarak ifade edilebilmesi, SFP i¢cin GPA’ nin
kullanilmasima imkan tanir. Sonug¢ olarak SFP, optimizasyon problemi olarak
yazilabildiginden dolay1 SFP ‘nin sinirli pertiirbasyon direngliligi GPA ile ¢6ziilebilir.

Bu sonug asagidaki teoremden ¢ikar.
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Teorem 4.2.1.2. {f,}y=o negatif olmayan sayilarin };;_, 8, < o kosulunu saglayan

2
llAll?

bir dizisi ve {vy,}n—o, H de smirl bir dizi olsun. 0 < y < oldugunu varsayalim.

Bu durumda,

Xn+1 = Pc(xn + Bty — VA (I — PQ)A(xn + ﬁnvn)) (4.11)
algoritmasi SFP’nin bir ¢dziimiine zayif yakinsar [12].
Ispat: Vf = A*(I - PQ)A doniisiimiiniin ||A||? —Lipschitzian déniisiim oldugunu goz

Oniine alarak Teorem 4.2.1°den (4.11) algoritmasimnin SFP’nin bir ¢dziimiine zayif

yakinsadigini goriiriiz.
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S. BULGULAR ve TARTISMA

Bu boliimde H bir reel Hilbert uzayi, C H’nin kapali ve konveks alt kiimesi ve
f+H — R konveks bir fonksiyon olsun. f’nin C kiimesindeki minimum noktalarini
bulma problemi olarak (2.1) minimizasyon problemini g6z Oniine alalim. Bu
problemin ¢oziimlerinin kiimesini S ile gosterelim ve S # @ oldugunu kabul edelim.

Tezin bu kisminda, Ertiirk ve ark. [1] tarafindan konveks minimizasyon
probleminin bir ¢6ziimiine zayif yakinsak oldugu gésterilen (2.4) ile verilen GPA’nin
tstiinlestirilmis versiyonunu konveks bir f:H — R doniisimii i¢in ele alacagiz.

(2.4)’1n Ustiinlestirilmis versiyonu asagidaki gibidir:

( Xn+1 = PC(:Vn + By — anf(yn + ann))
! Yo =(1- an)PC(xn + Bnvn — VaVf (X + ﬁnvn))
+anPC(Zn + BnVn — VaVf (2, + ﬁnvn))
L Zp = (1= by) (xn + Bnn) + bpPe(xy + Brvn — vV f (x5 + Brvn))

(5.1)

Burada, {fn}n=o, her nicin f, =0 ve Y7o, < oo sartini saglayan reel
sayilarin bir dizisi ve {v, }n=o, H’deki elemanlarmn sinirli bir dizisidir. (5.1) ile verilen
tistiinlestirilmig gradient projeksiyon algoritmasinin, (2.1) minimizasyon probleminin
bir ¢ézlimiine zay1f yakinsak oldugunu, dolayisiyla (2.4) ile verilen GPA’nin sinirh
pertiirbasyonlara kars1 direncli oldugunu, ortalamali doniistim yaklagimini kullanarak

gosterecegiz.

Ayrica, SFP ve dogrusal ters problemler ig¢in dstiinlestirilmis (5.1)
algoritmasinin uygulamalarini verecegiz. Bunlara ek olarak, elde ettigimiz sonucu

sonsuz boyutlu Hilbert uzayinda bir 6rnekle agiklayacagiz.

Teorem 5.1. Konveks f: H — R doniisiimii i¢in (2.1) minimizasyon problemini géz
Online alalim. S # @ olsun ve Vf’nin L — Lipschitzian oldugunu kabul edelim.

{Bn}n=o, hernigin B, =0 ve Y7, B, < oo sartin saglayan reel sayilarm bir dizisi

ve {v,}n=o, H’deki elemanlarm smirli bir dizisi olmak tizere, {x,}neo, Xo € H

39



5. BULGULAR VE TARTISMA Ahmet SALKIM

tarafindan ftiretilen (5.1) algoritmasi olsun. Eger [0,1]’deki {a,}n=o V€ {bn}neo

dizileri ve (0,%)"deki {y,}ie, dizisi

i. 0 <liminfy, <limsupy, < %,

n-o n—oo

ii. 0 <liminfa, <limsupa, < 1ve 0 <liminfb, < limsupb, < 1.

n-co n—-oo n-oo n—oo
sartlarin1 saglarsa, (5.1) ile verilen istiinlestirilmis {x,},=, dizisi, (2.1) ile verilen

minimizasyon probleminin bir ¢6ziimiine zayif yakinsaktir.

Ispat: 1. Adim: Her bir x, € S igin lim ||x,, — x,||’in mevcut oldugunu gosterecegiz.
n—->oo

(5.1) ile verilen istiinlestirilmis algoritmada (4.7) ile verilen ortalamali doniisiim

yaklasimin1 Kullanarak ve (5.1)’i yeniden diizenleyerek

en = (1= €)Bnvn + 6,10 (Vn + Butn) — €nTuyn

én = (1= €)Bpvn + (1 — an)en (T (xn + Brvn) — Tnxn)

+an€n(Tn(2n + Bavn) — TnZn)

én = (1 — €nbn)BnVn + €nby(Tn(n + Brvn) — TnXn)

olmak lizere asagidaki algoritmay1 elde ederiz:
Xni1 = (1= €)yn + €xTyn + e
Yo = (1= a)((1 = €)%, + €nTnxy)

+a,((1 — €2)2n + €,Tnzy) + &,
Zn = (1= bp)xn + by ((1 — €)%, + €,Tyxy) + &y

(5.2)

{vm=o smurli bir dizi oldugundan her n igin ||v, || < K olacak sekilde bir K reel sayisi
vardir. Her n i¢in, T, nin genislemeyen doniigiim oldugunu ve |[|v,|| < K oldugunu
gdz Oniine alarak, {e,}or,, {€n}or, Ve {€,}5., dizilerinin sinirh oldugunu asagidaki

gibi elde ederiz:

”en” = ”(1 - En)ﬁnvn + 6-nTn(yn + ﬁnvn) - 6-nTnyn”
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< (1 = e)lIBavnll + €nl T + Bnvn) — Tyl

< (1= en)Bullvnll + enBnllvnll

= Bullvnll

< B.K, (5.3)

|(1 - En),ann + (1 - an)en(Tn(xn + .ann) - Tnxn)
+an6n(Tn(Zn + ann) - TnZn)

leall = |
< (1 = e Buvall + (1 = ap)enliTy Gty + Bu) — Totyl
anenllTa(zn + Buv) = Tz
< (1= e)Bullvall + (1 = ap)enBullvnll + anenBulival
= Bullvyl
< B.K, (5.4)
ve
1]l = 111 = €nbu) B + Enbn(Ta(n + Brv) — Tl
< (1 = exb) 1BVl + €nbullTyGon + Batin) — Ty
< (1 = ) Bullvall + €nbyfullv,

< B.K. (5.5)
(5.3), (5.4) ve (5.5) esitsizliklerinde, lim 5, = 0 gercegini kullanarak,
n—oo
lim |le, || = 0, lim ||&,]| = 0 ve lim ||&,]| = 0 (5.6)
n—oo n—oo n—oo

oldugunu kolaylikla gorebiliriz.

x, € S olsun. Her n igin T, x, = x, oldugunu kullanarak
”xn+1 x|l =1 - En)yn + €y Ty + e — x|

= ”(1 - En)(yn - x*) + En(Tnyn - x*) + en”
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< (1 - en)”yn - x*” + En”Tnyn - Tnx*” + ”en”

< (1 - en)”yn - x*” + en”yn - x*” + ”en”

= llyn — xll + llenll, (5.7)
o — 2. = ‘ (1= a)((1 = ey + enToxn)
+a,((1 — €)zn + €,Tnzy) + &, — x.
< (1 = a)ll(1 =€) (xn — x.) + €x(Toxn — x|
+anll(1 = €n)(zn — x.) + €u(Tnzn — x|l + llEnll
<1 -a)@ = e)llxn — xll + (1 — an) el Toxn — .l
+an(1 = €)llzn — x.l + anenllTnzy — x|l + l1€nll
< (1= ap)@ —ex)llxn —xll + (1 — ap)enllx, — x.|]
+a, (1 — e)llzn — x| + anenllzn, — x| + |&,]]
< (A —allxn = xl + anllzy — x|l + [1€xll (5.8)
olur. (5.7)’de (5.8)’i kullanarak,
IXn41 = 20l < (1 = apdllxn — 2.l + anllzy — x.0 + lIEnll + llenll  (5.9)

esitsizligini elde ederiz. Yine, her n i¢in T, x, = x, oldugunu kullanarak,

2 — x|l = || (1 = bp)xn + by (1 = €)% + €,Tyxn) + &, — .
< (1= bllxy — x. Il + ball (1 — €)x5 + € Toxn, — 2.1 + || &4 |
< (1= bpllxy — x.ll + by (1 — €)1y, — x|
+bp el Taxn, — x| + | &4 |
< (1= b)llxp — x|l + by (1 =€) [[x, — x|
+bnenllx, — x|l + || &,
(5.10)

= llxn — 2.l + || &, |

esitsizligi bulunur. (5.9)’da (5.10)’u kullanarak,
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211 = 2l < (1= ap)llxn = 20l + @n(llxn = 2l + [[&a]]) + llEnll + llenll
<l = 2l + [|&a]| + el + llenl (5.11)

oldugunu goriiriiz. (5.11)’de (5.3), (5.4) ve (5.5)’i goz Oniine alarak asagidaki

esitsizlige ulagiriz:
41 — %01 < [l — x|l + 3B,K.
Bu esitsizlikte Lemma 4.1.3.2.4°4 kullanarak, {||x, — x.|[}p=o dizisinin sinirh

oldugunu ve her x, € S igin Al_rBo ||x, — x.|| nin mevecut oldugunu goriiriiz.
2. Adim: w,(x,;) € S oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in Lemma 4.1.3.2.2%yi
kullanacagiz. 11k olarak ispatin bu kismi i¢in asagidakileri hesaplayalim:
Her n i¢in T,’nin genislemeyen doniisiim olmasi, Cauchy-Schwarz esitsizligi ve
Lemma 4.1.3.2.1 kullanilarak,
lxn+1 = 2% = 11— €)yn + €xToyn + e — .17
=11 = &)y + €xTyn — %I
+2((1 = €)yn + €nTnYn — Xu €n) + llenll?
<A = €)yn + €Ty — I
+2[(1 — €)yn + €nTuyn — x.lllenll + llenll?
< A = €)yn + €Ty — I
+2[(1 = e llyn — %l + €nllTuyn — x.lllenll + llenll?
<X — €)yn + €aTnyn — X7 + 2lly, — xellllenll + llenll?
= 1(1 = €)yn + enTruyn — %17 + llenll2llyn — x. 1l + llexnlD
< (1 - e)llyn — %l + el Tayn — %112
—en(1 = €Ty — Yull® + llenll llyn — .1l + llex )

< Ny = x1? + llenll 2llyn — x.11 + llenlD, (5.12)
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v, — x. 12 = (1- an)((l — €p)xp + enTnxn)
n * +an((1 - En)Zn + EnTnZn) +é,—x,

1- an)((l — €)Xn + €,Txy — x*)
+an((1 — €n)Zn + €, TnzZ, — x*) +é,

1- an)((l — ) (Xn — x.) + €q(Tyxy — x*)) ’

- ‘ +an((1 - En)(zn —x,) + €, (Tzn — x*))

1- an)((l — €)Xy — x,) + € (Txy — X*))
+an((1 - En)(zn - x*) + En(TnZn - x*))' én
+1&,ll?

= (1 - a)ll(1 = e (xn — %) + €n(Tnxn — x)II?
+a,|l(1 - €,)(zn — x.) + €(Tyzp, — x*)llz
_(1 - an)an”(l - En)(xn - Zn) + En(Tnxn - Tnzn)llz

(1- an)((l —€) (X — x.) + € (Tyxy — x*))

lléxll + llé, I
+an((1 — €0)(Zn — %) + € (Thzy — x*)) " "

< (1= an)((1 = el = xlI? + €nlITxn — .17 = (1 = €p)énllxn — Tnxall?)
+an((1 = ellzn = 21° + €Tz — 211> = (1 = €2)€nll2n — Tz, 1)
—(1 = an)anll(1 = ) (Cen — zp) + €x(Tpxn — Tuzn) 2
+2((1 = ap)llxn — 2.1l + apllzy — x.A)lIE Nl + llE,lI?
< (1 —apllx, — %l + anllz, — %117

+2((1 = ap)llxn = x|l + apllzy — x.l)lIE Nl + 1€, I (5.13)

”Zn - x*llz = ”(1 - bn)xn + bn((l - En)xn + EnTnxn) + én — X4 ?
= ”(1 - bn)(xn - x*) + bn((l - 6-n)(xn - x*) + 6-n(Tnxn - x*))llz

+2((1 - bn)(xn - x*) + bn((l - en)(xn - x*) + En(Tnxn - x*)), é’:n)
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~ 112
+é|
< (1 - bn)”xn - x*llz + bn”(l - en)(xn - x*) + En(Tnxn - x*)HZ
_(1 - bn)bnenzllTnxn - xn”2

+2”(1 - bn)(xn - x*) + bn((l - En)(xn - x*) + En(Tnxn - x*))l“lén”
el

< (1 - bn)”xn - x*”2 + bn(l - En)”xn - x*”2 + bnen”Tnxn - x*“2
—b, (1 — €)enlITyx, — xnllz -(1- bn)bnenzllTnxn - xnllz
+2((1 - bn)”xn - X*” + bn(l - En)”xn - X*” + bnen”xn - x*”)”én”
< 12
+[| €| (5.14)
oldugu elde edilir. (5.14)’den asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
”Zn - x*”2 < ”xn - x*llz - bn(l - En)en”Tnxn - xnllz

+20126 — 2 ||| B || + (||’ (5.15)

Eger (5.15) ve (5.13)’i (5.12)de yerine yazarsak,
lxne1 — %12 < (1 = ap)llxn, — x. 1

”xn - x*”2 - bn(l - En)en”Tnxn - anlz

. " !
M2lx, — xll]|E]| + 18

+2((1 = ap)llxn — x|l + apllzy — x.1)lIE Nl + llé,I?

+lenll2llyn = 211 + llenl)
< Il = 2.1 = @nbn(1 = €n)énllxn — Tuxall?
a8l (2l = x.ll + [|éw]])
H12al1(2((1 = @)llxn = x.ll + anllzy = x.11) + lléx]l)
+lenll 2Ly = x. 1l + llexID) (5.16)

esitsizligine ulasiriz. (5.16)dan,
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[l = 2,117 = llxpeq — x. 17
1 +an||§n||(2||xn —xll+ ”én”)
by (1 = )€ [+11E,11[2((1 = a)llxy, — x| + apllz, — x.1I) + [1,1]]
+lenlllly, — .1l + llen D

llx, — Tx,lI? < (5.17)

esitsizligi  elde edili. ~<e, <1, 0<liminfa, <limsupa, <1 ve

n-—o n—oo

0 < liminfb,, < limsup b,, < 1 olduguna dikkat edelim. {||x,, — x.||}n=o dizisinin

n-o n—-oo
sinirli oldugundan, (5.8) ve (5.10)’un yardimiyla {||y,, — x.||}n=o V€ {llzn — x|} meo
dizilerinin de sinirli oldugu sonucuna ulasiriz. (5.17) esitsizliginin her iki tarafinin
limitini alalim. (5.6)’y1 kullanarak ve {||x,, — x.|}n=0, {llVn — x| }neo Ve

{llzn, — x.}m=0 dizilerinin siirh olduklarini g6z oniine alarak
lim ”xn - Tnxn” =0
n—-oo

oldugunu elde ederiz. Simdi de her n i¢in T;,’in genislemeyen doniisiim oldugunu

kullanarak asagidaki esitsizlikleri elde edelim:
Xn+1 = xnll = 11 = €)yn + €nTnyn + €n — x4l

< (1 = e)llyn = xnll + €nllTayn — xnll + llenll

< (1 - e)llyn — x4l
+en(ITwyn — Toxnll + Toxn — xnll) + llenll

< (1 - €e)llyn — x4l
+en(llyn — xnll + 1Txn — xnll) + llex|l

= llyn — xnll + €nllTxn — xnll + llenll (5.18)

- an)((l - En)xn + EnTnxn)

(
- X —
17 nll H+an((1 — €,)Zn + enTnzn) + é, — x,

< (1 - an)”((l - En)xn + EnTnxn) - xn”

+an||((1 = €2)zn + €, Tnzy) — x| + llE,l
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< (1 = ap)enllTaxn — xpll + an(1 = )|y, — x4l
+an€nl|Tnzn — xull + [l

< (1 = ap)enllTaxn — xpll + an(1 = )|y, — x4l
tanenl|Tnzn — znll + anénllzn — x|l + l&,l

< (1 = apenl|Tuxy — Xyl
tanllzn = xpll + an€nllTnzy — znll + 1€ (5.19)

”TnZn - Zn” < ”TnZn - Tnxn” + ”Tnxn - Zn”

< |lzp — xxll +

T x. — (1 - bn)xn
P\ by (1 — €p)xn + €nTyxy) + &y,

Thxn
(1 -byx, + bn((l — €p) Xy + enTnxn))

= ”Zn - xn” + (1 - bnen)”Tnxn - xn” + ”5n” (5'20)

<l = xall + ||| + H_(

ve

”Zn - xn” = ”(1 - bn)xn + bn((l - en)xn + EnTnxn) + én - xn”
= bpenllTuxn — xpll + ||&2]|- (5.21)

(5.21)’1 (5.20)’de yerine yazarsak

| Tzy, — zpll < brenllTnxy, — x|l + (1 = bpe) I Tuxn — x|l + ||5n|| + ||§n||

= ITxn — 2,1l + 2|, | (5.22)

esitsizligi elde edilir. lim [lx, — T,x,]l = 0 ve lim [[&;]| = 0 oldugunu kullanarak
Tlli_{gollTnzn — zy|| =0 ve Tlli_r)gollzn — x|l = 0 oldugunu buluruz. (5.19) esitsizliginin
her iki tarafinin limitini aldigimizda, 711_1)’210 [x, — Tpx,ll = 0, 7lli_r)120||Tnzn —zyll =0,
lim Iz, — x|l = 0 ve lim [|&, || = 0 esitliklerini kullanarak lim ||y, — x,|l = 0 elde

ederiz. (5.18)’in her iki tarafinin limitini aldigimizda ise lim ||x,, — T,x,|| = 0,
n—o0o

47



5. BULGULAR VE TARTISMA Ahmet SALKIM

ii_{?o”y" —x,]l =0 ve Tllggollenll =0 oldugunu kullanarak rlli_r)rolollxn+1 —x,]l =0
oldugunu elde ederiz. Artik w,, (x,) < S oldugunu gosterebiliriz. x, € w,, (x,) olsun.
Bu durumda {x,, }o—, dizisinin x,’e zay1f yakinsak bir {xnj}:;o alt dizisi vardir. Ayrica
{Vntn=o simirlt bir dizi oldugu igin yakinsak bir alt diziye sahiptir. Dolayisiyla,
{ynj}:zo dizisini {y,}m=o’nin y’ya yakinsak bir alt dizisi olarak disiinebiliriz.

T = Pc(I —yVf)olsun. T = P-(I —yVf) doniisiimiiniin bir genislemeyen doniisiim
oldugu agiktir. Ucgen esitsizligi, P.’nin genislemeyen déniisim olmasi ve Vf nin

L —Lipschitzian oldugu gergegi ile

+ ||xnj+1 — Txnj”

”x"i - Tx"i” = ”x”f i

< ”an — Xnj,,

yn]- +:8n]'vn]'
+||P;
_anVf (Ynj +ﬂnjvnj

)> — Pe (n, = ¥Vf ()

ynj + anvnj - yn]Vf (yn] + ﬁnjvnj)
~n, + VS ()

<

< ”xnj — Xnjy +

< —
< [|xn, = s

— +
T ([ Ynj — Xn, “ P “v”j ”

+ ||ynj‘7f (ynj + ﬁnjvnj) - )/Vf(xnj)”

+ ”y"j ~ n; ” *Bn; || Vn, ”

< ”an — Xnj,,

+Vn]~ ||Vf (ynj + ﬁnjvnj> - Vf(xnj) + |ynj - )/| ||Vf(xnj)||

+ ”y"j ~ n; ” B, ||Vn, ”

< ”an — Xnj,,
L ”y”f + BnyOn; = X, ” + |y”j - y| ”Vf(x"j)”

+ ”ynj ~ Xn, “ B “v"j ”

< —
= ”xnf *nja
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L [”ynj ~ Xy ” + B, ”v"j |” + |an - V| ”vf(x"i)”

g+ [ =5, 0 |

—||xnj T My

+ |, =] |77 G |

= ”x"f ~ Xy

+ |, = 7| V£ G| (5.23)

esitsizligi elde edilir. {||x,, — x,||}neo dizisinin stirhiligini ve V£ nin L —Lipschitzian

oldugunu kullanarak

|7 G| = [|9F Gen) = V) + V£ ()

< [|vf @) = Ve | + 19l
< L |, — .|| + IVF I
<N
olacak sekilde bir N reel sayisinin oldugunu goriiriiz.
(5.23)’in her iki tarafinin limitini alalim, lim ||y, — x,|| = 0, lim [|x,41 — x,|l = 0
n—oo n—oo

ve lim 8, = 0 oldugunu kullanarak Xn; — Txnj — 0 oldugunu goriiriiz. Dolayisiyla,
n—-oo
Xn, = X, iken Xp; = Txn; = 0 olur. Lemma 4.1.3.2.2.°den, x, € Fp’dir. Fr =S

oldugundan x, € S dir.

1.LAdim ve 2. Adim’da {x,}n-, dizisinin Lemma 4.1.3.2.3’iin sartlarim1 sagladigi

gosterilmistir. Bu nedenle {x;,};—, dizisi S’deki bir noktaya zayif yakinsar.
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Sonsuz Boyutlu Bir Hilbert Uzayinda Bir Ornek

Sonlu boyutlu normlu uzaylarda zayif ve giiclii yakinsakligin birbirine denk
olduklarini biliyoruz. Sonsuz boyutlu normlu uzaylarda ise zayif yakinsaklik giiclii
yakinsakliktan daha geneldir. Daha acik bir sekilde ifade etmek gerekirse, giiglii
yakinsak bir dizi, zayif yakinsaktir fakat zayif yakinsak bir dizi gii¢lii yakinsak
olmayabilir. Ayrica her daraltan doniisimiiniin ayn1 zamanda bir genislemeyen
doniisiim oldugunu biliyoruz. Eger Vf kuvvetli monoton ve Lipschtzian bir doniisiim
ise, Pc(I —yVf) doniisimii bir daraltan diiniisiim olacagindan Banach daraltan
dontigiim teoremine gore P.(I —yVf)’nin bir tek sabit noktasi vardir ve (2.2)
algoritmast (2.1)’in bir ¢dzlimiine kuvvetli yakinsak olacaktir. Eger Vf kuvvetli
monoton degilse, bu durumda P.(I —yVf) daraltan olmayan bir genislemeyen
doniigiim olacaktir. Bir genislemeyen doniistim Picard tipli bir iteratif algoritma igin
sabit noktaya giliglii yakinsamayabileceginden dolay1, f’yi Pc(I —yVf)’yi
genislemeyen doniisiim yapacak sekilde segerek tstiinlestirilmis (5.1) algortimasinin
zayif yakisakligini calisacagiz. Bunun icin [43]’de Example 2’de yer alan f
fonksiyonunu ele alacagiz. Ele alinan bu f fonksiyonu yardimiyla, Teorem 5.1’in
sartlarinin saglanmasi durumunda, (5.1) ile verilen iistiinlestirimlis algoritmanin (2.1)
minimizasyon probleminin bir ¢éziimiine zay1f yakinsak oldugunu gosterecegiz. Bunu

yaparken asagidaki teoremi kullanacagiz.

Teorem 5.2. 1 < p < o igin,

L, =3x = (xo,xl,xz,x3,---):2|xn|p < oo ve hernicinx, € R
n=0
olsun. lp’de Xy = (agn),agn),agn),agn), ) dizisini g6z Oniline alalim.
x = (g, a1,y az,-) € L, olsun. Bu takdirde x, — x olmasi i¢in gerek ve yeter
sartlar,
i.  {xptn=o dizisi smirhdir, yani, hern igin |[x,|| < N olacak sekilde bir

N > 0 vardir.

ii.  Her bir i igin, n — oo iken a(™ — a;’dir [20].
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Ornek 5.1. H =1, ={x = (x9,%1, %3, ): 2o olx,|? < o ve her n icin x,, € R}

1
olsun. |lx|| = {x,x) = (X%, |x,|?)7 i¢ carpimdan iiretilen norm ile H bir reel
Hilbert uzayidir. C = {x = (xq, X1, X2, X3, ... ): ||x]| < 1} kiimesi H’nin kapali ve

konveks bir alt kiimesidir. [43]’de C tizerinde

f((xO'xliXZ"")) = ”(xllx2!"')”2

seklinde tanimlanan f fonksiyonunu H iizerinde tamimlayalim. Yani f:H — R,

f((XOleiXZI"')) = ”(XIIXZI"')”Z

seklinde tanimlana fonksiyonu goz Oniine alalim. Lemma 4.1.3.2.1°1 kullanarak,

asagidaki gibi f’nin bir konveks fonksiyon oldugunu goriiriiz:
fx + @ =my) = f((xy + A =myLnxz + (A =)y, nx3 + (1 =n)ys,...))
= lIn(xy,x2,...) + A =M Y1, vz - DI
=l 22, P + A =N Y2, - IIIZ =0 =M ey = y1,%2 = Y2, )P
<l Gy, xg, -2 + @ = DN vz, -2

=nf((x0, %1, %2,...)) + A =) f (Yo, Y1, Y2,---))

S =1{(a,0,0,...):a € [-1,1]} kiimesi, f fonksiyonunun C’deki minimumlarinin

kiimesidir. Ayrica, herhangi bir karisikliga meydan vermemek i¢in, [, deki bir diziyi

{x(”)}:zo ile gosterelim.

1. Adim: P.(I — yVf) doniistimiiniin daraltan olmayan bir genislemeyen doniistim

oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in sirasiyla asagidaki asamalar1 yapalim:

51



5. BULGULAR VE TARTISMA Ahmet SALKIM

i. f, Fréchet diferansiyellenebilirdir ve Vf(x) = (0,2xq, 2x,,...)’dir [43].

Gergekten, eger f, bir x noktasinda diferansiyellenebilirse,

- fGe+y) = fC) -l _ 0 (5.24)
llyll-o Iyl

olacak sekilde bir j = Vf € [, vardir. t > 0 olmak {izere herhangi bir z # (0,0,0,...)
icin  y = tz alalim. (5.24)’1 kullanarak,

lim 1y + tzy, x5 + €25, %3 + tz3,..)|[? = [[(x1, X2, X3,..)|I? — t(z, j))]
t-0 tllzl|

X [Cen + t2)? = %3] — t(z, )]
= lim
t=0 tllz|

(5.25)

X [t?z7 + 2tx,2z,] — t(z,))]
TS0 tllzl

=0
oldugu elde edilir. (5.25)ten, f’nin x = (x,xq,...)°deki Fréchet tiirevi
Vf(x) = (0,2x4, 2x,,...) olarak hesaplanir [43].

ii.  Vf’nin kuvvetli monoton olmadigin1 gosterelim:

Eger Vf kuvvetli monoton ise, her x,y € C igin,

(Vf(X) - Vf()’)' X — }’> = ((0,2)61, 2X2, 2x3' 2X4_, ) - (0’2}’1' 23’2’ 2y3' 23’4, ): X — J’>

> 7nllx - ylI? (5.26)

olacak sekilde bir 1 >0 sayist var olmalidir. Herhangi bir n >0 i¢in,
x = (1,0,0,0,0,...) ve y = (—1,0,0,0,0,0, ...) alarak,
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(VFf(x) = Vf(y),x —y)=(0,0,0,0,..) —(0,0,0,0,...),(2,0,0,0...))
=0<nllx—yll*> =47

oldugunu goriiriiz. Bu durumda, (5.26) saglanmaz. Boylece Vf, kuvvetli monoton
degildir.

iii.  Vf, 2 —Lipschitzian bir doniistimdiir. Ciinki her x,y € C igin,

IVF(x) — Vf(Y)”Z = [|(0,2xy, 23, 2x3, 2X4, ... ) — (0,2y4, 25, 23, 2y, D7

= 1(0,2x1 — 2y1, 2%, — 2y,, 2X3 — 2}’3:---)”2

= Z (an - Zyn)z
n=1

= 4‘2 (xn _yn)z < 42 (xn _yn)z
n=1 n=0

= 4|lx — ylI?
dir.

iv. P:.(I—-vy,Vf) bir daraltan dontisiim degildir. Eger P.(I — y,,Vf) bir daraltan

doniisiim olsaydi, her x,y € C icin
IPc(I = vaV)x = Pc( = v V)l < 6llx = yll. (5.27)

olacak sekilde bir § € [0,1) sayisint bulmamiz gerekirdi. P;.: H — C’nin

(%9, %1, X2,...), (%9, %1, %5,...) EC

P L=< 1 2
C(XO, X2 ) m(xOleixZI"')l (xOF X1, le--') e C (5 8)
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seklinde oldugunu goz 6niine alalim. x = G, 0,0,0,.. ) vey = (— %, 0,0,.. ) alarak

ve her n € N i¢in, y,, < % = % = 1 kosulunu saglayan herhangi bir {y,,} ;- dizisi i¢in

1P = vaVH)x = Pc(I = VAVl

P, ((%00) - yn(0,0,0,...)> — P <(—%00> - Vn(O'O"")>H

= 1(1,0,0,..)ll =1,

ve
Sllx—yll=6

oldugunu goriiriiz. (5.27)’yi saglayan bir § € [0,1) sayisinin bulunamayacagi agiktir.
Bu yiizden, T bir daraltan doniistim degildir.

2. Adim: (5.1) ile verilen dstiinlestirilmis algoritmanin (2.1) minimizasyon
probleminin bir ¢ézlimiine zay1f yakinsak oldugunu gdsterelim:

{vndneo, 15 °de bir dizi oldugundan, {v, };- dizilerin bir dizisi olacaktir.

1 ) - e ) )
p(M = EYEE=Y k =0,1,2,.. secelim ve {v,}y-, dizisini daha agik bir sekilde
yazalim:
— (1,0 1 .2 k _ 1 1 1 1
p™ = Vg, v, v, .., 0%, ..) = ((n+2)'(n+2)2'(n+2)3""'(n+2)k+1"")'

{v(n)}:):o siirl bir dizidir, ¢linkii her n i¢in

1
S N 5 U M
“v ”2 (n + 2)k+1 , & (n + 2)2k+2 " (n + 2)2 - ((n + 2)2)k
_ 1 1 _ 1 <1
_(n+2)2'1_ 1 n2+2n+3
(n+2)?
dir. B, = olsun Y 0 Grn? ) < oo oldugu agiktir.
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2n+1
10n+3

Simdi Teorem 5.1’in i. sartin1 saglayan {a,}no V€ {bn}neo dizileri i¢in a,, =
ve b, = Z—: olsun. (5.1) algoritmasinda her n i¢in y,, = % Ve y, = % olacak sekilde
Teorem 5.1%in ii. sartin1 saglayan farkli iki {y;, }o=o dizisi alarak, (5.1)’in yakinsaklik

davranigini inceleyelim. Bu durumda (5.1) iteratif algoritmasi igin sirasiyla asagidaki

iteratif algoritmalari elde ederiz:

(x™D = P ((y2 + B,v8,0,0,0,...))

y™ = (1 — 120"7;13) Po((x2 + Ba?,0,0,0,...))

) +%PC((Z,2 + Bny,0,0,0,...)) (5.29)
zM = (1 — Z I ;) (x9 + Bvd, xt + Bvt, )

\+Z i ;PC((xg + Ba?,0,0,0,...))

( 1 !
x(”“) = PC <(yr(1) + ﬁnvgig (yr} + anr%),g (yr% + ﬁnvr%)' ))

2n+1 1 1
y® = (1 ~Ton s 3) Pc <<x,‘i + ﬁnv3,§ (xh + ﬁnv%),g (x2 + B,v2), ... ))
2Zn+1 1 1
3 Ton T3 Pc ((Zg + ﬁnvr?;g (z} + ﬁnv,}),g (z2 + B,v2), ... )) (5.30)

n+1
200 = (1= 222 ) a8+ vk + B ok + B )

n+1
+
\ n+2

po (58 + o5 G + s 352 4 B, )

Biri C kiimesinden, biri de C kiimesinin tiimleyeninden olmak tizere

—k£0_

5k=0 11
x© = (x9,x3,x2,...,xk,..)=1{1 (5,1,—,—,...)
7 2°3

ve

1
x(O) = (xg,xé,xg,...,xrli,...) = (E;O;O;O;---)
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seklinde farkli iki baslangic noktasi alalim. (5.29) ve (5.30) iteratif algoritmalarinin

yakinsaklik davraniglar1 agagida verilen cizelgedeki gibidir:

Cizelge 5.1. (5.29) ve (5.30) iteratif algoritmalarinin yakinsaklik davranist.

Iterasyon
(5.29) iteratif algoritmasi (5.30) iteratif algoritmasi
Sayis1
0 (5 1 L1 ) ( L1 0,0,0 )
112)31 10,102, ,U,U, ...
1 (1,0,0,0, ...) (0.193589744,0,0,0, ...)
3 (1,0,0,0, ...) (0.202589829,0,0,0, ...)
100 (1,0,0,0, ...) (0.208671563,0,0,0, ...)
300 (1,0,0,0, ...) (0.20879244,0,0,0, ...)
700 (1,0,0,0, ...) (0.20874294,0,0,0, ...)

Cizelgeden goriilecegi tizere (5.29) ve (5.30) ietratif algoritmalart Teorem

5.2’nin tiim sartlarini saglar. Dolayisiyla (5.29) ve (5.30) algoritmalar1 sirasiyla S
kiimesinin (1,0,0,0,...) ve (0.20874294,0,0,0,...) noktalarina zayif yakinsar.
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Sonug¢ 5.1. {f,,}n-0, negatif olmayan reel sayilarin Y;_, S, < oo sartini saglayan bir

dizisi ve {vy, }o—o dizisi de H’de smirh bir dizi olsun Asagidaki sartlarin saglandigini

varsayalim:
i. 0 <liminfy, < limsu < :
N 00 y‘l’l n_)oop)/n ||A||2+€
ii. 0 <liminfa, < limsupa, < 1 ve 0 < liminfb,, < limsupb,, < 1.
n-—oo n—-oo n-oo n—-oo
Bu durumda,

(%ne1 = Pe((1 = V&) On + Bun) — VnA"A(n + Bun) + ¥2A'D))
Yo = (1= ap)Pe((1 = 128 Oy + Brvn) — ¥nA A(xn + Bnvn) + ¥2A™D))
+a, Pc(1 = ¥n8) (Zn + Ban) = VnA"A(Zy + Bun) + ¥nA'D)))
Zn = (1 = b)) (Xn + Brpn) + buPc((1 = ¥n8) (Xn + Brtn) — YA A(Xy + Bn¥n) + ¥nA'D))

ile verilen algoritma (4.8) ile verilen problemin bir ¢6ziimiine zayif yakinsaktir.

Ispat: (4.8) ile verilen problemde V£.(x) = A*(Ax — b) + ex ve L(£.) = ||A||> + ¢

oldugunu g6z oniine alinirsa, Teorem 5.1°den gosterilmek istenen sonug elde edilir.

Sonug 5.2. {B,}=0, negatif olmayan reel sayilarin Y., f, < o sartin1 saglayan bir

dizisi ve {v,}n=, dizisi de H’de sinirh bir dizi olsun Asagidaki sartlarin saglandigini

varsayalim.
I. 0 <liminfy, < limsupy, < iz,
n—oo N—oo 1Al
ii. 0 <liminfa, <limsupa, < 1ve 0 < liminfb,, < limsupb,, < 1.
n—-co n—oo n—-oo n—-oo
Bu durumda,

Xns1 = Pe(Vn + BV — ¥aA* (I = Po)A(n + Bnvn))

Yo = (1= an)Pc(xn + v — ¥nA* (I — Po)ACxy + Brvn))

+0n, P (2Zn + BrVn — VnA"(I = P)A(zy + Brvn))

Zn = (1 = bp) (n + Bnvn) + buPc (X + Brvn — ¥nA™(I — Po)A(xn + Bnvn))

ile verilen algoritma (4.9) ile verilen SFP’nin bir ¢6ziimiine zayif yakinsaktir.
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Ispat: (4.9) ile verilen SFP’nin bir minimizasyon problemi olarak (4.10) bigiminde
yazildigini tezin 4.bolimiinde ifade etmistik. Vf = A*(I - PQ)A doniigiimiiniin

||A]|? —Lipschitzian déniisiim oldugunu gz Oniine alarak, Teorem 5.1.’den istenen

sonug elde edilir.
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6. SONUCLAR ve ONERILER

Bu tezde, Xu’nun ortalamali doniisiim yaklasimi araciligiyla, Ertiirk ve ark. [1],
konveks minimizasyon problemi i¢in Onermis olduklari gradient projeksiyon
algoritmasinin {istiinlestirilmis algoritmasinin siirli pertiirbasyonlara kars1 direngli
oldugu, yani, orijinal algoritmanin yaptig1 gibi konveks minimizasyon probleminin bir
¢oziimiine zayif yakinsak oldugu gosterildi. Ispatladigimiz teoremin ¢esitli
uygulamalarda kullanilan SFP ve lineer ters problemler i¢in uygulamasi verildi.
Sonsuz boyutlu bir reel Hilbert uzayinda, ele aldigimiz iistiinlestirilmis algoritmanin
zayif yakinsaklig1 bir 6rnek tizerinde gosterildi. (2.1) probleminin bir ¢oziimiine zayif
yakinsakligint ¢alistigimiz bu gradient projeksiyon algoritmasinin istiinlestirilmis
versiyonunu modifiye ederek konveks minimizasyon probleminin bir ¢éziimiine hangi
kosullar altinda giiclii yakinsak oldugu arastirilabilir. Ayrica, iterasyonlarin
istlinlestirilmis versiyonunun daha genel formlarinin sinirli pertiirbasyon direngliligi

arastirtlmaya deger bir konudur.

59



KAYNAKLAR Ahmet SALKIM

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

KAYNAKLAR
M. Erturk, F. Gursoy, Q. H. Ansari, and V. Karakaya, “Picard type iterative
method with applications to minimization problems and split feasibility
problems,” J. Nonlinear Convex Anal., 2020.
Y. Censor, R. Davidi, and G. T. Herman, ‘“Perturbation resilience and
superiorization of iterative algorithms,” Inverse Probl., 2010, doi:
10.1088/0266-5611/26/6/065008.
W. Jin, Y. Censor, and M. Jiang, “Bounded perturbation resilience of
projected scaled gradient methods,” Comput. Optim. Appl., vol. 63, no. 2, pp.
365-392, 2016, doi: 10.1007/s10589-015-9777-x.
R. Davidi, G. T. Herman, and Y. Censor, “Perturbation-resilient block-
iterative projection methods with application to image reconstruction from
projections,” Int. Trans. Oper. Res., vol. 16, no. 4, pp. 505-524, 2009, doi:
10.1111/j.1475-3995.2009.00695.x.
R. Davidi, R. W. Schulte, Y. Censor, and L. Xing, “Fast superiorization using
a dual perturbation scheme for proton Computed Tomography,” 2012.
E. S. Levitin and B. T. Polyak, “Constrained minimization methods,” USSR
Comput. Math. Math. Phys., 1966, doi: 10.1016/0041-5553(66)90114-5.
H. K. Xu, “Averaged Mappings and the Gradient-Projection Algorithm,” J.
Optim. Theory Appl., vol. 150, no. 2, pp. 360-378, 2011, doi: 10.1007/s10957-
011-9837-z.
G. T. Herman, E. Garduiio, R. Davidi, and Y. Censor, “Superiorization: An
optimization heuristic for medical physics,” Med. Phys., vol. 39, no. 9, pp.
5532-5546, 2012, doi: 10.1118/1.4745566.
G. T. Herman, “Superiorization for image analysis,” Lect. Notes Comput. Sci.
(including Subser. Lect. Notes Artif. Intell. Lect. Notes Bioinformatics), vol.
8466 LNCS, pp. 1-7, 2014, doi: 10.1007/978-3-319-07148-0_1.
Y. Censor, “Weak and strong superiorization: Between feasibility-seeking and
minimization,” Analele Stiint. ale Univ. Ovidius Constanta, Ser. Mat., 2015,
doi: 10.1515/auom-2015-0046.

H. He and H. K. Xu, “Perturbation resilience and superiorization methodology

60



KAYNAKLAR Ahmet SALKIM

of averaged mappings,” Inverse Probl., vol. 33, no. 4, 2017, doi:
10.1088/1361-6420/33/4/044007.

[12] H.-K. Xu, “Bounded Perturbation Resilience And Superiorization Techniques
For Projected Scaled Gradient Method,” Inverse Probl., vol. 33, no. 4, p. 19,
2017, doi: 10.1080/02331934.2019.1686631.

[13] E. Kreyszig, Introductory Functional Analysis With Applications. 1978.

[14] O. Cakar, “Fonksiyonel Analize Giris 1,” no. 13, 2007.

[15] 1. J. Maddox, Elements Of Functional Analysis, Second Edi. Cambridge
University Press, 1988.

[16] 1. Karaca, Topoloji Ders Notlar:. 2018.

[17] M. Bayraktar, Fonksiyonel Analiz. Erzurum, 1987.

[18] R.P. Agarwal, D. O’Regan, and D. R. Sahu, “Iterative construction of fixed
points of asymptotically nonexpansive mappings,” J. Nonlinear Convex Anal.,
vol. 8, no. 1, pp. 61-79, 2007, doi: 10.1016/0022-247X(91)90245-U.

[19] V. Berinde, Iterative Approximation of Fixed Points, Lecture Notes in
Mathematics. 2007.

[20] D.R. Sahu, D. O’Regan, and R. P. Agarwal, Fixed Point Theory for
Lipschitzian-type Mappings with Applications. 2009.

[21] S. Banach, “Sur les operations dans les ensembles abstraits et leur application
aux equations integrales,” Fundam. Math., vol. 3, no. 1, pp. 133-181, 1922.

[22] M. A. Krasnoseslkij, “Two remarks on the method of successive
approximations,” Uspekhi Mat. Nauk, vol. 10, pp. 123-127, 1955.

[23] W.R.Mann, “Mean Value Methods in Iteration,” Am. Math. Soc., vol. 4, no.
3, pp. 506-510, 1953.

[24] S. Ishikawa, “Fixed Points By A New Iteration Method,” Am. Math. Soc., vol.
44, no. 1, pp. 147-150, 1974.

[25] M. A. Noor, “New approximation schemes for general variational
inequalities,” J. Math. Anal. Appl., vol. 251, no. 1, pp. 217-229, 2000, doi:
10.1006/jmaa.2000.7042.

[26] F. Giirsoy and V. Karakaya, “A Picard-S Hybrid Type Iteration Method For
Solving A Differential Equation With Retarded Argument,” pp. 1-16, 2014,

61



KAYNAKLAR Ahmet SALKIM

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[Online]. Available: http://arxiv.org/abs/1403.2546.

F. Giirsoy, “A Picard-S iterative method for approximating fixed point of
weak-contraction mappings,” Filomat, 2016, doi: 10.2298/FIL1610829G.
A. Cegielski, Iterative Methods for Fixed Point Problems in Hilbert Spaces.
2012.

Q. H. Ansari, Nonlinear Analysis: Approximation Theory, Optimization and
Applications. 2014.

E. Zeidler, Nonlinear Functional Analysis and its Applications: Il1:
Variational Methods and Optimization. 1985.

C. Byrne, “A unified treatment of some iterative algorithms in signal
processing and image reconstruction,” vol. 103, 2004, doi: 10.1088/0266-
5611/20/1/006.

P. L. Combettes, Solving monotone inclusions via compositions of
nonexpansive averaged operators, vol. 53, no. 5-6. 2004.

C. Martinez-Yanes and H. K. Xu, “Strong convergence of the CQ method for
fixed point iteration processes,” Nonlinear Anal. Theory, Methods Appl., vol.
64, no. 11, pp. 24002411, 2006, doi: 10.1016/j.na.2005.08.018.

A. Nagurney, Network Economics: A Variational Inequality Approach,
Revised Se. Boston, MA: Springer US, 1999.

Q. H. Ansari, Topics in Nonlinear Analysis and Optimization. World
Education, 2011.

J.-B. Baillon and G. Haddad, “Quelques propriétés des opérateurs angle-
bornés etn-cycliquement monotones,” Isr. J. Math., vol. 26, no. 2, pp. 137—
150, Jun. 1977, doi: 10.1007/BF03007664.

L.-C. Ceng, S.-M. Guu, and J.-C. Yao, “Hybrid methods with regularization
for minimization problems and asymptotically strict pseudocontractive
mappings in the intermediate sense,” 2013, doi: 10.1007/s10898-013-0087-5.
Z. Opial, “Weak convergence of the sequence of successive approximations
for nonexpansive mappings,” Bull. Am. Math. Soc., vol. 73, no. 4, pp. 591-
597, 1967, doi: 10.1090/S0002-9904-1967-11761-0.

B. T. Polyak, Introduction To Optimization. New York: Optimization

62



KAYNAKLAR Ahmet SALKIM

[40]

[41]

[42]

[43]

Software, 1987.

Y. Censor and T. Elfving, “A multiprojection algorithm using Bregman
projections in a product space,” Numer. Algorithms, vol. 8, pp. 221-239, 1994.
Y. Censor, T. Elfving, N. Kopf, and T. Bortfeld, “The multiple-sets split
feasibility problem and its,” Inverse Probl., vol. 2071, no. 21, pp. 2071-2084,
2005, doi: 10.1088/0266-5611/21/6/017.

H.-K. Xu, “A variable Krasnosel’skii — Mann algorithm and the multiple-set
split feasibility problem,” Inverse Probl., no. 22, pp. 2021-2034, 2006, doi:
10.1088/0266-5611/22/6/007.

F. Giirsoy, M. Ertiirk, and M. Abbas, “A Picard-type iterative algorithm for
general variational inequalities and nonexpansive mappings,” Numer.
Algorithms, vol. 83, no. 3, pp. 867-883, 2020, doi: 10.1007/s11075-019-
00706-w.

63



KIiSISEL BILGILER

Adi Soyadi  : Ahmet SALKIM
Dogum Yeri : Kayseri

Dogum Tarihi : 08.07.1987
Medeni Hali : Evli

Yabanci Dili : Ingilizce

E-posta : ahmetsalkim@gmail.com

Egitim Durumu

Derece Alan Universite Mezuniyet
Yih

Lisans Matematik Marmara Universitesi 2014

Lise Fen Bilimleri Aksaray Fen Lisesi 2004

64



