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                                                                ÖZET 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

ORLICZ FONKSİYONU YARDIMIYLA TANIMLANAN ARALIK SAYI DİZİLERİNİN YENİ 

BİR SINIFI VE UYGULAMALAR 
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              Bu tez çalışmasında Orlicz fonksiyonu yardımıyla aralık dizi uzaylarının yeni 

bir sınıfını tanımlayarak bu uzayın çeşitli topolojik ve cebirsel özellikleri incelemek ve 

uygulamaları ile birlikte -yakınsaklığı hakkında çalışmaktır. Literatürde 1950’li 

yıllardan itibaren nümerik analizin bir alt kolu olarak çalışılmaya başlanan aralık sayıları 

ve son yıllarda çalışılmaya başlanan aralık sayı dizi uzayları ve orijinal olarak Orlicz 

fonksiyonu yardımıyla aralık sayı dizilerinin -yakınsaklığı hakkında bir çalışma 

olacaktır. 

 

 

Anahtar Kelimeler : Aralık sayısı, aralık sayılarının dizi uzayları, Orlicz fonksiyonu. 
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 In this thesis, with the help of Orlicz function, it is aimed to define a new class 

of range array spaces and to examine various topological and algebraic properties of this 

space and to work on -convergence together with its applications. In the literature, there 

will be a study on the number of intervals that have been studied as a sub-branch of 

numerical analysis since the 1950s, and the range number sequence spaces that have been 

studied in recent years and the -convergence of interval number sequences originally 

with the help of the Orlicz function. 

 

Key Words : Interval numbers, sequence spaces of interval numbers, Orlicz 

function. 
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𝑙∞ : Sınırlı aralık sayı dizileri uzayı 

𝑤 : Reel terimli tüm aralık sayı dizlerinin uzayı 
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1. GİRİŞ 

 

Sayısal analizde sayılar yerine reel sayıların kapalı aralıklarının hesaplamada 

kullanıldığı alanlardan birisi aralık sayılarının incelenmesi analizidir. Aralık sayılarının  

analizi kesinlikle doğru olan hesaplama sonuçlarını elde etmek için başvurulan 

yöntemlerden birisidir. Alışılagelmiş bir hesaplamanın sonucu reel eksen üzerinde doğru 

yanıttan bilinmeyen uzaklıkla bulunan bir noktadır ve sorulan, bu uzaklığın tam olarak ne 

kadar olması gerektiğidir. Birçok durumda verilen yanıt “oldukça küçük” şeklindedir. 

Ancak bu küçüklüğün ne kadar olduğu açık değildir. Bazı çalışmalarda bu uzaklığın 

değerinin bilinmesi oldukça önemli olmasından dolayı hesaplamalarda hata analizinin 

yapılması gerekir. Bir aralık hesabının sonucunda elde edilen aralık, bir sayı çifti ile 

oluşturulan bir alt sınır ve bir üst sınır olarak cevabı kesin olarak sağlayabilir. Buna 

rağmen gerçek yine de bilinmeyebilir, fakat en azından ne kadarının bilinmediğini bilme 

şansı elde edilir [1]. “Aralık analizi ile hesaplanan sonucun doğru olduğundan nasıl emin 

olabiliriz?” sorusunun yanıtı oldukça basittir, zira hataların birçok türü aralık analizi 

kullanılarak her adımda tahmin edilebilir. Örneğin veri girişi hataları, yuvarlama hataları 

ve kesme hataları gibi. 

Sayısal hesaplamalarda hatanın nasıl hesaplanabileceği, aşağıda vereceğimiz 

örnek aralık analizini kullanarak gösterilmektedir. Bu örnek ile yuvarlama hatasının etkisi 

gösterilmektedir. 

𝑥 = −0.315 için, 

𝑦 = 1 +
𝑥2

2
 

ifadesini hesaplayacağız. 

𝑦 = 1 +
(−0.315)2

2
= 1.0496125 

Bu ifade üç ondalıklı olarak yuvarlama yapılırsa 𝑦 = 1.05 elde edilir. Bu durumda 

hatanın büyüklüğü 𝑦 = 1.05 − 1.0496125 = 0.0003875 olur. 
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Aralıklar kullanarak bu hesaplamayı aynı makinede üç ondalığa kadar yeniden yapalım. 

Öncelikle  

𝑥2 = (−0.315)2 = 0.099225 𝑜𝑙𝑢𝑝 𝑏𝑢 𝑠𝑎𝑦𝚤 [0.09, 0.10] aralığı içinde olup elde edilen 

bu aralığı hesaplamanın her adımında kullanalım. Böylece, 

𝑦 = 1 +
(−0.315)2

2
∈ 1 +

1

2
[0.09, 0.10] 

∈ 1 + [0.045, 0.050] = [1.045,1.050] 

elde edilir. Dikkatli bir inceleme ile 𝑦’ nin doğru değeri kesinlikle [1.045, 1.050] 

aralığına ait olduğu görülmektedir. 
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2. KAYNAK ÖZETLERİ 

 

Yeni bir yapı olan aralık analizi, sayısal analiz içinde ortaya çıkmıştır. 1950 yılı 

ortalarında, aralık aritmetiğinin temel ilkeleri birbirlerinden bağımsız ve eş zamanlı 

olarak Amerika Birleşik Devletleri’nde Paul S. Dwyer (1951, [2]) ve Ramon E. Moore 

(1959, [3]), Polonya’ da Mieczyslaw Warnus (1956, [5]) ve Japonya’ da Teruo Sunaga 

(1958, [6]) tarafından atılmıştır. Çalışmaları makine hesaplamalarında büyük bir gelişme 

sağlayan ve aralık analizini ilk çalışanlardan kabul edilen R.E. Moore’un aralık metotları 

üzerindeki çalışmaları ve bunların uygulamaları günümüzde halen devam etmektedir. 

Aralık analizi 1950 yılından sonra sayısal analizde bazı felaket teorilerine dayalı yüzen 

nokta (floating-point) aritmetiğinin hesaplamalarında bu konu ile ilgilenenler için 

oldukça önemli hale gelmiştir. 

1951 yılında, ilk olarak Dwyer [2] tarafından aralık aritmetiği kavramı ortaya 

konmuş, 1959 yılında Moore [3] ve 1962 yılında Moore ve Yang [4] aralık aritmetiğinin 

gelişimini biçimsel bir sistem olarak değerini hesaplamışlardır. Daha sonra Chiao [21] 

2002 yılında aralık sayı dizilerini inşa etti ve aralık sayıları için klasik anlamda 

yakınsaklık kavramını tanımlamış ve sırasıyla Şengönül ve Eryılmaz [22] aralık 

sayılarının sınırlı ve yakınsak dizilerini tanımladıktan sonra, bunların üzerinde tanımlı 

doğal metriklerine göre bir tam metrik uzay olduğunu ve Esi [7-13] ve Esi ve arkadaşları 

[14-16] aralık sayı dizilerinin farklı yakınsaklık tanımlarını verdiler ve bu dizi 

uzaylarınının birçok özelliklerini incelediler. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

3.1. Temel Tanım ve Kavramlar 

Tanım 3.1.1. [17]  𝑋 ≠ ∅ ve 𝐾 ise ℝ reel sayılar (veya ℂ kompleks sayılar) cismi olsun. 

Bu durumda ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 𝑣𝑒 ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 için  

+∶ 𝑋 x 𝑋 → 𝑋 

(𝑥, 𝑦) → 𝑥 + 𝑦 

⋅∶ 𝐾 x 𝑋 → 𝑋 

                (𝑎, 𝑥) → 𝑎𝑥 , 

işlemleri aşağıdaki özellikleri sağlıyor ise 𝑋 cümlesine 𝐾 cismi üzerinde bir vektör uzayı 

(lineer uzay) denir. 

1. 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 

2. 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 

3. ∀ 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑥 + 0 = 𝑥 olacak biçimde sadece bir 0 ∈ 𝑋 vardır 

4. ∀ 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑥 + (−𝑥) = 0 olacak biçimde sadece bir −𝑥 ∈ 𝑋 vardır 

5. ∀ 𝑥 ∈ 𝑋 için 1. 𝑥 = 𝑥 

6. 𝑎(𝑥 + 𝑦) = 𝑎𝑥 + 𝑎𝑦 

7. (𝑎 + 𝑏)𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥 

8. 𝑎(𝑏𝑥) = (𝑎𝑏)𝑥 

𝑋 cümlesinin herbir elemanı bir vektör (ya da bir nokta) olarak adlandırılır. 𝐾 cismi yerine 

ℝ alınırsa 𝑋 bir reel vektör uzayı, ℂ alınırsa 𝑋 bir kompleks vektör uzayı olarak 

adlandırılır. 

Tanım 3.1.2. [17]  Boştan farklı bir 𝑋 cümlesi ile birlikte bir 

𝑑 ∶ 𝑋 x 𝑋 → ℝ+ 

(𝑥, 𝑦) → 𝑑(𝑥, 𝑦) 

dönüşümü verilsin. ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için 

(M1) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⟺ 𝑥 = 𝑦 
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(M2) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) (simetri aksiyomu) 

(M3) 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) (üçgen eşitsizliği aksiyomu) 

özelliklerini sağlıyan bir 𝑑 fonksiyonuna 𝑋 cümlesi üzerinde bir metrik fonksiyonu denir 

ve  (𝑋, 𝑑) ikilisine de bir metrik uzay adı verilir. 

Tanım 3.1.1. [17]  𝑋 bir vektör uzayı ve ∅ ≠ 𝑌 ⊂  𝑋 olsun. 𝑌, 𝑋 vektör uzayındaki 

işlemlere göre kendi başına bir vektör uzayı oluşturuyorsa 𝑌’ e 𝑋’ in bir (lineer) alt uzayı 

denir. 

Tanım 3.1.2. [17]  𝑋, 𝐾 cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. 

‖⋅‖ ∶ 𝑋 → ℝ+ 

𝑥 → ‖𝑥‖, 

dönüşümü verilsin. ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 𝑣𝑒 ∀ 𝑎 ∈ 𝐾 için 

(N1) ‖𝑥‖ = 0 ⟺ 𝑥 = 𝜃, 

(N2) ‖𝑎𝑥‖ = |𝑎|‖𝑥‖, 

(N3) ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ (üçgen eşitsizliği) 

özelliklerini sağlıyan ‖⋅‖ dönüşümü 𝑋 üzerinde bir norm ve (𝑋, ‖⋅‖) ikilisi de bir normlu 

vektör uzay olarak adlandırılır. 

Tanım 3.1.3. [17]  (𝑋, 𝑑) metrik uzayındaki her Cauchy dizisi yine 𝑋 içinde bir limite 

sahipse, (𝑋, 𝑑) metrik uzayına tam metrik uzay denir. 

Tanım 3.1.4. [17]  (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay olmak üzere 𝑓: ℕ → 𝑋 fonksiyonu 𝑋 içinde bir 

dizi olarak adlandırılır ve 𝑓(𝑛) = (𝑥𝑛) ile gösterilir. 

Tanım 3.1.5. 𝐾 = ℝ ya da 𝐾 = ℂ olmak üzere her 𝑛 = 1,2, … için 𝑥𝑛 ∈ 𝐾 olan 𝑥 =

(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 , … ) (veya kısaca 𝑥 = (𝑥𝑛)) olacak biçimdeki tüm dizilerin kümesi 𝑤 ile 

gösterelim. Böylece aşağıdaki dizi uzayları tanımlanabilir: 

𝑐0 = {𝑥 = (𝑥𝑛) ∈ 𝑤 ∶  lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0} 

         𝑐 = {𝑥 = (𝑥𝑛) ∈ 𝑤 ∶  (𝑥𝑛) 𝑦𝑎𝑘𝚤𝑛𝑠𝑎𝑘} 
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𝑙∞ = {𝑥 = (𝑥𝑛) ∈ 𝑤 ∶  (𝑥𝑛) 𝑠𝚤𝑛𝚤𝑟𝑙𝚤}. 

Tanım 3.1.6. 𝑀: [0, ∞) → [0,∞) olsun. Eğer azalmayan, sürekli ve konveks, 𝑀(0) = 0, 

𝑥 > 0 için 𝑀(𝑥) > 0 ve 𝑥 ⟶ ∞ iken 𝑀(𝑥) ⟶ ∞ şartlarını sağlıyan bir 𝑀 fonksiyonu 

Orlicz fonksiyonu olarak adlandırılır. Birçok yazar tarafından Orlicz fonksiyonu 

yardımıyla çeşitli dizi uzayları tanımlanmış ve bu dizi uzaylarının sağladığı özellikler 

incelenmiştir, detaylı bilgi için [18], [19] ve [20] nolu referanslar incelenebilir. 

Lemma 3.1.1. Her 𝑘 için 𝑝𝑘 > 0 ve 𝐻 = sup𝑘 𝑝𝑘 <  , 𝑎𝑘, 𝑏𝑘 ∈ ℂ olsun. Bu takdirde  

|𝑎𝑘 + 𝑏𝑘|𝑝𝑘 ≤ 𝐶[|𝑎𝑘|𝑝𝑘 + |𝑏𝑘|𝑝𝑘] 

𝐶 = max(1, 2𝐻−1) dir. 

Lemma 3.1.2. [17]  𝑎𝑘, 𝑏𝑘 ≥ 0, 𝑘 = 1,2, … , 𝑛 olmak üzere 

a) 0 < 𝑝𝑘 ≤ 1 ise 

∑(𝑎𝑘 + 𝑏𝑘)𝑝𝑘 ≤

𝑛

𝑘=1

∑ 𝑎𝑘
𝑝𝑘 + ∑ 𝑏𝑘

𝑝𝑘

𝑛

𝑘=1

𝑛

𝑘=1

 

ve 

b) 𝑝𝑘 ≥ 1 ise 

{∑(𝑎𝑘 + 𝑏𝑘)𝑝𝑘

𝑛

𝑘=1

}

1/𝑝𝑘

≤ {∑ 𝑎𝑘
𝑝𝑘

𝑛

𝑘=1

}

1 𝑝𝑘⁄

+ {∑ 𝑏𝑘
𝑝𝑘

𝑛

𝑘=1

}

1
𝑝𝑘

  

eşitsizlikleri geçerlidir. 

Lemma 3.1.3. [17]  Normlu vektör uzayındaki toplama ve skalerle çarpma (yani lineer 

uzay işlemleri) bu uzaydaki norm metriğine göre süreklidir. 
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA 

4.1. Aralık Sayıları 

Yüksek lisans tez çalışmamız boyunca 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 olacak şekilde tüm x reel 

sayılarıyla oluşturulan her kapalı aralığı bir aralık sayısı olarak tanımlayacağız. Böylece 

reel aralıklar birer cümle olarak düşünülebilir ve bu sayede üzerinde cümle işlemleri  ve 

aritmetik işlemler tanımlanabilir. Iℝ ile tüm aralık sayılarının cümlesini göstereceğiz. 

𝑋 = {𝑥 ∈ ℝ: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏} olmak üzere Iℝ nin elemanlarını temsil etmek üzere 𝑋 = [𝑋, 𝑋] 

gösterimini kullanacağız. Burada 𝑋, aralık sayısının başlangıç noktasını ve 𝑋 ise aralık 

sayısının bitim noktasını göstermektedir.  

Tanım 4.1.1 (Aralık Sayılarının Eşitliği). 𝑋, 𝑌 ∈ Iℝ aralık sayıları için, 

𝑋 = 𝑌 ⟺ 𝑋 = 𝑌 , 𝑋 = 𝑌    (4.1) 

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 4.1.2 (Dejenere Aralık). Eğer 𝑋 = 𝑋 ise 𝑋 aralığına dejenere aralık denir. Bir 

[𝑋, 𝑋] dejenere aralığı 𝑋 ile gösterilir.  

0 = [0, 0] 

Tanım 4.1.3 (Kesişim ve Birleşim). 𝑋 ve 𝑌 iki aralık sayısının kesişimi 

𝑋 ∩ 𝑌 = [𝑚𝑎𝑥{𝑋, 𝑌} , 𝑚𝑖𝑛{𝑋, 𝑌}]           

şeklinde tanımlanır. Eğer 𝑌 < 𝑋 𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑋 < 𝑌 ⟹ 𝑋 ∩ 𝑌 = ∅ dir.  

𝑋 ve 𝑌 iki aralık sayısının birleşimi ise 

𝑋 ∪ 𝑌 = [𝑚𝑖𝑛{𝑋, 𝑌} , 𝑚𝑎𝑥{𝑋, 𝑌}] 

şeklinde tanımlanır. 

Örnek 4.1.1. 𝑋 = [−1,3] 𝑣𝑒 𝑌 = [2,4] aralık sayıları için, 

𝑋 ∩ 𝑌 = [𝑚𝑎𝑥{−1,2} , 𝑚𝑖𝑛{3,4}] = [2,3] 

𝑋 ∪ 𝑌 = [𝑚𝑖𝑛{−1,2} , 𝑚𝑎𝑥{3,4}] = [−1,4] 
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Kesişimin Önemi : Kesişim aralık analizinde önemli bir rol oynar. Bir hesaplama 

sonucunda iki aralık sayısı elde edildiği zaman kesişim daha dar bir sonuç verebilir. 

Örnek 4.1.2. Kabul edelimki fiziksel bir 𝑞 niceliğinin birbirinden bağımsız bir ölçümü 

olsun. Birinci ölçüm 0.2’ den az bir hata payı ile  𝑞 = 10.3 olsun. İkinci ölçüm ise 0.2’ 

den az bir hata payı ile 𝑞 = 10.4 olsun. Bu ölçümleri sırasıyla 𝑋 = [10.1 , 10.5] 𝑣𝑒 𝑌 =

[10.2 , 10.6] aralık sayıları olarak yazabiliriz. Bu 𝑞 değeri 𝑋 ∩ 𝑌 = [10.2 , 10.5] 

aralığında olur. 

Tanım 4.1.4 (Genişlik, Mutlak Değer, Orta Nokta). Bir 𝑋 aralık sayısının genişliği 

𝑤(𝑋) = 𝑋 − 𝑋    (4.2) 

şeklinde tanımlanır. 

Bir 𝑋 aralık sayısının mutlak değeri |𝑋| ile gösterilir ve aşağıdaki şekilde tanımlanır : 

|𝑋| = 𝑚𝑎𝑥{|𝑋| , |𝑋|}               (4.3) 

Bir 𝑋 aralık sayısının orta noktası  

𝑚(𝑋) =
1

2
(𝑋 + 𝑋) 

şeklinde tanımlanır. 

Örnek 4.1.3. 𝑋 = [0,5] 𝑣𝑒 𝑌 = [−2,4] olsun. 

𝑤(𝑋) = 5 − 0 = 5 

𝑤(𝑌) = 4 − (−2) = 6 

|𝑋| = 𝑚𝑎𝑥{|0| , |5|} = 5 

|𝑌| = 𝑚𝑎𝑥{|−2| , |4|} = 4 

𝑚(𝑋) =
1

2
(0 + 5) =

5

2
 

𝑚(𝑌) =
1

2
(−2 + 4) =

2

2
= 1 
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4.2. Aralık Aritmetiği 

 Aralık sayıları üzerinde aritmetik işlemler tanımlanabilir. Aralık sayıları üzerinde 

yapılan işlemler aslında cümle üzerinde yapılan işlemlerdir. Örneğin iki aralık sayısını 

topladığımızda sonuç olarak ortaya çıkan aralık sayısı bu aralık sayılarının içindeki tüm 

ikili sayıların toplamından oluşan bir cümledir. 𝑋 𝑣𝑒 𝑌 aralık sayıları ve ⊙ ∈ {+ , − ,⋅ , : } 

olsun. Aritmetik işlemlerin kümesi  

𝑋 ⊙ 𝑌 = {𝑥 ⊙ 𝑦 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑦 ∈ 𝑌} 

şeklinde genel bir form ile tanımlanır. 

Tanım 4.2.1 (Aralık Sayılarının Toplamı). 𝑋 = [𝑋, 𝑋] 𝑣𝑒 𝑌 = [𝑌, 𝑌] aralık sayılarının 

toplamı aşağıdaki şekilde elde edilir : 

𝑥 ∈ 𝑋 ⟹ 𝑋 ≤ 𝑥 ≤ 𝑋 ve 𝑦 ∈ 𝑌 ⟹ 𝑌 ≤ 𝑦 ≤ 𝑌 olduğundan dolayı eşitsizlikler toplanırsa 

𝑋 + 𝑌 ≤ 𝑥 + 𝑦 ≤ 𝑋 + 𝑌  

ve 

𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑋 + 𝑌 

elde edilir. Buradan iki aralık sayısının toplamı 

𝑋 + 𝑌 = [𝑋 + 𝑌 , 𝑋 + 𝑌 ]    (4.4) 

şeklinde tanımlanır.  

Örnek 4.2.1. 𝑋 = [−2,4] 𝑣𝑒 𝑌 = [−2,2] olsun. 

𝑋 + 𝑌 = [(−2) + (−2) , 4 + 2] = [−4,6] 

Tanım 4.2.2 (Aralık Sayılarının Farkı). 𝑋 = [𝑋, 𝑋] 𝑣𝑒 𝑌 = [𝑌, 𝑌] aralık sayılarının 

farkı toplama işlemine benzer şekilde aşağıdaki şekilde elde edilir : 

𝑋 ≤ 𝑥 ≤ 𝑋 𝑣𝑒 − 𝑌 ≤ −𝑦 ≤ −𝑌  olduğundan dolayı eşitsizlikler toplanırsa 

𝑋 − 𝑌 ≤ 𝑥 − 𝑦 ≤ 𝑋 − 𝑌 

elde edilir ve buradan iki aralık sayısının farkı 
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𝑋 − 𝑌 = [𝑋 − 𝑌 , 𝑋 − 𝑌] 

şeklinde tanımlanır. 𝑋 − 𝑌 = 𝑋 + (−𝑌) olduğu dikkate alındığında burada 

−𝑌 = [−𝑌 , −𝑌] = {𝑦 ∶  −𝑦 ∈ 𝑌} 

elde edilir. 

Örnek 4.2.2. 𝑋 = [−2,1] 𝑣𝑒 𝑌 = [2,3] olsun. 

−𝑌 = [−3, −2] ve 

𝑋 − 𝑌 = 𝑋 + (−𝑌) = [−2 , 1] + [−3 , −2] = [−5 , −1] elde edilir. 

Tanım 4.2.3 (Aralık Sayılarının Skalerle Çarpımı). 𝑋 = [𝑋, 𝑋] herhangi bir aralık 

sayısı ve 𝛼 ∈ ℝ için, 

𝛼 ≥ 0 𝑖𝑠𝑒 𝛼𝑋 = {𝑥 ∈ ℝ ∶  𝑋 ≤ 𝑥 ≤ 𝑋} = [𝛼𝑋, 𝛼𝑋] 

ve 

𝛼 < 0 𝑖𝑠𝑒 𝛼𝑋 = {𝑥 ∈ ℝ ∶  𝑋 ≤ 𝑥 ≤ 𝑋} = [𝛼𝑋, 𝛼𝑋] 

şeklinde tanımlanır. 

Örnek 4.2.3. 𝑋 = [1, 2] olsun. 

𝛼 = 2 için 2. [1,2] = [2.1, 2.2] = [2, 4] 

𝛼 = −2 için −2. [1, 2] = [−2.2, −2.1] = [−4, −2] olur. 

Tanım 4.2.4 (Aralık Sayılarının Çarpımı). 𝑋 = [𝑋, 𝑋] 𝑣𝑒 𝑌 = [𝑌, 𝑌] iki aralık sayısı 

için çarpma işlemi, 

 𝑆 = {𝑋𝑌, 𝑋𝑌, 𝑋𝑌, 𝑋𝑌} olmak üzere 𝑋. 𝑌 = [𝑚𝑖𝑛𝑆, 𝑚𝑎𝑥𝑆] 

şeklinde tanımlanır. 

Örnek 4.2.4. 𝑋 = [−3, −1] 𝑣𝑒 𝑌 = [0,2] olsun. 

𝑆 = {−3.0, −3.2, −1.0, −1.2} = {−6, −2, 0} ve 𝑋. 𝑌 = [𝑚𝑖𝑛𝑆, 𝑚𝑎𝑥𝑆] = [−6, 0] elde 

edilir. 
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Tanım 4.2.5 (Aralık Sayılarının Bölümü). 𝑋 = [𝑋, 𝑋] 𝑣𝑒 𝑌 = [𝑌, 𝑌] iki aralık sayısı 

için bölme işlemi, 

𝑋 𝑌⁄ = 𝑋. (1 𝑌⁄ ) 

𝑌 ≠ 0 𝑖ç𝑖𝑛 1/𝑌 = {𝑦 ∶ 1/𝑦 ∈ 𝑌} = [1/𝑌, 1/𝑌] 

şeklinde tanımlanır. 

Örnek 4.2.5. 𝑋 = [−2,3] 𝑣𝑒 𝑌 = [2,5] olsun. 

1

𝑌
= [

1

5
,
1

2
] , 𝑋/𝑌 = 𝑋. (1 𝑌⁄ ) = [−2,3]. [

1

5
,
1

2
] = [−1,

3

2
] 

elde edilir. 
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4.3. Aralık Aritmetiğinin Cebirsel Özellikleri 

Aralık aritmetiğinin işlemleri, 𝑋 𝑣𝑒 𝑌 aralık sayıları ve ⊙ ∈ {+ , − ,⋅ , : } olmak üzere 

𝑋 ⊙ 𝑌 = {𝑥 ⊙ 𝑦 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑦 ∈ 𝑌}                 (4.5) 

şeklinde genel bir formda tanımlanmıştı. Bu aritmetik işlemlerin bazı cebirsel 

özelliklerini inceleyelim.  

Teorem 4.3.1. 𝑋, 𝑌, 𝑍 aralık sayıları olmak üzere 

Değişme özelliği : 𝑋 + 𝑌 = 𝑌 + 𝑋,        𝑋. 𝑌 = 𝑌. 𝑋                                                              (4.6) 

Birleşme özelliği : 𝑋 + (𝑌 + 𝑍) = (𝑋 + 𝑌) + 𝑍,             𝑋. (𝑌. 𝑍) = (𝑋. 𝑌). 𝑍            (4.7) 

Toplama işleminin birim elemanı : 𝑋 + 0 = 0 + 𝑋 = 𝑋                                             (4.8) 

Çarpma işleminin yutan elemanı : 𝑋. 0 = 0. 𝑋 = 0                                                       (4.9) 

Çarpma işleminin birim elemanı : 𝑋. 1 = 1. 𝑋 = 𝑋                                                      (4.10) 

Soldan dağılım : 𝑍(𝑋 + 𝑌) ⊆ 𝑍𝑋 + 𝑍𝑌                                                                             (4.11) 

a) 𝑍 = [𝑍, 𝑍] bir dejenere aralık, 

b) 𝑋 = 𝑌 = 0, 

c) ∀ 𝑥 ∈ 𝑋 𝑣𝑒 ∀ 𝑦 ∈ 𝑌 için 𝑥𝑦 ≥ 0.  

Bu durumlar hariç 𝑍(𝑋 + 𝑌) ≠ 𝑍𝑋 + 𝑍𝑌 dir. 

İspat.  

(4.6) : ⊙ ∈  {+ , ⋅} olsun. Bu durumda, 

𝑋 ⊙ 𝑌 = {𝑥 ⊙ 𝑦 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑦 ∈ 𝑌} 

             = {𝑦 ⊙ 𝑥 ∶ 𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑥 ∈ 𝑋} = 𝑌 ⊙ 𝑋 

(4.7) : ⊙ ∈  {+ , ⋅} olsun. Bu durumda, 

(𝑋 ⊙ 𝑌) ⊙ 𝑍 = {𝑎 ⊙ 𝑧 ∶ 𝑎 ∈ 𝑋 ⊙ 𝑌 , 𝑧 ∈ 𝑍} 

          = {(𝑥 ⊙ 𝑦) ⊙ 𝑧 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑧 ∈ 𝑍} 

               = {𝑥 ⊙ (𝑦 ⊙ 𝑧) ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑧 ∈ 𝑍} 
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               = {𝑥 ⊙ 𝑏 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑏 ∈ 𝑌 ⊙ 𝑍} = 𝑋 ⊙ (𝑌 ⊙ 𝑍) 

(4.8) ve (4.9) için ⊙ ∈  {+ , ⋅} olsun. Bu durumda, 

𝑋 ⊙ 0 = {𝑥 ⊙ 0 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 ,0 ∈ 0} 

          = {0 ⊙ 𝑥 ∶ 0 ∈ 0 , 𝑥 ∈ 𝑋} = 0 ⊙ 𝑋 

 

(4.10) :  

𝑋. 1 = {𝑥. 1 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 ,1 ∈ 1} 

             = {1. 𝑥 ∶ 1 ∈ 1 , 𝑥 ∈ 𝑋} 

             = {𝑥 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋} = 𝑋 

(4.11) : 

a) : 𝑍 = [𝑍, 𝑍] bir dejenere aralık olmak üzere 

𝑍. (𝑋 + 𝑌) = {𝑧. 𝑎 ∶ 𝑎 ∈ 𝑋 + 𝑌} 

       = {𝑧. (𝑥 + 𝑦) ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑦 ∈ 𝑌} 

         = {𝑧. 𝑥 + 𝑧. 𝑦 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑦 ∈ 𝑌} = 𝑍𝑋 + 𝑍𝑌 

elde edilir. 

b) : 𝑋(0 + 0) = 𝑋0 = 0 = 𝑋0 + 𝑋0 

c) : 𝑋 = [𝑋, 𝑋] 𝑣𝑒 𝑌 = [𝑌, 𝑌] aralık sayıları için genelliği bozmadan 𝑋 ≥ 0 𝑣𝑒 𝑌 ≥ 0 

durumunu düşünelim. 𝑍 = [𝑍, 𝑍] aralık sayısı için eğer 𝑍 ≥ 0 ise, 

𝑍(𝑋 + 𝑌) = [𝑍(𝑋 + 𝑌), 𝑍(𝑋 + 𝑌)] 

ve 

𝑍𝑋 + 𝑍𝑌 = [𝑍𝑋 + 𝑍𝑋] + [𝑍𝑌 + 𝑍𝑌] 

              = [𝑍(𝑋 + 𝑌), 𝑍(𝑋 + 𝑌)] 
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Eğer 𝑍 ≤ 0 ise – 𝑍 durumu dikkate alınırsa 𝑍 ≥ 0 ile aynı durum ve sonuç olur. Eğer 

𝑍𝑍 < 0 ise  

𝑍(𝑋 + 𝑌) = [𝑍(𝑋 + 𝑌), 𝑍(𝑋 + 𝑌)] 

ve 

𝑍𝑋 + 𝑍𝑌 = [𝑍𝑋, 𝑍𝑋] + [𝑍𝑌, 𝑍𝑌] 

    = [𝑍(𝑋 + 𝑌), 𝑍(𝑋 + 𝑌)] 

elde edilir ve bu ise ispatı verir. 

Örnek 4.3.1. 𝑍 = [1,2] , 𝑋 = 1 = [1,1] 𝑣𝑒 𝑌 = −1 = [−1, −1] aralık sayıları için  

𝑍(𝑋 + 𝑌) = [1,2]. (1 − 1) = [1,2]. 0 = 0 

𝑍𝑋 + 𝑍𝑌 = [1,2]. [1,1] + [1,2]. [−1, −1] = [−1,1] ≠ 0 

𝑍(𝑋 + 𝑌) ≠ 𝑍𝑋 + 𝑍𝑌 olur. 

Teorem 4.3.2.  Herhangi 𝑋, 𝑌 𝑣𝑒 𝑍 aralık sayıları için, 

𝑋 + 𝑍 = 𝑌 + 𝑍 ⟹ 𝑋 = 𝑌 dir. 

İspat. Herhangi 𝑋 = [𝑋, 𝑋] , 𝑌 = [𝑌, 𝑌] 𝑣𝑒 𝑍 = [𝑍, 𝑍] aralık sayıları için, 

𝑋 + 𝑍 = 𝑌 + 𝑍 

ise 

[𝑋, 𝑋] + [𝑍, 𝑍] = [𝑌, 𝑌] + [𝑍, 𝑍] 

[𝑋 + 𝑍, 𝑋 + 𝑍] = [𝑌 + 𝑍, 𝑌 + 𝑍] 

elde edilir. Aralık sayılarının eşitliği tanımındaki (4.1) ifadesinden  

𝑋 + 𝑍 = 𝑌 + 𝑍 𝑣𝑒 𝑋 + 𝑌 = 𝑌 + 𝑍 

olur. 𝑋, 𝑋, 𝑌, 𝑌, 𝑍, 𝑍 ∈ ℝ olduğundan reel sayıların kısaltma özelliğinden 

𝑋 = 𝑌 𝑣𝑒 𝑋 = 𝑌 elde edilir.  
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Aralık sayılarının eşitliği tanımındaki (4.1) ifadesinden 𝑋 = [𝑋, 𝑋] = [𝑌, 𝑌] = 𝑌 olur. 

Teorem 4.3.3. Herhangi 𝑋, 𝑌 𝑣𝑒 𝑍 aralık sayıları için, 

𝑍𝑋 = 𝑍𝑌 

ise 𝑋 = 𝑌 eşitliği her zaman doğru olmayabilir. 

İspat. Varsayalım ki herhangi 𝑋, 𝑌 𝑣𝑒 𝑍 aralık sayıları için 𝑍𝑋 = 𝑍𝑌 olsun. 𝑋 = 𝑌 

eşitliğinin sağlamabileceğini aşağıdaki örnekle gösterelim. 

 𝑋 = [0,1], 𝑌 = [1,1] 𝑣𝑒 𝑍 = [0,2] aralık sayılarını alalım. Bu durumda, 

[0,2]. [0,1] = [0,2]. [1,1] 

[0,2] = [0,2] 

elde edilir. Ancak [0,1] ≠ [1,1] olduğundan varsayamımızla çelişir. Böylece ispat 

tamamlanmış olur. 

Tanım 4.3.1 (Simetrik Aralıklar). Herhangi bir 𝑋 aralık sayısı verildiğinde bu aralığın 

simetrik aralığı  

𝑋 = −𝑋 

şeklinde tanımlanır. Örneğin [−2, 2] 𝑣𝑒 [−𝜋, 𝜋] aralık sayıları simetrik aralıklardır. Her 

simetrik aralık 0 orta noktasına sahiptir. 𝑋 bir simetrik aralık ise (4.2) ve (4.3) 

ifadelerinden 

|𝑋| =
1

2
𝑤(𝑋) 𝑣𝑒 𝑋 = |𝑋|[−1, 1] 

eşitlikleri yazılabilir. 

Teorem 4.3.4. 𝑋, 𝑌, 𝑍 , 𝑇 aralık sayıları ve ⊙ ∈  {+ , − , ⋅ , /} olsun. 

𝐴 ⊆ 𝐶 𝑣𝑒 𝐵 ⊆ 𝐷 ⟹ 𝐴 ⊙ 𝐵 ⊆ 𝐶 ⊙ 𝐷 

ifadesi yazılabilir. 

İspat. 𝐴 ⊆ 𝐶 𝑣𝑒 𝐵 ⊆ 𝐷 olsun.   

𝐴 ⊙ 𝐵 = {𝑎 ⊙ 𝑏 ∶ 𝑎 ∈ 𝐴 , 𝑏 ∈ 𝐵} 
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            ⊆ {𝑐 ⊙ 𝑑 ∶ 𝑐 ∈ 𝐶 , 𝑑 ∈ 𝐷} 

             = 𝐶 ⊙ 𝐷 
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4.4. Aralık Sayı Dizileri  

Tanım 4.4.1. 𝑋 = [𝑋, 𝑋] 𝑣𝑒 [𝑌, 𝑌] iki aralık sayısı olmak üzere aralarındaki uzaklık, 

𝑑(𝑋, 𝑌) = 𝑚𝑎𝑥{|𝑋 − 𝑌| , |𝑋 − 𝑌|} 

şeklinde tanımlanır. 

Eğer 𝑋 = [𝑥, 𝑥] 𝑣𝑒 𝑌 = [𝑦, 𝑦] dejenere aralıkları özel olarak seçilirse 𝑋 𝑣𝑒 𝑌 arasındaki 

uzaklık reel sayılar arasındaki uzaklığa indirgenir ve ℝ’ nin mutlak değer metriği 

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑎 − 𝑏| 

elde edilir. 

Örnek 4.4.1. 𝑋 = [3,4] 𝑣𝑒 𝑌 = [6,8] iki aralık sayısı arasındaki uzaklık 

𝑑(𝑋, 𝑌) = 𝑚𝑎𝑥{|3 − 6| , |4 − 8|} = 4 

olur. 

İki aralık arasındaki uzaklık fonksiyonu olarak tanımlanan 𝑑 fonksiyonunun Iℝ üzerinde 

bir metrik tanımladığı kolaylıkla gösterilebilir : 

i) 𝑑(𝑋, 𝑌) ≥ 0, 

ii) 𝑑(𝑋, 𝑌) = 0 ⟺ 𝑋 = 𝑌, 

iii) 𝑑(𝑋, 𝑌) ≤ 𝑑(𝑋, 𝑍) + 𝑑(𝑍, 𝑌). 

Üçgen eşitsizliğinin sağlandığı aşağıdaki şekilde gösterilebilir : 

𝑑(𝑋, 𝑍) + 𝑑(𝑍, 𝑌) = 𝑚𝑎𝑥{|𝑋 − 𝑍| , |𝑋 − 𝑍|} + 𝑚𝑎𝑥{|𝑍 − 𝑌| , |𝑍 − 𝑌|} 

            ≥ 𝑚𝑎𝑥{|𝑋 − 𝑍| + |𝑍 − 𝑌| , |𝑋 − 𝑍| + |𝑍 − 𝑌|} 

            ≥ 𝑚𝑎𝑥{|𝑋 − 𝑌| , |𝑋 − 𝑌|} 

            = 𝑑(𝑋, 𝑌) 
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Tanım 4.4.2.  𝑓 ∶  ℕ → ℝ ile 𝑘 → 𝑓(𝑘) = 𝑥𝑘 𝑜𝑙𝑚𝑎𝑘 ü𝑧𝑒𝑟𝑒 , 𝑥 = (𝑥𝑘) dönüşümünü 

tanımlayalım.    𝑥 = (𝑥𝑘) aralık sayı dizisi ve 𝑥𝑘 bu aralık sayı dizisinin 𝑘. terimi olarak 

adlandırılır.  

Tanım 4.4.3. Her 𝜀 > 0 𝑣𝑒 𝑘 ≥ 𝑘0 için 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥0) < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑘0 > 0 

tamsayısı var ise  𝑥 = (𝑥𝑘) aralık sayı dizisi 𝑥0 = [𝑥0𝑙
, 𝑥0𝑟

] aralık sayısına yakınsıyor 

denir ve lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑥0 şeklinde gösterilir. Böylelikle 

lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑥0 ⟺ lim
𝑘→∞

𝑥𝑘𝑙
= 𝑥0𝑙

 𝑣𝑒 lim
𝑘→∞

𝑥𝑘𝑟
= 𝑥0𝑟

.  

Örnek 4.4.2. (𝑥𝑘) = [−
1

𝑘+1
,

1

𝑘+1
] olmak üzere (𝑥𝑘)  aralık sayı dizisini göz önüne alalım. 

lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = lim
𝑘→∞

[−
1

𝑘 + 1
,

1

𝑘 + 1
] = [0,0] = 0 

olup (𝑥𝑘) dizisi [0,0] = 0 aralık sayısına yakınsar. 

𝑤, tüm reel terimli aralık sayı dizilerinin kümesini göstersin. 𝑤 dizi uzayı, aşağıdaki 

şartları sağladığından bir vektör uzayıdır. 

 1. (𝑥𝑘) + (𝑦
𝑘

) = (𝑦
𝑘

) + (𝑥𝑘) 

 2. (𝑥𝑘) + ((𝑦
𝑘

) + (𝑧𝑘)) = ((𝑥𝑘) + (𝑦
𝑘

)) + (𝑧𝑘) 

 3. (𝑥𝑘) + (𝑦
𝑘

) = (𝑥𝑘) + (𝑧𝑘) 𝑖𝑠𝑒 (𝑦
𝑘

) =  (𝑧𝑘) 

 4. 𝛼 ((𝑥𝑘) + (𝑦
𝑘

)) = 𝛼(𝑥𝑘) + 𝛼(𝑦
𝑘

) 

 5. (𝛼 + 𝛽)(𝑥𝑘) = 𝛼(𝑥𝑘) + 𝛽(𝑥𝑘) 

 6. 𝛼(𝛽(𝑥𝑘)) = (𝛼𝛽(𝑥𝑘)) , 𝛼𝛽 ≥ 0 

 7. (𝑥𝑘) = [1,1](𝑥𝑘) 

𝑤 nin sıfır elemanı 0 = [0, 0] şeklindedir. 
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4.5. Aralık Sayılarının Bazı Dizi Uzayları 

Sırasıyla sıfıra yakınsak, yakınsak ve sınırlı aralık sayı dizilerinin uzayları olarak 

adlandırılan 𝑐0 , 𝑐 𝑣𝑒 𝑙∞ aralık dizi uzayları aşağıdaki şekilde tanımlanır : 

𝑐0 = {𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑤𝑖 ∶  lim
𝑘

𝑥𝑘 = 𝜃 , 𝜃 =  [0,0]}, 

 𝑐 = {𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑤𝑖 ∶  lim
𝑘

𝑥𝑘 = 𝑥0 , 𝑥0 ∈ Iℝ}, 

𝑙∞ = {𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑤𝑖 ∶  sup
𝑘

{|𝑥𝑘𝑙
| , |𝑥𝑘𝑟

| } < ∞}. 

𝑐0 , 𝑐 𝑣𝑒 𝑙∞ aralık dizi uzayları 𝑤 dizi uzayının alt uzaylarıdır. Bununla beraber her 

(𝑥𝑘), (𝑦
𝑘

) ∈ 𝑐0 (veya 𝑐 𝑣𝑒 𝑙∞) için : 

                             𝑑(𝑥𝑘, 𝑦
𝑘

) = supmax
𝑘

{|𝑥𝑘𝑙
− 𝑦𝑘𝑙

| , |𝑥𝑘𝑟
− 𝑦𝑘𝑟

|}                        (4.13) 

olarak tanımlanan 𝑑, metrik aksiyomlarını sağlar [18]. Böylece (𝑐0 , 𝑑) 

(𝑣𝑒𝑦𝑎 (𝑐 , 𝑑) , ( 𝑙∞ , 𝑑) bir metrik uzaydır.  

Tanım 4.5.1. 𝑦 ∈ 𝑤, 𝑦 = [𝑦𝑘𝑙
, 𝑦𝑘𝑟

] olduğunu kabul edelim. Eğer 𝑦𝑘𝑙
= 𝑦𝑘𝑟

 ise her 𝑘 ∈ ℕ 

için  𝑦 = (𝑦
𝑘

) dizisine dejenere aralık dizisi denir. 

𝑥 = (𝑥𝑘) 𝑣𝑒 𝑦 = (𝑦
𝑘

) dejenere aralık dizisi ise (3.7.1) ifadesinde tanımlanan 𝑑 metriği 

aşikar reel veya kompleks sayıların sıfıra yakınsak, yakınsak ve sınırlı dizi uzaylarındaki 

𝑑(𝑥𝑘, 𝑦
𝑘

) = sup
𝑘

|𝑥𝑘𝑙
− 𝑦𝑘𝑙

| 

metriğine indirgenir. 

Her reel sayı bir dejenere aralık olarak ifade edilebileceğinden tüm reel dizilerin uzayı 

olan 𝑤 uzayının bir dejenere aralık dizi uzayı olduğu kolaylıkla görülebilir. Böylece 𝑤 

dizi uzayının her bir alt uzayı bir dejenere dizi uzayı olarak adlandırılır. 𝑐, 𝑐0, 𝑙∞ dizi 

uzayları, sırasıyla bütün dejenere yakınsak, dejenere sıfıra yakınsak, dejenere sınırlı dizi 

uzayları olarak düşünülebilir. 

Tanım 4.5.2. 𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑤, ∀ 𝜀 > 0 için 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑘0 𝑖ç𝑖𝑛 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 𝜀 olacak şekilde 

en az bir 𝑘0 ∈ ℕ mevcut ise 𝑥 = (𝑥𝑘) aralık sayı dizisine aralık Cauchy dizisi denir. 
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Teorem 4.5.1. (4.13) ifadesinde tanımlanan metrik ile (𝑐0 , 𝑑) , (𝑐 , 𝑑) 𝑣𝑒 ( 𝑙∞ , 𝑑)  

uzayları birer tam metrik uzaydır. 

İspat.  (𝑐0 , 𝑑) metrik uzayının bir tam uzay olduğunu gösterelim. 

Her 𝑛 ∈ ℕ için (𝑥
𝑛

) = (𝑥𝑘
𝑛

) = (𝑥0
𝑛

,  𝑥1
𝑛

, 𝑥2
𝑛

, … ) ∈ 𝑐0 ve (𝑥
𝑛

) bir Cauchy dizisi olsun. 

Bu durumda her 𝜀 > 0 için en az bir 𝑘0 ∈ ℕ sayısını 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑘0 için 𝑑(𝑥𝑘
𝑛

,  𝑥𝑘
𝑚

) < 𝜀 

olacak şekilde bulabiliriz. Buradan, 

𝑑(𝑥𝑘
𝑛

,  𝑥𝑘
𝑚

) = supmax
𝑛,𝑚

{|𝑥𝑘𝑙
𝑛

−  𝑥𝑘𝑙
𝑚

| , |𝑥𝑘𝑟
𝑛

−  𝑥𝑘𝑟
𝑚

|} < 𝜀 

ve 

|𝑥𝑘𝑙
𝑛

−  𝑥𝑘𝑙
𝑚

| < 𝜀 ,         |𝑥𝑘𝑟
𝑛

−  𝑥𝑘𝑟
𝑚

| < 𝜀 

yazabiliriz. Böylece (𝑥𝑘
𝑛

) ℝ de bir Cauchy dizisi olup ℝ de bir Banach uzayı olduğundan 

(𝑥𝑘
𝑛

) yakınsak olacağı söylenebilir. O halde her 𝑘 ∈ ℕ için lim
𝑛→∞

𝑥𝑘
𝑛

= 𝑥𝑘 diyelim. 

Böylece her 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑘0 için 𝑑(𝑥𝑘
𝑛

,  𝑥𝑘
𝑚

) < 𝜀 olduğundan  

lim
𝑚→∞

𝑑(𝑥𝑘
𝑛

,  𝑥𝑘
𝑚

) = 𝑑 (𝑥𝑘
𝑛

, lim
𝑚→∞

𝑥𝑘
𝑚

) = 𝑑(𝑥𝑘
𝑛

, 𝑥𝑘) < 𝜀. 

olup 𝑛 → ∞ için 𝑥
𝑛

→ 𝑥 olur. Diğer taraftan, 

𝑑(𝑥𝑘, 𝑥𝑘
𝑛

− 𝑥𝑘
𝑛

) = supmax
𝑘

{|𝑥𝑘𝑙
− |𝑥𝑘𝑙

𝑛 − 𝑥𝑘𝑙

𝑛 || , |𝑥𝑘𝑟
− |𝑥𝑘𝑟

𝑛 − 𝑥𝑘𝑟

𝑛 ||} 

                                          ≤ supmax
𝑘

{|𝑥𝑘𝑙
− 𝑥𝑘𝑙

𝑛 | + |𝑥𝑘𝑙

𝑛 | , |𝑥𝑘𝑟
− 𝑥𝑘𝑟

𝑛 | + |𝑥𝑘𝑟

𝑛 |} 

                                          ≤ supmax
𝑘

{|𝑥𝑘𝑙
− 𝑥𝑘𝑙

𝑛 | , |𝑥𝑘𝑟
− 𝑥𝑘𝑟

𝑛 |} + supmax
𝑘

{|𝑥𝑘𝑙

𝑛 | , |𝑥𝑘𝑟

𝑛 |} 

olduğundan 𝑥 ∈ 𝑐0 dir. 

Klasik dizi uzayları için tanımlanan norm fonksiyonunun, aralık sayılarının dizi 

uzaylarına aşağıdaki gibi bir genişlemesi verilebilir.  
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Tanım 4.5.3. λ,  𝑤 nin alt cümlesi olsun. λ üzerindeki negatif olmayan‖⋅‖λ ∶  λ → ℝ+ ∪

{0} normu aşağıdaki özellikleri sağlar. 

∀ 𝑥, 𝑦 ∈ λ 𝑣𝑒 ∀ 𝑎 ∈ ℝ , 𝑥 ∈ λ ∖ {0} 𝑖ç𝑖𝑛  

N1) ‖𝑥‖λ𝑖 > 0, 

N2) ‖𝑥‖λ𝑖 = 0 ⟺ 𝑥 = 𝜃 = [0,0], 

N3) ‖𝑥 + 𝑦‖λ𝑖 ≤ ‖𝑥‖λ𝑖 + ‖𝑦‖λ𝑖 , 

N4) ‖𝛼𝑥‖λ𝑖 = |𝛼|‖𝑥‖λ𝑖 . 

‖𝑥‖ normunun reel sayılar dizi uzayındaki 𝑥 ile 0 arasındaki uzaklık olduğunu biliyoruz. 

O halde  (𝑐0 , 𝑑) , (𝑐 , 𝑑) 𝑣𝑒 ( 𝑙∞ , 𝑑) metrik uzayları da birer normlu uzay yapılabilir. 

Burada 

𝑑(𝑥𝑘 , 𝜃) = supmax
𝑘

{|𝑥𝑘𝑙
− 𝜃𝑘𝑙

| , |𝑥𝑘𝑟
− 𝜃𝑘𝑟

|} = supmax
𝑘

{|𝑥𝑘𝑙
| , |𝑥𝑘𝑟

|} 

𝜃 = [0,0] elemanı 𝑐0 , 𝑐 𝑣𝑒 𝑙∞ uzaylarının birim elemanıdır. 

Teorem 4.5.2. 𝑐0 , 𝑐 𝑣𝑒 𝑙∞ uzayları  

‖𝑥‖ = supmax
𝑘

{|𝑥𝑘𝑙
| , |𝑥𝑘𝑟

|} 

normuyla normlu aralık uzaylarıdır. 

İspat. λ = 𝑐0 (𝑐 𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑙∞) 𝑣𝑒 𝑥, 𝑦 ∈ λ olsun. 

N1) ‖𝑥‖
λ = supmax

𝑘
{|𝑥𝑘𝑙

| , |𝑥𝑘𝑟
|} olduğu için ∀ 𝑥 ∈ λ ∖ {0} 𝑖ç𝑖𝑛 ‖𝑥‖

λ > 0 olduğu 

kolayca görülür. 

N2) ‖𝑥‖
λ = 0 ⟺ supmax

𝑘
{|𝑥𝑘𝑙

| , |𝑥𝑘𝑟
|} = 0 ⟺ 𝑥 = 𝜃 = [0,0] 

N3)  

           ‖𝑥 + 𝑦‖
λ = supmax

𝑘
{|𝑥𝑘𝑙

+ 𝑦𝑘𝑙
| , |𝑥𝑘𝑟

+ 𝑦𝑘𝑟
|} 

                            ≤ supmax
𝑘

{|𝑥𝑘𝑙
| + |𝑦𝑘𝑙

|, |𝑥𝑘𝑟
| + |𝑦𝑘𝑟

|} 
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                            = supmax
𝑘

{(|𝑥𝑘𝑙
| , |𝑥𝑘𝑟

|) + (|𝑦𝑘𝑙
| , |𝑦𝑘𝑟

|)} 

                            ≤ supmax
𝑘

{(|𝑥𝑘𝑙
| , |𝑥𝑘𝑟

|)} + supmax
𝑘

{(|𝑦𝑘𝑙
| , |𝑦𝑘𝑟

|)} = ‖𝑥‖
λ + ‖𝑦‖

λ 

N4)  

‖𝛼𝑥‖
λ = supmax

𝑘
{|𝛼𝑥𝑘𝑙

| , |𝛼𝑥𝑘𝑟
|} 

= |𝛼| supmax
𝑘

{|𝑥𝑘𝑙
| , |𝑥𝑘𝑟

|} 

= |𝛼|. ‖𝑥‖
λ 

Böylece ‖𝑥‖
λ , λ üzerinde bir normdur. 
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4.6. Orlicz fonksiyonu yardımıyla tanımlanan yeni bir aralık dizi uzayı 

Bir 𝑀 Orlicz fonksiyonu, 𝑝 = (𝑝𝑘) dizisi pozitif sayıların 0 < ℎ = 𝑖𝑛𝑓𝑘𝑝𝑘 ≤

𝑝𝑘 ≤ 𝑠𝑢𝑝𝑘𝑝𝑘 = 𝐻 < ∞ şartını sağlayan bir dizi,  doğal sayılar cümlesinin eleman sayısı 

sN sayısını geçmeyen altcümlelerinin bir ailesi ve her bir 𝑠 ∈ ℕ için 𝑠𝜙𝑠+1 ≤ (𝑠 + 1)𝜙𝑠 

olacak biçimdeki pozitif sayıların azalmayan bir (
𝑠
) dizisi için 

𝑙∞̅(M, , p) = {(�̅�𝑘)  ∈ 𝑤 ∶ 𝑠𝑢𝑝𝑠1,

1


𝑠

∑ [𝑀 (
�̅�(�̅�𝑘, 0̅)

𝑟
)]

𝑝𝑘

𝑘

< ∞, r > 0 } 

aralık değerli dizi uzayını tanımlayalım. 

Örnek 4.6.1 𝑀(𝑥) = 𝑥, 
𝑠

= 𝑠 ve her 𝑘 için 𝑝𝑘=2 olmak üzere �̅�𝑘 = [−
1

𝑘2 , 0] olacak 

şekilde bir �̅� = (�̅�𝑘) aralık sayı dizisi tanımlayalım. Böylece 

 lim
𝑘

�̅�𝑘 = lim
𝑘

[−
1

𝑘2 , 0] = 0̅ = [0,0]   

olup, 𝑠𝑢𝑝𝑠1,
1

𝑠

∑ [𝑀(
�̅�(�̅�𝑘,0̅)

𝑟
)]𝑝𝑘

𝑘
= 𝑠𝑢𝑝𝑠1,

1

𝑠
∑ 𝑘−4

𝑘 <  

olup,  �̅� = (�̅�𝑘) ∈ 𝑙∞̅(M,, p) elde edilir. 

Teorem 4.6.1. 𝑀 bir Orlicz fonksiyonu olmak üzere 𝑙∞̅(𝑀, , p) aralık değerli dizi uzayı 

koordinatsal toplama ve çarpma işlemlerine göre bir lineer uzaydır. 

İspat :  

+𝑙∞̅(𝑀, , p)  x 𝑙∞̅(𝑀, , p)  → 𝑙∞̅(𝑀, , p) , 

• : ℝ x 𝑙∞̅(𝑀, , p)  → 𝑙∞̅(𝑀, , p) 

işlemlerini tanımlayalım, Şimdi �̅�, �̅� ∈ 𝑙∞̅(𝑀, , p) alalım. Böylece   

𝑠𝑢𝑝𝑠1,
1

𝑠

∑ [𝑀(
�̅�(�̅�𝑘,0̅)

𝑟
)]𝑝𝑘

𝑘
< ∞, 
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𝑠𝑢𝑝𝑠1,

1


𝑠

∑ [𝑀 (
�̅�(�̅�𝑘, 0̅)

𝑟
)]

𝑝𝑘

𝑘

< ∞ 

yazabiliriz. Böylece 

�̅�(�̅�𝑘 + �̅�𝑘, 0̅) ≤ �̅�(�̅�𝑘, 0̅) +  �̅�(�̅�𝑘, 0)̅̅̅ olduğundan 

ve 𝑀 Orlicz fonksiyonunun artanlığını kullanarak  

𝑀 (�̅�(�̅�𝑘 + �̅�𝑘, 0̅)) ≤ 𝑀 ( �̅�(�̅�𝑘, 0̅) +  �̅�(�̅�𝑘, 0̅)) 

                   ≤ 𝑀 ( �̅�(�̅�𝑘, 0̅)) + 𝑀(�̅�(�̅�𝑘, 0̅))  

elde edilir. Ayrıca pozitif terimli p=(𝑝𝑘) dizisi için 0 ≤  h = 𝑖𝑛𝑓𝑘𝑝𝑘 ≤  𝑝𝑘 ≤  𝑠𝑢𝑝𝑘𝑝𝑘 =

𝐻 < ∞ ve C = max(1, 2𝐻−1) olduğundan Lemma 3.3.1 gereğince 

 [M(�̅�(�̅�𝑘 + �̅�𝑘, 0̅))]𝑝𝑘 ≤ [M( �̅�(�̅�𝑘, 0̅)) + M(�̅�(�̅�𝑘, 0̅))] 𝑝𝑘 

        ≤ C[M( �̅�(�̅�𝑘, 0̅))]𝑝𝑘 + C[M(�̅�(�̅�𝑘, 0̅))]𝑝𝑘  

olur. Böylece 

𝑠𝑢𝑝𝑠1,

1


𝑠

∑[𝑀(
�̅�(�̅�𝑘 + �̅�𝑘, 0̅)

𝑟
)]𝑝𝑘

𝑘

≤ 

𝐶𝑠𝑢𝑝𝑠1,
1

𝑠

∑ [𝑀(
�̅�(�̅�𝑘,0̅)

𝑟
)]𝑝𝑘

𝑘
+𝐶𝑠𝑢𝑝𝑠1,

1

𝑠

∑ [𝑀(
�̅�(�̅�𝑘,0̅)

𝑟
)]𝑝𝑘

𝑘
   < ∞. 

Böylece �̅� + �̅� ∈ 𝑙∞̅(𝑀, , p) olur. 

Şimdi de �̅� ∈ 𝑙∞̅(𝑀, , p) ve 𝛼 ∈ ℝ alalım. Bu durumda  

𝑠𝑢𝑝𝑠1,

1


𝑠

∑[𝑀(
�̅�(�̅�𝑘, 0̅)

𝑟
)]𝑝𝑘

𝑘

< ∞ 

yazabiliriz. �̅�(𝛼�̅�𝑘, 0̅) = |𝛼|�̅�(�̅�𝑘, 0̅) ve 𝑀 bir Orlicz fonksiyonu olduğundan  

 M(�̅�(𝛼�̅�𝑘, 0̅))  = M( |𝛼|�̅�(�̅�𝑘, 0̅)) ≤ |𝛼| 𝑀(�̅�(�̅�𝑘, 0̅)) ve p = (𝑝𝑘) pozitif sayıların bir 

sınırlı dizisi olduğundan 
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[M(�̅�(𝛼�̅�𝑘, 0̅))]𝑝𝑘≤|𝛼|𝑝𝑘[𝑀(�̅�(�̅�𝑘, 0̅))]𝑝𝑘  elde edilir. Buradan da 

𝑠𝑢𝑝𝑠1,

1


𝑠

∑[𝑀(
�̅�(𝛼�̅�𝑘, 0̅)

𝑟
)]𝑝𝑘

𝑘

 

≤ |𝛼|𝑝𝑘𝑠𝑢𝑝𝑠1,
1

𝑠

∑ [𝑀(
�̅�(�̅�𝑘,0̅)

𝑟
)]𝑝𝑘

𝑘
 

  < ∞  

olup 𝛼�̅�𝑙∞̅(𝑀, , p)  elde edilir. Dolayısıyla 𝑙∞̅(𝑀, , p)  aralık değerli dizi uzayı bir 

lineer uzaydır. 

Teorem 4.6.2 𝑙∞̅(𝑀, , p) aralık değerli dizi uzayı 

�̅� (�̅�, �̅�) = 𝑖𝑛𝑓{𝑟
𝑝𝑘
𝑇 : 𝑠𝑢𝑝𝑠1,

1

𝑠

∑ [𝑀(
�̅�(�̅�𝑘,�̅�𝑘)

𝑟
)]𝑝𝑘

𝑘

    

  1} 

metriği ile birlikte tam bir metrik uzaydır. Burada T = max(1, 𝑠𝑢𝑝𝑘𝑝𝑘 = 𝐻 < ∞) 

olarak verilmektedir. 

İspat : 𝑙∞̅(𝑀, , p)  aralık değerli dizi uzayının tam olduğunu gösterebilmek için 

𝑙∞̅(𝑀, , p) uzayında herhangi bir (�̅�𝑘
𝑖 ) = {�̅�0

𝑖 , �̅�1
𝑖 , … } Cauchy dizisini alalım. Böylece 

i, j→  için �̅�(�̅�𝑖 , �̅�
𝑗

)→0 yazabiliriz. O halde verilen  𝜀 > 0 için 
𝜀

𝑟𝑥0
> 0  ve  𝑀(

𝑟𝑥0

2
) ≥

1 olacak biçimde 𝑟 > 0  ve x0 > 0 sayılarını seçelim.  

Böylece i, j n0 olmak üzere  �̅�(�̅�𝑖 , �̅�
𝑗

)  <  
𝜀

𝑟𝑥0
  olacak şekilde n0 tamsayısını bulabiliriz. 

Buradan  

𝑖𝑛𝑓{𝑟
𝑝𝑘
𝑇 : 𝑠𝑢𝑝𝑠1,

1

𝑠

∑ [𝑀(
�̅� (�̅�𝑖 ,�̅�

𝑗
)

𝑟
)]𝑝𝑘

𝑘

  1} <   
𝜀

𝑟𝑥0
    elde edilir. 

Şimdi,  𝑀 (
�̅�(�̅�𝑘

𝑖 ,�̅�𝑘
𝑗

)

𝑟
)  1 𝑀(

𝑟𝑥0

2
)   olduğundan, bu ifadeden 

Böylece �̅�(�̅�𝑘
𝑖 , �̅�𝑘

𝑗
) <

𝑟𝑥0

2

𝜀

𝑟𝑥0
=

𝜀

2
 olup bu ise (�̅�𝑘

(𝑖)
) dizisinin her bir 𝑘 sabit için Iℝ de bir 

Cauchy dizisi olduğunu gösterir. Iℝ uzayı �̅� metriği ile tam metrik uzay olduğundan      
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𝑖 → ∞ için �̅�𝑘
𝑖 → �̅�𝑘  diyelim. Bu biçimde tanımlanan sonsuz çoklukta limitle                          

�̅� =(�̅�𝑘)=( �̅�0, �̅�1, …) dizisini tanımlayalım. Böylece 

                   limj→𝑠𝑢𝑝𝑠1,
1

𝑠

∑ [𝑀(
�̅� (�̅�𝑖 ,�̅�

𝑗
)

𝑟
)]𝑝𝑘

𝑘

 1, yani  

                      𝑠𝑢𝑝𝑠1,
1

𝑠

∑ [𝑀(
�̅� (�̅�𝑖 ,�̅� )

𝑟
)]𝑝𝑘

𝑘

 1  

elde edilir. Şimdi  i n0 seçelim ve 𝑟 sayıları üzerinden infimum alırsak,  

�̅� (�̅�𝑖 , �̅�) < 𝜀 

elde ederiz. Böylece �̅�  metriği için üçgen eşitsizliğini kullanılarak 

�̅� (�̅�, 0̅ ) �̅� (�̅�, �̅�𝑖 ) + �̅� (�̅�𝑖 , 0̅) 

ifadesi �̅� = (�̅�𝑘) ∈  𝑙∞̅(𝑀, , p)   olduğunu gösterir.  (�̅�𝑘
(𝑖)

) keyfi bir Cauchy dizisi 

olduğundan 𝑙∞̅(𝑀, , p) bir tam uzaydır. 

Teorem 4.6.3  𝑀 ve 𝑁 birer Orlicz fonksiyonu olsun. Bu takdirde 

𝑙∞̅(M,, p)  ∩ 𝑙∞̅(N, , p) ⊂ 𝑙∞̅(M + N, , p) 

İspat : a)  �̅� = (�̅�𝑘)  ∈ 𝑙∞̅(M,, p)  ∩ 𝑙∞̅(N,, p) olsun. Bu durumda     

                            C =  max(1, 2𝐻−1) olmak üzere Lemma 3.1.1. den yararlanılarak 

 [(M + N)(�̅�(�̅�𝑘, 0̅))]𝑝𝑘  =  [M (�̅�(�̅�𝑘, 0̅)) + N (�̅�(�̅�𝑘, 0̅))]𝑝𝑘 

             𝐶[M(�̅�(�̅�𝑘, 0̅))]𝑝𝑘 + C[N(�̅�(�̅�𝑘, 0̅ ))]𝑝𝑘  

elde edilir. Böylece 

𝑠𝑢𝑝𝑠1,
1

𝑠

∑ [(𝑀 + 𝑁)(
�̅�(�̅�𝑘,0̅)

𝑟
)]𝑝𝑘

𝑘
 ≤  

  C𝑠𝑢𝑝𝑠1,
1

𝑠

∑ [𝑀(
�̅�(�̅�𝑘,0̅)

𝑟
)]𝑝𝑘

𝑘
+ C 𝑠𝑢𝑝𝑠1,

1

𝑠

∑ [𝑁(
�̅�(�̅�𝑘,0̅)

𝑟
)]𝑝𝑘

𝑘
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olur.  �̅� = (�̅�𝑘)  ∈ 𝑙∞̅(M,, p)  ∩ 𝑙∞̅(N,, p) olduğundan kolayca  �̅� = (�̅�𝑘)  ∈ 𝑙∞̅(M +

N, , p) elde edilir. 

Teorem 4.6.4 𝑀 bir Orlicz fonksiyonu olmak üzere aşağıdaki içerme bağıntıları sağlanır: 

a) Eğer 0 < 𝑖𝑛𝑓𝑘𝑝𝑘 = ℎ ≤ 𝑝𝑘 ≤ 1 ise 𝑙∞̅(M, , p) 𝑙∞̅(M,), 

b) Eğer 1 ≤ 𝑝𝑘 ≤ 𝑠𝑢𝑝𝑘𝑝𝑘 ise  𝑙∞̅(M,) 𝑙∞̅(M,, p), 

c) kN  için 0 < 𝑝𝑘 ≤ 𝑞𝑘 < ∞ olsun. Bu taktirde 𝑙∞̅(M,, p) 𝑙∞̅(M,, q). 

İspat: a) Bu kısmın ispatı  

[𝑀(
�̅�(�̅�𝑘, 0̅)

𝑟
)] [𝑀(

�̅�(�̅�𝑘, 0̅)

𝑟
)]𝑝𝑘   

eşitsizliğinden açıktır. 

b) Bu kısmın ispatı ise 

[𝑀(
�̅�(�̅�𝑘, 0̅)

𝑟
)]𝑝𝑘 [𝑀(

�̅�(�̅�𝑘, 0̅)

𝑟
)]  

eşitsizliğinden açıktır. 

Herhangi bir �̅� = (�̅�𝑘) ∈ 𝑙∞̅(M,, p)  alalım. Bu taktirde  

𝑠𝑢𝑝𝑠1,

1


𝑠

∑[𝑀(
�̅�(�̅�𝑘, 0̅)

𝑟
)]𝑝𝑘

𝑘

< ∞ 

yazabiliriz, k’nın yeter derece büyük değerleri için  

[𝑀(
�̅�(�̅�𝑘, 0̅)

𝑟
)]𝑝𝑘 1 

yazabiliriz. 𝑀 Orlicz fonksiyonu azalmayan olduğundan 

                                 [𝑀(
�̅�(�̅�𝑘,0̅)

𝑟
)]𝑞𝑘[𝑀(

�̅�(�̅�𝑘,0̅)

𝑟
)]𝑝𝑘 

yazabiliriz ki bu da �̅� = (�̅�𝑘) ∈ 𝑙∞̅(M,, q) demektir. 

Teorem 4.6.5 𝑀 bir Orlicz fonksiyonu olmak üzere 

a) 𝑙∞̅ ⊂ 𝑙∞̅(M,, p), 
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b) Eğer 𝑀 sınırlı bir Orlicz fonksiyonu ise 𝑙∞̅(M,, p) = 𝑤  dir. 

İspat : a)  �̅� = (�̅�𝑘)  ∈ 𝑙∞̅ olsun. Bu takdirde 𝑠𝑢𝑝𝑘�̅�(�̅�𝑘, 0̅) < ∞ olduğundan �̅�(�̅�𝑘, 0̅) ≤

𝐺 olacak biçimde 𝐺 ≥ 0 sayısı bulunabilir. M bir Orlicz fonksiyonu olduğundan 

(M(�̅�(�̅�𝑘, 0̅))) dizisi de sınırlıdır. Böylece 

[M(�̅�(�̅�𝑘 , 0̅))]𝑝𝑘 ≤ [M(𝐺)]𝑝𝑘 

         ≤ [M(𝐺)]𝐻 < ∞ 

olur. Bu ise �̅� = (�̅�𝑘) ∈ 𝑙∞̅(M,, p) olmasını gerektirir. 

b) M sınırlı bir Orlicz fonksiyonu olsun. Aralık dizi uzayının tanımı gereğince 

𝑙∞̅(M,, p)𝑤 𝑜𝑙𝑑𝑢ğ𝑢 𝑎ç𝚤𝑘𝑡𝚤𝑟. Tersine  �̅� = (�̅�𝑘)  ∈ 𝑤 için M Orlicz fonksiyonu 

sınırlı olduğundan [M(�̅�(�̅�𝑘, 0̅))]𝑝𝑘 ≤ 𝐿𝑝𝑘 ≤ 𝐿𝐻 < ∞ olacak şekilde L>0 sayısı 

bulunabilir. Böylece 𝑤𝑙∞̅(M,, p) elde edilir. Dolayısıyla 𝑙∞̅(M,, p) = 𝑤  elde 

edilir. 
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