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Bu tez ¢alismasinda Orlicz fonksiyonu yardimiyla aralik dizi uzaylarmin yeni
bir sinifim1 tanimlayarak bu uzayi ¢esitli topolojik ve cebirsel 6zellikleri incelemek ve
uygulamalart ile birlikte ¢-yakinsakligi hakkinda caligmaktir. Literatiirde 1950’1
yillardan itibaren niimerik analizin bir alt kolu olarak calisilmaya baslanan aralik sayilari
ve son yillarda ¢alisilmaya baslanan aralik say1 dizi uzaylar1 ve orijinal olarak Orlicz
fonksiyonu yardimiyla aralik sayr dizilerinin ¢-yakinsakligi hakkinda bir c¢aligma

olacaktir.

Anahtar Kelimeler : Aralik sayisi, aralik sayilarinin dizi uzaylari, Orlicz fonksiyonu.
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ON A NEW CLASS OF INTERVAL NUMBER SEQUENCES DEFINED BY ORLICZ
FUNCTION AND APPLICATIONS
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In this thesis, with the help of Orlicz function, it is aimed to define a new class
of range array spaces and to examine various topological and algebraic properties of this
space and to work on ¢-convergence together with its applications. In the literature, there
will be a study on the number of intervals that have been studied as a sub-branch of
numerical analysis since the 1950s, and the range number sequence spaces that have been
studied in recent years and the ¢-convergence of interval number sequences originally

with the help of the Orlicz function.

Key Words : Interval numbers, sequence spaces of interval numbers, Orlicz
function.
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SIMGELER LIiSTESI

: Dogal sayilar ciimlesi

: Reel sayilar ciimlesi

. Aralik sayilar1 ctimlesi

. En kiiciik tist sinir

: Yakinsak diziler uzay1

: Sifira yakinsak diziler uzay1
: Smirh diziler uzay:

: Reel terimli diziler uzay1

: Yakinsak aralik say1 dizileri uzayi
: 0 = [0, 0] aralik sayisina yakinsak aralik say1 dizileri uzay:

: Smirh aralik say1 dizileri uzay1

: Reel terimli tiim aralik say1 dizlerinin uzay1



1. GIRIS

Sayisal analizde sayilar yerine reel sayilarin kapali araliklarinin hesaplamada
kullanildig1 alanlardan birisi aralik sayilarinin incelenmesi analizidir. Aralik sayilarinin
analizi kesinlikle dogru olan hesaplama sonuclarini elde etmek igin bagvurulan
yOntemlerden birisidir. Alisilagelmis bir hesaplamanin sonucu reel eksen iizerinde dogru
yanittan bilinmeyen uzaklikla bulunan bir noktadir ve sorulan, bu uzakligin tam olarak ne
kadar olmas1 gerektigidir. Bir¢ok durumda verilen yanit “oldukga kiiciik” seklindedir.
Ancak bu kii¢iikligiin ne kadar oldugu agik degildir. Baz1 ¢alismalarda bu uzakligin
degerinin bilinmesi olduk¢a 6nemli olmasindan dolay1 hesaplamalarda hata analizinin
yapilmasi gerekir. Bir aralik hesabinin sonucunda elde edilen aralik, bir say1 ¢ifti ile
olusturulan bir alt sinir ve bir iist sinir olarak cevabi kesin olarak saglayabilir. Buna
ragmen gergek yine de bilinmeyebilir, fakat en azindan ne kadarinin bilinmedigini bilme
sans1 elde edilir [1]. “Aralik analizi ile hesaplanan sonucun dogru oldugundan nasil emin
olabiliriz?” sorusunun yanit1 oldukg¢a basittir, zira hatalarin bir¢ok tlrl aralik analizi
kullanilarak her adimda tahmin edilebilir. Ornegin veri girisi hatalar1, yuvarlama hatalar

ve kesme hatalar1 gibi.

Sayisal hesaplamalarda hatanin nasil hesaplanabilecegi, asagida verecegimiz
ornek aralik analizini kullanarak gosterilmektedir. Bu 0rnek ile yuvarlama hatasinin etkisi

gosterilmektedir.

x = —0.315 igin,

ifadesini hesaplayacagiz.

(—0.315)2
y=1+-——"—"—=10496125

Bu ifade ii¢ ondalikli olarak yuvarlama yapilirsa y = 1.05 elde edilir. Bu durumda
hatann bityiikligi y = 1.05 — 1.0496125 = 0.0003875 olur.



Araliklar kullanarak bu hesaplamay1 ayni1 makinede ii¢ ondaliga kadar yeniden yapalim.

Oncelikle
x? = (—0.315)% = 0.099225 olup bu say1 [0.09,0.10] aralig: icinde olup elde edilen

bu aralig1 hesaplamanin her adiminda kullanalim. Boylece,

—0.315)2 1
+ % €1+ E [0.09,0.10]

€ 1+ [0.045,0.050] = [1.045,1.050]

elde edilir. Dikkatli bir inceleme ile y’ nin dogru degeri kesinlikle [1.045,1.050]

araligina ait oldugu goriilmektedir.



2. KAYNAK OZETLERI

Yeni bir yap1 olan aralik analizi, sayisal analiz i¢inde ortaya ¢ikmistir. 1950 yili
ortalarinda, aralik aritmetiginin temel ilkeleri birbirlerinden bagimsiz ve es zamanlh
olarak Amerika Birlesik Devletleri’nde Paul S. Dwyer (1951, [2]) ve Ramon E. Moore
(1959, [3]), Polonya’ da Mieczyslaw Warnus (1956, [5]) ve Japonya’ da Teruo Sunaga
(1958, [6]) tarafindan atilmistir. Caligmalar1 makine hesaplamalarinda biiyiik bir gelisme
saglayan ve aralik analizini ilk ¢alisanlardan kabul edilen R.E. Moore’un aralik metotlari
Uzerindeki g¢alismalart ve bunlarin uygulamalar1 giiniimiizde halen devam etmektedir.
Aralik analizi 1950 yilindan sonra sayisal analizde baz1 felaket teorilerine dayali yilizen
nokta (floating-point) aritmetiginin hesaplamalarinda bu konu ile ilgilenenler igin

oldukca 6nemli hale gelmistir.

1951 yilinda, ilk olarak Dwyer [2] tarafindan aralik aritmetigi kavrami ortaya
konmus, 1959 yilinda Moore [3] ve 1962 yilinda Moore ve Yang [4] aralik aritmetiginin
gelisimini bigimsel bir sistem olarak degerini hesaplamiglardir. Daha sonra Chiao [21]
2002 yilinda aralik sayr dizilerini insa etti ve aralik sayilart i¢in klasik anlamda
yakinsaklik kavramimi tanimlamis ve sirasiyla Sengoéniil ve Eryilmaz [22] aralik
sayilarinin siurlt ve yakinsak dizilerini tanimladiktan sonra, bunlarin {izerinde tanimli
dogal metriklerine gore bir tam metrik uzay oldugunu ve Esi [7-13] ve Esi ve arkadaslar
[14-16] aralik say1 dizilerinin farkli yakinsaklik tanimlarini verdiler ve bu dizi

uzaylariinin bir¢ok 6zelliklerini incelediler.



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Temel Tanim ve Kavramlar

Tamm 3.1.1. [17] X # @ ve K ise R reel sayilar (veya C kompleks sayilar) cismi olsun.
BudurumdaVv x,y,z € X veV a,b € K igin

+:XxX->X

,y)>x+y
cKxX-oX
(a,x) — ax,

islemleri asagidaki 6zellikleri sagliyor ise X climlesine K cismi iizerinde bir vektor uzayi

(lineer uzay) denir.

X+y=y+x

x+@+z)=kx+y)+z

V x € X igin x + 0 = x olacak bigimde sadece bir 0 € X vardir

V x € X icin x + (—x) = 0 olacak bicimde sadece bir —x € X vardir
VxeXicinl.x =x

alx+y)=ax+ay

(a+b)x = ax + bx

a(bx) = (ab)x

O N o a k~ w NP

X cimlesinin herbir eleman: bir vektor (ya da bir nokta) olarak adlandirilir. K cismi yerine
R almirsa X bir reel vektor uzayi, C alinirsa X bir kompleks vektér uzayr olarak

adlandirilir.
Tamm 3.1.2. [17] Bostan farkli bir X ctimlesi ile birlikte bir
d:XxX - R*
(x,y) = d(x,y)
dontisiimil verilsin. Vx,y,z € X igin

(M) d(x,y) =0 x=y



(M2) d(x,y) = d(y, x) (simetri aksiyomu)
(M3) d(x,y) < d(x,z) +d(z, ) (iiggen esitsizligi aksiyomu)

ozelliklerini sagliyan bir d fonksiyonuna X climlesi tzerinde bir metrik fonksiyonu denir

ve (X, d) ikilisine de bir metrik uzay ad1 verilir.

Tammm 3.1.1. [17] X bir vektor uzay1 ve @ # Y c X olsun. Y, X vektor uzaymdaki
islemlere gore kendi bagina bir vektor uzay1 olusturuyorsa Y’ e X’ in bir (lineer) alt uzay1

denir.
Tamim 3.1.2. [17] X, K cismi lizerinde bir vektor uzayi olsun.
Il : X - RY
x = [lx|l,
dontisimii verilsin. V x,y € X ve V a € K igin
(N1) [[xll =0 = x =9,
(N2) [lax]l = lalllxIl,
(N3) [lx + yll < [lx|l + llyll (liggen esitsizligi)

ozelliklerini sagliyan ||-|| doniistimii X (zerinde bir norm ve (X, ||-]|) ikilisi de bir normlu

vektor uzay olarak adlandirilir.

Tamm 3.1.3. [17] (X, d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi yine X i¢inde bir limite

sahipse, (X, d) metrik uzayina tam metrik uzay denir.

Tamm 3.1.4. [17] (X, d) bir metrik uzay olmak lizere f: N — X fonksiyonu X icinde bir

dizi olarak adlandirilir ve f(n) = (x,,) ile gosterilir.

Tammm 3.1.5. K = R ya da K = C olmak Uzere her n = 1,2, ... icin x,, € K olan x =
(%1, X3, o) Xy, ... ) (veya kisaca x = (x,,)) olacak bicimdeki tim dizilerin kiimesi w ile

gosterelim. Boylece asagidaki dizi uzaylar1 tanimlanabilir:
c0={x=(xn)EW: limxn=0}
n—-oo

c={x=(x,) ew: (x,) yakinsak}



lo ={x=(x,) EwW: (x,,) sturli}.

Tanmm 3.1.6. M: [0, o) — [0,00) olsun. Eger azalmayan, sirekli ve konveks, M(0) = 0,
x > 0icin M(x) > 0 ve x — oo iken M(x) — oo sartlarin1 sagliyan bir M fonksiyonu
Orlicz fonksiyonu olarak adlandirilir. Bir¢ok yazar tarafindan Orlicz fonksiyonu
yardimiyla gesitli dizi uzaylar tanimlanmis ve bu dizi uzaylarmin sagladig: 6zellikler
incelenmistir, detayl1 bilgi igin [18], [19] ve [20] nolu referanslar incelenebilir.

Lemma 3.1.1. Her k i¢in p;, > 0 ve H = supy, py < o, ay, b, € C olsun. Bu takdirde
lax + bi|Pk < C[lag|Px + |by|P]

C = max(1,27~1) dir.
Lemma 3.1.2. [17] ay, bx = 0,k = 1,2, ...,n olmak (izere

a) 0<p,<1lise

ve

b) pr=1ise

{Zn:(ak . bk)pk}ﬂpk _ {Zn: akpk}l/pk . {Zn: bkpk}pk
k=1

esitsizlikleri gegerlidir.

Lemma 3.1.3. [17] Normlu vektdr uzaymdaki toplama ve skalerle carpma (yani lineer

uzay islemleri) bu uzaydaki norm metrigine gore stireklidir.



4. BULGULAR VE TARTISMA
4.1. Aralik Sayilan

Yiiksek lisans tez ¢alismamiz boyunca a < x < b olacak sekilde tim x reel
sayilariyla olusturulan her kapali aralig1 bir aralik sayis1 olarak tanimlayacagiz. Boylece
reel araliklar birer climle olarak diisiiniilebilir ve bu sayede izerinde ciimle islemleri ve

aritmetik islemler tanimlanabilir. IR ile tiim aralik sayilarinin ciimlesini gosterecegiz.
X ={x € R:a < x < b} olmak izere IR nin elemanlarini temsil etmek lizere X = [K, Y]

gosterimini kullanacagiz. Burada X, aralik sayisinin baslangic noktasini ve X ise aralik

sayisinin bitim noktasini géstermektedir.

Tanim 4.1.1 (Aralik Sayilarimin Esitligi). X,Y € IR aralik sayilari i¢in,

X=YeoX=Y,X=Y (4.1)

seklinde tanimlanir.

Tamim 4.1.2 (Dejenere Aralik). Eger X = X ise X araligma dejenere aralik denir. Bir

[X, X] dejenere araligi X ile gosterilir.
0 =[0,0]

Tanim 4.1.3 (Kesisim ve Birlesim). X ve Y iki aralik sayisinin kesisimi

XnNnY = [max{{, X} ,min{?, 7}]
seklinde tanimlanir. Eger Y < X veya X <Y = X nY = @ dir.
X veY iki aralik sayisinin birlesimi ise

XUY = [min{{, Z},max{)_(, 7}]

seklinde tanimlanir.
Ornek 4.1.1. X = [—1,3] ve Y = [2,4] aralik sayilar1 igin,

X NnY = [max{-1,2},min{3,4}] = [2,3]

X UY = [min{-1,2}, max{3,4}] = [—1,4]



Kesisimin Onemi : Kesisim aralik analizinde 6nemli bir rol oynar. Bir hesaplama

sonucunda iki aralik sayis1 elde edildigi zaman kesisim daha dar bir sonug verebilir.

Ornek 4.1.2. Kabul edelimki fiziksel bir g niceliginin birbirinden bagimsiz bir dl¢iimii
olsun. Birinci 6l¢tim 0.2’ den az bir hata pay1 ile g = 10.3 olsun. ikinci 6l¢iim ise 0.2’
den az bir hata payi ile ¢ = 10.4 olsun. Bu dl¢timleri sirastyla X = [10.1,10.5] ve Y =
[10.2,10.6] aralik sayilar1 olarak yazabiliriz. Bu g degeri X NnY =[10.2,10.5]

araliginda olur.

Tanim 4.1.4 (Genislik, Mutlak Deger, Orta Nokta). Bir X aralik sayisinin genisligi
wX)=X-X (4.2)

seklinde tanimlanir.

Bir X aralik sayisinin mutlak degeri |X| ile gosterilir ve asagidaki sekilde tanimlanir :
1X| = max{|X|, |X|} (4.3)

Bir X aralik sayisinin orta noktasi
1 _
m(x) =5 X+

seklinde tanimlanir.
Ornek 4.1.3. X = [0,5] ve Y = [—2,4] olsun.
wX)=5-0=5
wl)=4-(-2)=6
|X| = max{|0],[5]} =5

Y| = max{|-2], 14|} = 4

1 5
m(X)=E(0+5)=§

1 2
m(Y)=E(—2+4)=E=1



4.2. Aralik Aritmetigi

Aralik sayilari izerinde aritmetik islemler tanimlanabilir. Aralik sayilar1 Uzerinde
yapilan islemler aslinda ciimle iizerinde yapilan islemlerdir. Ornegin iki aralik sayisini
topladigimizda sonug olarak ortaya c¢ikan aralik sayisi bu aralik sayilarinin igindeki tlim
ikili say1larin toplamindan olusan bir cimledir. X ve Y aralik sayilarive © € {+,—,,:}

olsun. Aritmetik islemlerin kiimesi
XOQY={xQy:xeX,yeY}
seklinde genel bir form ile tanimlanir.

Tamim 4.2.1 (Aralik Sayilarinin Toplam). X = [K X ] veY = [X, 7] aralik sayilarinin

toplam1 asagidaki sekilde elde edilir :
xXEX=>X<x< Xveyey = Y<y< Y oldugundan dolay1 esitsizlikler toplanirsa

X+Y<x+y<X+Y
ve

x+yeX+Y

elde edilir. Buradan iki aralik sayisinin toplami

X+Y=[X+Y,X+Y] (4.4)
seklinde tanimlanir.
Ornek 4.2.1. X = [-2,4] ve Y = [—2,2] olsun.

X+Y=[(-2)+(-2),4+2] =[-46]

Tanmm 4.2.2 (Arahk Sayillarmmin Farki). X = [)_(, )_(] veY = [X, 7] aralik sayilarinin

farki toplama islemine benzer sekilde asagidaki sekilde elde edilir :
X<x< Xve—-Y<-y< —Y oldugundan dolay1 esitsizlikler toplanirsa

K—?Sx—ySY—Z

elde edilir ve buradan iki aralik sayisinin farki



X-Y=[X-Y,X-Y]
seklinde tanimlanir. X — Y = X + (=Y) oldugu dikkate alindiginda burada
—Y=[-Y,-Y]|={y: —yeY}
elde edilir.
Ornek 4.2.2. X = [-2,1] ve Y = [2,3] olsun.
—-Y =[-3,-2] ve
X-Y=X+(-Y)=[-2,1]+[-3,-2] =[5, —1] elde edilir.

Tanim 4.2.3 (Arahk Sayillarmmn Skalerle Carpimi). X = [X, X] herhangi bir aralik

sayist ve @ € R igin,

aZOiseaXz{xER: )_(SxS)_(}z[aK,a)_(]
ve

a<OiseaX ={x€eR: YSxSX}=[aY,a§]
seklinde tanimlanir.
Ornek 4.2.3. X = [1, 2] olsun.
a =2i¢in 2.[1,2] = [2.1,2.2] = [2,4]
a=-2i¢in -2.[1,2] = [-2.2,—-2.1] = [—4,—2] olur.

Tanmim 4.2.4 (Arahk Sayillarimin Carpimi). X = [K , Y] veY = [Z, 7] iki aralik sayisi

icin ¢arpma islemi,

S = {XY, XY, XY, XY} olmak iizere X.Y = [minS, maxS]
seklinde tanimlanir.
Ornek 4.2.4. X = [-3,—1] ve Y = [0,2] olsun.

S ={-3.0,-3.2,—-1.0,—1.2} = {—6,—2,0} ve X.Y = [minS, maxS] = [—6,0] elde

edilir.

10



Tamim 4.2.5 (Aralik Sayilarimin Béliimii). X = [X,X| ve Y = [V, Y] iki aralik sayisi

i¢in bolme islemi,
X/Y =X.(1/Y)
Y #0icinl/Y ={y:1/y €Y} =[1/Y,1/Y]
seklinde tanimlanir.

Ornek 4.25. X = [-2,3] ve Y = [2,5] olsun.
LY eramer <[]

elde edilir.

11



4.3. Arahik Aritmetiginin Cebirsel Ozellikleri

Aralik aritmetiginin islemleri, X ve Y aralik sayilari ve © € {+,— ,-,:} olmak lizere

XOQOY={xQy:xeX,yeY}

(4.5)

seklinde genel bir formda tamimlanmisti. Bu aritmetik islemlerin bazi cebirsel

Ozelliklerini inceleyelim.

Teorem 4.3.1. X, Y, Z aralik sayilar1 olmak {izere

Degisme ozelligi: X +Y =Y +X, X.Y=VY.X

Birlesme 6zelligi : X + (Y +Z) = (X +Y) + Z, X.Y.Z2)=X.Y).Z

Toplama isleminin birim elemani : X + 0 =0+ X = X

S
Il
ol

Carpma isleminin yutan eleman: : X. 0=0.
Carpma isleminin birim elemani : X.1 = 1.X = X
Soldandagilm: Z(X +Y) € ZX + ZY

a) Z = [Z, 7] bir dejenere aralik,
b) X=Y =0,
C) VxeXveVye€eYicinxy>D0.

Bu durumlar hari¢ Z(X + Y) # ZX + ZY dir.
Ispat.
(4.6) : © € {+, -}olsun. Bu durumda,
XOQY={xQy:xeX,yeY}
={yOx:yeEY,x€X}=YOX
(4.7): © € {+, -}olsun. Bu durumda,
XOYOZ={a®Oz:aeXOY,zeZ}
={xQy)Oz:x€X,yeEY,z€Z}

=xO(y0Oz2):x€EX,yeEY,z€ 7}

12

(4.6)
(4.7)
(4.8)
(4.9)

(4.10)

(4.11)



={xOb:x€X,beEYQZ}=XO ¥ O2)
(4.8) ve (4.9) icin © € {+, -} olsun. Bu durumda,
XOQ0={x®0:x€X,0e0}

={0Ox:0€0,xeX}=00X

(4.10) :
X1={x1:x€X,1€1}
={1.x:1€1,xe X}
={x:xeX}=X
(4.11) :

a) : Z = [Z, Z] bir dejenere aralik olmak iizere
Z.(X+Y)={z.a:aeX+Y}
={z.(x+y):x€X,y€eY}
={z.x+2zy:x€EX,yEY}=ZX +ZY
elde edilir.
b): X(0+0) =X0=0=X0+X0
c): X= [K , Y] veY = [Y,Y] aralik sayilart i¢in genelligi bozmadan X > 0veY > 0
durumunu diisiinelim. Z = [Z, Z] aralik sayis1 i¢in eger Z > 0 ise,
ZX+Y)=[2(X+Y),ZX +Y)]
ve
ZX +ZY = [ZX + ZX]| + [2Y + ZY|

=[z2(x+Y),ZX +Y)]
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Eger Z < 0 ise - Z durumu dikkate alinirsa Z = 0 ile ayn1 durum ve sonug olur. Eger

77 < 0 ise
ZX+Y)=[2(X+Y),Z(X+7)]
ve
ZX + ZY = [ZX,ZX]| + |2V, ZY]
=[z(x+Y),Z(x +Y)]
elde edilir ve bu ise ispat1 verir.
Ornek4.3.1.Z =[1,2], X =1=[1,1]veY = —1 = [—1, —1] aralik sayilari i¢in
ZX+Y)=[12].(1-1)=[12].0=0
ZX + 7Y = [1,2).[1L1] + [1,2].[-1,-1] = [-1,1] = O
Z(X+Y) =+ ZX + ZY olur.

Teorem 4.3.2. Herhangi X,Y ve Z aralik sayilar1 igin,

X+Z=Y+7Z= X=Ydir

Ispat. Herhangi X = [X, Y] Y=1y, 7] veZ = |Z, 7] aralik sayilari icin,

X+Z=Y+Z

ise
[xx]+[z2] =[r.Y]+[z7]
[X+zXx+z]=[r+2Y+Z]

elde edilir. Aralik sayilarmin esitligi tanimindaki (4.1) ifadesinden

X+Z=Y+ZveX+Y=Y+Z
olur. X, Y, Y, ?, , ZER oldugundan reel sayilarin kisaltma 6zelliginden

X =Y veX =Y elde edilir.
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Aralik sayilarinin esitligi tanimindaki (4.1) ifadesinden X = [K , Y] = [X, 7] =Y olur.
Teorem 4.3.3. Herhangi X, Y ve Z aralik sayilari i¢in,

ZX =7Y
ise X =Y esitligi her zaman dogru olmayabilir.

Ispat. Varsayalim ki herhangi X,Y ve Z aralik sayilan i¢in ZX = ZY olsun. X =Y

esitliginin saglamabilecegini asagidaki d6rnekle gdsterelim.
X =1[0,1], Y =[1,1] ve Z = [0,2] aralik sayilarin1 alalim. Bu durumda,
[0,2].[0,1] = [0,2].[1,1]
[0,2] =[0,2]

elde edilir. Ancak [0,1] # [1,1] oldugundan varsayamimizla ¢elisir. BOylece ispat

tamamlanmis olur.

Tanim 4.3.1 (Simetrik Aralklar). Herhangi bir X aralik sayisi verildiginde bu araligin

simetrik aralig1

X=-X

seklinde tanimlanir. Ornegin [—2, 2] ve [—m, 7] aralik sayilar1 simetrik araliklardir. Her
simetrik aralik O orta noktasina sahiptir. X bir simetrik aralik ise (4.2) ve (4.3)

ifadelerinden
|X| = %W(X) veX = |X|[-1,1]
esitlikleri yazilabilir.
Teorem 4.3.4. X,Y,Z, T aralik sayilarive © € {+,—, -, /}olsun.
AcCCveBSD=AOB<SCOD
ifadesi yazilabilir.

Ispat. A € C ve B € D olsun.

AOB={a®b:a€A,beB}
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c{c®d:cec(C,deD}

=C0OD
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4.4. Aralik Say1 Dizileri

Tanmm 4.4.1. X = [)_( , Y] ve [Z, ?] iki aralik say1s1 olmak iizere aralarindaki uzaklik,
acx,v) = max{lx — vl [ - 7])

seklinde tanimlanir.

Eger X = [x,x] ve Y = [y, y] dejenere araliklar1 6zel olarak segilirse X ve Y arasindaki

uzaklik reel sayilar arasindaki uzakliga indirgenir ve R’ nin mutlak deger metrigi

E(x:)’) = d(x;Y) = |a - bl
elde edilir.

Ornek 4.4.1. X = [3,4] ve Y = [6,8] iki aralik say1s1 arasindaki uzaklik

d(X,Y) =max{|3—6|,|4 -8} =4
olur.

Iki aralik arasindaki uzaklik fonksiyonu olarak tanimlanan d fonksiyonunun IR (zerinde

bir metrik tanimladig1 kolaylikla gosterilebilir :

i) d(X,Y) =0,

idX,Y)=0=X=Y,

i) d(X,Y) <d(X,Z) + d(Z,Y).

Uggen esitsizliginin saglandig1 asagidaki sekilde gdsterilebilir :

d(X,2) +d(Z,Y) = max{|X - Z|, |X = Z|} + max{|z - Y| ,|Z - |}

>max{|X —z| +|Z - Y|.|X - Z| + |z - Y|}
> max{|X ~ Y|, [X - Y[}

=d(X,Y)
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Tanmm 4.42. f: N- R ile k - f(k) = x; olmak lizere ,x = (x;;) donistimiini
tanimlayalim. x = (x) aralik say1 dizisi ve X} bu aralik say1 dizisinin k. terimi olarak

adlandirilir.

Tammm 4.4.3. Her ¢ >0vek >k, icin d(x,,X,) < & olacak sekilde bir k, > 0
tamsayisi var ise x = () aralik say1 dizisi x, = [Yol,for] aralik sayisina yakinsiyor

denir ve ’lim X, = X, seklinde gosterilir. Boylelikle

lim x, = xp © lim x,, = xo, ve lim x;, = x .
k 0 k00 k; 0; ko0 k; 0,

k—o0

1

Ornek 4.4.2. (x;) = [— P k—il] olmak tzere (x) aralik say1 dizisini goz 6niine alalim.

o — . 1 1 —
AR s O |

olup (%) dizisi [0,0] = 0 aralik sayisina yakinsar.

w, tim reel terimli aralik say1 dizilerinin kiimesini gostersin. w dizi uzayi, asagidaki

sartlari sagladigindan bir vektor uzayidir.

LG + () = (7)) + &)

2.@)+((3) + @) = (@) + 7)) + @)
3.%) + (7,) = @) + @) ise (7,) = @)
a(@)+(3,) = aG) +a(7,)

5. (@ + B) (%) = @) + B )

6.a(BCx)) = (aB(xr)),af =0

7. = [11]GE)

W nin sifir elemani 0 = [0, 0] seklindedir.
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4.5, Aralik Sayilarinin Bazi Dizi Uzaylari
Sirastyla sifira yakinsak, yakinsak ve sinirli aralik sayr dizilerinin uzaylari olarak

adlandirilan ¢, ¢ ve Zoo aralik dizi uzaylar1 asagidaki sekilde tanimlanir :

G ={x=@)ew: lim¥, = 6,0 = [0,01},

c={x=@)ew: lim¥, =%, %, € IR},

Iy, = {E = (x,) Ew': sgp{|xkl| x|} < 00}.
Cy,Cve 1, aralik dizi uzaylart w dizi uzaymin alt uzaylaridir. Bununla beraber her
@), (¥,) € T (veya T ve l,) icin :

d(x.y,) = suplinaxﬂxkl — Vi | o %k, — Vi, |} (4.13)

olarak tamimlanan d, metrik aksiyomlarin1  saglar [18]. Boylece (Eo ,E)
(veya (E , E) , ( Zoo ,E) bir metrik uzaydir.

Tamm 4.5.1.7 € W,y = [yk,, ¥, | oldugunu kabul edelim. Eger yj, = vy, iseherk € N

icin y = (?k) dizisine dejenere aralik dizisi denir.

x=0x)vey = (Tk) dejenere aralik dizisi ise (3.7.1) ifadesinde tanimlanan d metrigi

asikar reel veya kompleks sayilarin sifira yakinsak, yakinsak ve sinirli dizi uzaylarindaki
a(ik'yk) = Sl}iplxkl - ykzl

metrigine indirgenir.

Her reel say1 bir dejenere aralik olarak ifade edilebileceginden tiim reel dizilerin uzay1
olan w uzayinin bir dejenere aralik dizi uzay1 oldugu kolaylikla goriilebilir. Boylece w
dizi uzaymin her bir alt uzay1 bir dejenere dizi uzay1 olarak adlandirilir. c, ¢, l, dizi
uzaylari, sirastyla biitiin dejenere yakinsak, dejenere sifira yakinsak, dejenere sinirli dizi

uzaylari olarak diisiiniilebilir.

Tamm 4.5.2. X = (X)) €W,V € > 0 icin n,m > ky icin d(X,, X,) < € olacak sekilde

en az bir k, € N mevcut ise x = (x;,) aralik say1 dizisine aralik Cauchy dizisi denir.
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Teorem 4.5.1. (4.13) ifadesinde tanimlanan metrik ile (EO,E),(E,E) ve (ZOO,E)

uzaylart birer tam metrik uzaydir.

Ispat. (EO , 3) metrik uzayinin bir tam uzay oldugunu gosterelim.

n

Her n € N icin (") = () = (X0, X1, X3,..) €Tove (x") bir Cauchy dizisi olsun.
Bu durumda her & > 0 igin en az bir k, € N sayisii n,m >k, igin d(x, X ) < &

olacak sekilde bulabiliriz. Buradan,
d(xp, x') = sugrygax“?ﬁl — Xl [Xer — |} < €
ve
e — Xl <e,  |xe— Xl <e

yazabiliriz. Béylece (%)) R de bir Cauchy dizisi olup R de bir Banach uzay1 oldugundan

(EZ) yakimsak olacagi soylenebilir. O halde her k € N icin lim x; = x, diyelim.
n—oo

Boylece her n,m > k, igin E(E,r(l, Ekm) < & oldugundan

lim d(x, %) = d (%, lim %) = d(% %) < &

m-—oo

olupn = o icinx" — X olur. Diger taraftan,

J

< supmas{(xe, | + ¥ [z, ] + <k

d(x, X — ) = suplinaxﬂxkl — |xk, — xﬁl” ,|xkr — |xi — x|

< sup}znaxﬂxkl - x}}l| |k, — x,’(‘r|} + sup;nax{|x,’(‘l| , |x,’(‘r|}

oldugundan x € ¢, dir.

Klasik dizi uzaylar1 i¢in tamimlanan norm fonksiyonunun, aralik sayilarimin dizi

uzaylarina asagidaki gibi bir genislemesi verilebilir.
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Tamm 4.5.3. 2, W nin alt cimlesi olsun. A iizerindeki negatif olmayan||-|l; : A - R* U

{0} normu asagidaki 6zellikleri saglar.
VX,y EAveVa€R,x €\ {0}icin
N1) [Ix]l,: > 0,

N2) [Ix]l,; =0 & x =6 =[0,0],

N3) Il + ¥l < [l + 1171

N4) [laxly: = lalllx]l: -

|[x|| normunun reel sayilar dizi uzayindaki x ile 0 arasindaki uzaklik oldugunu biliyoruz.

O halde (EO ,E) , (E,E) ve (Zoo ,E) metrik uzaylar1 da birer normlu uzay yapilabilir.

Burada
A ,6) = supmax{|xi, = 01|, [xi, = O, [} = supmax{faci |, [ |}
6 = [0,0] elemani ¢, , ¢ ve Iy, uzaylarinn birim elemanidir.
Teorem 4.5.2. C,,C ve s, uzaylari
191 = supmsl |}
normuyla normlu aralik uzaylaridir,
ispat. X = ¢, (¢ veya l,,) ve x,y € X olsun.

N1) x|z = supmax{|xkl| , |xkr|} oldugu i¢in Vx € A\ {0} icin llx[l5 > 0 oldugu
k
kolayca gordlir.

N2) |[x]lz = 0 < supmax{|xkl| , |xkr|} =0 x=6=][0,0]
k
N3)

lIx + yll5 = suplinaxﬂxkl + )’kl| ) |xkr + }’krl}

< supmax{[ve,| + [V |, i | + [ |}
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= supmax{(|xiq . [k [) + (o [y )}
< supmax{(xi, |, [xi,|)} + supmax{([yi . [, [)} = Illy + 117115
N4)
laxlly = supmaxd|axy, |, laxi [}
= lal supmax{|x,| , xi, [}
= |al. llx|l5

Boylece [|%|l5 , A Uizerinde bir normdur.
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4.6. Orlicz fonksiyonu yardimiyla tanimlanan yeni bir aralik dizi uzay1

Bir M Orlicz fonksiyonu, p = (py) dizisi pozitif sayilarin 0 < h = infyp, <
Pr < sup,pr = H < oo sartin1 saglayan bir dizi, ¢ dogal sayilar ciimlesinin eleman sayisi
seN sayisini gegmeyen altciimlelerinin bir ailesi ve her birs € Nicin s¢pg14 < (s + 1) ¢,

olacak bigimdeki pozitif sayilarin azalmayan bir (¢_) dizisi icin

_ ~ _ 1 &(fkl 6)
lo(M, ¢,p) = {(Xx) EW: Supszl,crapd)_z [M< r )
keo

aralik degerli dizi uzaymi tanimlayalim.

Pk
<oo,r>0}

Ornek 4.6.1 M(x) = x, o, = s ve her k icin p,=2 olmak Uzere x;, = [—%,O] olacak
sekilde bir X = (k) aralik say1 dizisi tamimlayalim. Bdylece

1

=,01=0 =1[0,0]

11]£n X = 11]?1[—

1 d(%,0) 1 -
olup, SUPst ooy ). IMECEDE = Sup gy TRk ™ < o0
S €0

olup, ¥ = (%) € l,(M, ¢, p) elde edilir.

Teorem 4.6.1. M bir Orlicz fonksiyonu olmak tizere I, (M, ¢, p) aralik degerli dizi uzay:

koordinatsal toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir lineer uzaydir.
Ispat :
+1es(M, §,0) X oo (M, D) = (M, $,D) ,
* R xlo(M,$,p) = (M, 0,p)

islemlerini tanimlayalim, Simdi %, ¥ € l.,(M, ¢, p) alalim. Béylece

1 d(x,0)
SUpssi ooy ). IMEEEDPE < oo
S €0
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1 A 0)\|™
Supszl,aapd)_z [M< y: )] < o
s
keo

yazabiliriz. Boylece
d(X, + ¥, 0) < d(%,,0) + d(¥, 0) oldugundan
ve M Orlicz fonksiyonunun artanligini kullanarak
M (d(% + V1, 0) <M (d(%, 0) + d(F, 0))
<M (d(xy,0)) + M(d(k, 0))

elde edilir. Ayrica pozitif terimli p=(py) dizisi icin 0 < h = infypx < Pr < SUPEPr =

H < oo ve C = max(1,2%71) oldugundan Lemma 3.3.1 geregince
M(d (% + Fr, 0))]Px < [M(d (%, 0)) + M(d (., 0))] Px
< C[M( d(%y, 0))]7x + C[M(d (T, 0))]P*

olur. Boylece

1 d (%, + ¥, 0)
Supszl,ae(pq)_ E M (f)]”" <
N

keo

1 a(xx,0) 1 d(71,0)
Csupsssoeoy ) IMCEEDPACupsy e ) MEZEDPE < oo
S €0 N €0

Boylece x + ¥ € [, (M, ¢, p) olur.

Simdi de X € I,,(M, ¢, p) Ve a € R alalim. Bu durumda

1 d(x,0
Supszl,ds(pd)_ Z[M(#)]pk <

keo
yazabiliriz. d(axy,0) = |a|d (X, 0) ve M bir Orlicz fonksiyonu oldugundan

M(d(axy,0)) = M( |a|d(X,0)) < |a| M(d (X, 0)) ve p = (py) pozitif sayilarin bir

sinirlt dizisi oldugundan
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[M(d(axy, 0))]P<|a|Px[M(d (X, 0))]P elde edilir. Buradan da

1 d(axy,0
SUPeet ren 2 pr XD

keo

d(fk.ﬁ)
= |a|p"sups>1 GE(pd) Zkeo- r )]pk

< oo

olup ax el (M, $,p) elde edilir. Dolayisiyla I, (M, ¢, p) aralik degerli dizi uzay1 bir

lineer uzaydir.

Teorem 4.6.2 I.,(M, ¢, p) aralik degerli dizi uzay1

d (©9)= f( T supeoeg s ) MEEZDPE <1

kea r

metrigi ile birlikte tam bir metrik uzaydir. Burada T = max(1, supypy = H < o)
olarak verilmektedir.

Ispat : I,(M,¢,p) aralik degerli dizi uzaymin tam oldugunu gdsterebilmek igin

lo(M,$,p) uzaymda herhangi bir (x.) = {x}, %%, ...} Cauchy dizisini alalim. Bdylece

i,j—o0 icin d(x' , %’ )—>O yazabiliriz. O halde verilen € > 0 |(;|n — > 0 ve M( 0y >

1 olacak bigcimde r > 0 ve x, > 0 sayilarini1 secelim.

Bdylece i, j> n, olmak iizere d (& , %! ) < 5 olacak sekilde ny tamsayisini bulabiliriz.
0

Buradan

r

Pk a (.« -
nfrT: SuPs oy E MEEE e < 1y < = elde edilir
S
keo

i
Simdi, M (u) <1< M(E2 ) oldugundan, bu ifadeden
rXy €

Boylece d(xk, %)) < =2 = Zolup bu ise (£ dizisinin her bir k sabit icin IR de bir
0

Cauchy dizisi oldugunu gosterir. IR uzayr d metrigi ile tam metrik uzay oldugundan
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i > oo icin ¥. > %, diyelim. Bu bicimde tanimlanan sonsuz coklukta limitle

x =(x,)=( %y, Xy, ...) dizisini tamimlayalim. Boylece

_ 1 E a @& #) i
llmj—>oosup521,0'6(p ¢_ [M(f)]pk <1, yani
keo

1 E d (x' %)
Sup521,66¢ ¢_ [M( r )]pk <1
keo

elde edilir. Simdi i>n, segelim ve r sayilar1 Uzerinden infimum alirsak,
d (7',%) <¢

elde ederiz. Boylece d metrigi igin liggen esitsizligini kullanilarak

ifadesi % = (%) € Lo(M,¢,p)  oldugunu gdsterir. (£.°) keyfi bir Cauchy dizisi
oldugundan I, (M, ¢, p) bir tam uzaydur.

Teorem 4.6.3 M ve N birer Orlicz fonksiyonu olsun. Bu takdirde

los(M,0,p) NI(N,¢,p) € (M + N, ¢,p)

Ispat : a) x= (%) €l.(Md,p) Nl(N,d,p) olsun. Bu  durumda

C = max(1,2771) olmak tizere Lemma 3.1.1. den yararlanilarak
[(M + N)( (e, 0)]P% = [M(d(Fe 0)) + N (d(E, 0) ) 1P
C[M(d (%, 0))]Px + C[N(d(%, 0 ))]P*
elde edilir. Boylece

1 d(xx,0)
SUPs>1,0e¢ ¢_Zk [(M + N)( x: )]pk <
s eo

d(%,0)
T

1 d(xy,0) 1
Csupssi ooy ) IMEEEDPE 4 Csupss gy ) INCEDP
S €0 S

keo
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olur. ¥ = (%) € lo(M,d,p) NIu(N,,p) oldugundan kolayca X = (%)) € l,(M +

N, ¢, p) elde edilir.

Teorem 4.6.4 M bir Orlicz fonksiyonu olmak iizere asagidaki icerme bagintilari saglanir:

a) Eger 0 < infipr =h < pp < lise lo(M, ¢, p)< loo(M, §),
b) Eger 1 < pj, < supgpy ise lo (M, d)< oo (M, d, p),

¢) VkeN igin 0 < py < q; < oo olsun. Bu taktirde I, (M, ¢, p)< I, (M, §, q).

Ispat: a) Bu kismin ispati

d(x,,0 a(%,,0
Dy GOy

esitsizliginden agiktir.
b) Bu kismin ispati ise
T Dy ey E 0
esitsizliginden agiktir.
Herhangi bir % = (%) € lo(M, ¢, p) alalim. Bu

1 d(%, 0
supPLUEq,d)—Z[M( (X: ))]Pk < o0

keo

yazabiliriz, k’nin yeter derece biiyiik degerleri igin

IPes1

yazabiliriz. M Orlicz fonksiyonu azalmayan oldugundan

C_i(x_k,a) C_i(fk,a)

r

[M( )] k<[M( )]Pk
yazabiliriz ki bu da ¥ = (%) € L, (M, ¢, q) demektir.

Teorem 4.6.5 M bir Orlicz fonksiyonu olmak Uzere

a) I € lo(M, 0, p),
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b) Eger M sinirh1 bir Orlicz fonksiyonu ise I.,(M, o, p) = w dir.
Ispat:a) ¥ = (x;,) €l olsun. Bu takdirde sup,d (¥, 0) < o oldugundan d(%;,0) <
G olacak bicimde G > 0 sayist bulunabilir. M bir Orlicz fonksiyonu oldugundan
(M(d (%, 0))) dizisi de simrlidir. Boylece
[M(d (%, 0))]P* < [M(G)]P*
< [M(AJF <o
olur. Bu ise ¥ = (%) € Lo (M, &, p) olmasini gerektirir.

b) M smurli bir Orlicz fonksiyonu olsun. Aralik dizi uzaymin tanimi geregince
(M, &, p)cw oldugu aciktir. Tersine ¥ = (¥;) € wicin M Orlicz fonksiyonu
smirli oldugundan [M(d (%, 0))]P* < LPk < LH < oo olacak sekilde L>0 sayisi
bulunabilir. Béylece wcl, (M, o, p) elde edilir. Dolayisiyla [,(M, ¢, p) = w elde

edilir.
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