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Bu tez calismasinda, matematiksel biyoloji dalinda biiyiik 6nem tasiyan zaman
gecikmesi igeren bir dinamik sistemdeki Hopf catallanma analizi incelenmistir.
Oncelikle ¢alisma icin gerekli olan tanim ve kavramlar verilerek dinamik sistemler
hakkinda bazi bilgiler sunulmustur. Daha sonra ele alinan dinamik sistemin tek
pozitif denge noktasinin kararliligi incelenmis, bu analize ek olarak, gecikme
parametresi T, catallanma parametresi olarak alinarak sistemin belirli bir T degerinde
Hopf ¢atallanmaya sahip oldugu gosterilmistir.
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In this thesis study, Hopf bifurcation analysis in a dynamic system which
includes time delay and which is very important in the mathematical biology branch
was examined. First of all, some information about dynamic systems by giving the
definitions and the terms which are necessary for the study was presented. After that,
one positive equilibrium points stability of contextualised dynamic system was
examined. In addition to this analysis delay parameter T was assumed as bifurcation
parameter and 1t was showed that the system has a Hopf bifurcation in the value of
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1. GIRIS

Insanlar karsilastiklar1 doga olaylarin1 agiklamak igin 6zellikle son yiizyilda
bilime dayanarak bir¢ok ¢alisma yapmislardir. Bu ise matematik, tip, fizik, kimya,
biyoloji gibi bilimlerin 6ne ¢ikmasini saglamig ve zamanla bu bilimler bir noktada
birleserek kendi aralarinda etkilesim iginde olan biyofizik, biyokimya,
biyomatematik gibi alanlari olusturmuslardir. Genel olarak uygulamali matematik
altinda toplanan bu alanlar, matematiksel modelleme teknikleri kullanarak doga
olaylarin1 anlamaya ve bunlar agiklamaya calismislardir. Biyolojik olaylarin
matematiksel modelleri fark ya da diferansiyel denklemler ile olusturulur.
Popiilasyon dinamiginde daha gercek¢i modeller, popiilasyon dinamiginin ge¢mis
durumlarini, yasadiklar1 c¢evrenin popiilasyon iizerindeki etkisini de igermelidir.
Bunun yani1 sira bu alanda bir¢ok c¢alismada 6nemli olan “Sistemin bir parametresi
degisirken sistemin dinamigi nasil degisir?” sorusuna cevap vermektedir. Catallanma
teorisi; bu soruya cevap vermeye c¢aligir. Sistemde meydana gelen niteliksel
degisimlere c¢atallanma ve bu degisimin meydana geldigi parametre degerine
catallanma noktasi denir. Ozellikle av-avecr sistemleri, konukcu-parazit sistemleri,
hastalik modelleri, kimyasal tepkime gibi etkilesim i¢inde bulunan sistemlerde
catallanma parametresi gecikme degeri alinarak, sistemin yapisinda meydana gelen
degisimler gozlenmistir. Parametre degistikce sistemin niteliksel yapis1 da degisir,
yani yeni denge noktalar1 ortaya ¢ikabildigi gibi denge noktalarinin kararlilik yapilar
da degisebilir. Dolayisiyla, daha gergekci bir yaklasimla olusturulan gecikmeli
diferansiyel denklem sistemleri, Matematiksel Biyoloji’de onemli bir konuma
sahiptir. Belirli bir girdi veya uyariya biyolojik sistemin cevabi genellikle hemen
olmaz; biraz gecikmeli olur. Ornegin, farmakokinetik modelde, ilacin dolasim
sistemine girmesinden dnce bir gecikme olabilmesi durumu bir gecikmeli modelle
tanimlanir. Yani uyarimi takiben, reaksiyon olusumuna kadar sabit bir zaman varsa
bu zaman “gecikme” olarak adlandirilir. Bu siireci inceleyen herhangi bir
matematiksel model gecikmeli bir siirekli-popiilasyon modeli ile verilebilir. Eger
uyarima verilen tepki sabit zaman periyodundan sonra degil de, zamanin siirekli bir

aralig1 boyunca gerceklesiyorsa “siirekli gecikmeli” olarak adlandirilir.
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Biyoloji, tip, kimya, fizik, miithendislik ve ekonomi gibi hem dogal hem de
insan eli ile olusturulmus birgok siire¢, zaman gecikmesi i¢erdiginden, gecikmeli
diferansiyel denklem teorisi gliniimiiz i¢in 6nemli bir ¢alisma konusudur. Zaman
gecikmesine dogada verilebilecek en giizel Ornek; ormanlik alanlarin
agaclandirilmasidir. Bir aga¢ kesildikten sonra yerine dikilen agacin, her anlamda
olgunluga erismesi yirmi yil gibi bir siirede gerceklesmektedir. Hatta sekoya gibi
baz1 agag tiirlerinde bu siire daha fazla olabilmektedir.

Tez calismamiz giris boliimii ile beraber yedi béliimden olusmaktadir. ikinci
boliimde {izerinde c¢alistigimiz konu ile ilgili daha Once yapilan caligmalar
incelenmistir. Ugiincii boliimde temel tanim ve kavramlar verilmistir. Dérdiincii
boliim dinamik sistemler hakkinda bilgi icerir. Besinci boliimde Hopf ¢atallanma
hakkinda bilgi verilmistir. Altinct boliim tezimizin orijinal kismini olusturmakta
olup, gecikme etkisiyle av-avci probleminin kararliligi ve Hopf catallanma analizi
modifiye edilmis Lotka-Voltera modeliyle incelenmistir. Son béliimde ¢alismamizin

sonuclar1 ve Oneriler sunulmustur.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Popiilasyon dinamiklerinin matematiksel modellenmesi ile analiz edilmesi
matematiksel biyoloji ¢alismalarinda onem arz eder. Modelleme igin yaygin
secimlerden birini parametrelere bagl diferansiyel denklemlerin kullanilmasi
olusturur. Clinkii biyolojiksel sistemleri anlamak i¢in parametreye bagli degisimlere
bagli olarak sistem davranisinin incelenmesi gereklidir. Bazi durumlarda uyariciya
tepki gecikmeli olabilir. Bu davranisi arastirmak i¢in kurulan matematiksel modelde
gecikmeli olarak bu dinamigi yansitmalidir. Gecikme etkisi ile siirekli sistemlerde
parametreye bagli degisimi incelemek ic¢in bir yontem Hopf c¢atallanma analizidir.
Burada gecikmeli siirekli popiilasyon modellerinin Hopf ¢atallanma analizi ile ilgili
inceledigimiz referans c¢aligmalarindan kisaca bahsedecegiz. Genel olarak bu
calismalarda bu analize ek olarak, Poincaré normal formu ve merkez manifold
teoremi kullanilarak catallanmanin yonii ve kararliligi arastirilmistir.  Hopf
catallanma yOniiniin belirlenmesi periyodik ¢éziimlerin kararliliginin belirlenmesine
yardim eder. Bizim ¢alismamiz sadece Hopf ¢atallanmanin olusumunun belirlenmesi
tizerine olup ¢aligmalardaki bilgiler bu konu dahilinde verilmistir.

Yafia [1] bagisiklik sistemi ile tiimor hiicrelerinin rekabetini tanimlayan bir
model analizi verilmistir. Bu rekabeti tanimlayan model, bir gecikmeli diferansiyel
denklem sistemleri tarafindan yonetilir. Dinamiklerin zaman gecikmesi
parametresine bagli olarak sistemin kararlilik durumu hakkinda bilgi verilmis, kararli
durumunu degistiren gecikmenin kritik bir degerinin varhig arastirilmistir. Hopf
catallanma teoremine dayanarak gecikme kritik degeri gectiginde Hopf ¢atallanma
olusumu gozlemlenmistir.

Ranjith [2] yazarlar gecikmeli bir SIR salgin modeli ¢alismasini ele alarak,
hastaliksiz ve hastalikli denge noktasinin lokal asimptotik kararliligini g¢alistilar.
Bunun i¢in hastaligin ortaya ¢ikmasini saglayan bir esik parametresi belirlediler.
Ayrica, Hopf ¢atallanma analizini de ele alarak ¢atallanma noktasini buldular.

Toaha [3] av denklemindeki gecikme zamani ile bir av-avci popiilasyonun

dinamikleri lizerinde, hasadin ve gecikme zamanimnin etkisi incelenmistir. Denge
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noktalarimin varligt ve kararhiliklar1 arastirilmis ve gecikme zamaninin Hopf
catallanma olusturdugu gozlemlenmistir.

Merdan [4] av popiilasyonu {izerinde Allee etkisine maruz kalan siirekli zamanli
bir av-avci popiilasyonun denge ¢6ziimlerinin kararlilik analizini sunmustur. Allee
faktoriiniin sistem tizerindeki etkisi ile ilgili baz1 sonuglar verilmistir.

Celik [5] gecikmeli bir diferansiyel denklem sistemini géz oOniine aldilar. Bu
sistemin lokal kararlilik analizi ve ilgili karakteristik denklemin analiz edilmesiyle
Hopf c¢atallanmanin varligini arastirdilar. Burada; Hopf ¢atallanma analizi igin,
gecikme parametresi bir ¢atallanma parametresi olarak segilir.

Akkocaoglu [6] genel bir lineer olmayan zaman gecikmesi igeren diferansiyel
denklemde gecikme parametresini bir ¢atallanma parametresi olarak alarak Hopf
catallanma analizini sunarlar.

Kayan [7] Neumann smir sartlart ile gecikmeli reaksiyon-difiizyon denklem
sisteminde Hopf catallanmanin varligim1 belirlemek igin bir algoritma sundular.
Gecikme parametresi kritik bir degeri gecerken Hopf ¢atallanma meydana geldigi
sistem parametreleri tizerindeki kosullar belirlenir. Bu kosullar sistemin
lineerlestirilmesine karsilik gelen karakteristik denklemin katsayilarina baglidir.

Merdan [8] Neumann sinir sartlarinda zaman gecikmesini igeren Lengyel-Epstein
reaksiyon-difiizyon modelinin ¢atallanmasi incelenmistir. Gecikme parametresini
catallanma parametresi olarak secerek Hopf catallanma olustugu ayn1 zamanda Hopf
catallanmanin yonii ve kararliligin1 aragtirmiglardir.

Li [9] Beddington-DeAngelis fonksiyonel tepkisi ve avcr tiirlerinin se¢ici hasadi
ile av-avcr modeli ele alinmistir. Bu modelde, genglerin olgunlagsma zamanlarini
aciklamak i¢in iki gecikme ortaya ¢ikmaktadir. Modelin dinamikleri lokal analiz ve
Hopf ¢atallanma analizi agisindan incelenmistir.

Li [10] iki gecikme ile diferansiyel- fark denklemlerinin bir sinifi incelenmistir.
Ilk olarak, lineerlestirilmis denkleme karsilik gelen karakteristik denklem analiz
edilerek denklemin sifir ¢oziimiiniin lokal kararliligi aragtirilmistir. Ayni zamanda
gecikmelerden biri ¢atallanma parametresi segilerek, denklemin Hopf gatallanma

sergiledigi gosterilmistir.
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Wei [11] iki gecikmeli basit bir sinir agi modeli géz oniine alinmistir. Modelin
lineer kararliligy, iligkili karakteristik denklemi analiz edilerek incelenmistir. Burada
iki gecikmenin toplami degistiginde ve kritik degerler dizisini gegtiginde Hopf
catallanmanin olustugu bulunmustur.

Ruan [12] genel fonksiyonlarin sifirlart {izerinde temel bir teorem
olusturmuslar ve bilinen temel teoremler ile bazi iistel polinomlarin tiim sifirlarinin
negatif ger¢ek parcalara sahip oldugu durumlarin kararliliini arastirmak igin bir
ayrisma teknigi gelistirmislerdir. Bu teknik, D-aynistirma ve L-ayristirma
yontemlerini birlestirir, bdylece farkli denklemleri ¢coklu gecikmeler ile ¢calismak igin
kullanilabilir. Bir skalar denkleminin kararliligini ve catallanma 6zelligini, bilesik
optik rezonatdrleri modelleyen iki gecikmeyle incelemislerdir.

Yan [13] gecikmeli bir Lotka-Volterra avci-av sistemi ele alimmistir. Bu
calismada karakteristik denklemin koklerinin karmasik diizlemindeki yerleri,

sistemdeki salinimlart elde etmek icin parametrelerin dogrulamasi1 gereken sartlar

elde edilmistir. Ayrica Hopf catallanmanin olusumu incelenmistir.
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3. TEMEL KAVRAMLAR

Oncelikle bahsedilen dinamik sistemleri daha iyi anlamak igin bazi temel
kavramlar {izerinde duracagiz.

Tanmm 3.1. av, +a,v,+---+a,v, =0 denklemini saglayan ve hepsi birden sifir
olmayan a,a,,---,a, sabitleri bulunabilirse, V vektdér uzaymdaki V,,V,,---,V,
vektorleri aralarinda lineer bagumhidir denir. Bu denklemin saglanmasi sadece
a=a,=--=a =0 olmas: ile mimkiinse V,,V,, --,V, vektorleri aralarinda lineer
bagimsizdir denir [25].

Tanmm 3.2. V vektor uzaymm her bir elemam V,,V,,---,V, vektorlerinin lineer
birlesimi olarak ifade ediliyorsa V,V,,---,V, vektorler V’yi gerer denir.
S={v,,V,, -,V }olmak iizere S kiimesi V’yi geriyor ya da bagka bir ifadeyle V, S
tarafindan geriliyorsa Sp{S}=V ile gosterilir [25].

Tanim 3.3. Bir V vektor uzaymin bir S ={v;,V,,---,v, } alt kiimesi

I. S,V i gerer,

ii. S lineer bagimsizdir,

iki 0zellige sahipse V’nin bir bazt veya tabani adin alir.

Uyari: Eger S ={V,,V,,--,V, } kiimesi bir V vektor uzayinin bazi ise, bu kiimedeki
her bir vektor birbirinden ve sifirdan farklidir [25].

Tanmm 3.4. Sifirdan farkli bir V vektor uzaymin bir bazindaki vektdrlerin sayisina,
V’nin boyutu denir. V’nin boyutu genellikle boyV bi¢iminde gosterilir [25].

Tamm 3.5. R, reel sayilar kiimesinin iistten siirli bos olmayan bir alt kiimesi A
olsun. A’nin st smirlarinin en kiigligiine A’nin en kiigiik iist stmirt ya da A’nin
supremumu denir ve supA ile gosterilir [30].

Tamim 3.6. R, reel sayilar kiimesinin alttan sinirli bos olmayan bir alt kiimesi A

olsun. A’nin alt sinirlarinin en bilyiigiine A’nin infimumu denir ve infA ile gosterilir
[30].
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Tammm 3.7. V bos olmayan kiimesi iizerinde vektorel toplama diyecegimiz bir
toplama ve skalerle carpim tanimlanmis olsun. Simgesel olarak, vektorel toplama ve
skalerle carpim iglemleri,

1) X,yeV i¢in Xx+yeV

ii)r e R ,xeV igin rxeV

biciminde tanimli olsun. Eger

[V1] VX,yeV igin X+Yy=y+X olmaldir.

[V2] VX, y,zeV igin (X+Yy)+z=x+(y+2)

[V3] ¥xeV i¢in x+0=0+Xx=Xx olacak sekilde bir 0 eV

[V4] vxeV igin Xx+Yy=Yy+X=0 olacak sekilde bir y eV

[V5] VX,yeV ve VceR igin C(X+Y)=cx+cy

[V6] ¥xeV ve c,C,eR i¢in (C +C,)X =CX+C,X olmalidr.

[V7] vxeV ve c,C, €R i¢in (c,c,)x=¢,(C,X) olmalidur.

[V8] ¥xeV ig¢in 1.Xx =X olmalidir.

kosullart saglaniyorsa V kiimesine R {izerinde bir vektor uzayi denir [26].

Tanmm 3.8. K, gergel ya da karmasik sayilar cismini gostersin ve X kiimesi K cismi
tizerinde bir vektor uzayi olsun. VX,yeX ve Vo€K i¢in

N1 p(x+y) < p(x)+ p(y) (alt toplamsallik)

N2) p(ax)=|a|p(x) (pozitif homojenlik)

N3) x=0= p(x) =0

ozelliklere sahip bir p: X — R yapisina X vektor uzay1 tizerine bir norm denir [26].

Tammm 3.9. Bir X kiimesi ile bir d: XxX —R fonksiyonu verilmis olsun.
VX,Y,Z€ X i¢in,

[M1] d(x,y)>0

[M2] d(x,y) <d(X,2)+d(z,y) (iiggen esitsizligi)

[M3] d(x,y)=d(y,x) (simetrik)

[M4] x=y=d(x,y)=0 (yani d(x,x)=0)



3. TEMEL KAVRAMLAR Yonca YALCIN

[M5] x=y=d(x,y)=0
aksiyomlar1 saglaniyorsa d fonksiyonuna X kiimesi iizerinde bir metrik denir.

Uzerinde metrik tanimlanmus bir kiimeye bir metrik uzay denir.

Tamm 3.10. V bir vektdr uzayi olsun. X,y €V igin (X,y) ile gosterilen

(i) Wx,yeV ic¢in (X, y)=(y,x)

(i) vx,y,zeV igin (X, y+2)=(Xy)+(X,2)

(iii) vx,yeV, ceR igin (cx,y) =c(x,y)=(x,cy)

(iv) VxeV igin (x,x)>0; (x,x)=0<>x=0

kosullar1 saglayan (,):VxV —>R, (x,y)—(x,y) fonksiyonuna V iizerinde bir i¢
carpim \/ * ye de i¢ carptm uzayr denir. Bu ig carpim uzayr (V,(,)) ile gosterilir

[26].
Tanm 3.11. X(t) = (X, (1), X, () .. X, (©), F = (F,, T, £.)7

ve f =1 (X(t),x,(),...,x,(t),t) olmak {iizere C;—T:F(X(t),t) ifadesine birinci

mertebeden siirekli sistem denir.
Tamim 3.12. (Tamhk Aksiyomu) Reel sayilar kiimesinin iistten sinirli, bos olmayan

her alt kiimesinin bir en kiigiik tist sinir1 vardir [30].
Tamim 3.13. Bir (X,||||) normlu uzayi, normun indirgedigi metrige goére, tam ise bu
normlu uzaya bir Banach Uzay: denir [29].
Tamm 3.14. DcR" agik bir kiime f:D—>R" olmak iizere f =(f,f,,...,f,),
of (a)
oX

aeD de tiirevlenebilen bir doniisiim ise her 1<k <m, 1<i<n igin kismi

tirevleri vardir ve f ’ in “a” noktasindaki Jacobian Matrisi
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of (a) of (a)
. x

Ji(a)= : . .n
oy(a) o, (a)
oX, OX,

dir. [17].

Tamm 3.15. p;, j=1,2,.1 sabit ve L=D"+pD""+---+p, ,D+p, olmak
tizere L operatorii verilsin. Ly = f diferansiyel denklemi igin,

i) Ly=0"m her ¢6ziimii t — oo igin sifira gidiyorsa, asimptotik kararli;

i) Ly=0 "m her ¢6ziimii t — oo igin siirl ise kararli;

1ii) Kararli degilse , kararsizdir;

denir. Ayn1 zamanda bir diferansiyel denklemin kararliligini tiireve bagli olarak da

verebiliriz. % = f(x) denkleminin bir denge noktas1 X' ve X noktasini igeren bir
ax . . . dx .
acik aralikta Py stirekli olsun. Eger E< 0 oluyorsa, 0 zaman X denge noktasi

lokal asimptotik kararlidir. Eger, % >0 ise, 0 zaman X denge noktasi kararsizdir
[15].
Tamm 3.16. f:R"xR— R"olmak iizere %z f(t,x,) diferansiyel denklem

sistemi verilsin. Eger f  fonksiyonu t bagimsiz degiskenini icermiyorsa bu
sistemlere otonom sistem denir. Aksi takdirde sisteme otonom olmayan sistem
denir.

Tanim 3.17. a

., 1=12,---,n Kkatsayilar, g(t); sabit ya da t’nin (t : zaman) bir
fonksiyonu ve x=Xx(t) olmak iizere,

d"x d"*x
t
dt" ra dt"*

+...+an1(t)%+an(t)x:g(t) *)

denklemine n mertebeli lineer diferansiyel denklem denir. Ote yandan &, veya g(t),

X'Iin bir fonksiyonu veya X fonksiyonunun herhangi bir tiirevine bagl ise (*)
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denklemi lineer olmayan diferansiyel denklem olarak adlandirilir. (*) denklemi

lineer ve g(t)=0 ise (*) denklemine homojen diferansiyel denklem denir.

2
dx d’x --,d X ,1) =0 seklinde yazilabilir [17].

f Xl_!_l.
( dt " dt? dt"

*

Tamm 3.18. Birinci mertebeden %: f(x,) diferansiyel denkleminde dditz f(x)

olacak sekilde X ¢oOziimiine birinci mertebeden diferansiyel denklemin denge

noktast ad1 verilir [17].

Tanmm 3.19. f fonksiyonu, X=a noktasinda tiirev degerleri mevcut olan bir

fonksiyon olmak iizere,

I!V

1@ D cay =t @)+ @02+ LD -+ DB ey

k=0

serisine f fonksiyonunun Taylor seri acilimi ve

f*(0) ) ' f'0) .. £"(0) s
Kl (x=0)" =f(0)+ f'(0)x+ o X°+ 3 X+

s

k

I
o

serisine f fonksiyonunun Maclaurin seri agilimi denir [31].

10
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4. DINAMIK SISTEMLER

Bir dinamik sistem kavrami, belirli bir siirecin genel bilimsel konseptinin
matematiksel bir formiiliizasyonudur. Cogu fiziksel, kimyasal, biyolojik, ekolojik,
ekonomik ve hatta sosyal sistemlerin gelecek ve ge¢misteki durumlari, onlarin
gelismelerine hilkmeden yasalart bilerek (ve onlarin sunduklart durumlari) belirli bir
kapsamda dinamik sistem yapisi tahmin edilebilir. Elde edilen bu yasalar zamanla
degismez. Boyle bir sistemin davranisi baslangi¢ sartlarina bagl olarak (tamamen
tanimlanarak) gozlemlenebilir. Bu nedenle dinamik sistem kavrami, miimkiin olan
durumlarin bir yasasini igerir [16].

Matematik ve Fizik'te, bir sistemin tiim olast durumlarinin temsil edildigi
uzaya faz uzayr denir. Yani, bir sistemin miimkiin olan tiim durumlar1 durum uzay
ya da faz uzayini olusturur. Sistemin her olas1 durumuna karsilik faz uzayinda bir tek
nokta vardir. Omegin bir sistemi agiklayan tiim degiskenleri, X kiimesinin bazi
noktalar1 ile karakterize edelim. Gergekte X € X noktasin1 belirlemede, sadece
sistemin simdiki pozisyonunu tanimlamak degil, ayn1 zamanda onun evrimini
(gelisimini de) belirlemek gerekir. Bir dinamik sistemin evrimi, bir dinamik sistemin
iki tipi olan T =Z fark zamanli ya da T =R siirekli-zaman olmak tizere teT (T:
say1 kiimesi) zamani ile sistemin durumundaki degisim anlamindadir. t zamanindaki
sistemin durumu ile t+1 zamanindaki durum belirleyen fark zamanl dinamik
sistemler ekolojide ve ekonomide dogal bir sekilde ortaya cikar.

Bilimin farkli branslart bize uygun durum (faz) uzayr saglar. Mekanik
sistemler icin; faz uzay1 genellikle, konum ve momentum degiskenlerinin tiim olasi
degerlerinden olusur. Konum ve momentum degiskenlerinin zamana gore degisimini
iceren bir fonksiyonunun ¢izimi bazen bir faz diyagrami olarak adlandirilir. Faz
diyagrami sistemin girebilecegi her durumu temsil eder ve diyagramin sekli, sistemin
niteliklerini aydinlatir. Bununla beraber, bu terim genellikle fiziki bilimlerde
kimyasal bir sistemin termodinamik fazlarinin dengesini ve birbirlerine doniisiimiinii,
basincin, sicakligin ve kompozisyonun bir fonksiyonu olarak gdsteren bir diyagram

i¢in kullanilir,

11
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Simdi baz1 basit terminolojileri tanimlayalim. Klasik mekanikte faz uzaymin
koordinatlar1 genellestirilmis koordinatlar ¢, ve onlarin konjuge eslenikleri p;’
lerdir. Sistemin verilen herhangi bir zamandaki faz uzayi koordinatlar sistemin tiim
dinamik degiskenlerinden olusmaktadir.

Ayrica dinamik sistemlerde manifold kavrami 6nem arz eder. Bir n boyutlu
manifold yerel olarak n boyutlu Oklid uzayina benzeyen bir topolojik uzaydir.
Ornegin, 1 boyutlu manifold yerel olarak bir dogruyu, 2 boyutlu manifold yerel
olarak bir diizlemi ve 3 boyutlu manifold ise yerel olarak 3 boyutlu uzay1 andirir ve
bu sekilde devam eder. 2 boyutlu manifolda yiizey de denir. Kiire ve halka yiizeye
ornek olarak verilebilir. Bir yiizeydeki her bir nokta topolojik olarak diizlemdeki bir
acik kiimeye esdeger olan bir agik kiimenin ig¢indedir.

Sistemin davranigi, bir (u,v) diizleminde (u(t),v(t)) noktasinin geometrik
yeri ile tarif edilebilir. Bu bigimde diferansiyel denklem ile iliskilendirilen (u,Vv)
diizlemi faz diizlemi olarak adlandirilir. (u(t),v(t)) parametrik ¢dziim egrisine

yoriinge ve onun goriintiisiine de orbit veya iz denir. Bir yoriinge ile orbit arasindaki
fark, yoriingenin ¢6ziim egrisinin oryantasyonunu veren t parametresi ile donatilmis
olmasidir.

Bir dinamik sistemin esas bileseni gelisim(evrim) bilesenidir. X durum
uzaymnda teT igin $ doniisiimiiniin belirlenmesi bu gelisimin belirlenmesinde en
yaygin yoldur. J';t zamanda X, € X durumuna X, € X baslangi¢ sartma gore bir
dontigtimdiir. Bu bilesen X, baslangi¢ sartina gore, t zamanda sistemin X, durumunu
belirler. Aym zamanda; 9 : X — Xigin $' déniisiimii siklikla dinamik sistemin
gelisim  operatorii  olarak adlandirilir.  Siirekli-zaman  durumunda  evrim
operatdrlerinin {9'},_; ailesi bir akim olarak tanimlanir.

Tamim 4.1.(Dinamik Sistem) T :zaman kiimesi ve X :durum uzay1 olmak iizere
X > X icin

(i) 9° =id dyle ki id : X iizerinde benzerlik (6zdeslik) doniisiimiidiir. VX e X igin
idx=x (9°Xx=X). Bu ozellik sistemin kendiliginden degismez oldugunu ifade

eder.

12
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(i) " =90 (I =F(FX)) > t,seT ve VxeX

ozelliklerine sahip bir dinamik sistem {T, X, 9'} den olusan iiclii sistemdir.

Sekil 4.1. Dinamik Sistem

Burada Or(x,)={xe X :x=4%, , tim t € T}orbitler durum uzaymin elemanlarinin
bir degisimidir. F'X, =X, =X, € X bir denge noktasidir. Ayni zamanda
vx, el , 3%, =9'%,, T,, L, dongiisiiniin periyodudur. Dongii iizerinde bir X,
noktasinda bir sistemin evrimi baslarsa, T, birim zamandan sonra bu noktaya tekrar

donecektir. Bu sistem periyodik oskilasyon sunar. L, dongiisii siirekli zaman

durumunda kapal1 bir dongiidiir.

- /\/\ FYx0)
R f{xo) *
S
WAL i
.0 | \‘ G "—j LO
NS

Sekil 4.2. Kapali Dongii

13
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Faz portresi, bir dinamik sistemin davranisi iizerine bir¢ok bilgi igerir. Faz portresine
bakarak, sistemin t —oo iken asimptotik durumu hakkinda bilgi sahibi olabiliriz.
Sistemin asimptotik kararliligini belirlemede; daha ileri olarak (faz portresinden)

degismez kiime tanimi kullanilir.
Tamm 4.2. (T, X, 4') kiimesi degismez & Xx,€S,Sc X, Vtigin 9'%x, €S olmali
(Vtigin $ScS)

Tanimdan agiktir ki Or(X,) orbitleri bir degismez kiimedir. $ evrim
operatorinii  {T,S,p'} degismez kiimesine kisitlayabiliriz. w':S—S  bir
dontisimdiir.

Tamm 4.3. S, Degismez Kiimesinin Kararli <> Herhangi yeterince kiigiik derecede
S, cU komsulugu i¢in S, cV komsulugu vardir > VxeV ve tim t>0 ig¢in
9, €U olmalidir.

S, Degismez Kiimesinin Asimptotik Kararli < S, cU, bir komsulugu vardir
> VxelU, icin t—ooiken Fx —S; olmalidir.

Bir dinamik sistemin kararhiligi, S, degismez kiimesinin kararli olmasina
baghdir. Yani, S, kiimesinin yakindaki orbitleri gekmesi gerekir.

Asagidaki ornekler farkli bilim dallarinda durum uzayini belirleyen durum
vektorlerinin se¢imi ile ilgilidir.
ORNEK 4.1. ( Sarkac¢ Ornegi ) Bir ideal sarka¢ (pendulum) durumu, tamamen dik

pozisyondan onun ¢ agisal (mod 27 )degisimi ile karakterize edilir ve v ise onun

acisal hizidir. Burada, S*; aci ile parametrize edilen birim ¢ember ve R'; miimkiin
olan biitiin hizlarin kiimesine karsilik gelen reel eksen olmak iizere X =S'xR'

durum uzayi kiimesi R® te tiirevlenebilir iki boyutlu manifold olarak gézlemlenir.

14
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' ¢
Sekil 4.3. Klasik Sarkag¢ Ornegi
ORNEK 4.2. (Genel Mekanik Sistem) Klasik mekanikte, bagimsiz $ derecesi ile

yalitilmig bir sistem durumu (¢, 0,, -+, 0, Py, Pose s ps)T 2s boyutlu reel vektor ile
karakterize edilir. Burada, 0;; genellestirilmis koordinatlar ve p;; genellestirilmis
momentumlardir. X = R* ve k koordinatlari periyodikse X =S*xR*™ yazilabilir.

Bir sarkag¢ onceki sarkag 6rneginde S=k=1,q, =V ve p, =V olmak iizere durum

vektorii (v,V)" vektorii ile karakterize edilebilir.

ORNEK 4.3. (Quantum Sistem) Quantum mekaniginde bir sistem durumu

W:(?JECZ vektorii ile belirlenebilir. Burada; a,: genlik 1=12 (kompleks
2

sayilardir) ve | a2+l a,|2=1 sartim saglamak iizere p,=a [°,i=12 durum

vektorii degiskenleridir.

ORNEK 4.4. (Kimyasal Reaktor) lyi bilinen izotermik kimyasal reaktdr durumu, n

tepkili kimyasal reaktorlerin konsantrasyon hacmini C=(C1,C2,--~,Cn)T belirterek
tanimlar. Acik bir sekilde C, konsantrasyonlari pozitif olmalidir. Bu nedenle

X ={c:c=(c,c,, ~,C,) €R",c >0}
dir. Noktadan noktaya konsantrasyon degisiyorsa, reaktdor durumu ( fiziksel olarak

tepki bobini ) ¢ (x),i1=12,--,n olmak iizere reaksiyon ( reaktif ) dagilimi

15
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tarafindan tanimlanir, ve reaktdr i¢i X noktast yakinlarinda maddenin lokal
konsantrasyonunu karakterize eder. Bu nedenle durum uzayr X, ¢(X) vektor degerli
fonksiyonlarindan olusan bir fonksiyon uzay1 olup ve €(X) tiirevlenebilir ve sinirh

sartlara sahiptir.
ORNEK 4.5. ( Ekolojik Sistem) Onceki &rneklere benzer sekilde; Q belli bir alan

icinde  negatif olmayan  bilesenler ile ekolojik  ortaklik  durumu,
N=(N,N,,, Nn)T €R" vektorii tarafindan tanimlanabilir. N, , i.tiiriin sayisinin
yogunlugu ( av ve aver gibi ) olmak iizere N(X) = (N,(X), N,(x),---,N_(X))" , xeQ
vektor fonksiyonu, uzaysal dagilimina bagli olarak dinamiklerin yeterli bir tanimi
icin gereklidir.

Kimya ve ekolojideki ve hatta m ekanikteki 6rneklerden “durum uzayi” R"

in bir vektor uzayidir ya da bu uzayda bir alt manifold (hiperyiizey) dir. Euclid
normu X, Y € R" noktalari ile parametre edilen iki durum arasimdaki mesafeyi 6lgmek

icin kullanilabilir. Yani; (., .), R" de standart skaler ¢arpim olmak lizere
P Y) = X=yll=Jx=y, x=y) = [> (% -y,)°
i1

dir. Ayrica (X, y)=Xx"y= in y; ile tanimlanir. Bir manifold iizerindeki iki kapali
i=1

nokta arasindaki mesafe, manifold i¢indeki bu noktalarla baglantili "bir egrinin

minimal uzunlugu olarak" Ol¢iilebilir. Benzer sekilde kuantum sistem Orneginde
w ,$ iki durum arasindaki mesafesi C" de standart skaler ¢arpim kullanarak

tanimlanabilir.

W9 =7 8= 78 , n=2ile > (w,p) =9, =1,

"Durum uzayr” R bir fonksiyon uzayr oldugu zaman verilen fonksiyonlarin

diferansiyellenebilirligine bagl olarak, miimkiin mesafenin bir ¢esidi vardir. Ornek
icin biz Qe R™ kapali siirli bolgede u(x) ve v(x) iki siirekli reel vektor degerli

fonksiyonlar arasinda

16
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pUV)=llu=viE= max sup|u;(x)-v;(x)]
i=1,2,-,0
olacak sekilde bir mesafe tanimlayabiliriz. Son olarak daha 6nceki 6rnekte W, 8 € QQ,

iki dizi arasindaki mesafe p(w,8) = z Oua, 27" ile dlgiilebilir. Burada;
k=—c0

0,w =6
§w<9 =
SOl w, #6,

dir. Oncelikle mesafeler kullanilarak tanimlanan X durum uzayr tamamlayici bir
metrik uzaydir. X , uzayinin tabaninin boyutuna gore dinamik sistem ya sonlu ya da
sonsuz olarak adlandirilir.

4.1. Diferansiyel Denklemlerin Dinamigi

f:R" > R" vektdr degerli fonksiyonun diferansiyellenebilir oldugunu ve
(X, %,,-++,X,) koordinatlar1 ile bir sistemin durum uzaymnin X =R" oldugunu
varsayalim. Sistemin evrim yasasi siklikla (X, X,, -+, X,) koordinatlarmin fonksiyonu
olarak % = f(X,%,,---,X,), 1=12,---n; X hiz terimleri bakimindan agik sekilde
verilir. f:R" > R" ve x=x(t,%,), xeR" olmak iizere, U cR" acik bdlgede
diferansiyellenebilir olan tek bir x= f(x) fonksiyonu vardir.

Sonuca bagli doniisiimler, orijinal sistemden daha diisiik boyutlu uzayda

tammlanir. f =8° haritasi, (R',X,9")orbitleri boyunca degisen bir T, degisim

déniisiimiidiir. Denge noktast (R', X,9") den ayri bir yerde konumlandirilmistir.

17
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_________________

Sekil 4.4. Diferansiyel Denklemlerin Dinamigi

Vektor alani iginde tiim vektorler diferansiyellenebilirdir. Varsayalim ki bu denklem

L, periyodik orbite sahip olsun. X, € L, ve bu noktada bir X kesiti tanimlayalim.

Y kesiti sifir olmayan bir L;’1 kesen n—1 boyutlu bir hiperylizeydir. ~ boyutu,

durum uzayinin boyutundan 1 birim daha azdir. codmXZ = 1 dir. (codmension: vektor
uzayindaki bir alt manifoldundaki yapilardir.) V , n boyutlu vektor uzayi, W ,
n—1boyutlu vektér uzay olmak tizere W <V’ dir. Yani,

YScR"=>dmZ=n-1 ve dlm(durum uzayz) = nve codimZ =1

T={xeR", g(x)=0} > g:R"—>R' g(x,)=0

dir. Burada codimW = dimV —dimW olarak ifade edilir.

Bir sifir olmayan kesisen ag1 (transversality) X,' da L, ortogonal olmak tizere

(2900 90x)  290x))
(Vg(xo),f(xo)>¢03Vg(x)_( o T x j

n

gegerlidir. Burada g(X) =< f(X,),X—X,> olarak tanimlanir.

18
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Sekil 4.5. Ortogonal Hiperdiizlem

X’ 1 en basit se¢imi X, da L, dongiisiine ortogonal bir hiperdiizlemdir. Boyle
kesitler, lineer fonksiyonlarin sifir seviyesindeki kiimeler ile verilir.

Simdi L, yakinlarinda bir yoriinge géz oniine alalim. Kendi kendine dénen
bir dongii, bir yoriingedir ki X {izerinde bir noktada baglar ve ayn1 X, € 2. noktasina
geri doner. Cozlimler onlarin baslangic noktasina diizgiin bir sekilde bagl oldugu
i¢in X € X noktasinda baglayan bir orbit X €X (X, a yakin bulunan) noktasinda geri

doner. Dahasi, yakindaki orbitler 2 ile belli bir ag1 ile kesisecektir. Bu nedenle
p:X—>2X, Xx—>X = p(X) ile yapilandirilir.

Parametre degisimi altinda topolojik olarak denk olmayan faz portrelerinin
ortaya c¢ikmasina c¢atallanma denir. Catallanma teorisi, diferansiyel denklemlerin
¢oziimler ailesinin niteliksel ya da topolojik yapisinda meydana gelen degisimlerin
incelenmesidir. Dinamik sistemler incelendiginde, ¢atallanmanin parametre
degerindeki degisim sonucu ortaya ¢iktig1 gézlemlenmistir. Ayn1 zamanda parametre
degerindeki bu degisimler sistemin davranisinda ani niteliksel veya topolojik
degismelere neden olmaktadir.

Bir diferansiyel denklemde, bir parametrenin degisimine izin verilirse,

sistemin dinamikligi degisir. Bir denge noktasi1 kararsiz olabilir ve bdylece periyodik
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bir ¢oziim goziikebilir. Ya da yeni bir kararli denge noktasi onceki denge noktasini
kararsiz yaparak ortaya ¢ikabilir. Olusan bu degisimin parametresi c¢atallanma

parametresidir.
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5. DIFERANSIYEL DENKLEM SiSTEMLERINDE HOPF CATALLANMA

iki veya daha fazla denklem iceren diferansiyel denklemlerde olusan bu
catallanma ““ Hopf Catallanma  olarak bilinir. Bu ¢atallanma Alman Matematikg¢i
Heinz. Hopf (1894-1971), Rus Matematik¢i Alexandir A.Andronov (1901-1952) ve
Fransiz Matematik¢i Jules Henri Poincare tarafindan sunulan teoriye katkilarindan
dolay1 Poincare — Andronov — Hopf ¢atallanma olarak ifade edilir.

Ayn1 zamanda Marsden ve Mc Cracken 1976 yiiksek boyutlu Hopf ¢atallanma
teoremini sunmuslardir. Bu ¢atallanma teoremi, periyodik ¢ozlimlerin varligi igin
yeterli sartlar1 ifade eder. Bir parametre degisirken, bir sistemin dinamigi kararli
spiralden kararsiz spiralin merkezine ya da tam tersi sekilde degisir. Yani,
lineerlestirilmis sistemin 6z degerleri, negatif reel kisimdan sifir reel kisma ve oradan
pozitif reel kisma degisir. Bu sartlar altinda periyodik ¢6ziim vardir.

dx dy
—=f(x,y,r) ve ==g(x,V,r
m (X, y,r) pm g(xy,r)

ile verilen otonom diferansiyel denkleminin bir sistemini ele alalim. fveg,r
catallanma parametresine baglidir. Varsayalim ki yukaridaki sistemin (X(r), y(r))
bir dengenin var oldugunu ve bu dengede degerlendirilen jakobian matrisinin 6z
degerleri a(r)xiB(r) oldugunu goz oniine alalim. Ek olarak r=r" ‘da kararlilikta
bir degisim oldugunu (cr(r’) =0 olmak iizere) varsayalim. r’nin r” yakin degerleri
icin a(r)>0 ise (367 (r)#0),r;r boyunca gecerken kararl bir spiralden kararsiz
bir spirale degisir. Hopf ¢atallanma teoremi R" de denge noktasinin herhangi bir

komsulugu i¢in r=r" yakininda periyodik bir orbitin var oldugunu soyler. 2

boyutlu homojen olmayan baska bir sistemi

X amx Oy = Fx v
Y prx+amy =g yn

g0z Oniine alalim. Sistemin Jacobian matrisi
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() B0
J(r)_(—ﬂ(r) a(r)j

olmak tizere r=0" da j(0) matrisi i¢in 4, =FA(0)i olmak iizere 2 kok vardir. Bu

sistemin subcritical ve supercritical olup olmadigini belirlemek i¢in yontemler vardir.

Burada
1
c= ( fxxx + fxyy + gxxy + gyyy)+m|:_ fxy ( fxx + fyy)+ g(X, y)(gxx + gyy) + fxxgxx - fyygyy:l
%>0 olmak Uzere,
dr

1.c<0=r <0=orijinkararl:spiral,

r > 0= Kkararl: periyodik ¢oziim ve orijin kararsiz (sup ercritical catallanma),
2.c>0=r <0=Kkararsiz periyodik ¢ziimve orijin kararlt,

r > 0= orijinkararsiz (subcritical ¢atallanma),
3.c =0=test sonug¢ vermez.

Teorem 5.1. (Hopf Catallanma Teoremi) : J(r), |r| yeterince kiiclik degerleri icin
dogru ve a(r)Fip(r) o6z degerler «(0)=0, £(0)=0 ve (0,0) bir denge noktasi
olsun. f ve g 3. mertebeden tiirevlere sahip olsun. Buna gore transversal sarti

(;Jj_a |._,# 0olsun. O zaman R? ‘de orijini igeren herhangi U agik kiimesinde (r, > 0)
r

bir  degeri (|rl< r,) vardir. Diferansiyel denklem sistemi r=r igin U’ da

periyodik ¢Oziimlere sahiptir. [T :% periyot yaklasimi ilej Sistem T =0

tamamen imajiner kok verir.

Asagidaki 6rnek Hopf c¢atallanma icin ¢atallanma degerinin bulunmasi ile ilgilidir.

dx

) praniiind]

ORNEK 5.1. sistemin hopf ¢atallanma sartlarini saglar.
a_ X+ry
dt

COZUM : (0,0) bir denge noktasidir. Bu noktada degerlendirilen Jacobian matrisi

r —
J|(o,o): 1 r
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olarak bulunur. Burada iz j=2r ve det j=r’>+1olup A*—2rA+(r’+1)=0

karakteristik denklem yardimiyla 6z degerler A, =r i olarak bulunur.
a(r)=r, a(0)=0, B(r)=1, B(0) =0 ve (jj—a =1+ 0 olmak iizere
r

" =r =0 catallanma degeridir. O halde

r <0=Orijinkararl;,
r = 0= Orijinbir merkezdir,
r > 0= Orijinkararsiz

dir. Sistemin (0,0) denge noktasi kararli durumdan kararsiz duruma degisir.
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6. BULGULAR ve TARTISMA

6.1 Gecikme Etkisiyle Av-Aver Probleminin Kararhhig: ve Hopf Catallanma
Analizi

Tezin bu bélimiinde arastirmalarimiz sonucunda elde ettigimiz sonuglari
sunacagiz. Bu boliim; gecikme etkisiyle siirekli popiilasyon modelinin dinamik
davranisinin bir analizini sunar. Gecikme zamani olarak bahsedilen durum;
poplilasyonun degisim oraninin sadece simdiki popiilasyona degil, ayn1 zamanda
gecmisteki popiilasyona da bagli olmasini ifade eder. Siirekli durumu ifade eden
diferansiyel denklemler ya da gecikmeli diferansiyel denklemler ile daha genis bilgi
edinmek igin [1,2,4,5] referanslarina bakabilirsiniz. Lotka-Volterra modelleri, ilk
siirekli av-avci popiilasyon modellerinden biri olmakla birlikte, giliniimiizde
popiilasyon modellerinin dinamik ¢alismalarinda siklikla kullanilan temel formlardan
biridir [27,28]. Cogu yazar popiilasyon modellerinin kararliligini ve Hopf-
Catallanma analizini ¢alistilar [1-3,4-8,9-13]. Hopf catallanma analizi siirekli
sistemlerde degisen parametre ile birlikte sistemin topolojik yapisindaki meydana
gelen degisikligin aragtirilmasiyla ilgilidir [16,17,18,19,20].

Gecikme etkisi ile modifiye edilmis bir Lotka —\olterra modelini

KO _ vy a-x(t)) - xt- 1)yt -)
o b X(t) y(t) —ey(t)

ele alalim. Burada tiim parametreler pozitif olup, a; av popiilasyonun maksimum

1 .
biiyiime orani, b avcinin maksimum bilylime orani, e; av olmadiginda aveinin 6lim
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oranidir. X(t); t zamandaki av popiilasyonunu, Yy(t); t zamandaki avci popiilasyonunu
verir. 7 ise gecikme parametresidir.

Tanim (3.18) de denge noktasi tanimin1 géz Oniine alalim. (6.1) sisteminin

denge noktalarini, % =0 ve % =0 dan hareket ederek (0,0) , (1,0) ve (be,a—abe)

olarak buluruz. Biz analizlerimizi av ve avci popiilasyonunun birlikte var oldugu
pozitif (be,a—abe) denge noktasi i¢in yapacagiz.

(6.1) sisteminin bir (x,y) noktasinda lineerlestirirsek

du =(a—2ax)u—yu(t—7)—x(t-7)
dt
dg 1 1 ©.2)
—=(=y)u+(=x-e)9
ot (b y) (b )
denklem sistemini elde ederiz. Bu sistemi farkli bir formda
(cjj_ttj a—2ax 0 y —y —xTu(t-7)
=1 1 1 + (6.3)
dg ~y =x-el| 9 0 0| Ht-7)
- b b
dt
yazabiliriz. Burada
a—2ax—ye ” -1 0
det 1 1 =0 (6.4)
—y —X—e—-A1
b b
yardimiyla sistemin karakteristik denklemini
A2+ AL+ A+ (BA+B,)=0 (6.5)

olarak elde ederiz. Burada katsayilar

25



6. BULGULAR ve TARTISMA Yonca YALCIN

Aiz—a+2ax+e—g

2

A =—-ae+ Daxe + X — 23 (6.6)
b b

B.=y

B, =ey

ile verilir.
Teorem 6.1: =0 durumunda, A =2abe-a, A,=0, B =a-abe,
B, =e(a—abe) olmak iizere, A+B, >0 ve A +B,>0 ise E, denge noktasi lokal

asimptotik kararlidir.

Ispat: (6.5) denkleminde =0 durumunu géz 6niine alirsak;
A+AA1+A +B A1+B,=0
= A+(A+B)A+A +B,=0 (6.7)
elde ederiz. E, =(be, a—abe) denge noktasinda degerlendirilen katsayilar

A =2abe-a
~0 (6.8)

B, =a—abe
B, = ae —abe’ = B, =e(a—abe)
ile belirli katsay1 toplamlar1 hesaplanirsa

A + B, =abe

(6.9)
A, +B, =ea(l—-be).

ifadelerine ulasiriz. Routh-Hurwitz (Bknz. [21-23]) kriterinden (6.7) denkleminde

A+B >0 ve A +B,>0 ise (6.7) denkleminin tim kokleri negatif reel kisim ile
kompleks eslenik ya da negatif reel sayilardir. O halde, E, lokal asimptotik kararlidir
[2-3].
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Teorem 6.2: >0 durumunda, A =2abe-a, A =0, B =a-abe,
B, =e(a—abe) olmak iizere A’—2A, —B’>0 ve A’—B.>0 ise E, asimptotik
kararlidir.
Ispat: 7 >0durumunu goz 6niine alirsak; (3.7)’den A =iw igin

—W? + A Wi+ A, + (B, wi+B,)[coswt—isinwt] =0 (6.10)
elde ederiz. Bu denklemi

w? — A, = Bwsin wt + B,wcos wt

. (6.11)
—Aw=-B, sinwt + Bwcoswt
yazarsak biz; denk olarak
W+ (A7 —2A, -BX)W +(A2-B?) =0 (6.12)

denklemine ulasiriz. Eger A’ —2A,—B? >0 ve A2-B.>0 ise (6.7) denkleminin

0z degerlerinin reel kismi negatif olup, (6.7) denkleminin iw seklinde koke sahip
olacak sekilde bir W ¢o6ziimii bulunamaz. Dolayisiyla (6.7) denkleminin 7 >0 igin

0z degerlerinin tiimiiniin reel kismi1 negatiftir [2-3].

Remark 6.3. Tim 7 >0 lar ve (6.8) ile verilen degerler i¢in A +B, >0, A, +B, >0,
A —2A,—B? >0 ve A’ —B’? >0 saglaniyorsa E, asimptotik kararlidir.

Remark 6.4. Tiim 7>0’lar ve (6.8) ile verilen degerler icin A’ —2A, —B? veya
A?—B! ifadelerinden herhangi biri negatifse (6.7)’yi saglayan tek bir tamamen
imajiner kok vardir. ( Fi1W, ).

Teorem 6.5. A*-2A -B?>0 ve A’-BZ<0 ise 7=1,’da Hopf catallanma

mevcuttur.
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Ispat: (6.11)’den W, a karsilik gelen 7, ’lar elde edilebilir. Béylece,

— 2 f—
Ty :iarCCOS (Bz AiBlz)W 2 A282 +2kﬂ. , k=012, ... (6.13)
W, Byw” +B, W,
d Re(A)

elde ederiz. =0 i¢in E, kararhidir; ve eger a-iw, > 0 188 7<7, icin E,

noktasi kararli kalir. (6.5) denklemi 7 ’ya gore diferansiyellenirse, biz

3—/1[21+ A+Be " —(BA+B,)re ™ |=A(BA+B,)e (6.14)
T

elde ederiz. Gerekli diizenlemeler ile

( di j‘l _2A+A+Be* —(BA+B,)re
dr A(BA+B,)e

(dﬂ]_l_ 22+A B r

dr)  A(BA+B)e” A(BA+B,) 4
-1
(6.15) ifadesine ulasiriz. Re(j—l) i, = d IzE(ﬁ) s=iw, Oldugundan ve (6.5)’den
T T

e (BA+B,)=—(A*+Al+A) esitligi ve (6.15) ile

dRe(}L)_Re 2iw, + A N B, T
dr —iw, (- +Aiw, +A)  iw,(Biw,+B,) iw,

:Re{i( 2%, + A -+ B, _ +riﬂ
Wy (AW, +(Wg —A)i - (-Bw; +B,i)

_i ZWO(Wg_Az)+A‘12Wo _ Bl
_WO

A12 Wo + (Wg - Az )2 Blzwg + Bl2

_ 2W§+A12—2A2 _Blz
B2w. + B;
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d Re(2)
T

elde ederiz. A’ —2A,—B? >0 igin, biz

(13 bh :
4—iw, >0 “transversal sarta” sahip

oluruz. Bu sart elde tutulursa W= W, ile 7 =17, Hopf ¢atallanma olusur.
ORNEK 6.1: €=0,5, b=1,5 ve a=0,7 katsayilari ile olusturulan

% =0.7X(1-x)—x(t-7)y(t-7)

% — 0.666667xy —0.5y

siirekli popiilasyon modelinde E, =(0.75,0.175) pozitif denge noktasinin “7, Hopf
catallanma degerini” bulunuz?

Coziim: Verilen degerlere gore (6.8) ve (6.9)’dan

A + B, =abe
=0,525

A, +B, =e(a—abe)
=0,0875

ve

A —2A,-B?=0,091875>0
A? —B? =-0,00765625 < 0

elde ederiz. Ayni zamanda (6.12) denkleminden
W+ (A —2A, -BX)W +(A5-B2)=0
w* +0,091875w* —0,00765625 =0

yazabiliriz. Buradan
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W o —0,091875F /(0,091875) + 4(0,00765625)
T 2
o2 = ~0:091875%0,19765124745
T 2
= w? =0,05288812373 ve W’ =-0,14476312372

ile
w,, =0,22997, w, =-0,22997
iw, =0,38048i, iw,_=-0,38048i

koklerini buluruz. (6.13) gz oniine alindiginda

f— 2_
T, = iarccos B, AZ&Blz)WO ZAZBZ -+ 2k , k=0,12,...
W, Biw, +B; W,

ve B, — AB, =0,02625, A,B, =0, B2 =0,030625, B? = 0,00765625 olmak iizere

k =0 i¢in hesaplama yapilirsa

(0,02625)(0,38048)*
T, = arccos >
0,38048 (0,030625)(0,38048)“ +0,00765625
=7, = ————arccos(0.3143245)
0,38048
=7,= 1251 =3.288.
0,38048

degerine ulasinz. 7 €[0,7,) da E, denge noktasi lokal asimptotik kararlidir. Yani

7 €[0, 3.288) E, kararli ver =7, = 3,288 ’de Hopf ¢atallanma olusur
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7. SONUCLAR ve ONERILER

Bir problemin dinamik sistem yapisin1 igeren, ger¢ege yakin bir matematiksel
model kurabilmek igin ¢ogu kez gecikmeli diferansiyel denklemlere ihtiyag
duyulmaktadir. Ayni zamanda bu tir sistemlerde mutlaka bir parametre
bulundugundan, parametrenin degisiminin sistem iizerinde yarattigi etki merak
edilmektedir. Bu parametre degisiminin SiStemin dinamigi {lizerindeki etkisinin
incelenmesi, Hopf catallanma analizini 6ne c¢ikarmaktadir. Bu yilizden Hopf
catallanma igeren bir Lotka-Volterra tipi av-avci diferansiyel denklem sisteminde av
popiilasyonuna t gecikme parametresi ekleyip, eklenen bu t parametresinin sistem
lizerindeki etkileri incelenmistir. Oncelikle, ele alinan lineer olmayan dinamik
sistem, yapilan teorik analizle lineerlestirilerek, sistemin asimptotik kararlilig
incelenmistir. Sonra t gecikme parametresi, Hopf catallanma parametresi olarak
secilerek, T icin belirlenen kosullar altinda sistemin tek pozitif denge noktasinin
kararliligini kaybettigi ve Hopf ¢atallanma olustugu gosterilmistir. Sonug olarak elde
edilen sonuglar daha 6nce gecikmesiz av-avci diferansiyel modeli tizerine var olan
sonuglar1 gelistirmistir.

Lineer olmayan dinamikler i¢in yapilan analizler teorik ve pratik 6neme
sahiptir. Literatiir incelendiginde gecikmeli modeller {izerine yapilan ¢aligmalarin
popliler oldugunu goriiriiz. Ayrica gecikmeli modellerde birden fazla gecikme iceren
calismalar da dikkat ¢ekicidir. Bu ¢alismadaki modelde daha fazla gecikme

parametresi alinarak yeni bir ¢alisma konusu olusturulabilir.
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