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Bu tez on boliimden olusmaktadir. ilk boliim giris kismidir. ikinci bdliimde
Sturm-Liouville denklemleriyle ilgili yapilmis Onceki calismalara yer verdim.
Ugiincii boliimde tezin yaziminda kullanilan tanim ve teoremlere yer verdim.
Dérdiincii bolimde tezde incelenecek olan diferansiyel denklem ve Sturm-Liouville
denklemini verdim. Besinci boliimde tiim eksende Sturm-Liouville denkleminin Jost
coziimleri ve ¢Oziimlerde kullanilan teoremleri inceledim ve bulgular elde ettim.
Altinct boliimde incelenen denklem icin direkt sagilma problemlerini ele aldim.
Yedinci bolimde incelenen denklem igin ters problemin temel denklemlerini ele
aldim. Sekizinci boliimde incelenen denklemin ters probleminin ¢oziimii icin
esitsizlik teoremini inceledim. Dokuzuncu bolimde denklem igin ters sacilma
problemini inceledim. Son boliimde elde edilen sonuglari ele aldim.

Anahtar Kelimeler: Diferansiyel denklemler; Sturm-Liouville operatorii ve
denklemleri; Jost ¢oziimii; Sagilma fonksiyonu; Temel integral denklem.
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This Thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the
introduction. In the second chapter, | have included previous studies on Sturm-
Liouville equations. In the third chapter, I included definitions and theorems used in
writing the thesis. In the fourth chapter, | gave the differential equation and the
Sturm-Liouville equation to be examined in the thesis. In the fifth chapter, |
examined the theorems of the Sturm-Liouville equation for the Jost solutions and the
theorems used in the solutions. In the sixth chapter, | examined the problems of
direct scattering for the equation studied. In the seventh chapter, | examined the basic
equations of the inverse problem for the equation studied. In the eighth chapter, |
examined the inequality theorem in order to solve the inverse problem of the studied
equation. In the ninth chapter | examined the inverse scattering problem for the
equation. | discussed the results obtained in the last chapter.
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1. GIRIS

Operatorlerin spektral teorisinin énemli dallarindan biri de ters problemler
teorisidir. Diferansiyel operatorlerde bulunan spektral teorisi ile spektral analizde
bulunan ters probleminin fiziksel olan problemler ile ilgili bircok uygulamasi
bulunmaktadir [1]. Lineer operatorlerdeki spektral teorinin asillari ayrica lineer cebir
ile titresim teorisi ile ilgili problemlerdir. Lineer cebir ile ilgili problemler ve de
titresim problemleri arasinda ¢ok eskiden, benzerlik oldugu bilinmektedir. Hilbert,
yaptigi c¢alismalardan olan integral denklemler teorisinde, buradaki benzerligi
kullanmistir. Yapilan ¢alismalarda tanimlanan, O6zdeger, Ozfonksiyon, spektral
fonksiyonlar ve normlastirict sayilar gibi spektral veriler ile asimptotik olan
formiiller kesfedilmistir. Ayn1 zamanda ilgili teoriyle ilgili olan agilim teoremlerinin
de ispatlart yapilmistir.

Spektral analizde, diiz problemler, operatorlerin spektrum kiimesinin
incelenmesi, 0z fonksiyonlarina gore ayristirllmasidir. Operatorlerin  spektral
karakteristiklerine gore operatorlerin bulunmasina spektral analizin ters problemleri
denir. Bu spektral karakteristikler, spektrum kiimeleri, spektral fonksiyonlar, sagilma
verisi gibi karakteristiklerden olusur.

Titchmarsh [2] singiiler operatorlerin ikinci mertebe olan spektral teorisiyle
ilgili olan farkli bir yaklagim bulmustur. Titchmarsh, dogru eksende tanimli olan,
artan veya azalan potansiyele sahip,

q2

L=——+ p(x
e p(X)

Sturm-Liouville operatoriine ait 6zdegerler dagilim formiiliinii bulmustur. Bu
operatoriin  bir diger adi, bir boyutlu p(x) potansiyeline sahip Schrédinger
operatdriidiir [3,4]. Levitan, 1949 da Singiiler diferansiyel operatorleri incelemistir.

Spektral teoride dnemli geligsmeler tek boyutlu Schrodinger operatérii olan,

ty ==y"+q(x)y
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Sturm-Liouville operatorii igin elde edilmistir [5,6,7]. 20. yiizyilda diferansiyel ve
integral operatorlerin degisik smiflari i¢in spektral teori hizli bir sekilde gelismistir.
Bu alanda Steklov, Hilbert, Birkhoff, Neumann, Weyl gibi {inli matematik¢iler
biiyiikk katkilarda bulunmustur. Spektral teorinin ters problemleri ile ilgili temel
sonuglar 20. yiizyilin ikinci yarisinda ortaya ¢ikmistir.

Ters problemler teorisinin énemli yonlerinden biri, kuantum mekaniginde
kullanilan sa¢ilma teorisinin ters problemidir. Lineer olmayan denklemlerin,
sacilmanin ters problemleri uygulanarak ¢dziilmesine, sacilmanin ters problemi
yontemi denir. Bu problemler diferansiyel operatoriin normallestirilmis 0z
fonksiyonlarmin asimptotik gosterimine gore operatdriin belirlenmesi problemidir.
Sagilma teorisinin ters problemleri, sonsuzlukta, dalga fonksiyonlarinin alan
potansiyelini belirtme yontemini géstermeye yarar. Sagilma teorisinin ters problemi,
denklemin katsayilarinin, normlastiritlmis 6z fonksiyonlarinin, sonsuzlukta asimtotik
bi¢cimini belirleyen sagilma verilerine gore elde edilisidir.

Matematiksel fizik, biyoloji ve miihendislikteki bircok problem, Sturm-
Liouville problemleri ile baglantilidir. ki yiizyildan fazla siiredir matematikgiler,
Sturm-Liouville  problemleriyle  ugrasmislardir.  Bergman,  Sturm-Liouville
denkleminin potansiyelinin 6zdegeler ve sagilma fonksiyonuna gore birebir
belirlenemedigini gostermistir. Levinson, 6zel bir hal olan 6zdengelerin mevcut
olmamasi halinde potansiyelin birebir olarak belirlenebilecegini ispatlamigtir. Sturm—
Liouville denklemi, Joseph Liouville ve Jacques Charles Frangois Sturm ile en son
halini almistir.

Bazi keyfi Sturm-Liouville denklemlerindeki doniisiim operatorlerini ilk
olusturan, Povzner’dir ve bunu Sturm-Liouville denklemlerinin 6zfonksiyonlarini
bulmak i¢in kullanmigtir. DoOniisim  operatériic  kavrami,  Sturm-Liouville
denklemlerinin incelemesinde kullanilan 6nemli etkenlerden biridir. Levitan, Lions
ve Delsarte, operatorlerin genellestirilmis Otelemesi teorisini vermistir. Povzner
kendi ¢aligmalarinda, keyfi olarak alinan Sturm-Liouville denklemlerinde kullanilan
doniisiim operatdrlerinin bigimini ilk kez vermistir.

Marchenko, spektral analizin ters problemlerini ve Tekil Sturm-Liouville

operatorlerinin spektral fonksiyonu arastirmak i¢in doniisiim operatorlerinden

2
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yararlanmigtir. Ayrica Marchenko, Levin’in tanimladigi, sonsuzdaki ¢oziimlerin
asimtotiklerini koruyan bir doniistim formiiliinii, ters sacilma problemlerini ¢6zmek
i¢in kullanmustr.

Levitan ve Gelfand, spektral analizdeki ters problemler teorisiyle ilgili temel

calismalar yapmustir [8]. Bu ¢alismada, p(A) monoton fonksiyonunun, Sturm-
Liouville operatoriiniin  spektral fonksiyonu olmast icin gerek yeter kosul
tanimlanmis olup Sturm-Liouville operatoriiniin tanimlanmasi i¢in 6nemli bir
yontem verilmistir.

Ters problemler teorisinde, Gelfand-Levitan- Marchenko yontemi ismini alan
dontisiim operatorleri, kendine es Sturm-Liouville operatort, ilgili ters problemlerde
oldugu gibi kendine es olmayan ters problemlerin belli kismima da basariyla
uygulanabilmektedir. Kendine es olmayan Sturm-Liouville operatorii igin ilk ters
problem, Lyantse (1966-1967) tarafindan incelenmistir. Bu tipten ters problemler
Yurko [9] tarafindan gelistirilmis, Weyl matrisi yOntemiyle, yalnizca Sturm-
Liouville operatorii i¢in degil, ayn1 zamanda, genel sekilde yliksek mertebeden adi
diferansiyel operatorler i¢cin basariyla ¢oziilmiistiir. Bazi durumlarda Yurko’nun
gelistirdigi yontem, doniisiim operatorleri ile ¢oziilmesi zor veya miimkiin olmayan
ters problemlerin ¢oziilmesine olanak saglamistir.

Bu tez galismasinda, tiim reel eksende tanimli bir Sturm—Liouville denklemi
ele alinarak, uygun sartlarda, Jost ¢Oziimleri, Jost ¢Oziimlerinin asimptotikleri ve
sacilma verilerinin Ozellikleri elde edilmistir. Sonrasinda direkt ve ters sagilma

problemleri incelenmistir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Fransiz matematik¢i Joseph Liouville ve Isvegli matematikc¢i Jacques Sturm,
19. ylizyilin ortalarindaki ¢alismalarinda, adi diferansiyel denklemler i¢in sinir deger
problemleri teorisini ortaya ¢ikarmistir. Gliniimiizde, Sturm-Liouville teorisi olarak
bilinen teori, regiiler operatorlerin ikinci mertebeden olanlari igin spektral teoridir.

Bazi keyfi Sturm-Liouville denklemlerindeki doéniisiim operatorlerini ilk
olusturan, Povzner’dir [10] wve bunu Sturm-Liouville  denklemlerinin
6zfonksiyonlarini bulmak i¢in kullanmistir.

Sturm-Liouville operatorii ig¢in ilk ters problem, Lyantse tarafindan
incelenmistir. Bu tipten ters problemler Yurko [9] tarafindan gelistirilmis baska bir
yontem olan Weyl matrisi yontemiyle yalniz Sturm-Liouville operatdrii i¢in degil,
ayn1 zamanda genel sekilde yiiksek mertebeden adi diferansiyel operatorler icin
basariyla ¢oziilmiistiir.

Adi diferansiyel denklemlerideki sinir-deger probleminin genellenmis hali,

I(y, ) =Y" +q(x A)y" +..+7,(x, A)y =0 (21)
Uy D)= 2 (@AY @ +0, DY @) =0, i-123..n  (22)

seklinde  yazilabilir. ¢, (x,4) =)0, (X)A", q,(X)=const, r=1,2,..n  ve

m-0
a, (1) ile b, (1), A ’nin polinomlaridir. Bu problemlerin ilk ¢aligmalar1 Birkhoff [11]
tarafindan yapilmistir. Bu problemler daha sonra, Tamarkin tarafindan arastirilmistir
[12].

Borg [13], Sturm-Liouville operatérleri igin ters problemle ilgili su teoremi
ispatlamistir:
Teorem 2. 1. q(x), [0,m ] araliginda reel degerli siirekli fonksiyon olmak iizere Ao,
AL, An,... degerleri,

y +(A-q(x))y=0
y (0)=y (7)=0
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probleminin dzdegerleri olsun. Eger A, =n?, (n=0,1,...) ise q(X)=0 dir [13].
Marchenko, Borg'un ispatladig1 teoremi su sekilde vermistir:
@ (x, 1) fonksiyonu Yy’ +(1-q(x))y=0 diferensiyel denkleminin baslangic
kosullarin1 saglayan ¢oziimii,

¢ (02)=0,¢(02)=h
olsun. Bu problemin 6zfonksiyonlari, ¢(X,4,)=¢,(X) olsun. Bu durumda, verilen

operatdriin normlastirici sayilari,
o, = 1{ | wﬁ(x,ﬂn)dx}
2 0

ve bu operatoriin spektral fonksiyonu,

()=

Ay <A an

olmak tizere p(A1) spektral fonksiyonu yardimiyla vermistir [14].

Levitan ve Gelfand [15] spektral analizde ters problemler teorisi ile ilgili

temel caligmalar yapmistir. Bu ¢aligmasinda Sturm-Liouville operatoriine ait spektral

fonksiyonun p(A) monoton fonksiyonu olmasi i¢in gerek yeter kosulu tanimlamustir,
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, tez calismasinda incelenen Sturm-Liouville denklemi ig¢in
gerekli tanim ve teoremler verilmistir. Bu tanim ve teoremlerden yararlanilarak,
onceki caligmalar tez konusu olan denkleme uyarlanmis ve ilgili denklem

incelenmistir.

Tanmm 3.1. X, X,,..., X, ifadeleri ayni I araliginda tanimli ve (n-1) kez tiirevlenebilir

n

fonksiyonlar olmak iizere,

X, X, ... X,
X Xy... X,
W(X, Xy, X,) =
(=) g (n1) (n=1)
X, X" X

determinantina n tane fonksiyonun Wronskiani denir [16].

Tanim 3.2. (—o0,0) araliginda tanimli f ve g fonksiyonlari,
(f®9)(x)= [ f(y)g(x—y)dy

—00

seklinde taimlanir ise bu fonksiyona, f veg fonksiyonlarinin konvoliisyonu denir

[14].

Tammm 3.3. f fonksiyonu her sonlu [-L; L] araliginda pargali siirekli ve j | f (X)|dX

integrali yakinsak ise,

F(u)= f (x)e " dx

1 o=
L

ifadesine f fonksiyonunun Fourier doniistimii denir [17].
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Tamim 3.4. f(x) ve g(x) fonksiyonlarmin Fourier doniigiimleri sirast ile F (u), G(u)

ise f ® g konvoliisyonunun Fourier doniisiimii F (u)G(u) ya esittir [18].

Tamm 3.5. (I¢ Carpim ve Hilbert Uzay1) C kompleks sayilar cismi iizerinde
tanimlanmis bir H lineer vektor uzayii goz oniine alalim. <,>:HxH — C seklinde

tanimli operator asagidaki kurallari sagladig takdirde i¢ ¢arpim adim alir.

1. Heru,v eH i¢in <u,v>=<u,v>

2.Heruv e Hveae Cicin < aU, V >=a <U,V>
3.Hern,v,weHicin<utv,w>=<u,w>+<v,w>
4. Herue Hu#0igcin<u,u>>0

Bu i¢ ¢arpimla tanimli lineer vektdr uzayina i¢ carpim uzay1 denir.

du,v)=|ju-v| = aj<u—v,u—v>

metrigine gore tam bir i¢ ¢arpim uzayina Hilbert uzay1 denir [19].

Tamm 3.6. E lineer uzayi, R veya C cismi lizerinde ve |||| E—>R (X—>||X||)

doniistimii asagidaki sartlar1 saglasin,

1. VxeE igin [X|>0 , [X|=0<x=0
2. Vxe E, Yae>Rigin ||ax|| =|a|||x||
3. wx,y < E icin X+ y] <[X|+[y]

Bu durumda doniisiime E uzayinda tanimli bir norm denir. (E,||||) uzayina ise

normlu uzay denir [20,21].

Tamm 3.7. Tanim ve deger ciimlesi vektorlerden olusan doniisiime operator denir
[22].

Tamim 3.8. Bir A kiimesi tlizerinde tanimli +: A— A islemi ve yine bir K cismi i¢in

1 KXA — Aislemi tanimlansin. Asagidaki sartlari saglasin,
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XHY= y+X
. (x+y)+z=x+(y+2)
. VX e Aigin X+a=x sartin1 saglayan bir tek a eleman1 mevcuttur.

. VX € Aigin X+y=0 sartin1 saglayan bir tek y e Avardir.

. p(X+Yy)=px+py, X,yeA

1
2
3
4
S. p(ax)=q(px), Vg, peK, VxeA
6
7. x(p+q) = px+0x

8

. 1.x=Xx, (1, K nin birim elemani)
Bu sartlar1 saglayan E=(E,K,+,.) kiimesi K cismi iizerinde lineer uzaydir ve B, E’nin

bir alt uzay1 olmak iizere, Vx,y e D, VA € Kigin, C: D — E doniisiimii,

C(x+y)=Cx+Cx, C(Ax)=A(Cx)

sartlarini sagliyor ise C ye lineer operator denir [23].

Tamm 3.9. A: S(x, J) — S(Ax, € ) olsun.
|X—XO| <0 igin |AX—AX0| <&
ise A operatoriine siireklidir denir [23].

Tammm 3.10. X ve Y birer normlu uzay ve A(L) < X bir L operatoriiniin tanim

climlesi olsun. Eger,

L0 <]

olacak sekilde bir c reel sayisi1 varsa L operatoriine sinirlidir denir ve esitsizligi

saglayan ¢ sayilarinin alt sinirina ise L operatoriiniin normu denir [23].

Tamm 3.11. E lineer topolojik uzay, A ve B operatorleri A:E— E, B: E—E seklinde

taniml1 iki lineer operator olsun. E; veE, ise E lineer uzaymin kapali alt uzaylari
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olmak iizere, E uzaymnin tamaminda tanimli, E; denE, ye doniisiim yapan ve lineer
terse sahip X operatoriine;

1. X ve X operatorleri E uzayinda siireklidir.
2. AX = XB operator denklemi saglaniyor.

sartlarin1 sagliyorsa A ve B operatorler ¢ifti i¢in doniistim operatori denir [23].

Tanim 3.12. (Self adjoint Operatér) H; ve H, Hilbert uzayi ve L : H; — H, smurh
lineer bir operatdr olsun. Eger L' :H, — H, siir sartim1 sagliyorsa L operatdriine

L’nin adjointi denir. Eger L = L ise L operatdriine self adjoint operator denir [23].

Tamm 3.13. (Jordan Lemmasi) Yeterince biiyiik |z| igin f(z) siirekli ve

M, :mgg(|f(z)| olmak iizere lim M, =0olsun. Bu durumda m>0 f, merkezi

orijinde olan R yarigapli {ist yar1 cember olmak tizere,
H Imz _
L'L‘Elfe f(2)dz=0
Br
dir.
Tamm 3.14. (Parseval esitligi) " (K) = j¢(t)ei“dt olmak iizere Fourier doniisiimiin

Parseval esitligi,

T _iw + |2
!co (dy == [[o" () dk

—00

olur [18].

Tamim 3.15. (Contour Integrali) f(x) kompleks degerli bir fonksiyon olsun. f(x)in

integralini dogrudan Riemann toplamlari cinsinden sdyle tanimlayabiliriz;

N
LILUOHZ:(;AZ]C (z,)
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F kompleks degerler aldiginda z, reel eksende olmayabilir. z,,z,,...,z, dizisinin

degisimleri Az,,Az,,...,Az,_, olmak iizere bu noktalar,

Z,=7,+Az,
Z,=1,+Az,

Zy = Iy, +AZy
seklinde yazilabilir. Bunlarin toplami,

N-1
ZAZn f(z,)=Az,f(2)+Az,T(2,)+..+ Az, , T (2,,)

n=1

olur. N —co i¢in limit alindiginda (Az,Az,,...,Az,_,) noktalar1 kompleks eksende

baslangic1 z, ve bitis noktas1 z olan siirekli bir dogru par¢asina doniisiir. Bu dogru

parcasina contour denir ve I ile gosterilir. Boylece I yoriingesi boyunca olan

contour integrali,
. N-1
l f(z)dz = m;mn f(z,)

olur. burada contour I" bir yon belirtir [24].

Tamm 3.16. (Kompakt Operator) X ve Y normlu vektor uzaylart ve T: X—Y bir

operator olsun. Eger T(U,) kiimesi norm kompakt kiime ise, T operatoriine kompakt

operator denir [25].

Tamm 3.17. (Ozdeger- Ozfonksiyon) L sinirli lineer bir operatdr olsun. Bu takdirde

L operatoriiniin tanim kiimesinde, Ly = Ay olacak sekilde bir y =0 fonksiyonu varsa

A sayisina L operatoriiniin 6zdegeri, y fonksiyonuna ise A 6zdegerine karsilik gelen

ozfonksiyon denir [12].

10
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Tamm 3.18. (Sturm-Liouville problemleri) Herhangi bir H hilbert uzayinda tanimli,

L:H —>H lineer operatdr olsun. Eger uzaymin cisminden alimmis herhangi A,
skaleri i¢in Ly, =A4,y, biciminde Yy,eH,y,#0 eleman1 var ise Aya L’nin

ozdegeri, Y,, a ise bu 6zdegere uygun 6zvektor denir. Uygulamalarda sik kullanilan

diferansiyel operatorlerden biri,

d
L:—W+q(X)

operatoriidiir.

Ly(x)=-y" +q(x)y =2y
y(a)cosa + Yy (a)sina =0

y(b)cos B+ Yy (b)sin =0

olmak tiizere bu probleme Sturm-Liouville problemi, ilk denkleme de Sturm-

Liouville denklemi denir. Buradaki a, B, a, ve b bilinen sayilardir [26].

Tamm 3.19. (L,(a,b) uzay:) Verilen aralikta karesi integrallenebilen fonksiyonlarin
Hilbert Uzayina L,(a,b) uzay: denir.

L,(a,b) = {x(t) : T|x(t)|2 dt < oo}

dir. Bu uzay reel ise i¢ carpim fonksiyonu, f ve g reel fonksiyonlar olmak tizere,

((0,909)) =] f ()9 (x)dx
olur [27]. )

Tanim 3.20. a<t<b olmak tizere,
b
12[ab]= {x(t) [[x®] dt < oo}

seklinde tanimli uzaya |? [a, b] uzay1 denir. Bu uzayda i¢ ¢arpim,

11
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(f.9)=[ f()g(x)dx

ile tanimhidir [23].

Teorem 3.1. a,,a,,...,a, fonksiyonlar: bir | agik araliginda siirekli ve bu araliktaki x

i¢in a,(x) =0 olsun. Bu takdirde,
L(y) =a,()y™ +a,()y" ™ +..+a,,(x)y +a,(x)y =0

diferansiyel denkleminin ¢oziimleri VY;,Y,,...,Y,olmak ilizere bu ¢oziimlerin 1 da

lineer bagimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, | araligindaki her x i¢in,

WY1, Yareenr Ya)(X) =0

olmasidir [16].

Teorem 3.2. a,,a,,a, ve F fonksiyonlar1 a,(x)#0 olmak tizere, bir | agik araliginda
surekli olsun.y, ve Yy, ise | agik arahiginda, F(X)=a,(X)y"+a,(X)y'+a,(X)y
homojen lineer diferansiyel denklemin lineer bagimsiz iki kokii olsun. Eger u, ve
u, fonksiyonlari

U () Y1 (%) +U,"(x)y,(x) =0

1 ’ ’ ! F X
0 (9, (0 +U, (0, () = ao((x))
sistemini saglar ise Y, = U (X) Y, (X) +u, (X)y,(X) fonksiyonu

F(x)=a,(x)y"+a,(X)y'+a,(X)y denkleminin bir ¢6ziimiidiir [28].
Teorem 3.3. (Cauchy teoremi) f fonksiyonu basit baglantili bir D bdlgesi iginde
analitik olsun. Eger C egrisi, D iginde basit kapali bir egri ise,

[ﬁ f(z)dz=0

C

olur [29].
12
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Teorem 3.4. (Cauchy Integral formiiliiy f fonksiyonu basit baglantili bir D

bolgesinde analitik olsun. z, € D ve z;noktasmi gevreleyen D i¢inde, herhangi bir

basit kapali C egrisi verilsin. Bu durumda,

1@
f(ZO)_ZnUCjz—zo az

formiiliine Cauchy integral formiilii denir. Bu formiil,

il Zf_(zz)o dz = 27i. (z,)

C

seklinde de yazilabilir [29,30].

Teorem 3.5. (Laurent Teoremi) Bir f fonksiyonunu, D= {zell :R <|z-27,|<R,}

halkasinda tek degerli ve analitik oldugu kabul edilsin. Bu durumda her z € D igin
f(z) , z — z "n pozitif ve negatif kuvvetlerine gére D’de yakinsak bir seriye agilabilir.

Yani,

@)= a,@-2)

dir. Burada y, D’de bulunan ve z, noktasini g¢evreleyen pozitif yonde yonlendirilmis

basit kapal1 bir egri olmak iizere,

_ 1@ 1) _4en-o+142,.
2 Y (‘"f—zo)n+l

olur [29].

Teorem 3.6. (Rezidii teoremi) D, basit kapali bir egri olsun. f(z), D’nin i¢inde ve

tizerinde sonlu sayida z,,7,,...,Z, ayrik aykirt noktalar disinda tek degerli ve analitik

olsun. bu durumda,
j f(z)dz =271 Res(f,z,)
D k=1

dir [29].
13
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4. DONUSUM OPERATORLERI VE INCELENECEK OLAN DENKLEM
4.1. Doniisiim Operatorii

Doniisiim operatorleri Sturm-Liouville ters problemleri i¢in énemli bir role
sahiptir. Bu operatorler tim A lar igin iki farkli Sturm-Liouville denkleminin
¢oziimlerini baglar. Povzner, keyfi Sturm-Liouville denklemi igin doéniisiim
operatorlerini insa etmistir. Ters problemlerdeki doniisiim operatdrlerini ise Levitan,
Gelfand ve Marchenko kullanmustir.

Teorem 4.1.1. F(x,A) doniisiim operatorii,

F(x, A) = coskx +I K (x,t)cosktdt, A=k?
0
seklinde gosterilir ise, K(x,t) stirekli reel fonksiyon olmak tizere,

K (X, X) =%jq(t)dt

olur [14].
4.2. Incelenecek Olan Denklem ve Sartlar

—y"+q(X)y =A%y , 0 <X<0© (4.1)
a € (—oo,0) bir siireksiz nokta olsun ve asagidaki sartlar saglansin.

y(@-0)=y(a+0)=y(a)
y'(@a+0)-y'(a—0)=2iaty(a) 4.2)

Burada A bir kompleks parametre ve q(x) gergek degerli bir fonksiyondur ve

o0

[ @+ xlagx)]|dx < +oo (4.3)

—00

14
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sartin1 saglar. Yukaridaki (4.1), (4.2) sartlariyla birlestirince denklemi su sekilde
genel formda yazilabilir:

—y"+[2air.5(x—a)+q(x)]y =A%y

Burada, &(x) dirac fonksiyonudur [31]. Ayrica sinir sartlarinda spektral parametre

oldugunda sagilma verilerine gore ters problem de incelenmistir [32].

15
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5. JOST TIiPINDE COZUMLER

e"(x,X), (4.1) ve (4.2) sartlarmi ve asagidaki kosulu saglasin;

lim e* (x, A)e™™ =1 (5.1)

X—>to0

Bu durumda q(x)= 0 i¢in;
a) x>a igin;
lim e*(x, 1)e”™** “olur.

X—>+0

=l=e’(x,4) >e
b) x<a igin;
—y" =A%y (q(x) =0) denkleminin temel ¢éziimiinii su sekildedir:
2 2 H
-m" =A"=m,=%i1
Bu denklemin temel ciimlesi T ={¢"*,e™*} olur. Buradan,

e+ (X, ﬂ) — Coei/lx +Clefii><

olur. (4.2) sartindan,

ila —ida ila

ce +ce ™ =e
i1e'** —c,e”* +ce ' =2aile™ (5.2)
(1-2x)e”* =c,e™ —ce ™ (5.3)

(5.2) ve (5.3) den,

2c,e"? =2 20" = ¢, =1—a ve ¢, = ae®**

Boylece,

e X>a

(1-a)e™ +ae”® X x<a,

e (x,4) ={

16
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bulunur. Ayni islemler e (X, A) i¢in yapilirsa,

a) x<a igin;

lim e (x, A)e™ i

X—>—00

=l=e (x,4) —>e
b) x> a igin,

e+ (X, l) — CoeMX _'_Cle—ilx

Coeila + Cle—i/la — e—ixla (54)
Ce™ —ce ™ +ite ™ =2aile ™

(L-2a)e ™ =ce'** —ce™™ (5.5)

(5.4) ve (5.5) den,

ila ila

2c,e"? = 208" zira

=Cc,=ae " vec =l-a

Buradan,

g M Xx<a

(A-a)e ™ +ae™® x> a,

e (x,4)= {
bulunur. Sonug olarak,

+iAx

e ,EX>ta
(1-a)e™ +ae™® ) +x < +a,

e*(x,4) :{
bulunur.

Teorem 5.1. (4.1), (4.2) ve (4.3) sartlarindan ImA > 0 sartin1 saglayan tiim A lar igin

e*(x,A) ifadesi asagidaki esitligi saglayan bir ¢dziime sahiptir:

e* (X, 4) =6," (X, 4) iT K*(x,t)e™*dt (5.6)

17
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Buradaki K*(x,t) ifadesi,

o*(\)=+[[q(e)]ds, o (x) =+ [ q(s)ds

olmak iizere,

|K*(x,1)| < %ot (XTHje"li(x) , 0<|x—a|<*(t-a),

K*(x,t)| < Lo Xtl) @ pef 224Xt ot t-aj<+(@a-x), (5.7
2 2 2 2

esitsizliklerini saglar. Ayrica; K*(x,t)fonksiyonu t#2a—X ve x=anoktalari igin

surekli ve
1 ioo
K*(x, X :iT j q(t)dt, +x < *a,
. 1 +oo
K* (X, X) = 2 j q(t)dt, +x > +a,

K*(x,2a—x+0)-K*(x,2a—x—0) = i%(Tq(t)dt —iq(t)dt},ix <ta. (5.8)

Ispat: e"(x, 1) icin yapalim. (4.1), (4.2) ve (5.1) ifadeleri asagidaki ifadeye esittir,

e'(x,A)=¢," (X, A)+ T Sy (X,t,2)q(t)e” (t, A)dt (5.9)

Bunun ispat1 yapilirsa,

+ildx

e X >a
e*(x,/1): iz i2(2
(l-a)e™ +ae”®™ x<a

et (x,A)=e" vee' (x,1) ="

olmak tizere,

e (X, A) =M(x,A)e",(x, 4) + N(x, 1)e’ (X, 1)

olsun.
18
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(€")'(%, 2) =M (X, 2)e*4 (X, A) + N'(x, 2)e"5 (X, A) + M (x, A)(e") "o (%, 2) + N(x, A)(e" ) (X, )

(€)"06A) =M (X, 2)(€") 4 (%, A) + N (X, A)(€")'s (X, ) + M (X, 2)(€") "5 (X, 2)

-1(0)

+N(x, A)(e")"5(x, 2)

M'(x,A)e", (X, A)+ N'(x,4)e",(x,4) =0

M '(x,4), N'(x, 2) i¢in; :
M (%, 2)(€") "5 (%, A) + N'(x, )(e" )5 (%, ) = f(X)

olur. Buradan,

M(x,4) ﬂ‘TWdt ve N(x, 1) =T%ﬁft’ﬂ)dt

—e G+ [ 105 (08 (D8 k(0 o

f(t) = q(t)e* (t, A) ve S,* (x,t, A) = %[eg (t, 1) (%, A) — &, (t, A)e,™ (X, ﬂ)}

alinirsa,

e'(x,2) =e," (X, A) + j S, (X1, )q(t).e” (t, A)dt
elde edilir. e (x,4) i¢in de ayn1 islemler yapildiginda,

e (x,4)=e; (X A)+ [ Sy (xt, A)a(t)e (t, At
olur. Simdi S,*(x,t, 1) degeri icin,

a) x< a< t i¢in:

S, (.1, ) = %[e{ (t. e, (6 ) e (6 2)e;"(6,2)|

Sy (%, 2) = i {em [-a)e ™ +ae M e[ (1-a)e™ + e ]}
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A(t-X) _ q-id(t-x) iA(t+x-2a) _ 4-iA(t+x-2a)
—1{(1—05)e _e +ae _e }
21 21
anﬂa x) ﬁnﬁa+x—2®

=(1-a) .

(5.10)

b) x< t< a icin:

S, (xtz)_7[e (t, A)e, (%, A) — &, (t, A)e,” (%, ,1)}

+ . 1 it i1(2a-t) —iAx —id(2a-x)
S, (x,t,ﬂ)—m{[(l—a)e +ae [ @-a)e™ +ae ]

_[(l_a)e—iit +ae—il(2a—t):”:(l_a)eiﬂx +aeii(2a—x):|}

2 {[(1 a) :' At x)+|: (1_a)2:|ei/1(x—t)}

sin A(t—x) (5.11)

_ i (1-2a) {7 —¢ 0} = (1-20)
bulunur.

C) a< x<ticin:

S, (xti)——i[e (t, A)e," (% A)—e, (A, (%, ,1)}

i2(t-
_ 2:_]-/1 {em i _grint .e”x} _ e
|

—e 0 sin A(t-x)
2i1 A

(5.12)

(5.10), (5.11) ve (5.12) den,

sin A(t —x)
A

S, (x,t,4) =4 (1-20)

,a<x<t

sin A(t—x) x<t<a

(1-a)

X<a<t

anla—x)+amnia+x—2m
A A

elde edilir.
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Simdi (5.8), €"(x,4) degeriyle (5.9) da yerine yazilirsa,
& (6 A)+ [ K¥(x,tedt =, (x, )+ [ S, (x.t, )a)le, (. 4) + [ K™ (t,s)e"ds]dt
X X t
[ Koot = [ 857 (xt, )a(te, (t A)dt+ [ Sy"(x.t, A)a(t) [ K™ (t,s)edsdt  (5.13)
X X X t

olur. Simdi K,"(x,t) = J‘ Sy (X,t,4)q(t)e," (t, A)dt almarak ¢oziimii yapilirsa,

a) a< x< tigin:

K,*(x,t) = fw q(t)e”dt = jw e 2;:%04) qt)edt = T#qﬁ)dt
1f
=2 j q(t) j e'*¢d &dt
Olur. Sinir degisimi yapilirsa,
X<t<+4o0 X<g <o,
x<.§<2t—x} XJZFCE <t <+oo,

i¢in bir 6nceki ifade,

:%Teiﬂf jw qt)dtd &

X+&
2

olur. t <> & doniisiimii yapilirsa,

= %Tem f q(&)d &dt (5.14)

bulunur.
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b) x< t< a igin:

sin ﬂ(t

K,"(x,t) = j (1-2a) %) GOIL= @)™ + ae @D dt

iA(t-x) —iA(t=x)

—€

2i1 q)[(l—a)e™ +ae*®* I ]dt

=T(1—20¢)e

iA(2a-x) iA(2a+x-2t)

—€

B j} (1_ 20!)(1—0() eil(Zt—x) _eiﬂx
i1

j‘ 1-2a)a e
2 il

q(t)dt + q(t)dt

<

olur. Bu ifadenin birinci terimi,

T(l_zag(l_“) ewm;_em Q(t)dt——(l 20)(-c) j Q(t)thxe"§d§dt

X<&<2t-X o

x<t<a }x<§<2a—x,
X
—<t<a,
2

dontisiimii yapilir ve ardindan t <> & doniisiimii yapilirsa,

:w j e [ a(&edt (5.15)

LH
elde edilir. Ikinci terimi yapilirsa,

iA(2a-x) iA(2a+x-2t) 2a-x

q(t)dt = m j ® [ e“déd

2a+x-2t

jl-(l—Za)a e —-e
2 iz

X<é&<2a-x,

X<t<a
= 2a+x-&

2a+Xx-2t<&<2a—x <t<a,

doniistimii yapilir ve ardindan t <> & doniisiimii yapilirsa,

:% [e" [ gt (5.16)
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elde edilir.

c) x< a< tigin:

S|nlg—x)+a3|n/1(t+x—2a)

< x0= | 0-a) -

(1_ 0() +90 eM(Zt—x) Mx
2 il

a

} q(t)e*dt

|l(2t+x—2a) _ eiﬂ(Za—x)

q(t)dt + %! _ q(t)dt

i1
olur. Birinci terimi ¢oziliirse,

(1_a) +0 eil(Zt—X) _ei/'tx 2t—x

> ———a(tdt = a-a)y j q(t) j e d &dt

a

a<é<+m,

a<t<+oo
= X+
2

X<&<2t-X

<t <400,

dontigiimii yapilir ve ardindan t <> & doniisiimii yapilirsa,

400

_{-a) “) je'“ [ a(@)dédt (5.17)

X+t
2

bulunur. Ikinci terimi ¢oziiliirse,

+o Jil(2t+x-2a) iA(2a-x) 2t+x-2a

a e —€
- tydt =< [ q(t e”“d&dt
7] = act) jqozjx 3
a<t<+oo a<g <o,
= _
2a—-x<&<2t+x—-2a M<t<+oo,

dontisiimii yapilir ve ardindan t <> & doniisiimii yapilirsa,

:%Tei’“ T q(&)d &dt (5.18)
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olur. Sonug olarak (5.14), (5.15), (5.16), (5.17) ve (5.18) den,

+00 +00

%Je‘” j q(&)dédt  ,a<x<t

X X+t
2
a-x a

Ky (1) = WZTe”Tq(é)dfdm@Zj e [ qededtx<t<a

2 X+t X 2a+x-t
2 2
(1_ a) +00 Ilt +00 a +00 Ilt +00
- !e X[tq(g)ddeE j e Zalxq(f)dcfdt x<a<t
2 2

elde edilir. Simdi (4.13) ifadesinin ikinci terimini alinsin,

[ so70ut, A)at) [ K (¢ s)edsdt
X t
ifadesinde,

a) a< x< t i¢in:

0 QiA(tX) _ g-iA(t-x)

qu(t)TK*(t,s)e”Sdsdt: I €

q(t) j K (t, s)e dsdt

A ’ 2i4
+00 eil(t+s—x)_e—iﬁ.(t—s—x) +o0 l+oo +o0 tesox
= t) | K*(t,s)dsdt == | q(t) | K" (t,s e'*<d &dsdt
! m q()! (t.s) Zlq()! ( )j &
X<t<+4oo
X <& <400,
t<s<+4ow

X+&-t<s<t+<&—x,
X+s—t<é<t+s—x

sinir degisimi yapilirsa,

%Tq(t)T e”fH?X K (t, s)dsd dt
X X X+&-t

ve & <>t degisimi yapilirsa,
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+o0 +o0 t+E-X
% j g j q(g)H{ _tw(cf,s)dsdgdt

elde edilir.

b) x< t< a igin:

a Lid(t-x)

Ia—&nimigilLKUTK*askmdaﬂ:a—Za%e

g )

2i4

q(t) j K* (t, s)edsdt
t

t+s—X

aeii(t+s—x)_e—iﬂ.(t—s—x) +0 . 1—206 a +0 . i
= (1-20)] ZM ae) [ K (t,s)dsdtz( - ) fa® [ K*(ts) | e*d&dsdt
X t X t X+s—t

Xx<t<a
t<s<+4o X <& <o,

X+&E-t<s<t+&—X,
X+Ss—t<é<t+s—x

sinir degisimi yapilirsa,

_ a to t+&—x
(1—22“) j q(t) j e+ j K™ (t, s)dsd &dt
X X X+&—t
ve & <>t degisimi yapilirsa,
(1—2&) a .+ t+&-x
= Je"fa@) [ K s)dsddt
X X X+&-t

bulunur.

c) x< a<tigin:

+00

J{a_afmﬂg—m+O§mla+x—2®}“0TK+¢SWM%m

A

a
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+o0 eii(t+s—x) _e—iﬂ(t—s—x) +o0
=(1- t) | K*(t,s)dsdt
1-a) j - act) j (t,s)
+o0 eiﬂ(t+x—2a+s) _e—i/i(t+x—2a—s) +00
+ t) | K*(t,s)dsdt
o j - a(t) j (t,s)
(1—6{) +00 +00 . t+S—Xx " a+oo +00 N t+x—2a+s e
=qu(t)jK ts) | e dgdsdt+5jq(t)j|< (ts) | e*dedsdt
a t X+5—t a t 2a+s—x—t

Birinci terimi yapilirsa,

(1‘—;‘) f q(t)T K (t, s)mjx e¥¢d dslt

X+s—t

a<t<+oo
X <& <400,
t<S<+o0
X+&-t<s<t+<&—Xx,
X+s—-t<&<t+s—X

sinir degisimi yapilirsa,

. +00 +o t+&-x
% Jaw[e™ [ K (ts)dsdedt
a X X+&-t
ve & <>t degisimi yapilirsa,
(1_a) +00 iM+OO t+&-x .
o Jeag) [ K sydsdga
a X X+&-t
olur. Ikinci terimi yapilirsa,
o +00 +00 t+x—2a+s )
> [am[Krts) | e*dedsdt
a t 2a+s—x—t
a<t<+oo
t<s<+owo X< & < 4w,

X+&E+t-2a<s<&+2a—-x-t,
2a+Ss—x—-t<&<t+x+s-2a
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+o0 &+2a—x—t

—Iq(t)je'“ [ K (ts)dsdeat

X+&+t-2a

ve & <>t degisimi yapilirsa,

t+2a-x-¢&

je”* j q() [ K'(& s)dsdat

X+t+&-2a

olur. Boylece,

+o0 +o0 t+S-x
%je”‘jq(é)j K* (& s)dsdédt ,a<x <t
X X X+&-t
_ a 4o t+&-x
@je‘ﬂjq(;)j K*(& s)dsdédt  ,x<t<a
X X X+&-t

j K*(x, tedt = K," (x,t) +

+o0 +o0 t+E-x
(1_—;‘) j e | q(g)xi tK+(§,s)dsd§dt
t+2a-x-¢

X+t+£-2a

1+oo i +00
E!eﬂjq(g)o|§o|t,a<x<t

Kot
2

L-2a)L-a) ¢ i 1-2a)a " i

Ko () =1 =———= [ " [ a()dgat+

X 2a+x—t
2

400

(1 0!) J‘em J‘ q&)dedt+ < J‘em J’ q(&)dé&dt, x <a<t

X+t 2a+t-x
2 2

e j'ﬂjq(g) [ Ki(&sydsdgdt x<axt,

(5.19)

'fe”‘ J q(&)d&dt, x<t<a

(5.20)

olur. Her x=a igin (5.19) ve (5.20) denklemleri, (5.7) esitsizliklerini saglayan bir

K™ (x,t) ¢oziimiine sahiptir. Simdi K, (x,t), (5.20) de tanimli olmak iizere,
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LE ' oon e
E!e _[q(g)X;LtK (&,s)dsd&dt ,a<x<t
. a _ +00 t+&-x
. E28[en o) | K (copsdcdt x<t<a
J- Kn+(x’t)emdt = +00X +o0 t:it
f (1—20‘) I o I a(9) | K, (& s)dsdéat
X+&-t
t+2a-x-¢
L J‘emt J' q(&) J. K, (&, s)dsd&dt , Xx<a<t, n=1,2,3..
X+t+£-2a

olur. Buradan, s<¢ i¢in K(&,s) =0 alinirsa, K *(x,t) tanimindan,

j | j

K, (£,5)|dsd veya

X+&-t
1%“ t+&-x
=2 Tl [ [k s>\dsde:+ 1Kz (& 9)|dsde
X X+&E-t x;rt
olur. (5.20) den,
‘K{(x,t)‘g— (XTH) 0<|x—a|<t-a,
Ky ()]s 20 (T + Lo (B, g <ax,

2 2

olur. Matematiksel tiimevarimdan,

LA (Uf(x))n

‘K (xt)‘<— 5 . , 0<|x—a|<t-a,
[ D+ (Zazx‘t)}( lrf)) t—al<a-x,

+00
olur. Boylece Z K, "(x,t)serisi t>x, t=2a—xvex=a i¢in daima yakinsaktir ve
n=0

K™ (x,t) toplami (5.19) un ¢oziimiidiir ve (5.7) esitsizligini saglar. Simdi de,
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g Xx<a

(l-a)e™ +ae "™ x>aicin

e (x,4) ={

S, (X1, 4) =%[eo-(t,z)eo—(x,z)—eo-(t,z)eo-(x, 2]

alinsin. Gerekli islemler yapilirsa,

sin A(x—t) a> x>t
2/ )
S, (X1, 4) = (1— 2¢1) A=Y X>t>a

(1_a)sm/1§tx—t) +0{3|n/1(2:j11—x—t) x>ast

elde edilir. (5.8) ifadesini e (x, A) i¢in (5.9) da yazilir ve diizenlenirse,

i K™ (x,t)e"dt = j S,” (x,t, 1)q(t)e, (t, A)dt — j SO‘(x,t,/l)q(t)j K (t,s)e"™dsdt (5.21)

olur. K, (x,t)= J. Sy (X,t,4)q(t)e, (t,A)dt alinir ve ¢oziiliirse,

a) a>x>t icin:

K, (0 = | wq(t)ewdt :% [ a [ edet

—00

—o<t<X } —oo<t<X;2§,
—X<&<x—-2t o< E<x,

ve & <>t degisimi yapilirsa,

X—t

%je J Qe et

olur.
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b) x> a> tigin:

sin A(x—t) i sinA(2a—x—t)
A A

s ()= ]| 0=

—o0

} q(t)e*dt

:(1—a)jsinﬂ, Ism/l(Za x—t) ot

(X_t) —Iit (t)dt ~

> q(t)dt

—00

olur. Birinci terimi alinsin,

x—2t

(1 a)J‘Slnl(X t) 7|M (t)dt (1 Cl) IQ(t) I ellgdgdt

—w<t<a } —oo<t<%,
—X<&<x—2t —w<i<a,

ve & <>t degisimi yapilirsa,

Xt

(l-a) a iat ‘
— j e J q(&)d &t
olur. ikinci terimi alinsin,

2a-x-2t

a asmﬂb(Za x—t) ot iae
ij q(t)dt = —jq(t) jz e'¢d &dt
= 2
X—2a<é&<2a-x-2t —w<i<a

ve & <>t degisimi yapilirsa,

%je j qEpedt

bulunur.
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c) x> > aigin:

sn1ﬂ(x t)

K, (x,t) = j (1-20) =52 q(t)[ @—a)e ™ + e ) ]dt

sin A(x—t) 4230

= 1-20)(1-a)| w e 4q(t)dt +(1— 20) j qt)dt

a

olur. Birinci terimi alinsin,

12090 D gy - E2D gy [ e

a

X=¢

a<t<x } a<t< ,
= 2

—X<&E<Xx-2t a<E<x,

ve & <>t degisimi yapilirsa,
x-t
(1-22)1-a) { in |
fle ! q(&)dsdt

olur. ikinci terimi alinsin,

x—2a
@-2a)a[ D e vqa =820 [ | eviaza
2t—2a-x
M tex a<t<2a+x+§'
— 2
2t—2a—-x<&<x-2a

a<é<x,

ve £ <>t degisimi yapilirsa,

2a+Xx+t

Q229 fon | g(epeat

a a
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Simdi (4.19) ifadesinin ikinci terimini alinsin,

_JX' So(X'taﬁ)Q(t)Jt. K~ (t,s)e™**dsdt

ifadesi igin,

a) a> x>t igin:

tsin A(x—t) _izs T e
_ij q(t)j K (t,s)e dsdt_——jq(t)jK (t, S)tLe d &dsdt
—o<t<X —o <t <X,
—0<Ss<t =>t-x-&<s<x—-t-¢,
t—x-s<&<x-t-s —00 < £ <X,

ve sonra & <>t degisimi yapilirsa,

X X x—t-¢&
% Je] Q(f)g_jx_tK(é,S)dsdé‘d

elde edilir.

b) x> a> tigin:

_.[ {(1 smi(x ), sinﬂ(Zi—x—t)} q(t)j‘ K-t s)e“*dsdlt

-4 a) jq(t) j K™ (t,s) _jse'%dgdsdt—— j q(t)j K (t, s)2a Xj_t_se”‘fdédsdt

ifadesinin birinci terim igin,

_-a) “) j q(t) j K~ (t,9) _jse”fdgdsdt

t—x-s
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—o<t<a t-Xx-&<s<x-t-¢,
—0<S<t = -0 < £ <X,
t—Xx-s<&<x-t-s -0 <t<a,

ve sonra & <>t degisimi yapilirsa,

X—t—&

_(1‘_;‘)1@“ [a@© | K (&s)dsded

-0 E—x-t

olur. ikinci terim icin,

a t 2a—-x-t-s
—%jq(t)j K-(ts) [ e"d&dsdt
—0 —00 t+x—2a-s
—o<t<a X+t—-2a-&<s<2a-x—-t-4¢,
—0<Ss<t = -0 <& <X,
t—x-s—-2a<&<2a-x-t-s —o<t<a,
ve sonra & <>t degisimi yapilirsa,
a a X 2a—-x-t-¢&
-1 fa@) | K spsded
—0 —00 x+&—2a—t
elde edilir.
C) X>t> a igin:
t X—t—s
—j (1-2a )S"M(X Lo | K-t s)edsdt = - (- 2“) j ) j K-(t,s) | ed&dsdt
—o0 t—X-s
a<t<x a<t<x,
—0<S<t =>t-Xx-<&<s<x-t-¢,
t—x-s<&<x-t-s -0 < £ <X,

ve sonra & <>t degisimi yapilirsa,
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L2 f o) | k(e o

) E-x-t

olur. Boylece,

% I e i q(§)x_j:§ K~ (&, s)dsdédt ,a>x>t
S e E-x—t

wiem i Q(f)x__tﬁ K™ (&,s)dsdédt ,x>t>a
a -0 &—x—t
_ a X X=&-t
52 e o | K (e ssager
% ie'” iq(é)zatjw K (&s)dsdédt  ,x>a>t, (5.22)

x+&—2a-t

I K™ (x,t)e™dt = K " (x,t) —

« 7
%:[oe”‘:[oq(f)dgdt a>x>t
2a+x+t

Ky" (X, 1) = G_Z“—;a_”jeiﬂjq(g)dgdH@jem [ a@yédt x>t>a

a

A

2a-t—-x

je”‘ j q(&)dé&dt + = j gl j q(&)dé&dt  x>a>t (5.23)

—00

x-t

(- 06)

olur. (5.20) ve (5.23) den K,*(x,t) nin her t#2a—Xvex=a icin parcal tiirevinin

oldugu goriiliir. Ayrica (5.19) ve (5.22) den K*(x,t) de t#2a—XVvex=aicin
pargali tiireve sahiptir. Simdi asagidaki lemmanin (5.9), (5.19) ve (5.22) kullanarak

ispat1 yapilsin.

Lemma 5.1. t#2a—xVveXx=aigin K*(x,t) fonksiyonunun parcali tiirevleri vardir.

Ayrica,

oK™ (X1 Xz) 1 (X1
OX;

) Lo (g, 2,550

34
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(04

5+ (- )

‘aK (xlx) l-o (x1+x ol

X, +2a—x1)
OX;

a( o (X1 T2)e7 ), £x, > +(2a-%), £% <*a

‘8K éxlx) l1-a (x1+x2)+( 1y & (2a+x1—xJ (1)_105 (2a+x1—x2j
X; 2 2

2a+ X — X,

10 L x+% .
< (0' (—2 )+ao ( 5

)JGi(Xi)eU;(Xl)’ ixlgi Si(Za Xl)

NOT: (5.19) ve (5.22) den;

K*(a-0,t)=K*(a+0,t), £t>+a
K: (a+0,)—K: (a—0,t)=2¢iAK* (a,t), +t>+a (5.24)

esitlikleri elde edilir. Buradan q(x) in diferansiyellenebilir oldugu gériiliir. K*(x,t)

fonksiyonu ikinci mertebeden parcali tiireve sahiptir ve,

’KE(xt)  0°K*(x.1)

PN Fra Q)K" (x,1) (5.25)

dir. Tersine, K*(x,t) fonksiyonu, (5.8), (5.24) ifadeleri ve

lim K0 i

X+t—>o0 OX X+t—>o0

oK™ (x,1) 0
ot

esitligi yardimiyla, (5.25) esitligini saglarsa, bu durumda (5.19) ve (5.22)’nin

¢oziimleridirler. Bu durumda (5.6) sartini saglayan €*(x, ) fonksiyonu,

X
q(x) = .
+ 2 oK (X’X), X< =ta,
l-a dx

kosulu ile (4.1) ve (4.2) problemlerinin bir ¢éziimiidiir.
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6. DIREKT SACILMA PROBLEMIi

q(x) reel degerli bir fonksiyon a ve A  bir sayr olmak iizere,

e'(x,4)=¢e"(x,—4) ve e (x,4) =e (X,—A) fonksiyonlari reel A degeri i¢in " (X, 1)
ve e (x,4) ile (4.2.1) ve (4.2.2) problemlerinin ¢oziimleridir. (4.1) ve (4.2)
problemlerinin Wronskianlari x den bagimsiz olmak {izere,

W [e*(x, 2),e* (x,~2)] =€ (x, 2).* (x,~2) —e* (X, A)e* (X,~2) =2i1

We (x,2).e (x,—2) |=-2i2 (6.1)

dir. A#0 icin e"(x,A)ve e'(x,—A)ile e (x,4)ve e (X,—A) fonksiyonlar1 (4.1) ve

(4.2) problemlerinin temel ¢6ztimleridir. A€l ™ =0 \{0} i¢in asagidaki esitlikler

saglanr:
e"(x, 2) =b(A)e (% A)+a(D)e (x~2), Aell’ 62)
e (%, 4) =—b(=A)e (x, ) +a(A)e (% —4), Aell* 6.3)

olur. (6.1) den,
a(4) = %w [e" (A6 (6 2)], 2e0” (6.4)
b(4) = —%W [e" (A& (6 -A)], Ael” (6.5)

olur. Buradan,

. 5 1 :_b(il) _ 1
u (x,A)=e"(x,4) 2’ rr(1)=%¥ 2(l) t(1) ) (6.6)
alinirsa, (6.2) ve (6.3) ifadeleri su sekilde yazilabilir:
u*(x, ) =r-(1)e‘(x,A) +e*(x,-1) (6.7)

(5.6), (6.6) ve (6.7) den asagidaki asimetrik formiil elde edilir:
u*(x, A) =r* (e +e™ +0(1), x -+
u*(x,4) =t(1)e™ +0(1), x —»> Foo
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u*(x,A) nin ¢oziimleri, sol (U™ (x,4)) ve sag (u*(x,A)) sagilma problemlerinin oz
fonksiyonlaridir, r*(A) ve r(A) nin katsayilarina da sol ve sag yansima katsayilart

denir. t(1) yaise transmisyon katsayisi denir [33].

Lemma 6.1. (6.4) ve (6.5) de tanimli a(1)ve b(A)fonksiyonlar1 asagidaki ifadeleri

saglar:

1) a(/‘t):(l—a)—ﬁ 1-a) j q(t)dt + j p(t)e™dt

: 1 .
2) b(1) = —ae®® + — t)e'*dt ,
) b(A)=—a zu[}””

Burada, ¢(t) € L (0,+x), w(t) € L, (—o0,+x)

3) la(A)[* —|p(A)[* =1

Ispat: a>0 olsun. e"(x,A) ¢oziimleri igin yukaridaki esitliklerin diferansiyelini ve

parcali integrallerini alinip bu esitliklerin ¢ekirdeklerinin 6zelliklerini kullanilirsa,

X<a igin

e*' (X, 4) = iA(1- @) —qide*@» £ [K+(2a—x+0) — K*(2a— x—0)]ei*a

+00
—K* (X, x)e"** + I K. (x,t)eitdt =iA(l— a)ei** — aileir2a —
X

—%Eq(f)dff - Jatex 5}6”‘2**) 55 Taeazen [k et
e (X, 1) = —ide- + K- (x, X)e-4 + [K-(2a—x+0)-K-(2a—x—0)]e-#Ca +
+f K.~ (x,te-4dt,

i2(2a-x) iAx
i1 i1

TK *(x,t)eitdt = -[K*(2a—x+0) - K*(2a—x—0)]

1

+00
—— [ K (x,t)eitdt,
7] Ko
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e—iﬂ.x

i1

X X
I K-(x,t)e-#tdt = K-(x, X) +%J’ K, (x,te-idt.
o i1

Buradan,

e (%, A)e-(x, ) = (L— )i — qile?a —%[(1—05) —ae?] T q(t)dt -

_%E q(t)dt - Z!TC q(t)dt} p2iia _ % 1- a)*f q(t)dt+ T o, (t)ei2dt,

e (x, )e (x, 1) = -iA[1-a) —ae2i18]+%[(1—a) — e’ T q(t)dt -
i alt T 2ija 1-a) n T ila
—m{—g{ ! q(t)dt — j q(t)dt}e e j q(t)dt} j @, (t)dt.

Bu esitlik,

a(l) = ﬁw [e(xA)e (x2)] 1el”

formili ile kullanilirsa,

2ija(2) =e (0,4)e-(0,4)—e+ (0, A)e” (0,2) =2iA(l-a) —(1-a) [ q(t)dt+ [ p(t)dt
—o0 0

olur. Burada, ¢(t) =g, (t)—e,(t) dir. Boylece a(4)i¢in gosterim bulundu. Ayni yolla

b(A) i¢in de bulunabilir.

- + OC F2i P
Yine, rO*(/i)=i1—e 22 ein,

() =1 (4) + 0(%), (1 > +o0)

esitliklerini saglayan yansima katsayilari q(x) =0 icin L operatoriiniin yansima

katsayilaridir.
1

a(/z)zﬂw [e"(xA)e (x,2)], Ael” ve
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b(2) = —%w [e" (Ao (x-A)], Ael”

den,
2i2 =W [e"(x,2),e"(x,—4) |=p(A)| W [e™(x, 2),e"(x,—4) |+
() Wle (x~2).e (x,A)]= 2i/“t[|a(/1)|2 —|b(z)|2}
ve buradan,
la()[ ~|b(A)|" =1
bulunur.

Lemma 6.2. a(A) fonksiyonu sadece ImA >0 yar diizleminde sinirli sayida sifirlara

sahiptir. Bu sifirlar sanal yar1 eksende bulunur ve a™*(A)fonksiyonu sifirn bazi

komsulugunda sinirlidir.

Ispat: a(1) fonksiyonunun sifirlart iy,,iy,,...ix, (@(iz,)=0,iy, >0) seklinde ve

u; =e"(x,iy, )0z fonksiyonlarmin tersleri de m; ile gosterilecektir. Bu durumda,

+00

(m)" =]

—o0

2
e’ (X,iz,)| dx

dir. u; (x)ile u_ (x) ¢oziimleri lineer bagimli oldugundan; u; (x) = u; (x)dir.

e*(x,A) 0™, (x =) iken, A =iy, icin ve u’(x)=ciu/ (x) esitliginden, esitlik,

Y (%) = (X) =G Uy (X) € Ly(~o0,+0)
¢Oziimiine sahiptir. iy, , L operatoriiniin bir 6z degeridir.

Y, +a(X)Y, =A%y,
esitligi ve,
yk(a_o) = yk(a+0) = yk(a)

Y. (@+0) -y, (a—0)=2aizVy,(a)
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durumlarindan,
. 2 - 2 4
2ialy, (@) +4/(2ia) |y, @) +4A(y,) X
k= *)
2(Yis i)
olur. Burada,
400 , 2 )
A= [ Iy 09+ a0l o
dir. (*) esitliginden ve iy, ’larin ger¢ek olmayan 6zelliginden,
Aliy,) <0, k=12,.. (**)
saglanir. ~ Yani, iy, sayilart herhangi ikisi esit olmadigi durumda,

y, (X) =" [1+ a(l)], X — 400 asimtotik formiiliiden, Y, (X) fonksiyonlarinin lineer
bagimsiz oldugu goriiliir. Boylece, A’ nin tanimindan, (**) esitsizligini saglayan
sonsuz boyutlu dogrusal degerler oldugu goriiliir. [4] e gore L,(—o0,+00) uzayinda

2
bulunan ve —%+Q(X) diferansiyel ifade ile olusturulan self adjoint operator L,
X

—0

I(l+|x|)|q(x)|dx<+oo esitsizligi ig¢in gegerli olmayan sonsuz sayida negatif 6z

degere sahiptir. Bu ¢eliskiden lemmanin dogrulugu ispatlanir.
Lemma 6.3: (mki (x))f2 =iccaliy ), k=12,...,n esitligi saglanr.

Lemma 6.4: za(z) fonksiyonu, kapali yart diizlemin iist smirinda siireklidir ve

lim Aa(A)[ r*(4)+1]=0 dir. Burada,

@) >caaratyt<t
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olacak sekilde C >0 vardur. {r’(/l),i;(k,mk’} ve {r*(/l),i;(k,mk*} ifadelerine (4.1) ve

(4.2) problemlerinin sol ve sag sagilma verileri denir.
a =1 igin bir sagilma verisi yalnizca baska bir tane sagilma verisine bagli
olarak tek sekilde tanimlanir. Bunu gostermek i¢in lemma 6.3. ve (6.6) kullanilir ise

asagidaki esitlikler elde edilir.

a(-1)
a(4)

() =—-="2, (m)? =—m)[aliz)] (6.8)

Buradan a(z) fonksiyonu su sekilde yeniden yazilabilir:

2
v |n[(1— () )(1—(1)2} Lo
a(z) =exp< - 1_ ‘ dA M (6.9)
2l =, A-2 k3 Z+1y,
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7. TERS PROBLEMIN TEMEL DENKLEMLERI

Bu kisimda ana ters sagilma probleminin denklemleri ele alinacaktir,

(6.6) ve lemma 6.1 den,
r* (D] <1 (1eR")
elde edilir. Gergekten de (6.6) dan,

e[ ~b()|" =1= |a(2)] >|b(2)|

(/1)‘ )|| basit kesir olup ‘r (/1)‘<1d|r
r*(A) =r,"(1) +O(%) (|/1| —+o,1eR)
Burada,
roi (ﬂ,) -F o e-?Zia
-
oldugundan,

r*(A) =1, (1) € L, (—o0, +0)
olur. Boylece,

R*(X) = %T[r*(}t) —1,"(2) d A

fonksiyonu da L, (—o0,+00) da tanimli olur.

(7.1)

(7.3)

+oo
Teorem 7.1. Her x=a igin ei(x,i)=eoi(x,/1)J_rJ‘Ki(x,t)ei”‘dtifadesinin
X

cekirdekleri, ters problemin temel denklemleri olan,
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FE00Y)® [ KEGOF(y +0dt+ KX (6 ) F
X
FEK (0 2a-y) =0, Ex<zy (74)
-

denklemini saglar. Burada,

. FE(x+Yy), +x>za,
Fl_(xiy):{ . .
l-a)F*(x+y)+aF (2a—x+y), tx<ta (7.5)

n
F*(x) = R*(x)+ > (m;)%e (7.6)
k=1
olup, R*(x) fonksiyonu (7.3)ile tanimlidur.

Ispat: (7.4) denklemini elde etmek igin, u’(x,A)=r"(x)e"(x,4)+e"(x,—1)

denklemi, u®(x,A)=——e"™* kullamlarak ve ekleme ¢ikarma ile asagidaki

( )
sekilde yeniden yazilabilir:

1 1 . ) ) ) )
[m—l_—]e (x,4) = [l’ (A)—r, (ﬂ)]e (X, 2)+1, (A)e* (x, 2)

—Le‘(x,ﬂ)+e*(x,—/i)
l-«

Bu denklemin iki tarafi X<Y i¢in zie””y ile carpilir ve A e(—o0,+00) igin A
V4

degiskenine gore integrallenirse,

17 iy ily
2 [m_l_} (x, 1)ePdA = —j[r (D) -1, (A) fr(x, 2)e™da

+o0

. (r;(z)e%x,z) IR +e+(x,—/1)je““yd/1 (7.7)
27 l-a

—00
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Simdi, € (X, 1) nin ¢dziimii icin,

et (x, A) =e," (X, A) + j K*(x, t)edt

esitligi kullanilirsa,

i f [ (D) -1 () r(x DedA=RI(x, y) + [ KTOGHR™ (t+y)dt

olur. Burada,

RT(x+Yy), x>a,

R y)_{(l—oc)R+(x+ y)+aR"(2a—x+Yy), x<a

Simdi;

L) =€ (6 -A) 1 (e (x,2)
l1-o
e (x,A) =& (x,A)+ [ K*(x,)e"'dt ve
X
rot(x):i a eiZMa
l-a

esitlikleri kullanilarak, (7.7) esitliginin sag taraftaki ikinci terimi su sekilde

yazilabilir:

= {e*(x,—1)+ro*(/l)e*(x,}t)—ie(x,/i)}e”yd/l
2r =, l-a

17 [ - . it 1 - 1 % -int
=— e, (X,-A)+ | K'(x,t)e""dt ————e, (x,A) ———— | K (x,t)e""“dt
Zﬂ[)(o( )+ [ K e e (00 2) - = [ K00
+r (e, (X, A)+ 1 (A) | KT (x,t)e*dt [e*YdA

0 0 0

X

17 [ . it 1 - 1 7 -int
=— e, (X,-A)+ | K'(x,t)e""dt ————e, (X,A) ——— | K (x,t)e"“dt
zﬂ[l[o< )+ [ K et =e (6, 2) - = [ K ()

+00
ey (0, 2) e (1) - e [ Ko (x,t)e"dt |e'da
l-a l-a g
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l 400 +00 . 1 X . a +00 . _
- K*(x,t)e Mdt ——— | K- (x,t)e ™ Mdt ——— | K*(x,1)e*23dt |e»d A
LT [eooerat [cwoea e Trow
+ 1 a .
=K (X,y)—l—K (X, y)———K"(x,2a-y)
—-a l-«o
olur. Buradan K™ (x,y)=0ve X<Y igin,

K* (%, y)—liK-(x, y)——% K (x,2a-y) = K" (x,y) - —2— K" (x, 2a—y)
1 l1-« l1-«o

olur. Boylece (6.7) ifadesi su sekle doniisiir:

l ~+00
— || ——— (%, ADMdA=R (X, y)+ | K (x,{)R* (y+t)dt
(Ml}() Ri(y)i()(y)
+K* (X, y) - ——K*(x,2a—y) (7.8)
l-a
L . . . R 1 1
Simdi (7.8) in sol tarafi Contour integrali yardimiyla ¢oziilirse, —————
a(l) l-«

fonksiyonu ImA>0 vyar1 dizleminde siirekli, smrh sayida iy, disinda,

——— >0, |ﬁ| —>©, IMA>0 i¢in % sifirin baz1 komsuluklarinda sinirl
— a

(bkz. lemma 6.1 ve lemma 6.2) ve e (x,A)e"” fonksiyonu X<Y i¢in ImA>0 da

smirli olsun. Jordan lemmasindan ve X <Y igin,

17 i1y L_L izy
il (m_l_]e (x,A)e d/”t—lz r—elija(ﬂ) T ]e (x,A)e }

_ Z":e (x,iz)e"™ _iye f(xiz)e™
k=1 a(iz,) a2 calixy)
n

=>'m {e (X,ix e + j K*(x,t)e” Zk‘”y)dt}
k=1

elde edilir. Bu (7.8) de yazilirsa ve
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g it (x+y) X>a

+ - —-iny _ !
e (X’ 'Zk)e {(1_a)e—izk(><+y) +ae_ilk(2a_X+y), X < a

seklinde tanimlanirsa, (7.4) esitligi elde edilmis olur. (7.4) esitliginin negatif esiti
ise,
u (x,4A)=r(x)e (x,A)+e (x,—4)

kullanilarak ayni sekilde ispatlanabilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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8. TERS PROBLEMLERIN COZUMU ICIN ESITSIZLIK TEOREMI
(7.4) denklemi, (7.5) kullanilarak su sekilde yazilabilir:

FEY) % [ KEGOFS(y+Ddt+K* (6 y) =0, +a<tx, £x<ty (8.1)
(L-a)F*(x+y) +aF*(2a-x+y)+ [ KE(xOF(y +t)dt
+Ki(x,y)¢1iK+(x,2a—y)=0, tx<ta, tx<ty<(2a-x) (8.2
-

(l-a)F*(x+y)+aF*(2a—x+Y) J_rT K*(x, t)F*(y+t)dt

+K*(x,y)=0, £x<+a, +y>(2a-x) (8.3)

(8.1) denklemi, a=1 igin temel denklem ile ¢akisir [16]. Bu yiizden F*(X)

fonksiyonu x> 2a da siireklidir ve

T F*(£x)dx < oo, T (1+|x|)

+2a +2a

= (J_rx)‘dx <o

Ayrica R*(X) fonksiyonu da bu ozelligi saglar. y —x+0 ve tx<za igin (8.2)

den,

(1-a)F*(2x)+ aF*(2a£0) % [ K*(x)F*(y+t)dt
+K* (X, x)ii K*(x,2a—x+0)=0
l-«a

elde edilir. Bu esitlikten ve K*(X,t) fonksiyonlarinin 6zelliklerinden,

+2a ,
[ [F=(x)|dx <o, X <x<+2a

X

icin F*(x) fonksiyonlarinin da siirekli oldugu kolayca gésterilebilir. (8.2) ifadesinin
y — 2a—XxF0igin ve (8.3) in y — 2a—x+0ig¢in limiti alinirsa, ortak ¢éziimden ve
(5.8)ifadesinden,
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F*(2a+0)~F*(2a-0) =+ [ q(t)at
l-a
olur. Gergekten,
(1-a)F*(2a+0)+aF*(4a—2x+0)+K*(x,2a—x+0)
+ [ K (x,F* (2a-x£0+t)dt =0 (8.4)
X
(l-a)F*(2aF0) +aF*(4a—2xF0)+ K*(x,2a—xF0)

£ Ki(x,t)Fi(za—x¢O+t)dt¢1L K* (% XF0) =0 (8.5)
4
X

(7.4) den (7.5) taraf tarafa ¢ikarilirsa,

(1-a)F*(2a+0)—(1-a)F*(2aF0)+K*(x,2a—x+0) - K*(x,2a—xF0)

+ % K (x,x)=0

1-o
olur.
. 1 Fo0
K* (X, x)=iTJ; (t)dt—+7jq(t)dt+— j q(t)dt
ve
n a
K*(x,2a—x+0)-K*(x,2a—x¥0) =i5.[ (t)dt+—.fq(t)dt
a
alinirsa,

(1—a)[Fi(2aJ_rO)—Fi(2a$0)]iaifq(t)dtJ_r%zq(t)dti%;fq(t)dt:
Fi(ZaiO)—Fi(Za?LO):TLLTq(t)dt
l-a s

olur. Problemin sagilma verisi olan bu esitlik asagidaki durumu saglar:

Durum 1) yansima katsayilari olan r*(4), A #0 igin siirekli ve

%— B <lve ri(/l):roi(ﬂ)+0(%)' (A —> +o0)
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Bunlarin Fourier doniisiimleri olan,

R*(X) = %T[rf (A)-r* (A)} e d A

—00

esitligi reel ve 2a noktasini icermeyen aralikta siireklidir. Ayrica x=2a noktasinda

R*(2a+0) ve R*(2a—0) sinirl1 limitlere sahiptir. Bu yiizden R*(x)fonksiyonu

L, (—o0,+00) uzayindadir ve herhangi x'>0 igin,

IR @0]dx<os, [ @+[x)

R* (J_rx)‘dx <o

olur.

Teorem 8.1. Durum 1) saglandiginda, (7.4) denklemi; X > Foo igin,
K*(x,-) € L(X,0) ve K™ (X,-) € L, (-0, X)

olmak tizere bir tek ¢oziime sahiptir.

Ispat: (7.4)iin pozitif olusumu icin ispatlansin, Benzer ispat (7.4){in negatif
olusumu i¢in de yapilabilir,
X > —0o0 ig¢in,
f(y), X>a
(M) = f(y)-—%f(2a-y), x<a
l-«
operatoriiniin L (X, 40) (ayrica L,(X,+%)) uzayinda tersi vardir. Bu yiizden (7.5)

denklemi,
K% Y)+ (M) F (X, y) + (M) TF K (%,)(y) =0, x<y

olur. Baska bir ifadeyle, (M;)'F* kompakt operatére ([14] de lemma 3.3.1)

dontigiir. Teoremi kanitlamak igin,
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f(y):&fy(2a—y)+Tfx(t)F*(t+y)dt=0, X<y (8.6)

homojen denkleminin, f,(y)e L (X,+0) da agik ¢oziimiiniin oldugunu gostermek

yeterlidir. f*(y) fonksiyonu ve ilgili ¢6ziimii olan fonksiyon, x<y<+oo yari

diizleminde sinirlidir. Bu yiizden f(X,-) € L,(X,+0) [14] olur.

(8.6)denklemi f (y)ile garpilip, (x,+o0) araliginda y’ ye gore integrallensin. (7.3)

(7.5), (7.6) ve Parseval’ in tanimindan,
TR ay=2flraf aa
X 27[ —00
a +00 1 +00 )
— [ f,a- )T,y == [ (DT f (~A)dA
l-a s 2 2

olur. Burada,
f ()= j f (t)e Mdt

dir. Sonug olarak,

(023 m Y [ <5 [ PO T@ D=0

~2)| igin,
_”f(ﬂ)‘ <__ c ﬂ)‘fwdkzl w‘\f( A +\f(z)\
:%jw ‘Wt d
ve ya,
%z(l— )t da<o
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olur. Buradan, biitin A #0igin, 1- r*(l)‘ >0i¢in f(1)=0dir. Boylece (7.4)

denkleminin tek ¢6ziimii oldugu sdylenebilir. Teorem kanitlanmustir.

Sonug: (4.1)-(4.2) problemleriyle baglantili olan (4.3) durumu, sag(sol) sa¢ilma
verileriyle tek sekilde tanimlanmistir. Yani (4.3) ifadesinde tanimli olan q(x) ve q(x)

ile iliskili (4.1)-(4.2) problemlerinin sag(sol) sagilma verileri denk ise biitiin

eksenlerde q(x)=q(x) olur.
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9. BULGULAR ve TARTISMA

Bu boéliimde elde edilen verilerden yola gikilarak tez konusu denklemin ters
sa¢ilma problemi incelenecektir.

Simdiki teoremde (4.3)’ e bagl ters sagilma probleminin ¢6ziimii ispatlanacaktir.

Teorem 9.1. {r'(2),ig,m/}, (423) deki q(x) degerine sahip (4.1) ve (4.2)

problemlerinin sag sagilma verileri olsun. Asagidaki durumlar saglanir.

1) reel 1#0 igin r*(A) fonksiyonu siireklidir.

rr(A)=r-A4), rd)=r"Q) +O(%), (1 — £+ o) olup burada,
+ o —2ila [ + /12
(1) :Ee 22 yve C>0 igin 1-|r (/1)‘ =Cl—/12
2) za(z) fonksiyonu,
2
oI 1 ()] (1-a)?
7a(z) = (1_a)e21”‘w : e LAIL[ Lt
ka Z+iy,

i¢in kapali1 yar1 diizlemde siireklidir ve /Ill_rg1 Aa(A)(r' (1) +1) =0 dir.
+ _ 1 ¢ + + +iAx
3)R (x)—z:[o[r (A)-1,"(4) |ed A ve

- —_iM a-A) TN X e | inx
R (X) = Zﬁj{aw r(4) e }e dA

fonksiyonlar1 2a noktasini icermeyen herhangi bir aralikta stireklidir.
R*(2a+0) ve R*(2a—0) sonlu limitlere sahiptir, R¥ (X) tiirevleri, tim
a > —00, ,B' <400 i¢in,

[ @+|x)

!
a

R (x)‘dx <o, [f (1+|x|)‘Rf (x)‘dx <
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esitsizliklerini saglar.

4) (7.4) denklemlerindeki K*(x,t) *nin ¢dziimleri,

+ 1 +
K=(X, X)L;o =1 K= (X, X)

at0

esitligini saglar.

Ispat: Gerekliliginin ispati yukarida verildi. Simdi yeterliligin ispati yapilsin.
Onceden verilen kiimeyi temel alarak ve (6.8) ile (6.9) kullamilarak, {r~(4),iz,,m, |

kiimesi olusturulsun. Bu kiimelerin sirasiyla (4.3) i saglayan reel q(x) igeren (4.1) ve
(4.2) denklemlerinin sag ve sol sagilma verileri oldugu gosterilsin,

1) teorem 8.1.’in sartlarindan, sagilma verileri tarafindan yeniden olusturulan (4.4)

denklemlerinin, teorem 8.1. e gore, K* (X, y) ¢dziimlerine sahip oldugunu goriiliir.

Bu ¢oziimler,

(l-a)F*(2a+0)—(1-a)F*(2a—0)+ K*(x,2a—x+0) —

—Ki(x,Za—x+0)+1LKi(x,x)=O, tx<+a (9.0
-«
esitligini saglar. (6.4) denkleminin genisletilmis hali su sekildedir:
FE(ry)+ KA y) 2 [ KE(GDF (E+y)dt=0, £x>+a, +y>+x  (9.2)
X

(L-a)F* (x+y)+ aF*(2a—x+y)+ K*(x, ) % [ KE(X)F " (t+y)dt =0,
+x<+a, +y>+(2a—x) (9.3)

L-a)F (x+Yy)+aF*(2a—x+y)+K*(x, y)ili K*(x,2a-Y)
-

[ KE(OF (t+y)dt=0, +x<+a, +x<ty<(2a-x) (9.4)

(9.3) de, y=2a—x+0 ve (9.4),de, y=2a—xF0 alinirsa,
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(1-a)F*(2a+£0) +aF*(4a—2x+0) + K*(x,2a—x=+0)
+ [ KE(x OF " (t+2a-x+0)dt =0, £x<+a (9.5)

(l-a)F*(2aT0)+aF*(4a—2xF0)+K*(x,2a—xF0)

J_rliW(x,aiO)i]K+(x,t)F+(t+2a—x$0)dt=O, tx<+a  (9.6)

(8.5)den (8.6) ¢ikarilir ise,
(1-a)| F*(2a+0)-F*(2aF0) |+ K*(x,2a—x+0)~K*(x,2a— x¥0)
-2 K*(x,x+0)=0, +x<+a
l-«

olur.

2) (5.6) formiillerindeki K*(x,t)lere dayali olarak olusturulmus olan e"(x,t) ve
e (x,t) fonksiyonlarinin,

—e*" (X, X) + " (X)e* (X, X) = A%6*(X, X) (9.7)
ve

e'(a—-0,4)=e"(a+0,1)
e (a+0,4)—e* (a—0, 1) = 2iaie*(a, A) (9.8)

stireksizlik durumlarimi sagladigi, ayn1 zamanda,

T(1+|x|) q" (x)|dx <o, j L+ |XD|a ()] dx <o (9.9)

oldugu gosterilsin, Oncelikle R*(X) fonksiyonunun ikinci dereceden siirekli

diferansiyellenebilir oldugu kabul edilsin ve tim o’ > —o0, £’ <-+o0 igin,

T(1+ IX|)|R*" (x)\ dx < oo, lj (L+|x) \ R-”(x)\ dx < oo (9.10)
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olsun. (6.4) denkleminin ¢dziimleri olan K*(x,t) ler, t #2a—Xx ve x = aigcin ikinci

dereceden siirekli diferansiyellenebilirdir, Bununla birlikte, her x i¢in y ye gore
birinci ve ikinci dereceden pargali tiirevleri toplanabilirdir.

tX<ta , £x<+y<+(2a-x) igin (7.4) denklemi (7.2) gibi olur. Bu denklemler y’

ye gore iki kez diferansiyellenir ve pargali integrali alinirsa,

g 4! +! -« +'
L-a)F" (x+y)+aF" (2a—-x+y)+ K~ (X y)+EKW— (x,2a-y)

2a—-x+0

TR YF () - KA FF ax+ ) 2K () Fr(x+Y)

t=2a-x

+K (%, t)‘j:::,o F*(2a—x+Y) J_r_'f K. (xt)F*(t+y)dt=0

olur. Simdi (8.2) denklemleri X e gore iki kez diferansiyellenirse,
A-a)F* (x+y)+aF* (2a-x+y)+ K, (X, y) 1& K, (x,2a—y)
FKE (% X)FE(x+ y) FKE (X, X)F* (x+y) + Kf(x,t)‘z::_o F*(2a—x+Y)
KO F Ra-x+y) K, (x, y)‘yzx FE(x+Y)

FKE(x1)

2a-x+0
t=2

Ff(2a-x+ V)* [ K, (WHF*(t+y)dt =0

olur. ikinci denklemden birinci denklem cikarilirsa,

4! _ g LI a ny
Ko (Xy)+—K,~ (x,2a-y)-K~ (X,y)t—K,~ (X,2a—
o Y FI K Y)=Ky" ey K, ( y)

F2KY (6, X)F* (x+y) + 2K (6 ) F*(2a-x+Y)

-0

iT(KX;”(x,t) - Ktﬁ”(x,t)) F(t+y)dt=0 (9.11)

olur. (6.1) ve (5.2) den,

+2K (X, X)F* (X + y) + 2K*(X, Y) +070 F*(2a—x+Y)

2a-x
y=2a-x

=—q° ()| - a)F* (x+y) +aF“(2a—x+Y)

= qi(x)[Ki(x, y)rrlin(x,za— y)}:T K *(x,)F*(t+y)dt 9.12)
By X
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elde edilir. (9.11) ve (9.12) den,

Ko (6 Y) =K, (% Y) = (K *(x, Y)

¢—1fa [Kxf”(x, 2a—y)-K,* (x,2a—y)-q*(x)K *(x,2a- y)]

iT(Kxf”(X,t) 0° (0K ¥ (x,) K, (x,1)) F* (t+ y)dt =0

olur. Bagka bir gosterimle fonksiyon,
0" (y) = Ko™ (% Y) =7 (0K *(%, y) =K, (x,¥)
olur. Bu fonksiyon,

he(y)£—2—h:(2a-y)+ [ hE@F*(y+t)dt =0
l-«o ’

denklemini saglar. Yani baska bir deyis ile h*(y)ler (8.2)ye uyan homojen
denklemlerin toplam ¢o6ziimleridir. (8.1) ve (8.3) de aym sekilde ¢oziilebilir.
Boylece (7.4) denkleminin K *(x,y) ¢oziimlerinin,

"

Ko —q" (K *—K, * =0 (9.13)

denklemini sagladig goriiliir.

Teorem 8.1. e gore, kosul 4 nedeniyle, (9.1) denklemi, K *(x,y)

fonksiyonlarmin, (5.8) durumlarini sagladigimi gosterir. (9.10) daki varsayimlardan,

lim K (x,y)= lim K (xy)=0 (9.14)

X+Yy—>to0 X+Yy—>Foo
oldugu kolayca gosterilebilir. Simdi K *(x,y) fonksiyonlarinin,
K*(a-0,y)=K*(a+0,y) (9.15)
K*(@+0,y)—K " (a-0,y) =2aiiK(a, y) (9.16)

kosullarmn1  sagladigi gosterilsin.  (8.1) denklemlerinde x=a+0 ve (8.3)

denklemlerinde x =a+0 alinsin. Sonra ilk denklemden ikinci ¢ikarilsin. Bdylece,
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K*(@a-0,y)=K*(a+0,y)

olur. Bu esitlik (8.1) denklemlerine x=a icin karsilik gelen homojen denklem
¢oztimleridir. Boylece teorem 8.1 e gore (9.15) elde edilmis oldu.

Simdi (9.16) gosterilsin. Oncelikle temel denklemlerin ¢oziimii icin asagidaki

esitlikler dogrudur,

K*(x,2a—x=+ O)‘Oio =K*(x, x)‘Oio

K*(x,2a=xF0)| . =K*(x,%)| (9.17)
(8.1) denklemlerinde 6nce Y =X sonra X=a+0 alinsin,

F*(2a+0)+ K*(x,x)| _+ [ K*(@+0,H)F*(t+a+0)dt=0
- a

(8.3) igin d6nce y =2a—x=+0, sonra X =a¥F0almnsin,
(1-a)F*(2a+0)+aF*(2a+0)+K*(x, 2a—xiO)L$O
+[ K*(a£0,)F*(t+a+0)dt=0

a

Ik esitlikten ikinci esitlik ¢ikarilirsa (9.17) nin ilk esitligi bulunur. Simdi de (8.2)

denklemlerinde 6nce y=2a—x—-0 ve x=a—0,sonra y=X ve Xx=a—-0 alinsin,
(1—a)|:i(2a—0)+a|:i(2a+0)+Ki(x,x)ilLKi(x,a—O)
-

+[ K*(xX,HF*(t+a-0)dt =0
X

olur. Esitlikler taraf tarafa ¢ikarilir ise (9.17) nin ikinci esitligi elde edilir. Simdi
(8.1) ve (8.3) denklemleri sirasiyla x=atO0vex=a¥0 igin x’ e gore

diferansiyellensin,

F'(a+y)+K 2 (@at0,y)F Ki(X,X)LiO F*(a+ y)i] K.Y (a+0,t)F*(t+y)dt=0 (9.18)
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(1-a)F " (a+y)-aF " (a+y)+K," (@F0,y) FK*(x )| _F*(@Fy)

[ K*(x,2a—x+0) —K*(x, 2a-x—0)]\x:a¢0 F*(a+y)

+[ K @TFOHF*(t+y)dt =0 (9.19)
a

olur. (9.18) den (9.19) ¢ikarilir ve (9.17) uygulanirsa,
2aF " (a+y)+K, (a+0,y)— K, (a¥F0,y) +[2Kf(x, x)|aio —2K*(x, x)LiOJ F (aFy)
+ [K @@£0,t)-K *(aF O,t)} F(t+y)dt=0 (9.20)
a

olur. Simdi (8.1) de x=a alinip y’ ye gore diferansiyellensin. Sonra da pargali

integral alindiginda,

Fi@a+y)+K, @ y)-K x| Fr@a+y)+ [ K @)Ft+y)dt=0 (9.21)
a

elde edilir. Bu esitlik 2¢ ile ¢arpip (9.20) den ¢ikarilirsa,

K. (@£0,y)-K * (@%0,y)+2aK “ (3 y)+] [K;'(aio,t)-K;’(a¢o,t)+2aK't(a, y)}Ff(Hy)dt -0

a

olur. Teorem 8.1’ e gore,

K, (@£0,y)-K.* (aF0,y) +2aK,* (a,y) =0
Kxil (a%0,y)— Kxi' (aF0,y)= —ZaKyi/(a, y)

olur. (9.16) ispat edilmis oldu. Boylece (9.9) saglandiginda (7.4) denkleminin
K*(X,y) ¢oziimleri (9.13) denklemini, (5.8), (9.15), (9.16) iliskileri ve sonsuzda
(9.14) durumunu saglar. Bolim 5 deki “NOT” a gore e (X,X) fonksiyonlar1 (9.7)
denklemini ve (9.8) durumunu saglar. Simdi (9.9) gosterilsin,

+X>ta iken (8.4)denklemi (8.1)gibi olur. Yani a =1 formuna benzer.

Ayrica teorem 9.1 in 3’ {incli durumu da a=1 igin ayn1 olur. Béylece X' >ave

X" <ai¢in (9.9) un dogrulugu gosterilebilir [14].
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Simdi, q°(X) (Q"(x)) in (x,a) ((x',a)) aralignda her X >-oo (X’ <+00) igin
toplanabilir oldugu gdsterilsin.
Teorem 9.1 in 3’lincii durumu ve Kxil,Kti' kismi tiirevlerin integrali

kullanilirsa, bu durumlar (8.2) denklemiyle es olan su formiil ile gosterilebilir,

K*(x,y) = (1—a2)[(f(x. V)F gt (x,2a- y)}
-
Burada,
P (X, y)=0-a)F (x,y)FaF"(2a—x+ y)iTKi(x, y)F*(t+y)dt

dir.

3) Teoremi ispatlamak i¢in, 4 #0 igin €' (x,1) ve e (X, A) fonksiyonlarinin,

()" (X, A)+ & (X, ) = ﬁf(x, 2) 9.22)

denklemiyle birbirine bagli olduklarini gostermek yeterlidir. (9.7)yi kullanarak
9.22),
def
q"(x) =0 (x) =q(x), —oo<x <40

seklide yazilabilir. Ayrica (9.9) a gore,

J.(1+|x|)|q(x)|dx<+oo

dur. Simdi {r(4),iz.m}ve {r (4).iz.,m;} nin, (4.1), (4.2) problemlerinin sag
ve sol sagilma verileri oldugu gosterilsin.
{F(/l),i;(k,m;} ve {I:_(/l),i;(k,m;}, (4.1), (4.2) problemlerinin sag ve sol sagilma

verileri olarak ifade edilsin. e"(x,4) ve e (x,4) fonksiyonlar1 (4.1) ve(4.2)

problemlerinin jost tipinde ¢oziimleri olacaktir. Daha 6nce deginilen direkt sagilma

verilerinin sonuglarina gore bu iliski,
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r(A)et(x,A)+e(x, A) = ﬁe;(x, ) (9.23)

seklinde yazilabilir.
Simdi (9.22) ve (9.23) den,

a(A)rr(Le (x,A)+a(d)e" (x,A) =e (x,1)
a(A)r (e (x,2)+a(A)e’ (x, 1) =e (X, 1)

olur. Boylece son esitlikten,

a()r* () —a(A)r (A)=0, a(2)=a(A)
olur. Baska bir deyisle,
r(A)=r'A). aW=al)
olur. Benzer sekilde (9.22) ve (9.23) den,
r(2)=r ()
bulunabilir. Sonug olarak a(A)ve a(A)fonksiyonlarinin sifirlar1, iy, =iy, olur.

Buradan,

+00 +00

(m*)* = [l (xizm)| dx= |

—00 —00

2
e (x,i 7)] dx=(m")?

olur. Bu yiizden, {F*(;L),i;(k,ml} ve {F(z),izk,mk} degerleri (4.1), (4.2)

problemlerinin sag ve sol sagilma verileridir.

4) Simdi (9.22) ispatlansin:

¢ (%, ¥) = RE(6 1) £ [ KEOGOR (t+y)dt
olsun. Burada,

R*(X+Yy), +x>=a
(l-a)R*(x+Yy)+aR*(2a—x+Yy), £x<=*a

R (X, y){
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dir. R*(y) e L,(—o0,+x) iken, ¢* (X, y) € L, (—w0,+x) olacak sekilde her sabit x igin,

lim ]N #°(x, y)e" My =[ (1) -1,"(4) || & (%, 2) J_rT K*(x, t)e“ﬁydt}
=[ (-5 (4) Je*(x ) 9.24)

olur. Diger taraftan, (7.4) denkleminin sonuglarindan,

#(0,9) =K () ) F K (x,2-) - 3 (M€ (K1), +Y > o
- k=1

olur. Buradan,

+N X +o0
lim [ ¢*(x, y)e™dy = lim {i [ (x, y)e““dy}rr [ K= (x, y)e™dy
—N —

F(x+id)x

T Ilm{ j¢ (X, y)e*"”dy}

& (X, —A) —€°(x,~2) Iy (A)[ —&" (X, ~4) e (x,~2) |

n o T HA)X
ST (mH)%et (x,i :
;( e (Xix) Py,

—Z(m e’ (xiz)

(9.25)

olur. simdi (9.24), (9.25) ve

(e (0, 2) e’ (4 —2) =8 (x.2)
-a
formila kullanilirsa,

re-(1)e (x,A)+e*(x,—-1) = ﬁ h*(x, 1) (9.26)

elde edilir. Burada,

h*(x,1) =a(A) {ﬁ e, (X, 4) + Liﬂ{ij " (X, y)ei”ydy} -

n 2t ] ei(;(kﬂl)x
-> (m)’e* (x,iz,) . (9.27)
k=1 Zk + |ﬂ
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olur. Simdi, h*(x,4) =e*(x,A) oldugunu gostermek yeterlidir. h*(x, 1) icin (9.26)
ve (9.27) ifadelerinden yararlanilir ve teoremin 2’ inci sart1 kullanilirsa, bu esitligin

ispatt o =0 durumundaki ispat ile aynidir [14]. Boylece ispat tamamlanmuistir.

Teorem 9.1 in 4’{incii durumu gerekliliktir.

20 — ﬁ _
r'(i) = —']“ﬂe_ma fonksiyonu a3 <0 igin teoremin 4’tincii durumu digindaki
2— 2(Z + j
|

diger durumlarini saglar ve (4.1)-(4.2) problem durumlarinin sag yansima katsayilari

degildir. Bu durumda (7.4) ana denkleminin,

0, fa<*x<#t, v +x<+a, xt>+(2a-Xx)

K*(x,t) =
(.0 g tX<#fa, TXx<zt<£(2a-x)

¢oziimii vardir. Bu nedenle g(x) =0 igin jost ¢oziimler (4.1) esitligini saglar, ancak
(4.2) durumunu saglamaz, Fakat S =0 alindiginda 4’incii durum saglanir ve
boylece ters problemin r*(4)=r,"(1) ¢dziimii olur. Bu ¢dziim q(x) =0i¢in (4.1)-

(4.2) problemlerinin sag yansima faktorleridir.
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10. SONUCLAR ve ONERILER

Bu tez caligmasinda delta etkilesim noktali bir Sturm-Liouville operatorii

alinmis ve a e (—oo,0) siireksiz noktasi i¢cin bu denklemin jost ¢dziimleri, diiz ve ters

sacilma problemleri incelemis, bu noktanin denkleme nasil etki ettigi gosterilmistir.

Bu tez calismasinda elde edilen sonuglarin ilgili konuya bir katki saglamasi,
derinlik kazandirmasi amaglanmig olup, bununla ilgili yapilacak baska calismalara

yardimc1 olacak niteliktedir.
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