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Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu calisma bes boliimden olusmaktadir.
Birinci bolim giris bolimii olup bu bolimde biharmonik doniisimler ve hemen
hemen parakontakt metrik manifoldlarin ortaya cikisi ve gelisimi ile ilgili bilgiler
sunulmustur. ikinci boliim, diger boliimlerin daha iyi anlagilabilmesi icin bazi temel
kavramlara ayrilmistir.

Uciincii boliimde semi-Riemann manifoldlar, baz1 dzel operatorler, hemen
hemen parakontakt metrik manifoldlar ve biharmonik altmanifoldlar tanitilarak bazi
temel ozelliklerine yer verilmistir.

Dordiincii boliim tezin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu boliimde ilk
olarak 3-boyutlu para-Sasakian manifoldlar {izerinde tanimli bir spacelike veya
timelike Legendre egrisinin biharmonik olma sartlar incelenmistir. Daha sonra para-
Sasakian manifoldlarin karakteristik vektor alanini sirasiyla teget ve normal uzayinda
iceren nondejenere hiperylizeylerinin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar
arastirilmistir.

Besinci boliim ise sonuglar ve onerilere ayrilmastir.

Anahtar Kelimeler: Biharmonik egriler; Biharmonik hiperyiizeyler; Hemen
hemen parakontakt metrik manifoldlar; Para-Sasakian manifoldlar.
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This study, which is designed as a master thesis, consists of five chapters. The
first chapter is the introduction part and this section presents information on the
emergence and development of biharmonic maps and almost paracontact metric
manifolds. The second section is devoted to some basic concepts for better
understanding of the rest of the thesis.

In the third section we give semi-Riemannian manifolds, some special
operators, almost paracontact metric manifolds and biharmonic submanifolds.

The fourth chapter is the orginal part of this thesis. Firstly, we investigate
biharmonicity conditions for a spacelike or timelike Legendre curve on a 3-
dimensional para-Sasakian manifold. Then we obtain necessary and sufficient
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vector field in the tangent and the normal bundle respectively to be biharmonic.
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1. GIRIS

Biharmonik fonksiyonlar teorisi, matematik ve fizigin farkli alanlarinda
calisilan kapsamli bir konudur. Biharmonik fonksiyonlar, ilk kez 1862 de Maxwell
ve Airy tarafindan fizikteki elastikiyet (elasticity) teorisinin bir matematiksel
modelini tanimlamak amaciyla ¢alisilmaya baslandi. Cok harmonik (Poly-harmonic)
fonksiyonlar teorisi ise daha sonralar1 E. Almansi, T. Levi-Civita ve M. Nicolescu
tarafindan gelistirildi. Son yillarda R. Caddeo, L. Vanhecke, [1, 2] ve daha pek ¢ok
arastirmact [3] Riemann manifoldlart {izerindeki biharmonik fonksiyonlari
inceleyerek konuyu diferensiyel geometri alaninda gelistirildi ve tartismaya agt.

Temel olarak iki farkli arastirma alanina ayrilabilen biharmonik doniisiimler
teorisine olan ilgi son on yilda giderek artt1. Bir taraftan diferensiyel geometri bakis
acistyla ornekler ve siniflandirmalar insa edilmesi dikkat ¢ekerken; diger taraftan
biharmonik doniisiimler dordiincii mertebeden giiclii bir eliptik semi-lineer kismi
diferansiyel denklemin ¢ozlimleri oldugundan kismi diferansiyel denklemler
acisindan da analitik yoniiyle incelenmektedir.

Riemann manifoldlar1 arasinda tanimlanan diferensiyellenebilen bir ¢ : M —
N donimisi eger E(@) = %fM |dg|?v, ile verilen enerji fonksiyonelinin kritik
noktast ise ¢ ye bir harmonik doniisiim denir. Enerji i¢in Euler-Lagrange denklemi
() = izVde ile tanimlanan tensiyon alaninin sifir olmasi ile karakterize edilir [4].

Harmonik doniisiimlerin bir genellestirmesi olarak biharmonik dontisiimler

kavrami ilk kez 1964 yilinda J. Eells ve J. H. Sampson tarafindan ortaya atild1 [4].
Biharmonik doniistimler E,(¢@) = % ) v |T(e) Izvg ile tanimlanan bienerji

fonksiyonelinin kritik noktalaridir [5]. Riemann manifoldlar1 arasinda tanimlanan bir
diferensiyellenebilir ¢ : M - N donilisiimiiniin bienerji fonksiyoneli igin Euler-

Lagrange denklemi 1986 yilinda G. Y. Jiang [6,7] tarafindan

7,(p) = —At(p) — RV (do, t(¢))dp = 0
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seklinde tanimlandi. Bu denklemden harmonik doniisiimlerin biharmonik oldugu
goriildiigiinden biharmonik doniisiimler teorisinin en temel sorusu hangi sartlar
altinda biharmonik doniisiimlerin harmonik olacagidir.

Biharmonik dontistimler ile ilgili ilk ve en temel Ornekler Riemann
manifoldlart iizerinde tanimli diferensiyellenebilir egrilerin  biharmonikligi
incelenerek verildi [8-10]. Geodeziklerin biharmonik egriler oldugu agiktir.
Dolayisiyla geodezik olmayan biharmonik egriler 6zgiin biharmonik egriler olarak
adlandirilir ve bu tip egriler 6nemli bir ¢aligma alani olustururlar.

Biharmonik altmanifoldlar biharmonik doniisiimlerin 6zel halidir. Genel
olarak, eger i: (M, g) — (N, h) izometrik immersiyonu bir biharmonik doniisiim ise
M ye N nin bir biharmonik altmanifoldu denir. Farkli bir bakis acisiyla B. Y. Chen
[11], Oklidyen uzaymm harmonik ortalama egrilikli vektdr alanina sahip
altmanifoldlarin1 biharmonik altmanifoldlar olarak tanimladi ve Oklidyen uzaymn
biharmonik altmanifoldlarinin minimal oldugunu ispatladi. Biharmonik doniisiim
tanim1, Oklidyen uzaya tanimlanan Riemann immersiyonlarina uyarlanirsa Chen’ in
biharmonik altmanifold tanimma ulasilir. Boylece biharmonik Riemann
immersiyonlart Chen tarafindan tanimlanan biharmonik altmanifoldlarin bir
genellemesi olarak diisiiniilebilir.

Semi-Riemann  manifoldlar arasinda tanimlanan bir  donisiimiin
biharmonikligi, Riemann manifoldlar1 arasindaki bir doniistimiin biharmonikligine
benzer sekilde karakterize edilir [12]

Oklidyen uzay, semi-Oklidyen uzay, sabit kesit egriligine sahip uzay formlar
ve daha pek ¢ok 6zel manifold tipi iizerinde biharmonik altmanifoldlar calisilmis ve
bu alanda 6nemli bir literatiir olusturulmustur [13-17].

Manifoldlar teorisi modern diferensiyel geometride genis ve 6nemli bir yer
tutmaktadir. Manifoldlar tizerindeki diferensiyellenebilir geometrik yapilar bu alanda
yapilan ¢alismalar i¢in kullanigh araglar olup ilging sonuglarin elde edilmesine imkan
vermektedir. Zaman igerisinde disiplinler aras1 ¢alismalarin artmasi ile manifold teori
sadece geometriye has bir ¢alisma alan1 olmaktan ¢ikip basta matematik ve fizik
olmak tizere bir ¢ok alanda ele aliman 6nemli ve verimli bir ¢alisma alani haline

gelmistir.
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Manifoldlarin herhangi bir noktasindaki tanjant uzay1 tizerinde tanimlanan bir
metrik tensor, s6z konusu noktadaki tanjant uzayr bir skaler ¢arpim uzayr haline
dontistiirerek bu uzay lizerinde gesitli islemlerin yapilmasina olanak saglar. Manifold
tizerindeki metrik tensoriin pozitif tanimli olmasi durumunda Riemann manifoldlar
elde edilir. B. O'Neill [18], manifold tizerindeki metrik tensoriin negatif tanimli olma
durumunu g6z Oniline alarak semi-Riemann manifoldlar1 tanimladi. Riemann
manifoldlarin herhangi bir altmanifoldu {izerine indirgenmis metrik tensér daima bir
Riemann metriktir. Eger bir semi-Riemann manifoldun bir altmanifoldu {izerine
indirgenen metrik tensor pozitif tanimli ise altmanifolda spacelike (uzay benzeri)
altmanifold ve negatif tanimli ise bu durumda altmanifolda timelike (zaman benzeri)
altmanifold denir. Timelike ve spacelike altmanifoldlar nondejenere semi-Riemann
altmanifoldlar olarak bilinirler [18].

Giliniimiizde literatiirde, {izerinde tanimli yapilara ve bu yapilarin sagladigi
ozelliklere gore ortaya ¢ikmis pek ¢ok farkli manifold tipi bulunmaktadir. Bu
manifold tiplerinden en Onemlileri kontakt manifoldlar ve parakontakt
manifoldlardir.

1985 te S. Kaneyuki ve M. Konzai [19] (2n+1)-boyutlu bir semi-Riemann
manifold iizerinde hemen hemen parakontakt yapiyr tanimlayarak M?2"*1 x R
tizerinde bir hemen hemen parakompleks yapi kurdu. R. S. Zamkovoy [20] ise S.

Kaneyuki ve M. Konzai [19] tarafindan verilen hemen hemen parakontakt yapiy1

g(@X,9Y) = —g(X,Y) + n(X)n(Y),

seklinde tanimlanan (n + 1,n) isaretli bir semi-Riemann metrik ile iliskilendirerek;
herhangi bir hemen hemen parakontakt yapinin, uyumlu metrik olarak adlandirilan
bu tipte bir semi-Riemann metrigi tanimlamaya imkan verdigini gosterdi. R. S.
Zamkovoy [20] hemen hemen parakontakt metrik manifoldlarin para-Sasakian
manifoldlar gibi baz1 6zel alt smiflarin1 tanimlayarak bu manifoldlarin temel
ozelliklerini inceledi.

Hemen hemen parakontakt metrik manifoldlar ve altmanifoldlar1 {izerine

yapilmis pek ¢ok ¢alisma vardir [21-26].
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Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu c¢alismada biharmonik altmanifoldlar
ve para-Sasakian manifoldlar ile ilgili yukarida Ozetlenen calismalar goz Oniine
aliarak para-Sasakian manifoldlarin bazi1 6zel tipteki biharmonik egrileri ve

biharmonik hiperyiizeyleri incelenmis ve orijinal sonuglara ulagilmistir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu calismada aksi belirtilmedik¢e bir M manifoldunun kenarsiz, baglantili
parakompakt Hausdroff manifoldu ve tim yapilarin, manifoldlarin C* sinifindan
oldugu kabul edilecektir. m-boyutlu bir M manifoldunun bir x noktasindaki tanjant
uzay1 (sirasiyla kotanjant uzayi) T, M (swrasiyla Ty M) ile gosterilecektir. M nin
tanjant demeti ve kotanjant demeti ise sirastyla TM — M ve T*M — M gosterimine
sahiptir. Bir C*W — M demetinin C* Kkesitlerinin (vektor) uzayr I'(W) ile
gosterildiginden I'(TW) ve I'(T*W) sirastyla M nin tanjant ve kotanjant demetinin
C* kesitlerinin (vektor) uzayidir. k € {0,1, ..., o0} i¢in M {izerinde C k sinifindan reel
degerli fonksiyonlarin uzaymi C*(M) ile gdsterecegiz.

Tamm 2.1. (R, +,.) reel sayilar cismi ve V bostan farkli bir kiime olsun. V' kiimesi

uzerinde
+: VXV >V
xy)->x+y
ve
S RXV -V
(xx,y) > xy

islemlerini tanimlayalim. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa (V,+,.) lgliisiine R

reel sayilar cismi iizerinde bir vektdr uzay1 veya bir reel vektor uzayi denir [18]:

Vx,y €EViginx +y €V dir.
Vx,y,z€Vigin x + (y+2) = (x+y)+zdir.
Vx € Vigin 0 € V vardir 6yle ki x + 0 = 0 + x = x dir.

M w0 e

Herhangi bir Vx € V i¢cin u + x = x + u = 0 olacak sekilde bir tek u € V
vardir.

5. Vx,y€eViginx+y=y+xdir.

6. Vk e RveVx,y € Vigink(x +y) = kx + ky dir.

5



2. TEMEL KAVRAMLAR Mustafa YILDIZ

7. Vky,k, €R,Vx € Vigin (k; + ky)x = kyx + k,x dir.

8. Vky,k, €ER, Vx €V igin ky(kyx) = (kiky)x dir.

9. Vx eV igin l.x = x dir.
Tamm 2.2. V vektor uzayinda lineer bagimsiz vektorlerin maksimum sayida olanlar
{eq, e, ..., en} ise bu kiime V i¢in bir bazdir denir. V vektor uzaymin herhangi bir
bazindaki vektor sayist da V nin boyutu olarak adlandirilir [18].
Tamim 2.3. V,n boyutlu bir vektdr uzayi olsun. F:V — R fonksiyonu Vx,y € V ve
Va,b € R igin

F(ax + by) = aF(x) + bF(y)

sartin1 sagliyorsa F ye bir lineer fonksiyonel denir [18].

Tamim 2.4. V bir reel vektor uzayi olmak iizere Hom(V,R) = {F | F:V - ]R} vektor
uzayina V vektor uzaymin dual uzayi veya kovektor uzayi denir ve V* = Hom(V, R)
ile gosterilir. V* in elamanlart ise bir kovektor olarak adlandirilir [18].

Tanim 2.5. V bir reel vektér uzay1 ve {ay,a,,...,a,} de V nin bir bazi olsun.
Vi,j En olmak iizere «a;(a;) = 6} sartin  saglayan {aj,@3,..,@} kiimesine
{ay, ay, ..., ay} bazina karsilik gelen dual baz (kobaz) denir [18].

Tamim 2.6. V ve W ayni R cismi {izerinde iki vektor uzayi ve V* ile W* da sirasi ile

bunlarin dual uzay1 olsunlar. Bu durumda L: V — W bir lineer doniisiim olmak iizere
LW*->V*
[ (B)](x) = B*(L(x)), Vxe€V,

seklinde tanimlanan doniistime L nin dual doniisiim veya eki denir [18].
Tanmm 2.7. V bir reel vektér uzayi, g:V XV - R doniisimii Va,b € R ve

Vx,y,z €V igin

g(ax + by,z) = ag(x,z) + bg(y, z),
g(x,ay + bz) = ag(x,y) + bg(x, z),

sartin1 sagliyor ise g doniisiimiine V reel vektor uzay: {izerinde bir bilineer form
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denir [18].
Tanim 2.8. V bir reel vektor uzayi, g: V X V — R doniisiimii de V reel vektor uzayi

tizerinde bir bilineer form olsun. Eger Vx,y € V i¢in

gx,y) =g, x)

ise g doniistimiine V reel vektor uzayi lizerinde bir simetrik bilineer form denir [18].
Tanim 2.9. V bir Hausdorff uzay olmak tizere Vp € M noktasi i¢in M de R"™ (n >
0) ye homeomorf olan bir U agik komsulugu bulanabilirse M ye n-boyutlu topolojik
manifold denir [27].

R™ nin kendisi en basit bir n-boyutlu manifold 6rnegidir. Ciinkii R™ agik
oldugundan Vp € R" igin p-noktasinin agik komsulugu olarak R™ nin tamamini
alabiliriz. Ozdeslik doniisiimii bir homeomorfizma oldugundan R"™ kendisine
homeomorftur [27].

Tamim 2.10. Bir topolojik n-boyutlu manifold M ve U da M nin bir agik alt kiimesi
olarak verilsin. Eger U bir ¢ homeomorfizmasi ile R™ veya R™ nin bir W agik alt
kiimesine eslenebiliyorsa, yani ¢: U — W bir homeomorfizma ise (U, ¢) ikilisine M
de bir koordinat komsulugu denir. p€U igin ¢@(p) ER™ olur.
o(p) = (y1(p),y2(p), ...,yn(p)), 1 <i <n, olmak tizere y;(p) € R dir. Burada
yi(p) reel sayisina ¢@(p) € R®™ noktasinin i-yinci koordinati, y;:U — R
fonksiyonuna da ¢ nin i-yinci koordinat fonksiyonu denir. ¢ bir homeomorfizma
oldugundan siireklidir. ¢ birebir oldugundan p,q € U noktalar1 i¢in y;(p) =
yi(q), 1<i<n, ise p=gq dir. Béylece p € U noktasi (yl(p),yz(p), ...,yn(p))
reel sayr n-list komsuluklarina gore lokal koordinatlari ve U iizerinde tanimli
{y1, Y2, ..., Vu} reel degerli fonksiyon n-lisine de (U, ¢) tizerindeki lokal koordinat
sistemi denir [27].

Tamim 2.11. Topolojik n-manifold M ve M nin bir agik ortiisti {U,} olsun. U, agik
kiimelerinin @ indislerinin kiimesi I olmak tlizere {U,} ortiisii i¢in {U,},¢; yazalim.
R"™ de, U, ya homeomorf olan bir agik alt kiime W,, yani ¢,:U, > W,
homeomorfizma olsun. Koordinat komsuluklarinin {(Ug, ¢,)}qe koleksiyonuna bir
koordinat komsulugu sistemi (atlas) denir [27].

7
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Topolojik bir n-manifold M ve p € M noktasinin agik komsuluklar1 U, olsun p-
noktasinin lokal koordinat komsuluklar1 olan U, lar degistikte ¢, larda
degiseceginden U, larin sayisi1 kadar ¢, vardir. Her bir ael i¢in (U, ¢,) koordinat
komsulugu {iizerindeki lokal koordinat sistemi (yf,ysy, .., V<) ile gosterelim. p
noktasmin iki agik komsulugu U,, Ug ve Uy N Ug # @ ise Uy N Ug nin her bir
noktasindaki - (yf,y¢, .., %%) ve (yf,yf,...yf) gibi iki koordinat sistemi

tanimlidir. Bu durumda
<pa(Ua N UB) c R™ ve <pﬁ(Ua N Uﬁ) c R"

alt kiimeleri iki a¢ik kiimenin homeomorfizma altinda goriintiileri olduklarindan agik

kiimelerdir. Ayrica

bap = P0P5" Ve Ppa = o9yt

fonksiyonlart da iki  homeomorfizmanin  bileskesi  oldugundan  birer
homeomorfizmadirlar [27].

Tanmm 2.12. M bir topolojik n-manifold ve S = {(Uy, 94)}aer de M nin bir atlasi
olsun. a, Bel olmak tizere peM noktasmin iki komsulugu ve Uy, Ug ve U, N Up # @
olmak iizere Va, Bel ya karsihk ¢qp = @o005 L ve bpa = PpOPg ! fonksiyonlari
diferensiyellenebilir iseler S atlasima M {izerinde bir diferansiyellenebilir yapi, M
manifolduna da bir diferensiyellenebilir manifold denir [27].

Tamim 2.13 M bir diferansiyellenebilir manifold ve peM noktasi igin

X,:C®(M) -» R
=X

fonksiyonlar1 verilsin. Vf, geC* (M) ve Va, b € R igin

1. X,(af +bg) = aX,(f) + bX,(9),
2. Xp(fg) = X,(Hg(p) + f(0)X,(9),
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sartlarin1 saglayan X, fonksiyonuna M nin p noktasindaki bir tanjant vektorii denir.
X, tanjant vektorii bazen (p,X) ikilisi ile de gosterilebilir. M nin p noktasindaki
tanjant vektdrlerinin kiimesi T, (M) ile gosterilir ve bu uzaya M nin p noktasindaki
tanjant uzay1 denir. T,,(M) reel vektdr uzaymn duali ise T,; (M) ile gosterilir ve M
nin p noktasindaki kotanjant uzayi olarak adlandirilir [28].

M diferansiyellenebilir manifoldunun peM noktasinda bir lokal koordinat sistemi

{x1,%2, ..., x,} ise T,(M) tanjant uzay1 ve T, (M) kotanjant uzaymin standart bazlar1

a a a :
{6_961 | p,a—xz | D ,m | p} ve {dx1 | p,dxl | D ...,dxn | p} dir.
Tamm 2.14 M bir diferansiyellenebilir manifold olsun. M nin her bir noktasina bir

tanjant vektor karsilik getiren
X:C®(M) - C*(M)

operatdriine M {izerinde bir vektor alani denir 6yle ki Vf, geC* (M) ve Va, beR i¢in

1. X(af +bg) = aX(f) + bX(g),
2. X(fg)=X(flg+ Xy,

dir. M nin vektor alanlarinin uzay1 y (M) ile gosterilir. y(M) vektor uzayinin cebirsel
duali olan y*(M) uzay1 M manifoldunun 1-formlarinin uzay1 olarak adlandirilir. Her
1-form M manifoldunun bir noktasina bir kotanjant vektor karsilik getiren bir
operator olarak g6z oniine alinabilir [28].

Tanim 2.15. M manifoldunun bos olmayan, agik, baglantili bir U altkiimesine M nin
bir tanim kiimesi denir. Eger U tanim kiimesi kompakt U kapanisina sahip ise D = U
biciminde tanimlanan D kiimesine M nin bir kompakt tanim kiimesi denir [12].
Tanmim 2.16. M manifoldu iizerindeki iki vektor alan1 X ve Y olsun. f € C*(M)

fonksiyonunu alalim. Bu durumda

[1:[(TM) X [(TM) - ['(TM)
[X’ Y]pf = Xp(Yf) - Yp(Xf) , vp eM

ile tanimlanan fonksiyona X ve Y nin Lie (parantez) operatorii denir ve bu operator

9
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f,g € C®(M)veX,Y,Z e I'(TM) olmak iizere asagidaki 6zellikleri saglar [28]:

1. [X,Y]f e C®(M),

2. IfX,gY] = fglX,Y] + f(Xg)Y — g(Y)X,
3. [X,Y]=-[Y,X],

4. [[x,v1,z] +[lv,z], X] +[[Z X1, Y] = 0.

Tammm 2.17. M bir n-manifold olsun. T, M tanjant uzaymin bir bazina x € M
noktasinda bir ¢at1 denir. Bir (lokal hareketli) ¢at1 {X;} (i =1, ...,n), her x € M igin
T,M nin bir bazini veren C* vektor alanlarindan olusan bir sistemdir [12].

Tamm 2.18. M ve N manifoldlar1 arasinda bir ¢: M - N C* doniisiimiiniin tiirev

doniisiimii
do:I'(TM) - I'(TN)
biciminde gosterilir. Bu doniisiim her x € M noktasinda
Ad@y: TeM = Ty N

lineer doniigiimiinii verir. Bu doniisiime ¢ nin x noktasindaki tiirev doniistimii denir.
(x1,x2,...,x™) ve (y1,y? ..,y™) srastyla M ve N iizerindeki lokal koordinat

sistemleriolsun. i = 1, ...,m, a@ = 1, ...,n olmak iizere ¢ doniisiimii igin

dp“*
a _ .« a _
=Yy °‘Pve(pi_axi

yazilabilir. Boylece

d < a ) - n i a
a=

elde edilebilir. Daha genel olarak {X;} ve {Y,} sirastyla T, M Ve TN nin birer bazi

ise

10
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n
d(px(Xi) = 2 (p?Ya
a=1

olur. N =R alinirsa ¢ nin tirev doniisimii M {izerindeki bir 1-formla 6zdes
yapilabilir [12].

Lie parantez operatorii asagidaki basit 6zelligi saglar.
Onerme 2.19. M ve N manifoldlar; ¢: M — N bir diferensiyellenebilir doniisiim;
E,F ve E,F sirasiyla M ve N manifoldlar iizerinde dg(E) = E ve dp(F) = F yani

d(px(Ex) = E(p(x) ve dq)x(Fx) = F(p(x)! (x € M)
sartlarin1 saglayan vektor alanlari olsun. Bu durumda

do([E,F]) = [E,Flo¢

dir [12].
Tamm 2.20. V,n-boyutlu bir reel vektoér uzay1 ve g de V iizerinde bir simetrik
bilineer form olsun. Bu durumda sifirdan farkli VveV vektorii i¢in

1. g(v,v) < 0ise g ye negatif tanimli bilineer form,

2. g(v,v) > 0ise g ye pozitif taniml bilineer form,

3. g(v,v) < 0ise g ye negatif yar1 tanimh bilineer form,

4. g(v,v) = 0ise g ye pozitif yar1 tanimli bilineer form,
denir. Eger Vvel i¢in g(v,w) =0 iken w =0 oluyorsa g bilineer formuna
nondejeneredir denir [18].
Tanmm 2.21. V,n-boyutlu bir reel vektér uzayr ve g:V XV — R bilineer form

olsun. Bu durumda V nin bir 8 = {xy, x5, ..., x,,} baz1 vardir, 6yle ki

g(xi, %) =0, i #J,
glxi,x) =0, 1<i<uy,
glxpx)=-1, u+1<i<p+r,
gxpx) =1, u+t+1<i<pu+rt+p,

11
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dur. Burada g + t + p = n dir. Bu durumda (u, , p) tgliisiine g nin tipi ve 8 bazina
ise g ye gore V nin ortonormal bazi denir [18].
Tamim 2.22. V,n-boyutlu bir reel vektér uzayr ve g: V XV — R bilineer form

olsun. Bu durumda g nin dejenere uzayr Ny ile gosterilir ve

N} = {x|g(x,y) =0,VyeV }

seklinde tanimlanir. Bu uzayda iki nokta arasindaki biitiin uzakliklar sifirdir. Eger
1 = 0ise Nj = {0} olur ve g nin nondejenere oldugu goriiliir. Bu durumda g nin tipi
(z,p) ise V ye t indeksli i¢ carpim uzayi denir [18].

Tamim 2.23. V bir vektor uzayi ve g de V iizerinde bir simetrik bilineer form olsun.
g nin negatif tanimli oldugu en genis alt uzay W nun boyutuna g nin indeksi denir. g
nin tipi (4,7, p) ise boy W = 1 dur. Ozel olarak T = 0 ise V ye pozitif yar1 tamml1 i¢
carpim uzayi ve T = boy V ise V ye negatif tanimli i¢ garpim uzay1 denir [18].

Tamim 2.24. V bir vektor uzayi ve g de V {izerinde bilineer form olsun. Bu durumda

q:V-R
v-q)=gwv)

seklinde tanimlanan fonksiyona g ile birlesen kuadratik form denir. g ile q arasinda

1
glv,w) =@ +w) —q() —qw))

bagintis1 vardir. Bu esitlige polarizasyon 6zdesligi denir [18].

Lemma 2.25. V, n-boyutlu bir reel vektor uzayi, V = Sp{x,, x5, ..., x,} ve g de V
tizerinde bir bilineer form olsun. Bu durumda v € V ve Yw € V i¢in g(v,w) = 0
olmasi igin gerek ve yeter sart g(v,x;) =0, 1 <i < n, olmasidir [18].

Tanmim 2.26. Bir V reel vektor uzayi lizerinde tanimli simetrik, nondejenere, g: V X
V' — R bilineer formuna bir skaler ¢arpim ve (V, g) ikilisine de bir skaler ¢arpim
uzayi denir [18].

Tamim 2.27. V,n-boyutlu bir reel vektor uzayi ve g de V iizerinde bir skaler carpim

12
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olsun. Bu durumda 0 # v € V igin

1. g(v,v) <0ise v ye timelike vektor,

2. g(v,v) > 0ise v ye spacelike vektor,

3. g(v,v) = 0ise v yenull (lightlike) vektor,
denir. Ozel olarak 0 vektdrii spacelike vektdr olarak kabul edilir. Bir non-null v € V
vektorii i¢in |g (v, v)| = 1 ise v ye birim vektor denir [18].

Nondejenere g formuna bir indefinite (belirsiz) form da denir. V vektor uzayinda
null vektorlerin olmasi igin gerek ve yeter sart g nin indefinite olmasidir [18].

(V, g) skaler garpim uzayinda x L y olmasi igin gerek ve yeter sart g(x,y) =0
olmasidir. Buna gore null bir vektér daima kendisine diktir. A, B € V olmak iizere
A 1 B olmasi i¢in Vx € Ave Vy € B i¢in x L y olmasi gerekir [18].

Tanmm 2.28. (V,g) bir skaler ¢arpim uzayr ve W c V bir alt uzay olsun. Bu

durumda W nin diki W+ ile gosterilir ve
wt={xev]|gly)=0vyeWw}

seklinde tanimlanir [18].

Lemma 2.29. V,n-boyutlu bir reel vektér uzayr ve W de V nin bir alt uzay1 olsun.
Bu durumda boyW + boyW+ = boyV = nve (W+)*+ = Wdir [18].

Tanim 2.30. (V, g) bir skaler ¢carpim uzay1 ve W da V nin bir alt uzayi olsun. Eger

g skaler ¢carpiminin W alt uzayina kisitlanmisi olan

glwiwxw >R

doniistimii nondejenere ise W ya bir nondejenere alt uzay denir. Eger g, W {izerinde
dejenere ise W ya dejenere alt uzay denir [18].

Pozitif taniml bir i¢ ¢arpim uzayinda her bir alt uzay pozitif tanimli i¢ ¢arpim
uzayidir. Fakat skaler carpim uzaylarinda alt uzay dejenere olabilir [18].
Lemma 2.31. (V, g) bir skaler ¢carpim uzayr ve W da V nin bir alt uzayi olsun. V
skaler garpim uzayinin nondejenere olmasi i¢in gerek ve yeter sart V=W Q W+

olmasidir [18].

13
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Lemma 2.32. Sifirdan farkli her skaler ¢arpim uzay1 bir ortonormal baza sahiptir
[18].
Lemma 2.33. (V, g) bir skaler ¢arpim uzayi ve {e;,e,,...,e,} de Vnin g(ei, ej) =

8;; olacak sekilde bir bazi olsun. Bu durumda v € V igin

n

V= Zsig(v, e)e;, & =11,
i=1
dir [18].
Lemma 2.34. (V,g) bir skaler ¢arpim uzayr ve {e, ey, ...,e,} de V nin bir
ortonormal bazi olsun. Bu durumda (&g, &, ..., &,) lerin negatif isaretli olanlarinin
sayist IV nin indeksidir [18].
Tamm 2.35. (V, g) ve (V, g) iki skaler carpim uzayi olsunlar. Eger T:V — V lineer

doniisiimii i¢in
g(Tvy, Tvy) = g(vy, v3), Vv, EV,Vv, €V,

ise T ye skaler carpimlari koruyor veya bir izometri denir [18].

T:V - V bir izometri ise bir birebir déniisiimdiir. Yani Tv = 0 ise Vw € V i¢in
g(w,w) = 0 olacagindan ve g nin nondejenereliginden v = 0 olmak zorundadir
[18].

Bir T:V - V lineer doniisiimiiniin skaler carpimlar korumas i¢in gerek ve yeter

sart bu skaler carpimlara karsilik gelen kuadratik formlar1 korumasidir. Yani

g(Tvy, Tvy) = g(vy,v,) < q(Tv) = q(v)

olmasidir. Skaler ¢arpimlari koruyan T:V — V lineer izomorfizmine bir lineer
izometri denir. Buna gore skaler ¢arpimlari koruyan T:V — V lineer doniisiimiiniin
izometri olmasi igin gerek ve yeter sart boy V = boy V olmasidir [18].

Lemma 2.36. (V,g) ve (V,g) iki skaler ¢arpim uzay: olsun. V ve V nin aym
boyutlu ve aym indeksli olmasi igin gerek ve yeter sart V ve V arasinda bir lineer

izometri olmasidir [18].

14
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Semi-Riemann Manifoldlar ve Baz1 Ozel Operatorler

Tamm 3.1.1. M, n-boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold, p noktasinda M nin
tanjant uzay1 T, M ve T,M nin dual uzay1 da T, M olsun. M nin tanjant demeti TM ve
kotanjant demeti de TM™* olsun. T'(TM) ile TM nin Kesitleri yani M iizerindeki
vektor alanlarinin uzayr ve I'(TM*) ile TM* in Kesitleri yani M tzerindeki 1-
formlarin uzay1 gosterilsin. I'(TM) ve I'(TM*), M fzerindeki diferansiyellenebilir
fonksiyonlarin halkasi olan C* (M) iizerinde birer modiildiir. Bu durumda (r + s)-

lineer

T:Tr'(TM*) X .XI'(TM*) X '(TM) X ..X T'(TM) - C*(M)

r—tane s—tane

dontigiimiine bir (7, s)-tensor alani denir [18].

Tamm 3.1.2. M bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Bu durumda M {izerindeki
simetrik, bilineer ve nondejenere (0,2) tipindeki bir g tensoriine bir metrik tensor
denir [18].

Tamim 3.1.3. M bir diferansiyellenebilir manifold ve g de M iizerinde (0,2) tipinde

bir metrik tensor olsun. Bu durumda Vp € M i¢in
Ip: oM XT,M - R

doniisiimii T,,M {izerinde sabit y indeksli bir skaler carpim ise (M, g) ye bir semi-
Riemann manifold ve y ya da g nin indeksi denir [18].

y = 0 ise M ye bir Riemann manifold ve y = 1 ise M ye bir Lorentzian manifold
denir. M’; bir semi-Riemann manifold: X, M iizerinde bir lokal koordinat komsulugu
ve {x;, X5, ..., X, } de X lizerinde bir lokal koordinat sistemi olsun. X {izerinde metrik

tensoriin bilesenleri

(o @
gij -9 axi'axj

15
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ile gosterilir. Burada lokal koordinatlarda

olmak lizere

yazilabilir. g nondejenere oldugundan buna karsilik gelen matrisin determinanti

sifirdan farkli olup (gij) bir nondejenere matristir. Bu durumda (gl-j) nin tersi vardir.
(gi j) fonksiyonlar1 diferansiyellenebilr ve g simetrik oldugundan g;; = gj; dir.

(gi;) nin tersi (g¥/) olmak iizere g/ = g/* dir. g metrik tensorii
n
g= z gijdx; & dx;
ij=1
olarak da ifade edilebilir. Ger¢ekten Vv, w € I'(TM) igin

n a n a
Q) = ) vz () = vi ve @) = ) wiz— () =w,
k=1

k=1

oldugundan

16
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gww) = D gydxi(v). dzw)

ij=1

n
= Z gijdx; ® dx; | (v, w),

ij=1

elde edilir [18].
Tanimm 3.1.4 R"™ de

Y n
(X,Y) = —in)’i + Z XiYi
=1

j=y+1

bilineer formu R"™ de bir metrik tensordiir. R™ bu metrik tensor ile birlikte bir semi-
Riemann manifold olur. (R",( ,)) ikilisine semi-Oklidyen uzay denir. Eger y # 0
ise

_{ -1, 1<i<y
G141, y+1<i<n’

olmak iizere R™ de bir metrik tensér g = ds? (ds, yay uzunlugu) olarak ifade

edilebilir ve

n

g = ds? =zgidxi®dxi

i=1

olarak yazilabilir [18].
Tamim 3.1.5. (M, g) bir semi-Riemann manifold olsun. Eger X € T,,M i¢in
1. g(X,X) >0 ve X =0ise X e spacelike
2. g(X,X)<O0ise X etimelike
3. gX,X) =0ve X # 0ise X enull (nightlike)
vektor denir. T,M deki null vektorlerin kiimesi p € M de bir null koni olarak

adlandirilir. Bir vektoriin yukaridaki {i¢ durumdan birini saglamasina vektoriin causal

karakteri denir [18].

17
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Tamm 3.1.6. (M, g) bir semi-Riemann manifold olsun. i:M — M doniisiimii bir

immersiyon yani M, M nin bir alt manifoldu olsun. Bu durumda X, Y € I'(TM) i¢in
gX,Y) =g@.X 1Y) =i"g(X,Y)

olmak iizere i*g, M iizerinde bir metrik tensdr ise M ye M nin bir semi-Riemann alt
manifoldu denir. Eger i*g bir metrik tensor degil ise M ye bir dejenere alt manifold
denir [18].

Riemann manifoldlarinda i*g her zaman bir metrik tensordiir [18].

Tamm 3.1.7. (M, g) bir semi-Riemann manifold olsun. Herhangi bir
fiM-R
diferensiyellenebilir fonksiyonu i¢in
grad:C*(M) - I'(TM)

olmak tizere gradf vektor alan1 bir tek X vektor alan1 ve biitiin Y vektor alanlari

cinsinden
g&X,Y) =df(¥) =Y[f]
ile tanimlanir. Bu durumda X = gradf icin
g(gradf,Y) = df (Y) =Y[f]

karakterizasyonu yapilabilir [12].
Onerme 3.1.8. (M, g) semi-Riemann manifoldu iizerinde bir lokal koordinat sistemi

(x1,x2,...,x™) olsun. Bu durumda
fiM->R

diferansiyellenebilir fonksiyonu i¢in lokal koordinatlar cinsinden

18
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dir. Eger M = R" ise g/ = 6/ ve

= 9f\ 0
gradf = Z (c')xi) dxt
i=1

olur [12].
Tanim 3.1.9. M bir manifold ve M iizerindeki vektor alanlarinin uzayr I'(TM)

olmak tlzere

V:I['(TM) X I'(TM) - I'(TM)
(X,Y) > VyY

fonksiyonu VX,Y,Zel'(TM)veV f,ge C*(M) i¢in asagidaki ozellikleri

sagliyorsa V ya M manifoldu tlizerinde bir lineer koneksiyon denir [18]:

1. VfX+gYZ = fVXZ + gVyZ,
2. Vx(fY +gZ) = fVyY + gVyxZ + (XY + (Xg)Z.

Tanmm 3.1.10. (M, g) bir semi-Riemann manifold ve V7, M iizerinde lineer

konneksiyon olsun. Eger V konneksiyonu vV X,Y,Z € I'(TM) igin

1. [X,Y] = VyY — VX,

sartlarin1 sagliyor ise V ya M {izerinde bir Levi-Civita konneksiyonu denir [18].
M 1iizerinde bir Levi-Civita konneksiyonu V X,Y,Z € I'(TM) igin

29(7xY,2) =X(g(Y,2) +Y(9(2,X)) - Z(g(X,Y))

19
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olarak tanimlanan Kozsul esitligi ile belirlenir [18] .

Herhangi bir g metrik tensoriin, V X,Y,Z € I'(TM) igin
xg)(Y,2) =Xg(Y¥,Z2) —g(VxY,Z) — g(Y,VxZ)
ile verilen kovaryant tiirevi, V bir Levi-Civita konneksiyon ise
Vg=20

bi¢ciminde de yazilabilir [18].
Tamm 3.1.11. (M, g), m-boyutlu bir semi-Riemann manifold ve (x!,x2,...,x™), M

nin bir lokal koordinat sistemi olsun. Bu durumda

ile karakterize edilen I"lf bilesenlerine ¥ nin bilesenleri veya Christoffel katsayilar

denir ve

olarak tanimlanir [18].

Tamim 3.1.12. M, m-boyutlu bir manifold olsun. Bu durumda X,Y,Z € I'(TM) igin

R:I'(TM) X I'(TM) X I'(TM) = I'(TM)
(X,Y,Z) - R(X,Y,Z) = R(X,Y)Z
R(X, Y)Z = vayz - Vyvxz - V[X,y]Z

olarak tanimlanan R tensor alinina V konneksiyonunun egrilik tensorii denir [18].

Tamim 3.1.13. (M, g), m-boyutlu bir semi-Riemann manifold olsun. Bu durumda

K:[(TM) X I'(TM) X I'(TM) X T'(TM) > C*(M)
X,Y,Z,W) > K(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W)
20
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olarak tanimlanan 4. mertebeden kovaryant tensére M {izerinde Riemann Christoffel
egrilik tensorli denir [18].

Tamim 3.1.14. (M, g), m-boyutlu bir semi-Riemann manifold ve M nin bir p
noktasindaki tanjant uzayinin 2-boyutlu bir altuzayr P olsun. P yi geren birim

vektorler Xy, Y,, ve M lizerindeki Riemann Christoffel egrilik tensorti K olmak lizere
K(Xp, Yp, Xp, ¥p)

degerine M nin p noktasindaki P diizlemine gore kesit egriligi denir ve KM (XAY) ile
de gosterilir [18].

Tamim 3.1.15. (M, g), m-boyutlu bir semi-Riemann manifold olsun. Bu durumda
X,Y e '(TM) igin

S:T'(TM) X TI'(TM) - C®(M)

m
S(XY) = iz(R(X, =) — Y) = Z e:.g(R(X, e)e;, Y)
i=1
olarak tanimlanan tensor alanina M nin Ricci tensor alani denir. Burada {e;}, M de
ortonormal bir ¢atidir [18].
Ricci operatorii ise (1,1) tipinde bir tensordiir, Q ile gosterilir ve X,Y € I'(TM)

i¢in
9@QX),Y) =5(X,Y)

ile karakterize edilir [18].
Onerme 3.1.16. Ricci operatorii self-adjointtir. Yani (M, g) bir semi-Riemann
manifold ve X,Y € I'(TM) i¢in

9(Q(X),Y) = g(X,Q(Y))

dir [18].
Tamm 3.1.17. (M, g), m-boyutlu bir semi-Riemann manifold olsun. p € M olmak
lizere T,M nin 2-boyutlu altuzaylarma gore kesit egriliklerinin toplamma skaler
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egrilik denir ve {e;}, M de ortonormal bir ¢at1 olmak tlizere

m
r= Z gS(e;e;)

i=1

ile tanimlanir [18].

Tamim 3.1.18. M bir semi-Riemann manifold ve K(P), M iizerinde kesit egriligi
olsun. Eger biitiin P diizlemleri ve biitiin p noktalar1 i¢in K (P) sabit ise bu durumda
M ye sabit egrilikli uzay denir. Sabit egrilikli semi-Riemann manifolduna da bir uzay
form denir [18].

Teorem 3.1.19. Eger M sabit ¢ egrilikli uzay form ise VX,Y,Z € I'(TM) olmak

uzere
RX,Y)Z =clg(Y,2)X — g(X,Z)Y]

ile verilir [18].
Tamm 3.1.20. (M, g), m-boyutlu bir semi-Riemann manifold olsun. Bu durumda
VX,Y,Z € '(TM) i¢in

SX,Y) = ag(X,Y) + bn(X)n(¥)

olacak sekilde a ve b fonksiyonlar1 var ise M ye bir n-Einstein manifold denir [29].
Tanmm 3.1.21. (M, g) bir semi-Riemann manifoldu olsun. M iizerinde 8 bir 1-form

ve E de bir vektor alani ise T*M deki konneksiyon

V:I'(TM) x I'(T*M) - I'(T*M)
(E,0) > Vg0
V:0(G) = E(6(G)) — 0(V:G)

bigiminde tanimlanir. Boylece

E(6(6)) = Vz0(G) + 6(VxG)
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Leibniz ¢arpim kurali elde edilir [12].
Tanmm 3.1.22. (M, g), m-boyutlu bir semi-Riemann manifold olsun. 6 1-formunun

divengensi
divd = divMe

ile gosterilir ve

dive = izVf = g"(Vy,0)X; = g¥ {Xi (G(Xj)) - G(VXL-XJ')}

=Y &(V,,0)e; = Xty ei{ei(6(e)) — 0(Vee:)}

bi¢iminde tanimlanir. E' vektor alaninin divergensi div E ise

m m
div E = izVE = ) &g F,e) = ) efe(g(Ee)) - 9B, Vo)
i=1 i=1

ile verilir. Burada {X;}, M iizerinde keyfi ¢at1 sistemi ve {e;}, T,M i¢in ortonormal
bir bazdir [12].
Onerme 3.1.23. (M, g), m-boyutlu bir semi-Riemann manifold ve (x%,x2, ..., x™),

M nin bir lokal koordinat sistemi olsun.

. .0
= 0. 0x) * - Fj —
0 =0;0x) e '(T"M)veE Eaxje r(TMm)

alalim. Bu durumda lokal koordinatlarda

_ (06, , OE! -
divg = g¥ W—I}jek VedlvE=W+Efl}j

ile verilir. Ayrica |g| = det(g;;) olmak iizere

divg = Lil( l9196;) ve divE = Lil( 91EY)

max max
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dir [12].
Tanmm 3.1.24. (M, g) bir semi-Riemann manifold olsun. Bu durumda kodiferasiyel

d” ile gosterilir ve 6 bir 1-form olmak tlizere
d* = —dive

seklinde tanimlanir [12].
Tamm 3.1.25. M bir diferansiyellenebilir m-boyutlu manifold olsun. Bu durumda

M nin her noktasina r-boyutlu bir lineer alt uzay karsilik getiren ve

D:M—TM

p—>D,cT,M

seklinde tanimlanan D doniisiimiine M iizerinde distribiisyon (dagilim) denir. Eger

Vp € M noktasi igin D, de r-tane diferansiyellenebilir lineer bagimsiz vektor alani
var ise D distribiisyona diferansiyellenebilirdir denir. Eger X,Y eI'(D) igin
[X,Y]eF(D) ise D distribiisyonuna involutive distribisyon denir. Eger D

distribilisyon involutive ise integrallenebilirdir [29].

Tanimm 3.1.26. (M, g) ve (N,h) semi-Riemann manifoldlar1 olsun. ¢: (M, g) —
(N, h) bir diferensiyellenebilir doniisiim olmak {izere h metrigini pull-backi ¢*h ile
gosterilir ve X, Y € I'(TM) igin

p*h(X,Y) = h(d(px(X),dgox(Y)), xeM

bi¢iminde tanimlanir [12].

Tanmm 3.1.27. (M, g) ve (N,h) Riemann manifoldlari, ¢: (M, g) — (N,h) bir
diferensiyellenebilir doniisim ve x € M olmak iizere x noktasinda ¢ nin tlirev
dontigtimiiniin Hilbert-Schmidt normu |d¢,| ile gosterilir ve T, M tanjant uzaymin

bir {e;}/%, bazi i¢in
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dol? = > h(dp(en, dp(en)

ile tanimlanir.

Lokal koordinatlarda ise

ldox|? = gY@l hag

dir. Buradan
m
dl? = > h(dp(en, dp(e)
i=1

m
=) ¢'hiene)
i=1

=izp*h

oldugu goriiliir [12].
Tanim 3.1.28. (M, g) ve (N, h) semi-Riemann manifoldlari, ¢: (M, g) = (N, h) bir
diferensiyellenebilir doniisim olsun. ¢ nin d¢, tirev donlisimiiniin eki dey ile

gosterilir ve X € TyM, Y € Ty,)N igin

9(X,dpx(Y)) = h(de,(X),Y)
bi¢iminde karakterize edilir. Boylece
¢"h(X,Y) = h(de,(X),de,(Y)) = g(de; 0 dp,(X),Y)

elde edilir [12].
Tamm 3.1.29. Oklidyen uzay R" de Laplasyan, f € C*(R™) olmak iizere

A:C*(R™) - C*”(R™)
f = div(gradf)
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Af = dw(gmdf)_Zle( ) i

i=1

olarak tanimlanir [12].

Gradiyent ve divergens tanimlar1 kullanilarak Laplasyon tanimi keyfi bir semi-
Riemann manifolduna genisletilebilir:
Tanim 3.1.30. (M, g) bir semi-Riemann manifoldu olsun. Bu durumda M {izerindeki

Laplasyon ya da Laplace-Beltrami operatdrii A= AM= A ile gosterilir ve
Af = div(gradf) = divdf = —d*df = izVdf

biciminde tanimlanir. Burada f,U € M acig1 iizerinde tamiml reel-degerli C2-
smifindan bir fonksiyondur [12].
Tamm 3.1.31. (M, g) bir semi-Riemann manifoldu ve f e C*(M) olsun. Bu

durumda
Af =0

esitligi Laplace denklemi olarak adlandirilir ve bu denklemin ¢oziimlerine U € M
tizerinde harmomik fonksiyonlar denir [12].

M manifoldunun {e;}{*, ortonormal gatisin1 gézoniine alalim. Bu durumda

af = ) efeie() - (le)f)

olur [12].
Onerme 3.1.32. (M, g) bir semi-Riemann manifoldu olsun. (x%,x2,..,x™), M

tizerinde bir lokal koordinat sistemi ise |g| = det(gy;) olmak iizere

:; fai( Iglg”—f) Zg <6x‘26];] Ef@éj")

i,j=1

dir [12].
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3.2. Hemen Hemen Parakontakt Metrik Manifoldlar

Bu kisimda hemen hemen parakontakt manifold tanitilarak, temel 6zellikleri

verilecektir.

Tanmm 3.2.1. M, (2n+1)—boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold olsun. M
tizerinde ¢, (1,1)—tipindeki bir tensor alani, 7 1-form ve & de bir vektor alani

olmak tizere

P> =1-1Q®¢,
né =1

sartlar1 saglaniyor ise (¢, &, n) Ugliistine M {izerinde bir hemen hemen parakontakt

yap1 ve (M, ¢, &, n) ya da bir hemen hemen parakontakt manifold denir [19].

Onerme 3.2.2. M*™ Dir (¢,&,n) hemen hemen parakontakt yapisina sahip bir

hemen hemen parakontakt manifold olsun. Bu durumda
$pE=0, nop =0, rank ¢ =2n

dir [19].

Tanim 3.2.3. (M, ¢, £, 1) bir hemen hemen parakontakt manifold olsun. Eger
tizerinde

g(@X,pY) = —g(X,Y) + n(X)n(Y)

olacak sekilde bir g semi-Riemann metrigi var ise M ye bir hemen hemen
parakontakt metrik manifold ve g metrigine bagdasabilir metrik denir. A¢ik olarak g
metrigi indeksi n olan bir semi-Riemann metriktir [20].

Sonu¢ 3.24. (M,¢,&,1m,9), (2n+1)—boyutlu hemen hemen parakontakt metrik
manifold olsun. Bu durumda her X,Y eT'(TM) igin
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g(@X,Y) =—gX,¢Y) ve nX)=gX,3)
dir [20].

Tamm 3.2.5. M, (¢,¢,n, g) yapisina sahip bir hemen hemen parakontakt manifold
olsun. Bu durumda M iizerinde ®(X,Y) = g(X,¢Y), VX,Y € I'(TM), seklinde
tanimlanan @ doniistimiine, (¢, &, n, g)hemen hemen parakontakt yapisinin temel iki
formu denir [20].

Tamm 3.2.6. M , (¢, &, 71, g)yapisina sahip bir hemen hemen parakontakt manifold
olsun. Eger her X,Y eI'(TM)i¢in g(X, ¢pY) = dn(X,Y) ise M ye bir parakontakt

metrik manifold ve n ya M nin parakontakt formu denir. Burada
1
dn(X.Y) =§{X77(Y)—Y77(X)—77([X,Y])}

dir [20].
(2n+1)—boyutlu bir (M,¢,&,n,g) hemen hemen parakontakt metrik

manifoldu i¢in bir lokal ortonormal baz insa edilebilir. Kabul edelim ki U, M

tizerinde bir koordinat komsulugu ve X, & ye dik olacak sekilde U iizerinde

herhangi bir birim vektor alan1 olsun. Bu durumda ¢X,, X,ve & ye ortogonal vektor

alani olsun. Bu durumda ¢X,, X, ve &, X, ve ortogonal vektor alani ve |¢5X1|2 =-1

dir. £, X, ve ¢X, e ortogonal olacak sekilde bir X, ve birim vektor alani secilirse
#X,, X1, 9X,, X, Ve & ye ortogonal vektdr alant ve |¢X,|" =—Lolur. Bu sekilde

devam ederek ¢—baz1 olarak adlandirilan bir {Xi,¢Xi,§}, (i=1...,n) lokal

ortonormal bazi elde edilir [20].

Tamim 3.2.7. V bir reel vektor uzay1 olmak tizere J :V —V lineer doniisiim

J2=1
sartlarin1 saglhiyor ise J ye V iizerinde bir parakompleks yapi denir [29].
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(2n+1) —boyutlu bir hemen hemen parakontankt manifold (M, ¢, &, 1) olsun.
M X R iizerinde herhangi bir vektor alam1 (X, f %) seklindedir. Bu X,M ye teget

bir vektdr alani; t,Rnin bir koordinati ve f,M X R iizerinde tanimli bir

diferansiyellenebilir fonksiyondur. M X R tizerinde bir hemen hemen parakompleks

yapt J
d d
J(X,fa)=(¢X+f§,n(X)a)

ile tanimlanir [19].

Tanim 3.2.8. M bir diferansiyellenebilir manifold olmak tizere M iizerinde (1,1)—

tipinde tensor alan1 F olsun. Her X,Y e '(TM) igin
NF(X,Y):FZ[X,Y]+[FX,FY]—F[FX,Y]—F[X,FY]

seklinde tanimli N; tensor alanmna F nin Nijenhuis tensor alani denir. Eger ozel

olarak F yerine J hemen hemen parakompleks yapisi alinirsa
Nj(X,Y):JZ[X,Y]+[JX,JY]—J[JX,Y]—J[X,JY]
=[X,Y]+[IX,IY]-I[IX,Y]-I[X,IY]
olur [29].

Tanim 3.2.9. (M,J) hemen hemen parakompleks manifold olsun. Eger N, =0 ise

J doniisiimii integrallenebilirdir [20].

Tanim 3.2.10. (M, ¢,&,n) bir hemen hemen parakontakt manifold olsun. M X

R tizerindeki bir J hemen hemen parakompleks veya integerallenebilir ise (¢, &,7)

hemen hemen parakontakt yapisina normaldir denir [20].
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(M, ¢,¢,n) bir hemen hemen parakontakt manifold ve N, ¢ nin Nijenhuis

tensor alani olsun. Bu durumda X,Y e '(TM)i¢in

N,(X,Y) = [ X, Y ]+[¢X, 0¥ |- 8[#X, Y ]-4[ X, Y]

dir [20].
Onerme 3.2.11. M, (¢,&,n) hemen hemen parakontakt yapisina sahip bir hemen
hemen parakontakt manifold olsun. Bu durumda (¢, &,) hemen hemen parakontakt

yapisinin normal olmas i¢in gerek ve yeter sart N, —2d7 ® & =0 olmasidir [20].

Tamm 3.2.12. (M, $,¢,1,9), (2n+1)—boyutlu bir parakontakt metrik manifold
olsun. Eger¢ bir Killing vektor alani ise bu durumda M {izerindeki parakontakt

yapiya K —parakontakt yapt ve M manifolduna da K —parakontakt manifold denir
[20].

Onerme 3.2.13. (M, ¢, &,n, g) bir parakontakt manifold olsun. Bu durumda M nin

bir K —parakontakt manifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Vxé = —¢X
olmasidir [20].

Lemma 3.2.14. (M, ¢, &,n, g) bir hemen hemen parakontakt metrik manifold olsun.
M nin bir para-Sasakian manifold olmasi icin gerek ve yeter sart her X,Y e '(TM)

i¢in
(Vx@)Y ==g(X,Y)&+n(Y)X

olmasidir [20].

Onerme 3.2.15. (M, ¢,&,n, g) bir para-Sasakian manifold olsun. Bu durumda her
X,Y eI'(TM) igin
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R(X,Y)¢ =nX)Y —n(¥)X,
gRX,Y)Z,§) = gX,Z)n¥) — g(¥,Z)n(X),
R X)Y = —gX, )¢ +n(Y)X,

R(, X)¢ =X —n(X)§,

SX,§) = —2nn(X)

dir [20].
Lemma 3.2.16. (M, ¢,&,n,g) bir n-Einstein para-Sasakian manifold ise VX,Y,€
['(TM) i¢in

r
2n

r

S(X,Y) = ( o=

+1) g, ¥) = (5= +2n+ 1) n(X)n(Y)

dir [30].
Onerme 3.2.17. (M, ¢,&,n,g) bir 3-boyutlu para-Sasakian manifold olsun. Bu
durumda M bir »#-Einstein manifolddur ve VX,Y,Z, W € I'(TM) igin

ROLY,Z,W) = (5+2) (g7, gt W) = g (X, D)g (v, )}

){ gX, Z2mYInW) — g(¥, Z)n(X)n(W) }

r
+(3+3 +9 (Y, Wn(X)n@) — g(X, Win(¥)n(2)

2

dir [31].
Teorem 3.2.18. (M, ¢,&,1,9), (2n+1)—boyutlu (n>1) bir para-Sasakian manifold

olsun. Eger paraholomorfik kesitsel egrilik noktadan bagimsiz ise
G(ROXV)ZW) =222 (g(Y, 2)g(X W) - (X, 2)g(Y W)
g(xX, Z)n(Y)nW)+g (Y, W)n(X)n(Z)
kL =GO W)Y )(2) - g (Y, Z)g (@Y W)
4 | +9(Y.4Z)g(sX W) - g(X,4Z)g(4Y W)
+29(4X,Y)g(4Z,W)

dir [30].
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Tamim 3.2.19. Eger M manifoldu {izerinde paraholomorfik kesitsel egrilik sabit ise

M ye para-Sasakian uzay form denir. Bir para-Sasakian uzay form M (k)ile

gosterilir [30].

(M, ¢,&,1, g) bir para-Sasakian manifold ve M de M nin bir nondejenere
altmanifoldu olsun. M manifoldundan M ye indirgenen metrigi de g ile gdsterelim.
V, M iizerindeki Levi-Civita konneksiyonu ve V da M iizerindeki indirgenmis

konneksiyon olmak iizere her X,Y eI'(TM) ve V €T(T*M)igin Gauss-

Weingarten formiilleri

VY = V¥ + B(X,Y),

ile verilir. Burada normal demet degerli simetrik bilineer B formuna M nin ikinci
temel formu ve simetrik A, lineer operatoriine ise normal kesite gore Weingarten
temel tensorii denir [18].

Tamm 3.2.20. (M, ¢, &,1, g), (2n+1)—boyutlu bir para-Sasakian manifold ve M de
M nin m-boyutlu bir nondejenere altmanifoldu olsun. Herhangi bir p € M noktasinda

T,,M nin bir ortonormal baz1 {e;, ey, ..., €, } olmak iizere

1 m
My = ;Z &8 (e €))
=

seklinde taniml p,, vektoriine p € M noktasinda M nin ortalama egrilik vektor alani
denir. Eger u = 0 ise M ye minimaldie denir [18].
Tamm 3.2.21. (M, ¢,&,7,9), (2n+1)—boyutlu bir para-Sasakian manifold ve M de
M nin m-boyutlu bir nondejenere altmanifoldu olsun. Eger

1. B = 0ise M ye bir tamamen geodezik altmanifold,

2. B(X,Y)=pgX,Y), VX,Y ET(TM), p € C*(M) ise M ye bir tamamen

umbilik altmanifold

denir [18].
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Tamm 3.2.22. (M,¢,&,1,9), (2n+1)—boyutlu bir para-Sasakian manifold ve
I € R olmak iizere y:1 - (M, ¢,&,7,g) de bir diferensiyellenebilir egri olsun. Eger

1/2% = T olmak iizere n(T) = 0 ise y ya M iizerinde bir Legendre egrisi denir [22].

3.3. Biharmonik Doniisiimler

Bu kisimda Riemann manifoldlar1 arasindaki harmonik ve biharmonik
doniistimler i¢in temel tanimlar verilerek bazi 6zellikleri incelenecektir.

Tanmm 3.3.1. W, M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar olmak iizere
o:M > N

bir diferensiyellenebilir doniisim olsun. Bir W — N vektor demetinin pull-back

demeti @ 1W — N ile gosterilir ve x € M i¢in bu demet
(Qo_lw)x =Wy

ile tanimlanan liflere sahiptir. W — N vektdr demeti lizerindeki konneksiyon V% ise

@~ 'W — M pull-back demeti iizerindeki konneksiyon V¢ ile gosterilen ve

V9. [(TM) x I' (9~ W) - ['(p~'W)
(X, 9" 0) = V5 (9*0) = Vi )0

ile tanmimlanan tek lineer konneksiyondur. V% konneksiyonuna pull-back

konneksiyon denir. Burada

Qo = 0o

dir [12].
M = (M,g) ve N = (N, h) Riemann manifoldlar1 ve

o:M—> N
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bir diferensiyellenebilir doniisiim olsun. ¢ nin tiirev doniisimii de,
T*M ® ¢ TN = Hom(TM, ¢ 'TN) > M

vektor demetinin bir kesiti olarak diisiiniilebilir. Hom(TM, ¢ TN) - M vektor
demeti, M manifoldu iizerindeki VM Levi- Civita konneksiyonu ve V¥ pull-back
konneksiyonundan indirgenen V konneksiyonuna sahiptir. V konneksiyonun

doel (T*M ® ¢~ 1TN) kesitine uygulanmasiyla ¢ doniisiimiiniin
T"M @ T*M ® ¢~ 'TN - M

vektor demetinin bir kesiti olan ikinci temel formuna ulasilir.

Tanmm 3.3.2 (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlar1 ve
o:M > N

bir diferensiyellenebilir doniisiim olsun. Bu durumda ¢ doniisiimiiniin ikinci temel
formu dgp € I'(T*M @ @ 'TN) olmak iizere Vdg ile gosterilir ve X,Y € I'(TM)

i¢in

Vde : ['(TM) x ['(TM) > I'(p~TN)
X,Y) » Vde((X,Y)
Vdep (X,Y) = (Vxdo)(Y) = Vide(Y) — dp(V¥Y)

seklinde tanimlanir [12].
{x1,..,x™} ve {yl, ...,y"} swrasiyla (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlari

uzerindeki lokal koordinat sistemleri olsun. Bu durumda

3 9\ O 4 9
o)y = Vo (53.57) = 2, Yy
y=1

yazilabilir. Burada
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n
Pij = 0xt0x) b gxk aB gxt QxJ

olup Fl-j-‘ ve L);ﬁ sirastyla M ve N deki Christoffel sembolleri ve “;” de ikinci
mertebeden kovaryant kismi tiirevi gostermektedir [12].

Onerme 3.3.3. M ve N Riemann manifoldlar1 ve ¢:(M,g) = (N,h) Dbir
diferensiyellenebilir doniisim olsun. Bu durumda ¢ nin ikinci temel formu
simetriktir [12].

Ornek 3.3.4. (Altmanifoldlar) (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlar1 ve

©:M—> N

bir izometrik immersiyon olsun. ¢ "*TN pull-back demeti teget ve normal demetinin

direkt toplami olarak
P 'TN=tM Q VM, X =X"+Xx*

bi¢iminde yazilabilir. d¢ tiirev doniisiimiiniin, TM ile TM nin d¢ altmda ¢ 'TN
pull-back demetindeki goriintiisii olan T™™ yi 6zdeslestirdigi disiiniiliirse, X,Y €
I'(TM) igin

Vi (de() = VY

esitligine ulasilir. Bu durumda de(V¥Y), VXY nin tanjant bileseni ve Vdg(X,Y) ise
V¥Y nin normal bilesenidir. Boylece Vde(X,Y),N deki ¢@(M) immersed
altmanifoldunun B(X,Y) ile gosterilen ikinci temel formu olur. Dolayisiyla bir ¢
izometrik immersiyonun ikinci temel formunun, N deki (M) immersed
altmanifoldunun ikinci temel formuna esit oldugu goriiliir [12].

Tamim 3.3.5. (M™, g), (N™, h) Riemann manifoldlar1 ve
@:M™ - N
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bir diferensiyellenebilir doniisiim olsun. ¢ nin tensiyon alam 7(¢) € I'(¢~1TN) ile

gosterilir ve
m
(@) = divdp = —d*dp = izVdp = 2 Vdo(e;, ;)
i=1

seklinde tanimlanir. Burada {e;, ..., e,,}, M lizerinde bir ortonormal bazdir [12].
Tamm 3.3.6. (M, g) ve (N,h) sirasiyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlari,
X € M ve ¢: M — N bir diferensiyellenebilir doniisiim olsun. ¢ nin enerji yogunlugu

e(p) ile gosterilen ve

e(p): M —[0,00)

1 2
X = e(‘/))x = Eld‘pxl

seklinde tanimlanan bir diferensiyellenebilir fonksiyondur. Burada {e, ..., e, }, Ty M

tanjant uzayi igin bir ortonormal baz ve |d¢,|?,

dl? = > h(dpe(ep, dpx(e)

ile tanimlanan Hilbert-Schmidt normudur [12].
Tamm 3.3.7. (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlari; D, M de bir kompakt bolge
ve @: M — N bir diferensiyellenebilir doniistim olsun. ¢ nin enerji integrali, ¢ nin

enerji yogunlugunun integrali olarak tanimlanir ve E(¢; D) ile gosterilir. Yani

BeiD) = |

D

1
e(ply, = Ef |do|?v,
D

dir. E(p;D) =0 dir ve E(p; D) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ nin D
tizerinde sabit olmasidir. Eger M manifoldu kompakt ise E(¢p; M) yerine E(¢)
gosterimi kullanilir. Enerji integrali sadece g ve h metriklerine baghdir [12].
Tamim 3.3.8. (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlar1 ve

36



3. MATERYAL ve YONTEM Mustafa YILDIZ

C”(M,N) ={p | @:M > N, ¢ bir C* déniisim }

kiimesini g6z Oniine alalim. @ € C*(M,N) doniisimii kompakt bir D bolgesi

tizerinde
E(.;D):C*(M,N) - R

ile tanimlanan enerji fonksiyonelinin kritik noktasi ise ¢ ye harmoniktir denir [12].

Tanim 3.3.9. M ve N Riemann manifoldlar1 ve
o:M > N

bir diferensiyellenebilir doniisim olsun. ¢ nin bir C* varyasyonu, € > 0 olmak

uzere
p:M X (—¢g¢e)->N
(x,t) = @c(x)
bigiminde tanimlanir 6yle ki ¢, = ¢ dir [12].
{p.}, C* olarak sadece bir t € (— ¢, &) parametresine bagh diferensiyellenebilir

doniisiimlerin bir ailesi olarak diisiiniilebilir.

Tanim 3.3.10. M ve N Riemann manifoldlari
©o:M—> N

bir diferensiyellenebilir doniisiim ve x € M olsun. Vx € M igin t = ¢,(x) doniligimii

¢@(x) € N noktasindan gecen bir C* egri tanimlar. Bu egrinin

9 (x)
ot

v(x) = | t=0 € qu(x)N
ile tammlanan ve @ TN pull-back demetinin bir kesiti olan hiz vektdriine ¢, nin
varyasyon vektor alani denir [12].
Tersine ¢ TN pull-back demetinin bir kesiti olan v igin ¢ nin
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(Pt(X) = €XPy(x) (tv(x))

ile taniml1 bir tek olmayan {¢,} ailesi vardir.
Tanim 3.3.11. M ve N Riemann manifoldlar1 ve D, M nin kompakt bir altkiimesi
olsun. Bu durumda ¢: M — N, C* doniistimiiniin bir C* {¢,} varyasyonu Vt igin
M \ D iizerinde ¢, = ¢ sartin1 sagliyorsa {¢,} varyasyonu D iginde desteklenir
denir. Burada D ile D nin i¢i gosterilmektedir [12].

Tanim 3.3.8 1 bir bagka sekilde asagidaki gibi vermek miimkiindiir.
Tanim 3.3.12. (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlar1 olsun. Bu durumda

©:M—> N

diferensiyellenebilir doniisiimii M nin biitiin D kompakt bolgeleri ve D iginde

desteklenen biitiin C*® {¢,} varyasyonlari i¢in

d
EE(QDtJD) | t=0 =0

sartin1 sagliyorsa ¢ ye bir harmonik doniisiim denir [12].

Tamim 3.3.13. (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlari, x € M ve

©o:M—> N

bir diferensiyellenebilir doniisiim olsun. @ ~TN pull-back demeti iizerindeki pull-

back metrik ( , ) ile gosterilir ve v,w € I'(¢p 1TN) olmak iizere x € M noktasinda

(v, W)x = hgo(x) (v(x), W(x))

seklinde tanimlanir [12].

Onerme 3.3.14. (Enerjinin Birinci Varyasyonu) ¢: M — N, Riemann manifoldlar1
arasinda tanimlanan bir diferensiyellenebilir doniisim ve {¢.}, ¢ nin Dc M
kompakt bolgesi ic¢inde desteklenen bir C* varyasyonu olsun. Bu durumda

(, ), TN pull-back demeti iizerindeki pull-back metrik olmak iizere

38



3. MATERYAL ve YONTEM Mustafa YILDIZ

d
@D o=~ [ T,

dir. Burada x € D ve v,, {@;} nin

_ 0pc(x) |
Uy = ot t=0

ile tanimlanan varyasyon vektor alanidir [12].

M,N Riemann manifoldlari, ¢: M — N bir C* doniisim ve D, M nin bir
kompakt altkiimesi olsun. Bu durumda ¢ nin harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter
sart (@) = 0 olmasidir [12].

Tanim 3.3.15. M, N Riemann manifoldlari, ¢: M — N bir harmonik doniisiim
olsun. Bu durumda t(¢) = 0 denklemi harmonik denklem veya tensiyon alani
denklemi olarak adlandirilir [12].

Onerme 3.3.16. M, N Riemann manifoldlar;, ¢: M — N bir izometrik immersiyon
olsun. Bu durumda (@) =izB = (boyM)uM dir. Oyleyse bir izometrik
immersiyonun harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu izometrik immersiyonun
minimal olmasidir [12].

Tammm 3.3.17. M ve N Riemann manifoldlari, x € M ve ¢@:M = N bir

diferensiyellenebilir doniisiim olsun. ¢ nin tensiyon alani

() = izVde

olmak iizere D € M kompakt bdlgesi i¢in ¢ nin bienerji integrali

1
Ey(p) = Ef lT(@) v,

ile tanimlanir [5].
Onerme 3.3.18. (Bienerjinin Birinci Varyasyonu) M ve N Riemann manifoldlari,

@:(M,g) - (N,h) bir diferensiyellenebilir doniisim ve {@:}, ¢ nin Dc M
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kompakt altkiimesi iginde desteklenen bir C®varyasyonu olsun. Bu durumda

(, ), TN pull-back demeti iizerindeki pull-back metrik ve A?= —iz(V¢V? —

ngo ), @ ITN pull-back demetinin kesitleri iizerindeki Laplasyon olmak {izere

d D) ,—o =
aEz((PtrD) t=0 —fD (t2(9), v)vy

dir. Burada x € D i¢in v(x), {¢.}nin varyasyon vektdr alani; RN, N manifoldu

tizerinde RV (X,Y) = [Vy, Vy] — V[xy ile tammli egrilik operatérii ve

7,(p) = =A% (1(9)) — izRV (do(—), t(9))de(-)

dir [5].
Tamim 3.3.19. (Bitensiyon Alami)) M ve N Riemann manifoldlar, ¢: (M, g) =
(N, h) bir diferensiyellenebilir doniisiim olsun. ¢ nin bitensiyon alan1 7,(¢) ile

gosterilir ve

72(p) = —A?(1()) — izRV (do (=), 1(p))dep(-)

seklinde tanimlanir [5].
Tamim 3.3.20. (Biharmonik Denklem ve Biharmonik Doniisiim) M ve N
Riemann manifoldlari, ¢: (M, g) = (N, h) bir diferensiyellenebilir doniisiim olsun.

@ nin bitensiyon alan1 7,(¢) olmak {izere

7,(p) = =A% (2(9)) — izRV (do(-),7(p))de(—) =0

esitligine ¢ doniistimiiniin biharmonik denklemi ve 7,(¢) = 0 denklemini saglayan
¢ doniisiimiine de bir biharmonik doniisiim denir [5].

Boylece her harmonik doniistimiin biharmonik olacag: agiktir. Ancak tersi her
zaman dogru degildir. Dolayisiyla harmonik olmayan (non-harmonik) biharmonik
doniistimler 06zel bir Oneme sahiptir. Boyle doniisiimleri 6zgiin biharmonik
doniistimler olarak adlandiracagiz. (N, h) manifoldunun bir semi-Riemannian

manifold olmast durumunda da ¢:(M,g) - (N,h) doniisiimiiniin bienerji
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fonksiyoneli ve biharmonik denklemi yukarida verilen sekilde tanimlanir.
I € R olmak tiizere y:I— (M,g) bir izometrik immersiyon olsun. y(I)

gorintii kiimesi M de bir egrinin goriintlistidiir. y egrisi yay parametresi ile verilsin.

e . . _d ;
Bu durumda y egrisinin tensiyon alani y:d—)t/ = T olmak tizere

() =V ¥

dir. Boylece bitensiyon alani

7,(¥) = —At(y) — izRM (dy, ty)dy
= iz(V'VY = VD) (y) — izZRM(dy, T (y))dy

seklinde yazilabilir. Buradan

w1 =VaVa T + V] 41(y) = izRM(dy, (1)) dy

dt dt ddt
dt
— ygM gM _ iopM
= VayVay t(y) — izR™(dy, 7(y))dy
at dat

= Vit(y) — izRM(dy, ©(y))dy
olur ve y egrisinin biharmonik denklemi
V3T — RM(T,V:T)T =0

seklindedir. Buradan her harmonik egrinin biharmonik olacagi agikca goriilmektedir.
Ancak bunun tersi her zaman dogru degildir. Ayrica R nin bir agik aralifindan veya
S den tamimlanan bir déniisiimiin harmonik olmasi igin gerek ve yeter sart bu
donlistimiin  yay uzunlugunun bir kat1 ile parametrelendirilmis bir geodezik
olmasidir. Boylece geodezikler biharmonik egrilerin bir alt sinifin1 olusturur. Bu
durum biharmonik egrilerin smifimm  geodeziklerden daha genis hale getirir.

Dolayisiyla 6zgiin (geodezik olmayan) biharmonik egriler olduk¢a 6nemlidir [8].
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu kisimda 6ncelikle 3-boyutlu para-Sasakian manifoldlar iizerinde tanimli
Legendre egrilerinin biharmonik olma sartlar1 arastirilacaktir. Daha sonra ise para-
Sasakian manifoldlarin baz1 6zel tipteki hiperyiizeylerinin biharmonik olmasi i¢in

gerek ve yeter sartlar incelenecektir.
4.1. 3-Boyutlu Para-Sasakian Manifoldlarin Biharmonik Egrileri

(M, ¢,&,1,g) nin 3-boyutlu bir para-Sasakian manifold ve I € R, s € I olmak

lizere y:I » M yay parametresi ile parametrelendirilmis bir spacelike veya timelike
Legendre egri oldugunu kabul edelim. y = Z—)S/ =T, gI\T)=¢ =+1ve y

egrisinin Frenet elemanlar1 {T, N, B, k4, k,} olsun. Bu durumda y egrisinin tensiyon

alanmi

(y) =V, T (4.1)
dir. y egrisi igin
VTT = EzklN,
VTN = _Elle_€152sz:
VTB = _gzkzN,

ile verilen Frenet denklemleri [33] kullanilirsa

V%T == gz(kllN + kl(_glle_glgszB))

= _glgzk%T + gzkllN_glklsz (42)

ve

V%T = (_38182k1k1,)T + (_glkf + Szklu_glgzklkg)N
_81(2k1’k2 + klkzl)B (43)
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bulunur. Diger taraftan Onerme 3.2.17 kullamlirsa

FGRA@,NT,N) = (5+2) (—&122) + (5+3) e (n(V))?, (4.4)

GR(T,NT,B) = (5 +3) en(N)n(B) (4.5)

olur. Burada y:I —» M yay parametresi ile parametrelendirilmis bir spacelike veya

timelike Legendre egri oldugundan

n(T) =nN) =0 (4.6)
ve
n(B) === g(¢T,N) (47)
dir. O halde (4.6) ve (4.7) kullanilarak
GR(T,N)T,N) = —&,8, (S + 2), (4.8)
G(R(T,N)T,B) =0 (4.9)

elde edilir. Bu durumda y: I — M egrisinin biharmonik denklemi

n f
0 = (—3&6k k)T + <—elkf + &k, —e1 5,k k2 + g15,k (E + 2)>N

—&, (2ky'ky + kyky)B (4.10)

seklinde bulunur.

(4.10) ile karakterize edilen biharmonik denklem kullanilarak asagidaki teorem
verilebilir:
Teorem 4.1.1. (M, ¢, &,7, ), 3-boyutlu bir para-Sasakian manifold ve ] € R, s € I
olmak iizere y:I1 - M yay parametresi ile parametrelendirilmis bir spacelike veya
timelike Legendre egrisi olsun. Bu durumda y nin biharmonik olmasi i¢in gerek ve

yeter sart
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ki, =0,
g1k, — K — £;kik3 + £xky (S +2) =0, (4.11)
Zkllkz + klkzl = 0,

olmasidir. Burada 7, M nin skaler egriligi; y = Z—Z =T, g(T,T)=¢, =41 ve
g(N,N) =&, = F1dir.

Sonug¢ 4.1.2. (M, ¢,&,1,3) , 3-boyutlu bir para-Sasakian manifold ve I € R, s € I
olmak iizere y:I - M yay parametresi ile parametrelendirilmis bir spacelike veya
timelike Legendre egrisi olsun. Bu durumda y nin bir 6zgiin (has) biharmonik egri

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

k, = sabit > 0, k, = sabit,
{ (4.12)

kf+£2k§—£2(§+2)=0,

olmasidir.
Sonuc¢ 4.1.3. (M, ¢,&,1,3), 3-boyutlu bir para-Sasakian manifold ve I € R, s € I
olmak iizere y:I — M yay parametresi ile parametrelendirilmis bir spacelike veya

timelike Legendre egrisi olsun. Bu durumda y nin bir 6zgiin (has) biharmonik egri
olmasi i¢in gerek ve yeter sart y nin ya k; = |€2 (§+ 2)| olacak sekilde bir

Legendre gemberi olmas1 ya da k? + &,k3 = ¢, G + 2) olacak sekilde bir Legendre

helisi olmasidir.
4.2. Para-Sasakian Manifoldlarin Biharmonik Hiperyiizeyleri

Bu kisimda para-Sasakian manifoldlarin nondejenere hiperyiizeylerinin
biharmonik olmasi igin gerek ve yeter sartlar arastirilacaktir. Sabit ortalama egrilikli
para-Sasakian manifoldlarin nondejenere biharmonik hiperylizeyleri ile para-
Sasakian manifoldlarin total umbilik nondejenere biharmonik hiperylizeyleri
incelenecektir. Ayrica 6zel olarak para-Sasakian manifoldlarin sirasi ile Ricci flat ve

n-Einstein olmas1 durumunda nondejenere hiperyiizeylerinin biharmonikligi ile ilgili

44



4. BULGULAR ve TARTISMA Mustafa YILDIZ

bazi1 karakterizasyonlar verilecektir.
(M, p,&,1m,9), (2n + 1)-boyutlu bir para-Sasakian manifold ve M de M nin bir
nondejenere hiperyiizeyi olsun. Bu durumda M hiperyiizeyinin birim normal vektor

alan1 N olmak {izere Gauss-Weingarten formiillerinden

B(X,Y) = £§(VyY, N)N = —£g(Y,VxN)N = G(AxN,Y)N (4.13)
ve

Gg(AxN,Y)N = g(B(X,Y),N) = g(b(X,Y),N)N = eb(X,Y), (4.14)

yazilabilir. Burada € = g(N, N) dir.

Teorem 4.2.1. (M, $,&,71,3), (2n + 1)-boyutlu bir para-Sasakian manifold; M, M
nin bir nondejenere hiperyiizeyi ve i:M — M bir izometrik immersiyon olsun. &
karakteristik vektor alan1 M hiperyiizeyinin birim normal vektor alan1 olmak tizere M

hiperyiizeyinin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

{ZA(grad H) + n(grad H?) = 0, (4.15)

(AH) + 4nH =0,

olmasidir. Burada A, M hiperyiizeyinin birim normal vektor alan1 ¢ ye gore sekil
operatorii ve H da M hiperylizeyinin ortalama egrilik vektori u = HE olacak
sekildeki ortalama egrilik fonksiyonudur.
ispat. M, (M, ¢, &,7, g) para-Sasakian manifoldunun & € I'(T+M) olacak sekilde bir
hiperyiizeyi ve i: M - M bir izometrik immersiyon olsun.

{di(eq), di(ez), ..., di(ezn), §3,
M nin bir lokal ortonormal catis1 olmak iizere M hiperyiizeyinin bir {e, e,, ..., €2, }
lokal ortonormal c¢atisim1 g6z Oniine alalim. Pull-back konneksiyon tanim
kullanilarak VX € T(TM), WE ['(i"'TM), igin di(X) ile X vektor alanmni ve Vi W
ile de VxW o6zdes kilmabilir. M hiperyiizeyinin ortalama egrilik vektorii u = HE

olmak iizere i: M - M izometrik immersiyonunun tensiyon alani
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2n 2n
o) = iz Vdi = ) &Vdi(e,e) = Y &B (¢).¢) = (boy M) = 2nHg,  (4.16)
=1 =1

dir. Buradan i izometrik immersiyonunun bitensiyon alani

2n
o = ) & {vi Vi - v, 70— R(di(e), () di(ey)}
j=1

2

3

g {Ve VL (2nH¢) - Vi, o, (2nHE) = R(di(e;), 2nHE)di(e;)}

& {Vejvej (2nHE) — vVejej (2nHE) — R(di(e)), Zan)di(ej)}

M T

1

-
1l

_ Zni : {Vej(e,- (H)¢ + va,-f) = (Ve,e) (H)E = HVy, o €
= —HR(di(e;),¢)di(e))

i e (€;(H)) € + 2;(H)V, & + HV, T, €

= (Ve (H)E - vae e,§ — HR(di(e;), §)di(e;)

olmak tzere

7,(1) = —=2n(AH)E — 2nHA'€ — 4nA(grad H)

+2nH Y R (£,di(e;)) di(ey), (4.17)
=1

bulunur. 7, (i) bitensiyon alanini teget ve normal kisimlarina ayirmak igin sirasiyla
A'¢ ve R (f, di(ej)) di(ej) ifadelerinin teget ve normal bilesenlerini belirlemek
yeterli olacaktir. M nin bir para-Sasakian manifold oldugu g6z 6niine almirsa

2n

G0, == > 55 (Ve e Ty, o/6.6)

j=1
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2n

=- Z gjg_ (ﬁejvejfr S;)
=1

2n

= 2 &9 (ﬁejfﬁ vejf)
=1

2n

j=1

bulunur. Buradan A*¢ nin normal kism1

(A = g(a%s ,§)¢ =2ng, (4.19)

olur. A’¢ nin teget kismi ise

2n
WOT= D gjed (Ve 7o~ To, o/ e e
jk=1
2n
= z giEng (VejAej — A(Y,e), ek) ey
jk=1
2
_ Zn {e]g_(Ae], ek) — g_ (Aej, Vejek)
= EjSk _ (59%
' —G(AV ), &)
2n
= z &j&x {ejb(ej, ek) —b (ej, Vejek) — b(Vejej, ek)} ex
jk=1
2n
= z &€k {Vejb(ek, ej)} ex, (4.20)
jk=1
dir. Codazzi denkleminden
2n 2n
- L
z giew{Ve;b(ex €)= Ve, b(ej )} = Z gier(R(ey ex)e))
Jik=1 k=1
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2n

= 2 gieg(R(ej ex)e; §)

Jk=1

= —5(5' ex)

yazilabilir. Para-Sasakian manifoldlar iizerinde S(&, e;) = 0 oldugundan
Ve].b(ek, ej) = Ve, b(ej ;)
olur. Bu esitlik (4.19) da yerine yazilirsa
(A'E)T = 2n(grad H), (4.21)

bulunur. Diger taraftan M, bir para-Sasakian manifold oldugundan

2n
> 55 (R(5di(e) dile).€) = ~2n, (4.22)
=1

elde edilir. Buradan (4.17) esitliginde (4.19), (4.21) ve (4.22) esitlikleri goz Oniine

alinarak

(7, (i))T = —4nA(grad H) — 2n*(grad H?)

(t,(D))" = (—2n(AH) — 8n2H)E

oldugu goriiliir ve ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.2.2. Sabit ortalama egrilikli bir para-Sasakian manifoldun & € I'(T+M)
olacak sekildeki bir hiperylizeyinin biharmonik olmasi icin gerek ve yeter sart
minimal olmasidir.

Sonu¢ 4.2.3. Harmonik ortalama egrilikli bir bir para-Sasakian manifoldun ¢ €
['(T+M) olacak sekildeki bir hiperyiizeyinin biharmonik olmasi igin gerek ve yeter
sart minimal olmasidir.

Sonu¢ 4.2.4. (M, $,&,1,3), (2n + 1)-boyutlu bir para-Sasakian manifold ve M de
M nin AH = pH, p € R, olacak sekildeki bir bir nondejenere hiperyiizeyi olsun. Bu
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durumda M hiperyiizeyinin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
A(grad H) = —ggrad H?, (4.23)

olmasidr.

Teorem 4.2.5. (M, ¢,&,1,3), (2n + 1)-boyutlu bir para-Sasakian manifold ve M de
M nin & € T(T1M) olacak sekilde bir tamamen umbilik biharmonik nondejenere
hiperyiizeyi olsun. Bu durumda M sabit ortalama egriligine sahiptir.

Ispat. i: M — M bir izometrik immersiyon olmak iizere M nin bir lokal ortonormal

catisi

{di(el)l di(eZ)' ey di(eZn)l f},

olsun. di(X) ile X vektor alanim 6zdes kabul ederek M hiperylizeyinin bir
{e1, ey, ..., e2,} lokal ortonormal gatisimi g6z Oniine alalm. M tamamen umbilik
oldugundan p;, (1<j<2n), e; dogrultusundaki asli egrilikler olmak iizere
Aej = pje; yazilabilir. Yani herhangi bir x € M noktasindaki tiim asli egrilikler ayni

bir p(x) sayisina esittir. Bu durumda
L&
H =22 &d(B(ee).)
=1
L&
= ﬂz &9(4ej, ¢;)
=1

1 2n
= %z 59(pej €)
j=1
=p

elde edilir. Diger taraftan

1
A(grad H) = Egrad p?
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bulunur. M biharmonik oldugundan (4.2.3) esitligi geregi

(n+ D(grad p?) = 0
(Ap) +4np =0

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Bundan sonraki kisimda bir (M,¢,&,n,g) para-Sasakian manifoldunun
& € T'(TM) ve birim normal vektor alani1 timelike olacak sekildeki bir nondejenere
hiperyiizeyinin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar arastirilacaktir.
Teorem 4.2.6. (M, ¢,&,1, ), (2n + 1)-boyutlu bir para-Sasakian manifold; M, M
nin timelike birim normal vektor alan1 N ile birlikte bir nondejenere hiperyiizeyi ve
i:M —> M bir izometrik immersiyon olsun. & € I(TM)  olmak iizere M

hiperylizeyinin biharmonik olmas i¢in gerek ve yeter sart

{n(grad H?) + 2A(grad H) = 0,

< 4.24
AH — H|A|> + HS(N,N) = 0, (429

olmasidir. Burada S, M para-Sasakian manifoldunun Ricci egriligi; Q, M para-
Sasakian manifoldunun VX,Y € T(TM) i¢in g(QX,Y) = S(X,Y) ile tanimlanan
Ricci operatorii; A, M hiperylizeyinin timelike birim normal vektdr alan1t N ye gore
sekil operatorii ve H da M hiperylizeyinin ortalama egrilik vektorii 4 = HN olacak
sekildeki ortalama egrilik fonksiyonudur.

Ispat. M, (M, ¢,&,n, g) para-Sasakian manifoldunun & € T'(TM) olacak sekilde bir
hiperyiizeyi, i: M - M bir izometrik immersiyon ve N de M nin timelike birim
normal vektor alani olsun. M hiperylizeyinin bir {e;, ey, ..., €551, €2, = &} lokal
ortonormal catisint alalim. M nin ortalama egrilik vektorii u = HN olmak tizere

i:M — M izometrik immersiyonunun tensiyon alani

2n 2n
(i) = iz Vdi = Z gVdi(ej, ) = Z &B (ej,e;) = (boy M)u = 2nHN
j=1 j=1

dir. Buradan i izometrik immersiyonunun bitensiyon alani
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2n
7,(0) = Z & {Vi, Vi T(i) - Vi, e, 7@ — R (di(e;), v(0)) di(e;)}
=1

j=1

~ i . {v;].v;j(ZnHN) - Vivejej(ZnHN)}
&7 —R(di(e), 2nHN)di(e;)
~ i . {Vejvej(ZnHN) - Vvejej(ZnHN)}
<7 —R(di(e;), 2nHN)di(e))
. i . {vej(ej (H)¢ + HVe_jN) = (Ve,e) (DN — HVg, N
“ —HR(di(e;), N)di(e;)
. i i e (e;()) N +_Zej(H)VeJ.N_+ HY, 7, N
T |~ (Ve, ) (HN — HVy, o;N = HR(di(e;), N)di(e))

olmak tlzere

7,(i) = =2n(AH)N — 2nHA'N — 4nA(grad H)
2n—1

~2nH ] ) R(di(e) N)di(e) + R, MA@, (4:25)

j=1

bulunur. 7, (i) bitensiyon alanini teget ve normal kisimlarina ayirmak igin sirasiyla

A'N ve R yi igeren ifadelerin teget ve normal bilesenlerini belirlemek yeterli
olacaktir. A'N nin normal bileseni

2n
g(A'N,N) = — Z &3 (Vejvejzv ~ Ty, e,N, N)
j=1
2n
== 2,50 (7,7 M.N)
=1
2n
= &7 (Ve,N. V. N)
j=1

(4.26)
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olmak tizere
(A'N)L = —g(A'N ,N)N = —|A|I?N, (4.27)

seklindedir. A’ nin teget kismi igin

2n
(AiN)T = Z Sjekg_ (ve]ve]N - vvejejN' ek) e
Jjk=1
2n
= Z Ejgkg_ (VejAej — A(Vejej), ek) (59%
Jjk=1

2n _ —
_ Z . {ejg(Aej, ex) — g (Aej, Vejek)} o,

= —g(A(Ve,e)), ex)

i { —ejb(ej,ek)

= Ei&k e
Jjk=1 T (ef' Vejek) +b(Ve,ej, )

2n

=— Z &€k {Vejb(ek’ ej)} o

Jk=1

ve Codazzi denkleminden

2n 2n
Z gierVe;b(ex. €7) = Ve, b(ej, €) = z en(R(ej en)e))”
Jk=1 jk=1
2n
= — Z sjekg‘(ﬁ(ej, ek)ej,N)
jk=1
2n
= Z exS(N, ex)
k=1

olmak tlizere

(AIN)T = 2n(grad H) + Y2%, &SN, )
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yani
(AN)T = 2n(grad H) + (Q(N) T, (4.28)

elde edilir. Diger taraftan

2n—1

D gR(die),N)di(e)) + R(i(©), N)di(§) = o,

j=1

denilirse w nin teget kismi

w' = Z skg‘<z &iR(di(e;), N)di(e) + ﬁ(di(f),N)di(E),ek> ek

k=1 j=1

2n-1
+g-< Z giR(di(e;),N)di(e;) + R(di(§), N)di(8), f) &

j=1
2n-1

= Z exg(iR(di(e;), N)di(e;), ex) ex
fk=1
2n-1

S etate) ) ¢
j=1
2n—1

__ z SN, ey ey
k=1

=-@Q)T, (4.29)

ve w nin normal kismi

gR(di($),N)di(§),N) = N

olmak tzere
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2n—-1

wt=-g z giR(di(e;),N)di(e;) + R(di(§),N)di(¢),N |N

j=1

= S(N,N) (4.30)

bulunur. Buradan (4.2.15)-(4.2.18) esitlikleri goz oniine alinirsa 7, (i) bitensiyon

alaninin teget ve normal kisimlari, sirasiyla,

(7 (i))T = —2n?(grad H?) — 4nA(grad H)

(D))" = —2n(AH — H|A|? + HS(N,N))N

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug¢ 4.2.7. (M, ¢,&,1, g), (2n + 1)-boyutlu bir para-Sasakian manifold; M, M nin
timelike birim normal vektor alan1 N ile birlikte bir sabit ortalama egrilikli
nondejenere hiperyiizeyi ve & € I'(TM) olsun. Bu durumda M hiperyiizeyinin

biharmonik olmasi igin gerek ve yeter sart ya M nin minimal ya da
|A]? = S(N,N)

olmasidir. Ozel olarak, M para-Sasakian manifoldu pozitif olmayan Ricci egriligine
sahip ise M nin biharmonik olmasi igin gerek ve yeter sart minimal olmasidir.

Sonug¢ 4.2.8. Ricci flat bir para-Sasakian manifoldun timelike birim normal vektor
alanina sahip ve ¢ € I'(TM) olacak sekildeki sabit ortalama egrilikli bir nondejenere
M hiperyiizeyinin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart minimal olmasidir.
Sonu¢ 4.29. (M,$,&,1,9), (2n+ 1)-boyutlu bir n-Einstein para-Sasakian
manifold; M, M nin timelike birim normal vektor alan1 N ile birlikte bir nondejenere
hiperyiizeyi ve ¢ € I'(TM) olsun. Bu durumda M hiperyiizeyinin biharmonik olmasi

icin gerek ve yeter sart

n(grad H*) + 2A(grad H) = 0,
7 4.31
AH—HIAIZ—H(%—Fl):O, (4.31)

olmasidir. Ozel olarak, eger 0 # H = sabit ise M nin bir 6zgiin biharmonik
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hiperylizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart

r
AP = (5 +1)
|A| ot

olmasidir.
Ispat. M, (2n+ 1)-boyutlu bir n-Einstein para-Sasakian manifold olsun. Bu

durumda Lemma 3.2.16 dan

S(N,N) = — (% + 1)
bulunur. Bu son esitlik (4.24) biharmonik denkleminde yerine yazilirsa (4.31) elde
edilir. Ozel olarak, eger 0 # H = sabit ise grad H =0 ve AH = 0 olacagindan
ispat tamamlanir.
Teoerem 4.2.10. (M(c), $,&,1,3), (2n + 1)-boyutlu bir para-Sasakian space form;
M, M nin timelike birim normal vektér alan1 N ile birlikte bir nondejenere
hiperyiizeyi ve & € I'(TM) olsun. Bu durumda M nin biharmonik olmas1 i¢in gerek

ve yeter sart

{ n(grad H*) + 2A(grad H) = 0, 4.32)

AH — HI|A|? —%H(n(c —3)—2c+3)=0,

olmasidir. Ozel olarak M sabit ortalama egrilikli ise M nin minimal olmayan bir

biharmonik hiperyiizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart
1
|A]? = E(n(B —¢)+2c-3)

olmasidir.
Ispat. M(c), bir para-Sasakian space form oldugundan Ricci egriliginin tanimi1 ve

Teorem 3.2.18 kullanilarak

2n—-1
SN = ) g (Rlew NIN, &) + GRENIN,§) = GR(N, NN, N)
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2n—-1

S

-3 -1
e | (5eu €GN, N)) + = (35(e0, oM G (et SN}

Ing

3 I

-1

-3 3(c—1
= Y af- S dteo}+ 2 g@mom

~
1l
Juy

3(c—1)

- 6_3(2 1) +
- T 4

bulunur. Son ifade (4.24) biharmonik denkleminde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.
Teoerem 4.2.11. (M, ¢,&,1,g), (2n+ 1)-boyutlu bir n-Einstein para-Sasakian
manifold; M, M nin timelike birim normal vektdr alan1 N ile birlikte bir nondejenere
hiperyiizeyi ve & € I'(TM) olsun. Bu durumda M nin tamamen umbilik biharmonik
M hiperylizeyi sabit ortalama egriliklidir.

Ispat. M bir n-Einstein para-Sasakian manifold ve M, M nin timelike birim normal
vektor alan1 N ile birlikte bir tamamen umbilik nondejenere hiperyiizeyi olsun. Bu
durumda p € C*(M) fonksiyonu igin A = pl dir. Bu durumda M nin bir lokal

ortonormal bazi {ey, e,, ..., €35,_1, €2, = &} olmak lizere

1 2n-1
H=-—— ) &g(B(e,e)N)
=1
2n-1
1 _
=5 ) &dde,e)
i=1
2n—-1
1 _
=T o eg(peie;)
i=1
2n—1
=-—=—», (4.33)
bulunur. Ayrica
2n—1 2n—1
A(grad H) = —p( grad p) = grad p?, (4.34)

ve
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|A|? = 2np?, (4.35)

dir. (4.33), (4.34) ve (4.35) esitlikleri (4.31) de yerine yazilirsa

(+3 2) d p? =
n4n grad p© =0,

r
—A 2np3 (— 1) =0,
p+2np° + 2n+ p

elde edilir. Buradan ya p = 0 ve boylece H = 0, ya da p? = —f:nz" = sabit olur.

=
Boylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.2.12. (M,¢,&,1,9), (2n+ 1)-boyutlu bir n-Einstein para-Sasakian
manifold; M, M nin timelike birim normal vektor alan1 N ile birlikte bir nondejenere
hiperyiizeyi ve & € I['(TM) olsun. Eger M nin skaler egriligi 7 > 2n ise bu durumda

M nin tamamen umbilik biharmonik M hiperyiizeyi minimaldir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu c¢alismada, 3-boyutlu para-Sasakian manifoldlar tizerinde tanimli
spacelike ve timelike egrilerin biharmonik olma sartlar1 elde edilmistir. Ayrica
(2n+1)-boyutlu bir para-Sasakian manifoldun karakteristik vektor alanini sirasiyla
teget ve normal demetinde iceren nondejenere hiperylizeylerinin biharmonik
hiperylizey olmalar1 i¢in gerek ve yeter sartlara ulasilmistir.

Konuyla ilgilenen arastirmacilar tez calismasinda temel alinan yontemi
kullanarak degisik tipteki parakontakt metrik manifoldlarin altmanifoldlar1 igin

biharmonik olma sartlarini inceleyebilirler.
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