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Bu tez calismasi, bir fark zamanli SIS hastalik modelinde enfeksiyona sahip

olan bireylerin, enfeksiyonu diger bireylere bulastirma durumunu belirleyen esik

parametresinin bulunmasi ve buna bagli olarak enfeksiyona yakalanan birey sayisini

bulmakla ilgilenir. Biz bu ¢aligmada oncelikle modelin denge noktalarini arastirdik

ve hastalikli birey sayisina bagli olan tek pozitif denge noktasinin varligini tespit

ettik. Daha sonra esik parametresine bagli olarak lokal asimptotik kararlilik sartlarini

inceledik. Dahasi bu denge noktalarimin topolojik bir siniflandirmasini verdik.

Sonunda biz verilen modelde “period doubling catallanma’nin” ortaya ¢ikmasini

saglayan sart1 elde ettik. Elde edilen teorik sonuglar i¢in niimerik drnekler SageMath

programi kullanilarak dogrulanmistir.
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1. GIRIS

Insanoglu yiizyillardir salgin hastaliklarla miicadele etmis, milyonlarca insan
hayatin1 kaybetmekle birlikte biliylik ekonomik zararlar olusmustur. Bu salginlar
clizzam, sarbon, veba, ¢igek hastaligi, HIV/AIDS, SARS, kus gribi ve influenzalar
seklinde kendilerini gostermektedirler. Bilim insanlar1 ve saglik yoneticileri bu
salginlarla savasmak amaciyla yiizyillardir ciddi ¢alismalar yapmaktadirlar. Bu
calismalar, hem biyolojik ve tibbi hem de kontrol ve ydnetim boyutlarinda
sirdiirilmektedir. Yapilan c¢alismalara matematiksel bilimler konusunda calisan
bilimciler de ¢ok biiyiik katkilarda bulunmaktadirlar. Bu ¢alismalar, viriis biyolojisi
seviyesinden makro saglik yonetimi diizeyine kadar her asamada topluma katki
saglamaktadirlar. Viriisiin ve salginin tanimlanmasi, davraniglarin modellenmesi ile
kontrol ve yoOnetim stratejilerinin  belirlenmesinde  basarili  caligsmalar
matematiksel/istatistiksel yontemler ile gergeklestirilebilmektedir [1].

Toplumdaki hastalik, kaza ve saglikla ilgili durumlarin dagilimini, goriilme
sikliklarint ve bunlart etkileyen belirtecleri inceleyen bir tip bilimi dali olan
epidemiyoloji tip bilimi kadar eskidir. Dolayisiyla tip alanindaki gelismelerle birlikte
hastaliklarin epidemiyolojisine iligkin bilgiler de artmaktadir. Ayrica, epidemiyoloji
insan topluluklarini, bunlarin belirli 6zeliklerine gore alt gruplarini inceledigi i¢in
sosyoloji ile iliskilendirilirken; dogum, 6liim gibi hayati olaylarin ve hastaliklarin
dokiimleri ile ugrastig igin de istatistikle iligkilidir [2].

Cok eski zamanlarda (antik ¢aglarda) iki epidemiyolojik yaklasim dikkati
cekmektedir. Bunlardan ilki hastaliklarin meydana gelisi lizerine ¢evrenin etkisi,
digeri bircok hastaligin bulasicilik 6zelligidir. Halk sagligi alaninda epidemiyoloji
uygulamalarinin ilki: karantina altina almak, izolasyon yapmak gibi, bulasici hastalik
tastyan bireylerin saglam bireylerden ayrilmasidir [2].

Cevrenin saglik tizerindeki etkisini Hipokrat dnemle vurgulamistir. Hipokrat’a
gore cesitli ¢evresel faktorler, yasam bicimi, aligkanliklar insanlarda belirli
hastaliklarin goériilmesine yol agmaktadir. Bu nedenle tibbi inceleme yapmak isteyen
herkes once ¢evre ve kisi hakkinda su bilgileri toplamalidir: Hipokrat’in “Hava, su ve
yer lizerine” isimli eserinde asagidaki gibi ifade edilmistir [2].

e inceleme yapildig1 sirada yilin hangi mevsimi oldugu ve genel olarak her
mevsimin dzellikleri,

e Riizgarlar, sicaklik gibi iilkeden iilkeye benzerlik ve farklilik gdsteren dogal

olaylar,
e icilen suyun kalitesi, tad1, rengi, kokusu ve yumusaklig1,
¢ Bir yerlesim yerinde (kdy, kasaba, sehir gibi) oturulan boliimlerin 6zellikleri,

e Yerlesim yerinin cografi yapisi (daglik, ova, vadi gibi),
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e Yerlesim yerinin cografi konumu (bati, giiney, dogu, kuzey gibi),

e Kisilerin beslenme aligkanliklar1 (yemeklerin pisirilme sekli, yenilen gidalar
v.b.)

Cok eski zamanlardaki ikinci epidemiyolojik uygulama ise, bazi hastaliklara
yakalanan kisilerin saglamlardan ayrilmasidir. Bunun en tipik ve en eski Ornegi
clizzam diger bir adiyla lepradir. Bu uygulamanin yapildig1 orta ¢ag dénemlerinde
heniiz bu hastaliklarm nedenleri ve bulasma yollar1 dahi bilinmiyordu. Ik defa
Italyan bilim adam1 Girolama Fracastoro 1546 yilinda yaymlanan “bulagma” (De
Contagione) adl1 kitabinda hastaliklarin ¢ok kisa stireler i¢inde hava yoluyla, gozle
goriilemeyecek kadar kiigiik pargaciklarla bulasabilecegini iddia etmistir. Bu teori
hastaliklarin “germ” yolu ile yani mikroplar ile bulastig1 teorisi ortaya atilincaya
kadar tartisgtlmustir [2].

Epidemiyolojik diisiince yontemlerinin gelismesine, katkida bulunan alanlar ii¢
grupta toplanabilir:

1. Hayati olaylar ve saglik istatistiklerinin gelismesi

e Graunt-Vital istatistigin kurucusu Oliim-dogum kayitlar1, 1662
e Oliimlerin mevsimlere gore dagilimi

e Yiiksek sayida bebek dliimleri

e Oliim nedenleri

e Beklenen yasam siiresi
2. Baz1 hastaliklarin nedenlerinin epidemiyolojik incelenmesi

e Tifo-Budd-1839 (tanimlayici)
e Kizamik-Panum-1846 (tanimlayici)

e Kolera-Snow-1854 (analitik)
3. Insanlar iizerinde deneysel epidemiyolojik arastirmalar

e Scorbit-Lind-1747

e Anne Oliimleri-Semmelweis-1847

Genellikle Batt Avrupa ve Amerika Birlesik Devletlerinde endiistrilesme ve
kentlesme donemlerinde toplumda meydana gelen dogum, 6liim ve hastalik gibi
olaylarin kayit edilmesinin epidemiyolojinin gelismesine 6nemli katkilar1 vardir.
John Graunt adli bir isadaminin 1692 yilinda yaymladigi “Oliim Kayitlar1 Uzerinde
Dogal ve Politik Gozlemler” adli kitabinda Londra’da 1603 yilindan itibaren din

2
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adamlarinca tutulan 6liim kayitlarimi incelemis ve ilk defa 6liim ve dogurganlik
olaylar1 hakkinda bazi sonuglara varmistir. Bunlarla beraber Gliimlerin mevsimsel
dagilimindaki farklilik, yiiksek sayida bebek oliimleri, erkek bebeklerin fazla sayida
dogmalar1 gdzlemlenebilir. Oliim nedenlerini akut ve kronik hastaliklar olarak iki
biiyiikk grupta toplamis ve Oliimlerdeki kirsal-kentsel farkliliga isaret etmistir. Bu
calismanin en 6nemli ve ilging bir diger yani ise ilk kez hayat tablosu yonteminin
kullanilmast ve yasam boyunca belirli yaslarda 6lme veya hayatta kalma
olasiliklarinin (beklenen yasam siiresi) hesap edilmesidir. Buna gére bu donemde
Londra’da dogan her 100 kisiden 6 yasinda 64, 26 yasinda 25, 46 yasinda 10 ve 66
yasinda da sadece 3 tanesi hayatta kalabiliyordu. Bundan sonraki 200 yil iginde
saglik istatistikleri alanindaki gelisme nispeten yavastir. 19.ylizyi1l baslarindan
itibaren, sosyal reformlara paralel olarak Ingiltere’de dogum ve oliimleri siirekli
olarak kaydetmek i¢in ulusal kayit ofisi kurulmustur. Bu kurulusun sorumlusu olan
William Farr adli hekim toplanan kayitlardaki verileri degerlendirerek koleranin
nedeninin tip dilindeki anlaminin mikroplu hava olan “miasma” oldugu yolundaki
baz1 epidemiyolojik hipotezleri test etmistir. Canli dogum, 6liim, cenin 6lim gibi
hayati verilerin istatistikleri vital istatistiklerdir. William Farr, vital istatistikler ve
epidemiyoloji konusunda temel konseptleri tanimlamistir. Bunlar; Epidemiyolojinin
bakis agisi, kisi-y1l kavrami, mortalite hiz1 ve 6lme olasilig1 arasindaki iligki, standart
mortalite oranlari, doz-cevap iliskisi, toplumsal bagisiklik, insidans ve prevalans
arasindaki baglanti, retrospektif ve prospektif c¢alismadir. Mortalite; genel
popiilasyon i¢inde belli bir hastaliga bagli 6liim sayisi(orani) demektir. Hastalik
insidansi, belirtilen niifusta belirli bir siirede ortaya ¢ikan yeni vakalarin goriilme
hizim1 temsil ederken; prevelans zaman iginde belirli bir noktada tanimlanan
niifustaki mevcut vakalarin sikligidir. Ayrica retrospektif genel olarak meydana
gelmis olaylarin gerisine, gegcmisine bakmak ve prospektif ise ileriye doniik anlamini
tasir ve biiyiik olasilikla yada gelecekte gergeklesmesi beklenen bir olay anlaminda
da kullanilir [2].

“Vital istatistikler, 1885 kitab1 epidemiyoloji alanindaki saheserlerdendir.
Burada yazar, maden iscileri ve diger mesleklerde c¢alisanlarin 6liimlerinin
boyutlarini, 6liim nedeni ile medeni durum ve yerlesim yerleri arasindaki iliskileri
incelemis, epidemilerin ortaya ¢ikisini matematiksel yolla tanimlamaya calismistir.
18.yy- Johann Peter Frank- Hapsburg Imparatorlugu-“Halk Saghg Genel Miidiirii”
(1779) saghg etkileyen kisisel ve toplumsal kurallarin ve yasalarin belirlenmesi,
belirli insan topluluklarinda hastaliklarin dagiliminin Sl¢iilmesi, vakalarin dogru
sayimi, toplum o&zellikleri ile vakalar arasindaki iliskilerin goézlenmesi ile Halk
Sagliginin kurucusu kabul edilmektedir [2].

Dogumlar ve oliimlerin kaydedilmesi, toplanan bilgilerin degerlendirilmesi
yaninda bazi hastaliklarin nedenleride epidemiyolojik gdzlemlerle incelenmeye
baslamistir. Bu konuda en 6nemli Orneklerden bazilari kronolojik sira ile sdyle
Ozetlenebilir:

Kizamik Epidemiyolojisi: Panum, Pasifik Okyanusu’nda bulunan Faroe
Adalari’nda 1846’da ¢ikan bir kizamik salgmini incelemistir. Kopenhag’li bir
marangoz 28 Mart 1846 yilinda Faroe Adalarina gelmis ve nisan aymin ilk
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haftalarinda kizamik belirtileri géstermistir. Bu sirada adalarin 7864 olan niifusundan
6100 kisi, nisan ile ekim aylar1 arasinda kizamiga yakalanmis, bunlarin arasindan
170’1 6lmiistiir. Adalarda 1781 ve 1846 yillar1 arasinda (65 yil) hi¢ kizamik vakasi
goriilmemisti. Bunun iizerine Danimarka hiikiimeti 26 yasindaki P.L. Panum adl
hekimi bu salgmi incelemek iizere bu adalarda gorevlendirilmistir. Kizamik
epidemiyolojisi ile ilgili bugiinkii bilgilerin ¢ogu bu ilk planli incelemeye
dayanmaktadir. Panum, 52 kd&yii dolasmis, binlerce vaka {izerine gozlemler
yapmustir. 1000 e yakin vaka tedavi edilmistir. Gozlemlerine gore:

a) Saglamlarin hastalarla temasindan sonra dokiintiilerin goriilmesi igin
(kulugka siiresi) genellikle 13-14 giin gegmektedir.

b) Hasta, dokiintiileri ¢ikmadan birkag giin Oncesinde veya dokiintileri

cikarmaya bagladiginda yada tamamen c¢iktiktan sonrasina kadar bulagicidir.
c) Deskuamayon (derinin soyulmasi) doneminde hastalik bulasmaz.

Kisaca “kizamik saglamlarin hastalarla direkt temasi ile bulasir, miyasma ile
bulagsmaz, kendiliginden spontan olarak goriilmez” sonucuna varmigtir. Panum’un
incelemeleri tanimlayici nitelikte epidemiyolojik ¢aligmadir [2].

Panum, ayrica kizamik gecirenlerde hayat boyu bagisiklik olusabilecegini ileri
stirmiistiir. Ciinkii incelemelerinde 1781°de kizamik gecirmis, 1846’da halen sag
olanlarda kizamik goriilmedigini saptamistir. Bu hipotez, ayn1 adalarda 1875’te ¢ikan
bir bagka kizamik salgininda test edilerek dogrulanmistir. Bu salginda 1846’da
hastalig1 gegirenlerin kizamiga yakalanmadiklar1 gézlenmistir [2].

Kolera Epidemiyolojisi: Diger bir klasik 6rnek Snow’un kolera ile ilgili
epidemiyolojik caligmalaridir. Snow 1848-1854 yillar1 arasinda Londra’da, uzak
sefer yapan gemilerle ve Avrupa’nin diger iilkelerinde ¢ikan kolera salginlarini
incelemistir. Snow ayrica Kralige Victoria’ya dogum sirasinda kloroform (bir ¢esit
anestezi) uygulamasi ile de tinltdiir. Belirtilen tarihlerde Londra’nin igme-kullanma
suyu ¢esitli sirketler tarafindan saglaniyordu. 1849°da Snow, Southwark-Vauxhall ve
Lambeth sirketlerinin su verdigi kesimlerde koleranin daha sik goriildiigiine
dikkatleri ¢ekti. Bu sirketler suyu Thames nehrinin atiklarla ¢ok kirlenmis bir
boliimiinden almaktaydi. 1849-1854 yillar1 arasinda Snow’un girisimi ile Lambeth
sirketi nehirden su aldig1 boliimii degistirerek, daha temiz bir bolgesinden su almaya
basladi. 1854°te ¢ikan diger bir kolera salgin1 Snow i¢in ¢ok giizel bir dogal deneydi.
Londra niifusunun tigte ikisi Southwark-Vauxhall sirketlerinin su verdigi
mahallelerde oturuyorlardi. Bu iki sirket evlere belirli bir sira ile degil karisik
bicimde su veriyordu. Bu kisilerin konut kosullari, sosyoekonomik durumlarinda
onemli degisiklik yoktu. Snow ev ev dolasarak koleradan dlen olup olmadigina ve
suyun hangi sirketten veya kaynaktan saglandigina iliskin bilgileri topladi. Daha
sonra salginin ilk yedi haftasinda 10000 hanede kolera 6liim hizlarin1 su veren her
sirkete gore hesap etti ve Londra’nin tiimiiniin hizlar ile karsilagtirdi ve Southwark-
Vauxhall sirketlerinden su alan evlerde koleradan 6liim hizi, Lambeth sirketine gore



1. GIRIS Selay ACER

8-9 kat daha yiiksek oldugunu gézlemledi. Bulgulara dayanarak Snow koleranin
icilen su ile bulasabilecegi sonucuna varmistir [2,3].

Snow’un ¢ok dikkatli gbézlemleri ve sabirli incelemeleri sonucu elde ettigi bu
basarili bulgular ¢ok degerlidir. Ciinkii o giiniin kosullarinda bu hastaligin nedeninin
miyasma oldugu sdylenmekteydi. Boyle bir ortamda Snow, titiz ¢alismalarinin
sonuclarina dayanarak bu goriisii timiiyle reddedebilmistir. Snow’un bu basarisindan
10-15 w1l sonra Pasteur bakteriyoloji donemini basglatmis ve ancak 1883’de Koch,
vibrio basilini (tiiberkiilozun etkeni olan Koch basili) gosterebilmistir. Ancak Snow
ilk kez bir salgin1 epidemiyolojik yontemle inceleyip risk altindaki toplumda bu
hastaliga bagh 6lim hiz1 (fatalite hizi) ve rolatif risk gibi Olgiitleri hesap ederek,
kontrol grubu kullanarak bu giinkii ¢agdas epidemiyolojinin temellerini
olusturmustur. Snow c¢aligmalarinda 6nce tanimlayici sonra analitik yontemleri
kullanmustir [2,3].

1831-1832 22 000 6liim

1848-1849 52 000 6liim

1853-1854 John Snow’un ¢alismalari
1866 2 200 6liim (Son salgin)

Tifo Epidemiyoloji: William Budd’in 1857-1873 yillar1 arasinda tifo
konusunda yaptig1 epidemiyolojik incelemeler de ilging ve degerlidir. Budd 1839 yili
11 temmuz ile kasim aylar1 arasinda North Tawton’da ¢ikan bir salgini incelemistir.
Bu siire i¢inde 80 dolayinda tifo vakasi goriilmiis ve ayn aileden birden fazla kisinin
birbirini izleyen tarihlerde hastalifa yakalandigini saptamistir. Daha sonra hasta
kisileri izlemis, bunlarin ¢evre kdylere gitmesi ile daha once buralarda tifo vakasi
yokken ve ¢evre kosullar1 da tamamen ayni iken yeni tifo vakalari gérmiistiir. Budd
da bu bulgulara dayanarak tifonun nedenini miyasmaya baglayan teoriye kars1 ¢ikmis
ve hastaligin bulasici oldugu ve hasta kisilerin bagirsaklarindaki atiklar yoluyla
bulastigini iddia etmistir. Tifo basilinin bulunmasi ise ancak 1880°de basarilmistir.
Budd tanimlayici epidemiyolojik inceleme yontemini kullanmis ve elde ettigi
bulgularin 1s18inda analitik hipotez kurmustur [4].

Epidemiyolojik bilgilerin heniiz deneysel olmayan, gozlemlere dayandigi
donemlerde dahi bazi sorunlar1 ¢c6zmeye yonelik miidahale uygulamalar1 da vardir.
Bu konuda ilk defa 1747 yilinda yayinlanan raporda James Lind skorbiit hastaliginin
nedenini ve tedavisi konusunda gozlemlerine dayanarak gelistirdigi hipotezleri
belirtmis ve bunlar1 soyle test etmistir. Lind Salisburg gemisinin 20 Mayis 1747°deki
seferinde gemide calisanlardan klinik bulgulari, hastaligin derecesi ayni olan 12
skorbiitlii hastayr almigtir. Hastalarin hepsini 6zel bir odada yatirarak ayni diyeti
almalarini saglamis, bu diyete ilaveten bunlar1 6 gruba ayirarak:
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e Iki kisiye giinde ii¢ kez a¢ karnia 25 damla eliksir vitriol

e Iki kisiye birer litre elma suyu (cyder)
o Iki kisiye her dgiinde ikiser kasik sirke
e Iki kisiye giinde yarim litre deniz suyu
e Iki kisiye giinde ikiser portakal ve bir limon

e Iki kisiye 6zel bir karisim

6 gilin siireyle vermistir. Bu siirenin sonunda en cabuk ve gozle goriilen
diizelmeyi portakal ve limon verilen iki hastada gérmiistiir. Bu deneysel ¢aligmanin
bulgularina dayanarak Lind, sitrik asit iceren meyvelerin skorbiitii tedavi edecegi ve
onleyecegi sonucuna varmistir. Bunun iizerine de ingiliz Deniz Kuvvetleri 1795°te
gemilerde calisanlarin diyetlerine bu tip meyvelerin eklenmesini kararlagtirmistir ve
bu uygulamadan sonra sorun biiylik 6l¢iide ¢oziilmiistiir. Skorbiitiin C vitamini
eksikligi nedeniyle ortaya ¢iktigi ¢ok sonra saptanmustir [4].

Cok 1yi planlanmis bir diger kontrollii deney de Semmelweis’in ¢aligmasidir.
Bu arastirict Viyana’da ebe, tip 6grencileri ve hekimlerin egitildigi bir iiniversite
hastanesinin iki ayri dogum kogusunda puerperal ates nedeniyle anne O6liimlerinin
degisen boyutlarda olduguna dikkatleri cekmistir. 1833-1840 yillar1 arasinda ebe, tip
Ogrencileri ve hekimleri maternal mortalite hizlar1 benzer koguslara esit olarak
dagitmistir. Bu arada 1840°da egitim sistemi degistirilerek bir kogus ebelerin, digeri
de tip Ogrencileri ve hekimlerin egitilmeleri i¢in ayrilmustir. 1841-1846 yillar
arasinda bu iki kogusta anne 6liim hizlarimin ¢ok farkli oldugunu gérmiis, ebelere
ayrilan bolimde yiizde 3,9 olan anne 6liim hizinin, tip 6grencileri ve hekimleri
egitildigi boliimde yiizde 9,9 oldugu saptanmistir. Bu arada Semmelweis’in 6nemli
bir gozlemi vardi, o da tip 6grencileri ve hekimlerin otopsi salonunda bazi hastalik
yapici, bulasict materyali dogum koguslarin tagidiklar1 hipotezini ileri siirdii. Bunun
dogrulugunu da dolayli bigimde soyle bir onlem alarak gosterdi: 1847°de tip
ogrencileri ve hekimlerin dogumlara yardim etmeden oOnce klorlu soliisyonlarla
yikanmalarimi sagladiktan sonra 1848’de bu koguslarda da anne 6liim hizi ylizde
1,3’e distii ki bu ebelerin hizmet ettigi boliimiin hizindan daha azdi [4].

Bu tiir karsilagtirmali deneyler daha sonraki yillarda pek goriillmemis, bu
konudaki gelismeler ancak 20. yiizyilin baglarindan itibaren hizlanmigtir. 1915’lerde
Godberger’in pellegra {izerine olan gbzlemsel galigsmalari, deneysel epidemiyolojinin
hastaliklar1 epidemiyolojisi ve 6nlenmesindeki 6nemini ¢ok iyi vurgulamaktadir [4].

Giliniimiizde gelismis tllkeler bulasici hastaliklar sorununu ¢ézmiislerdir. Ancak
gelismekte olan iilkelerde hala sitma, tiiberkiiloz, kolera, tifo enfeksiyoz hepatit ve
poliomiyelit yaygin olarak bulunmakta ve Onemli halk saghg sorunu
olusturmaktadir. Geligmis {iilkeler ortalama yasam siiresini arttirip bulasici hastalik,
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riskini yok ettiklerinden, kisiler kardiyovaskiiler hastaliklar, kanserler, kazalar,
romatizmal artritler, meslek hastaliklar1 gibi kronik hastaliklarla karsilagmaktadirlar

[4].

Diger yandan giliniimiizde bulasici hastaliklar ortaya ¢ikmaktadir. Bunlarin en
onemlileri AIDS, lejyoner hastaligi, lassa hummasidir. Bu hastaliklarin nedenlerinin
aydinlatilmasi ve korunma onlemlerinin alinmasinda epidemiyolojinin ¢ok basarili
katkilar1 olmustur [4].

Genelde epidemiyolojik ¢alismalar toplumda hastalik ve 6liim olaylarinin
saptanmasiyla baslar, hastalik ve 6liime etki eden etmenlerin arastirilmasiyla devam
eder. Bazen hastaligi olusturan etmenlerle karsilasmalar, etki ve siirelerinin
saptanmasinda epidemiyolojik calismalarin baglama noktasini olusturabilir. Ornegin,
meslek hastaliklarinda epidemiyolojik calismalarin baslama noktasini is c¢evresi,
calisma yerinin oOzellikleri, is yerinde sagliga zararli maddelerle karsilasmalar
olusturur. Sonugta risk etmenleri ile hastalik arasinda gerekli iligkiler kurulur [4].

Ayrica yazarlar bazi hastalik modellerini ele alip, kararlilik analizi yapmislardir
[5,6,7,8, 9]
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2. ONCEKI CALISMALAR

Zaman G., Kang Y.H., Jung I.H. (2008), yaptiklar1 ¢alismada, SIR modelini
tanitarak, sistemin denge noktalarin1 bulmuslar ve kararlilik analizini yapmislardir.
Daha sonra; asinin, hastaligin yayilmasi tizerine etkilerini drneklerle incelemislerdir

[5].

Nasri M., Dehghan M., Douraki M.J. (2005), calismalarinda, HIV
enfeksiyonunun yayilmasinin matematiksel modelini diferansiyel denklem sistemi ile
incelemislerdir. Calismanin devaminda fark denklemler ile ilgili temel tanim ve
teoremleri vermisler ve diferansiyel denklem modelini fark denklem modeline
cevirip, bu fark denklem modelini lineerlestirerek, lineer sistemi incelemislerdir. Son
olarak da niimerik sonuglar1 vermislerdir [6].

Derouich M., Boutayep A. (2008) ¢alismalarinda, kus gribinin insanlar ve
kuslar arasinda yayilmasini belirleyen modeli vermislerdir. Bu modeldeki sistemlerin
kararlilik analizlerini yapmuslar ve farkli parametreler kullanarak hastaligin
yayilmasini incelemislerdir [7].

Ranjith Kumar G., Lakshmi Narayan K. and Ravindra Reddy B., (2016)
calismalarinda gecikmeli bir SIR salgin modeli ¢calismasini ele alarak hastaliksiz ve
hastalikli denge noktasinin lokal asimptotik kararliligini incelemislerdir. Bunun i¢in
hastaligin ortaya ¢ikmasini saglayan bir esik parametresi belirlemislerdir [8].

Greenhalgh, D. (1992) makalesinde, 6liim oranmnin popiilasyondaki birey
sayisina bagli oldugu bulasict bir hastalik i¢in bir SEIR salgin1 modeli ile ilgili
oldugunu agiklamistir. Ayrica enfekte bireylerin maruz kaldigi ek bir 6liim oraninin
oldugu varsaymistir. Ug¢ kararli durum degeri oldugu bulunmustur: birincisi
popiilasyonun yok oldugu, ikincisi popiilasyonun kendisini sabit bir seviyede tuttugu
ve hastaligin yok oldugu ve ligilinciisii mevcut hastalik ile essiz bir dengenin oldugu
bir yer. Ilging ve olagandis1 bir 6zellik, bu iigiincii dengenin var olabilmesi ve yerel
olarak kararsiz olabilmesidir. Sayisal calisma ve simiilasyon, modelin parametre
degerlerine bagl olarak, artan genlik, sabit genlik ve azalan genlik ile hastalik
insidans1 dongiilerine sahip olabilecegimizi gostermektedir [9].

Anderson R.M. and May R.M. (1986) calismalarinda hayvan ve Dbitki
topluluklar1 tizerinde patojen istilasini, hastaligin yayilma hizim ve siirekliligini basit
matematiksel modeller ile incelemislerdir [10].

Din Q., Giimiis OA, Khalil H. (2017) ¢alismalarinda modifiye edilmis bir
ayrik zamanli konak-parazitoid modelinin pozitif denge noktasinin varhigi ve tekligi
arastirtp, bu modelin kararlilik ve Neimark-Sacker ¢atallanma analizini yaparak
modelin kaotik davramisin1 incelemislerdir. Elde edilen sonuglar1 niimerik
similasyonlarla dogrulamislardir [11].
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X. Lui, D. Xiao (2007) ¢alismalarinda ayrik zamanli av-avci sistemini analiz
ederek sistemin catallanma davranisi sergiledigini gostermislerdir. Ayrica Lyapunov
tislerini hesaplayarak kaotik davranisini incelemislerdir [12].

Ufuktepe U., Kapcak S. (2014) calismalarinda bir ve iki boyutlu fark dinamik
sistemleri i¢in Mathematica programu ile grafiksel paketler sunarlar [13].

Kapcak S. (2018) calismasinda bir ve iki boyutlu fark dinamik sistemleri i¢in
SageMath etkilesimli araglar1 sunar [14].

Ak Gumus O., Selvam G.M., Vianny A. (2019) calismalarinda fark zamanh
salgin modelin hastalikli ve hastaliksiz denge noktalarinin asimptotik kararliligini
incelemislerdir. Ayrica “period-doubling catallanma’nin” ortaya ¢ikmasini saglayan
durumlar ile birlikte sonuglarini faz portreleri ve catallanma diyagramlari sunarak
dogrulamislardir [15].
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3. TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 3.1. Popiilasyon tiirlerinde bir kusak, kendinden bir 6nceki kusak
cinsinden yazilabiliyorsa bu popiilasyonun modeli fark denklemi ile ifade
edilebilir. Buna gore

xee1 = f(6x(@®),  t=012..

denklemi birinci mertebeden fark denklemidir. Herhangi bir x, baslangic
noktasindan baglanirsa x(0), f(x(O)),f (f(x(O))) , ... yinelemesi ile

x(t) = f(x0), t=0,1,2..

¢oziimiine ulasilir [16].

Tamm 3.2. f, reel degiskenli reel degerli bir fonksiyon olmak iizere k-
mertebeden en genel fark denklemi

f(xt+k, Xetk—1r 1 Xt41) t) =0, t=012..

formundadir. f, t ye bagl ise otonom olmayan fark denklemi, t ye bagh degilse
otonom fark denklemidir [16].

Tamm 3.3. ap # 0 olmak iizere aj,j =1,2,..,k sabit yada t‘nin bir
fonksiyonu olsun. Bu durumda,

Xeak ¥ Q1 Xppp—q + o+ Qp_1Xepq + ApXe = by, t=012.. (3.1
denklemine k. mertebeden lineer fark denklemi denir. Eger tiim t degerleri i¢in

b; = 0 oluyorsa denklem homojen lineer fark denklemi olarak isimlendirilir.
Aksi taktirde homojen olmayan fark denklemi adini alir [16].

Tamm 3.4. o; € R, j = 1,2, ..., k olmak lizere;

p(u) = u* + a7t + o+ gy (3.2)

denklemine (3.1) denkleminin karakteristik polinomu denir. Burada, p ifadesi ise
denklemin kékleri ya da sifirlaridr [17].

10
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Tamm 3.5. (3.1)’in sifir ¢oziimiiniin asimptotik kararli olmasi igin gerek ve
yeter sart (3.2)’in her karakteristik kokii i¢in |¢| < 1 olmasidir. Ayrica (3.1)’in sifir
¢Oziimiiniin kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart, |u| = 1 esitligini saglayan p
¢oziimleri basit olmak iizere |u| < 1 dir. Ote yandan |u| = 1 olacak bigimde katl
karakteristik kokler varsa (3.1)’in sifir ¢6ziimii kararsizdir [18].

Tanmm 3.6. Birinci mertebeden x,,, = f(x;) fark denkleminde x = f(x)
esitligini saglayan X ¢oziimiine denge noktas: denir [16].

Tamm 3.7. X, x;,1 = f(x,) denkleminin denge noktasi olsun, Ve > 0 i¢in
& > 0 sayisi vardir, Oyle ki; |x, — x| < & iken

lx, — x| = |ff(xp) —X| < &,VE>0

olacak sekilde bir & > 0 bulunabiliyorsa x denge noktas1 lokal kararlidir. Ayrica,
oyle bir y > 0 vardir ki |x, — X| < y esitsizligini saglayan tim x, lar igin,

lim x, = lim ft(x,) = &
t—oo t—oo

oluyorsa, x noktas1 lokal ¢ekicidir. Eger X noktasi hem lokal ¢ekici hem de lokal
kararli ise bu nokta lokal asimptotik kararlidwr [16].

Tanim 3.8. x,,; = f(x;) denkleminin denge noktasi X olsun. f
fonksiyonu,

f:10,a) > [0,a),0 <a <
olarak tanimlansin.
Vx, € (0,a) icin gim Xy =X

oluyorsa, x noktasi global ¢ekicidir. X noktast hem global ¢ekici hem de lokal
kararli ise bu nokta global asimptotik kararhidur [16].

Teorem 3.9. x;11 = f(x;) denkleminin denge noktast X ve x noktasini
iceren bir agik aralikta f'(x) stirekli olsun. |f'(%)| < 1 sartim saglayan x denge
noktasi lokal asimptotik kararlidir. |f'(x)| > 1 ise x denge noktasi kararsizdir [16].

Teorem 3.10. (Lineerlestirilmis kararlihik) I, reel sayilarin bir aralif
x €lvef:IxI - Iolmak iizere,

Xns1 = f Oy Xn—1), n=0,1,..

11
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fark denklemini géz 6niine alalim. X denge noktasinda f (u, v) nin kismi tiirevleri

of

p= E(x,x) ve q= %(x,x)

olarak tanimlansin.

Yn+1 = PYn + QVn-1, n=201..

denklemi X denge noktasi civarinda lineerlestirilmis fark denklemi olarak

adlandirilir. Ayrica,
A—pl—q=0

karakteristik polinomu i¢in asagidaki ifadeler denktir.

* |A] < 1 oluyorsa x denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

* |p| <1 —q < 2 oluyorsa x denge noktasi lokal asimptotik kararlidir [19].

Teorem 3.11. (Schur-Cohn Kriteri): Verilen bir k. mertebeden fark
denkleminin karakteristik polinomu;

p(W) =@ +ayf Tttty

olmak iizere, bu polinomun sifirlarinin birim ¢ember igine diismesi i¢in gerek ve
yeter sart,

*p(1) >0
* (~1)*p(=1) > 0

* (k — 1) x (k — 1) boyutlu

1 1 0 0 O ag
a; 1 0 + 0 0 Ar-1
Ag—2 Ag-3 = 1 ag ag—q "7 Q2

12
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matrisinin pozitif i¢ matrislere sahip olmasi gerekir [17].

Lemma 3.12. X,,,; = F(X,,), n = 0,1,2, ... fark denklem sistemi ve X, F nin
denge noktasi olsun. X civarinda degerlendirilen Jr jakobiyen matrisinin tiim
ozdegerleri agik birim ¢cember iginde kaliyorsa, yani |A| < 1 ise X, lokal asimptotik
kararhdir. En az birinin modiilii "1" den daha biiyiikse X kararsizdir denir.

p ve q reel sayilar olmak iizere,
A24+pl+q=0 (3.3)

ikinci dereceden polinomunu gz oniine alalim. (3.3) esitligi i¢in
lpl<1+q<2

saglanirsa, o zaman (3.3) denkleminin her iki kokii agik birim disk i¢indedir
(141 < 1) [16].

Tanmmm 3.13. fve g; x vey de kismi tiirevlere sahip siirekli fonksiyonlar
olmak tizere,

Xey1 = f(xe,ye)
Ver1 = 9o, ye)

sistemine iki boyutlu birinci mertebeden fark sistemi denir. Bu sistemin
lineerlestirilmis hali x;,; = Jx; olmak iizere,

of(x,y) of(x,y)

J= 0x dy
dglx,y) dg(x,y)
0x dy /

matrisine Jakobiyen matrisi adi verilir. Buradan det(J —AI) =0 denklemi
Jakobiyen matrisinin karakteristik denklemi olarak ifade edilir. Burada [ — Al
matrisi

]_Mz(‘ln_/1 a2 )

az1 Az — A
yazilabilir. Buna gore karakteristik denklem
22 = (ag; + ap)A + ag1az; — aza;; = 0

olarak yazilabilir. Bu denklemin ¢éziimleri o matrise ait 6zdegerleri verir. [16]

13
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Tamim 3.14. iki boyutlu ayrik dinamik sistemin

Yn+1 = g(xn, yn) (34)

Xpn+1 = f(xn’ yn)}
n = 01,2 ..

formunu diistinelim. f:IX]J -1 ve g:1x] —] siirekli diferansiyellenebilir
fonksiyonlar ve I,] reel sayilarin bazi araliklart olsun. Ayrica (3.4) sisteminin
{0 ) In=o ¢O6ztimi (xq,V,) € I X J baslangig sartiyla belirlenen tek ¢6ziimdiir.
(3.4) nin denge noktasi olan bir (X, ¥) noktasi;

ile verilir [26].
Tamim 3.15. (X, ¥), (3.4) sisteminin denge noktasi olsun.

I. Ve > 0igin ||(x0,¥0) — (X, )l < & iken ||(xn, y) — (&, )| < € olacak
sekilde & > 0 sayis1 varsa (X, ¥) lokal kararlidir denir.

ii. (x,y) kararh degilse, kararsizdir denir.

i, [|(xg,y0) — (X, Pl < u esitsizligini saglayan tiim (x,, y) noktalari igin,
(X ym) = (X, ¥),n > o olacak sekilde pu >0 varsa (x,y) lokal asimptotik
kararlidir.

iv. Verilen aralikta V(xg, yo) i¢in (x,, yn) = (X,¥),n — oo ise (x,y) global
cekici olarak adlandirilir.

V. (X,y) denge noktast hem global ¢ekici hem de lokal kararli ise global
asimptotik kararl olarak adlandirilir.

f ve g, (x,y) denge noktasi iizerinde siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar
olmak tizere, F(x,y) = ( flx,y),9(x, y)) sisteminin denge noktasi (X, )
olmak iizere, (3.4) sisteminin lineerlestirilmesi;

Xnt1 = F(Xy) = F]Xna

X
yn) ve F;, (X,y) denge noktasinda degerlendirilen (3.4)
n

sisteminin Jakobiyen matrisidir [26].

ile verilir. Burada X,, = (

14
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4. SALGIN HASTALIK MODELLERIi

Kizamik, kabakulak, kizamik¢ik ve su c¢igegi gibi hastaliklar bulasici
hastaliklardir. Popiilasyondaki bireyler saglikli, enfekte olan ve bagisiklik kazanan
bireyler olarak smiflandirilabilir. Viriis veya bakterilerin neden oldugu hastaliklar
dogrudan popiilasyon diizeyinde modellenemez, sadece enfekte olan birey sayisi ile
modellenebilir. S, I, R, ifadeleri su sekilde tanimlanir;

S =duyarl;; enfekte degil ancak hastalifa yakalanma ve enfekte hale gelme
ozelligine sahip bireyler.

I =enfekteli; enfeksiyona sahip ve bu enfeksiyonu baska bireylere tasiyabilecek
ozellige sahip bireyler.

R =bagisikli; iyilesmis olan, kalic1 bagisiklik olana kadar izole edilen bireyler.

Bu ii¢ durumla ortaya ¢ikan modeller Salgin hastalik modelleri olarak
tanimlanir. Salgin hastalik modellerindeki varyasyonlar, bireylerin bagisiklik
kazanmalari, iyilesmeleri yada hastaligin devam etme durumlarina baghdir ve gesitli
kisaltmalar ile gosterilir:

SI =tyilesmeyen: S — [ (HIV/AIDS)

SIS =iyilesen ancak bagisiklik kazanmayan: S — I — S (bel soguklugu,
frengi),

SIR =bagisiklik kazanan: S — I — R, (Cigek hastaligi, kabakulak, su ¢icegi,
kizamik) [16].

4.1. Fark Zamanh Yoresel Bir SIR Salgin Modelinin
Tamtim

Bu kisimda [16]’daki bir SIR salgin hastalik modeline ait analizler
sunulmustur. SIR modeli, bir toplulugu temel olarak {i¢ gruba ayirir. Birincisi hassas
(duyarh) bireyler, ikicisi enfektif bireyler ve son grup ise bagisikliga sahip bireyler
toplu- lugudur. Modelde kullanilan S(t) degiskeni, t zamanda duyarli olan bireyleri,

I(t) degiskeni, t zamanda enfektif olan bireylerin sayisini, R(t) degiskeni ise t
zamanda bagisiklik kazanan bireylerin sayisini ifade eder. Toplam niifusu ifade eden
N degeri ise sabittir. Bu model SIR olarak adlandirilmistir. Kizamik, su ¢icegi veya
kabakulak gibi bulasict hastaliklarin uygulanabilir modellerinde, enfeksiyon
bagisiklik kazandirir. Salgin hastalik modeline ilk katkilar, Hamer (1906), Ross
(1911) ve Kermark ve Mckendrik (1927) tarafindan olmustur.

15
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Bir SIR salgin model formu;

B

St+1 - St - NItSt + b(lt + R)
B

lyyvy = L(1—y—b) +NItSt

Riyw = R.(1—b) + vyl

ile verilebilir. Ayrica Iy, Sg, Ry > 0 ve Iy + Sy + Ry = N dir. Bu modelde kullanilan
[ parametresi, temas sayist olarak adlandirilir ve t zamandan t 4+ 1 zamana kadar

enfekte bireyler tarafindan enfeksiyonu ortaya cikaran ortalama basarili temas

" % " orani, duyarl bir bireyin enfeksiyona sahip olan bir bireyle

ll@ll

sayisini ifade eder.

olan temas sayisidir ve orani ise enfekte sinifin enfeksiyonla sonuglanan

toplam temas sayisidir. Dogum orani ile 6liim oraninin esit oldugu parametre ise “b”
ile verilmistir. Ayrica bireyler duyarli dogar ve annelerden yavrulara hastalik

[I-2] n 1 n

taginmaz. “y” parametresi iyilesme olasiligini, ' orant ise sonu Olim ile

sonuclanmayan enfeksiyonun ortalama uzunlugunu temsil eder. Enfeksiyon

déneminin uzunlugu 6liim nedeni ile kisaltilabilir. Bu nedenle ey Oran oliimlerin

dahil oldugu durumundaki enfeksiyon uzunlugudur.
Coziimlerin negatif olmadigindan emin olmak icin parametrelere kisitlamalar
getirilmistir. b,y > 0 olmak iizere negatif olmayan ¢oziimler i¢in

0<b+y ve 0<f<1

dir. Bu sartlar t ile t + 1 zaman araligina bir kisitlama koymaktadir. Bu zaman
aralig1 yeterince kisa olmalidir (saatler veya giinler gibi). Daha o6nceki Iy + Sy +
Ry = N varsayimimiza dayanarak her t aninda toplam niifus sabit olacagindan
It +S¢ + Ry = Itpq + Sep1 + Reyq dir. Sy, Iy, Ry > 0, oldugundan ve tiimevarimdan
St I, Ry > 0 ve % < % < 1 olmasi ¢6ziimlerin negatiften farkli oldugu gosterir.

S¢ + I + Ry = N iligkisi nedeniyle degiskenlerden bir tanesi ortadan kaldirilabilir.

Mesela R; degeri N — I, — S, olarak ifade edilebilir. Bu sekilde {i¢ tane fark

denklemi S ve I olmak iizere iki fark denklemi olarak basitlestirilebilir.
Denklemlerde Ry = N — I, — S; yazilirsa,

B
Sty1= S — Nlt'st +b(N + St) = f(St' It)

B
ky7= L((1—y—-b)+ NItSt =g(S:, 1y)

elde edilir. Bu denklemlerin iki tane denge noktas1 vardir. Bu denge noktalari,
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denklemleri ¢oziilerek bulunur. Es zamanli olarak denklemlerin basitlestirilmesi ve
¢Oziimii yapilarak elde edilen,

S=N, I1=0

lﬁ—w+bq
B(y + b)

ve
_ N(y+b)

SET g

=~
II

denge noktalarindan birincisine, hastaliksiz denge noktasi, ikincisine ise hastalikli
denge noktast adi verilir. Dikkat edilmeli ki, § > y + b ise ikinci denge noktalari
pozitiftir.

S — I sisteminin Jakobiyen matrisi,

1-p-5 _Bg
J(S, 1) = 5 N N P
N] 1—]/—b+NS

olarak elde edilir. Hastaliksiz denge noktasi civarinda ki Jakobiyen matrisi,

KNﬂ)z(lab 1—)12+ﬁ>

dir. Matrisin kdsegenleri olan,
AM=1—-b ve A,=1—-y—b+p

degerleri, J(N, 0) matrisinin 6zdegerleridir ve A; , < 1 ise hastaliksiz denge noktasi

lokal asimptotik kararlidir. Parametreler i¢in varsayimlarimizdan 0 < A; < 1 dir.

Eger y% < 1lise 0 <A, <1 olurve buoran SIR salgin modelin R, ile gosterilen

esik parametresidir ve bu esik parametresine "temel iireme oran1" veya "temel iireme
sayis1" denir. Burada,

B

Ry=——
0 y+b

orani biyolojik olarak bir yoruma sahiptir. R, degeri bireyin enfeksiyon doneminde,
bir enfekte kisinin neden oldugu ikincil enfeksiyon sayisidir. (Anderson And
May,1991). Eger Ry < 1 ise sadece bir denge noktast vardir, bu denge noktasi
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hastaliksiz denge noktasidir ve lokal asimptotik kararhidir. Kizamik, sugicegi ve
cigcek hastaliklar1 gibi ¢esitli salgin hastaliklar i¢in R tahminleri alinmistir.

Hastahiklar Yer ve Zaman R,
Cigek Hastalig Gelismekte Olan Ulkeler 3-5
Ulusal Kampanya Oncesi
Kizamik Ingiltere & Galler, 1956-1968 13
ABD, ¢esitli bolgeler, 1910-1930 12-13
Bogmaca Ingiltere & Galler, 1942-1950 17
Maryland, ABD, 1908-1917 13
Alman Kizamigi Ingiltere & Galler, 1979 6
Bat1 Almanya, 1972
Su Cigegi ABD, cesitli bolgeler, 1913-1921, 1943 9-10
Difteri ABD, ¢esitli bolgeler 1910-1947 4-6
Kiz1l Hastalig1 ABD, ¢esitli bolgeler 1910-1920 S5-7
Kabakulak ABD, ¢esitli bolgeler 1912-1916, 1943 4-7
Cocuk Felci Hollanda, 1960; ABD, 1955 6

Cizelge 1. May (1983) tarafindan hazirlanan temel lireme sayilari

Cizelgedeki tahminler bu bulagici hastaliklar1 ve biliylik 6l¢iide salgin ile
sonuclanan diger hastaliklar1 gostermektedir. Tahminlerde, salginin bulundugu yere
ve salgin hastaliklarin olustugu zamana dikkat ediniz. Bir popiilasyonda temas
oranlar1 ve bagisiklik seviyesi cografi konuma gore degisir. Cigek hastaligi i¢in R,
tahmini (= 3 — 5) hastalif1 yok etmeden &nce yapilmustir. ( Diinya Saglik Orgiitii
1980 yilinda diinyanin ¢igek hastaligindan kurtuldugunu ilan etmistir). Cicek
salgininin ortadan kaldirilmas1 kapsamli bir as1 kampanyas: ile basarilmistir. (R
degeri 1’den daha az bir degere diisiiriilmiistiir). Temel iireme sayisinin biiyiikligi
bir salgmin kontrol edilmesindeki veya hastalifin iyilestirilmesindeki zorluklar1 da
ifade eder. (R, ne kadar biiylikse kontrol o kadar zordur). Su anda diinya ¢apinda bir
as1 kampanyasi ¢ocuk felcini yok etmek i¢in devam etmektedir.

Asilama, duyarlt bireylerin her bir zaman aralifi boyunca pS; oraninda

asilandigin1 varsayarak, salgin bir modele dahil edilebilir. Bu bireyler bagisiklik
kazanir ve bu bireyler R;,; kismina eklenir.
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SIR salgin modelinin analizine devam etmek i¢in ozellikle endemik denge
noktasi ele alinarak lokal asimptotik kararlilik arastirilmistir. Endemik denge noktasi
civarinda degerlendirilen Jakobiyen matris formu;

B
JE = 1R TRy
b(Ry—1) 1

dir. Ozel olarak 2 — bR, = 0 kabul edilir. Bu varsayim J(S,I) matrisinin Iz inin
negatiften farkli oldugunu kanitlar. Buradan,

1
IZ(/)=2—bR020vedet(])=1—bRO+/3b<1_R_>
0

olarak bulunur. Lokal asimptotik kararlilik sartlarindan;

1
2—bR0<2—bR0+ﬁb(1—R—)<2
0

yazilabilir ve bu ifade basitlestirilirse,

1
0<ﬁb(1—R—)<bR0

0

elde edilir.
Onceki Ry > 1> f (1 — ) ve2—bRy 2 0 esitsizliklerinden 1< Ry <>

0
ifadesi elde edilir ki bu ifade endemik denge noktasinin lokal asimptotik kararli olma

sartidir.

Ry > 1, fakat R, < % saglanmadiginda endemik denge noktasi ayn1 zamanda

kararli veya kararsiz olabilir. Ayrica periyodik veya kaotik ¢oziimler bulunabilir.
Ikinci durumda hastaligin davranist tahmin edilemez. SIR salgin modelinin
¢oztimlerinin Ry > 1 ve R, < 1 olma durumlarinin iki 6rnegi sekil 1. de verilmistir.
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Sekil 1. Ry = 0.75 ve R, = 4 degerleri i¢in SIR Salgin modelinin ¢6ziimleri

Salgin hastaliklar i¢in diger bir ¢ok farkli model denklemleri formiile edilebilir.
Ornegin SIS salgin modelinde iyilesme séz konusu degildir. Belsoguklugunun SIS
salgin modelinin derinlemesine analizi Hethcote ve Yorke (1984) tarafindan

tartisilmistir.

4.2. Fark Zamanh SIR Salginimin Nitelikli Davranisi

[27]’de yapilan galismada, basit fark-zamanli salgin modelde, popiilasyon {i¢
gruba boliinmiistiir. Bunlar; duyarli, hasta ve bagisiklik kazanan bireylerdir. S,
degeri; n zamandaki duyarli bireylerin sayisini, [, degeri; n zamandaki hasta
bireylerin sayisin1 ve R,, degeri; n zamandaki bagisiklik kazanan bireylerin sayisini
temsil eder. Toplam popiilasyonu ifade eden N sabit parametredir. Bu model SIR
modelidir.

Popiilasyonun n zamandaki duyarli, hasta ve bagisiklik kazanmis bireyleri
sirastyla S, I,, R,, olsun. Fark zamanli SIR salgin hastalik modeli;

a
Spe1 = Sp— NSnIn + ﬁ(ln + Rn)
a 41
Inyy = (1 -B - V)In + NSnIn ( )
Rpyr = (1- B)Rn +vI,

ile verilir. Buradaki o temas sayisi; n zamandan n + 1 zamanina kadar bireylerin
hasta olmasi i¢in basarili olan ortalama temas sayisini, f ile verilen parametre; 6lim
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(dogum) olasiligin1 ve y parametresi; iyilesme olasihigini ifade etmektedir.Burada
dogum olasiliginin 6lim olasiligma esit oldugu varsayilir. % orant; Olim
olmadiginda enfeksiyon periyodunun ortalama uzunlugudur. Dahasi, baslangi¢
sartlart Sy, Iy, Ry pozitif reel sayilar olmak tizere Sy + I, + Ry = N dir. Ayrica
a>00<p<1, 0<y<1; S,+1,+R,=N iliskisi kullanilarak R,, N —
S,—I, olarak degistirildiginde (4.1) sistemi,

a
Spe1 = Sp— NSnIn + ﬁ(N - Sn)
a (4.2)
Liyv, = (A=-B-v)Sy+ NSnIn

indirgenmis iki-boyutlu sistemine esdegerdir. Bizim amacimiz (4.2) fark zamanlh
modelinde R, temel iireme sayisi olmak iizere, Ry < 1 durumunda ortaya g¢ikan
hastaliksiz denge noktasinin ve Ry > 1 durumunda ortaya ¢ikan hastalikli denge
noktasmnin lokal asimptotik kararliligini incelemektir. Ayrica karsilastirma metodunu
kullanarak (4.2) sisteminin hastaliksiz ve hastalikli denge noktalarinin global
davranigini ¢alisacagiz.

(4.2) sisteminin denge noktas: (S,) olsun. O halde;

S = §—%§I_+/3(N—S_)
B a (4.3)
I = (1=p-NI+58I

yazilabilir. Buradan (S, I) denge noktasi civarinda degerlendirilen Jakobiyen matrisi;

y f+1 25
FESD=| N, . N (4.4)
hly ——S—-B—y+1
N N p—v+

dir. Elde edilen Jakobiyen matrisinin karakteristik polinomu;
I-S
P(A)=12+<¥+Zﬁ+y—2>l+lﬁ’ (4.5)

NB-D(B+y-D+a(1-p)S+I(f+y-1)

Oyle ki K = detF;, = S

olarak bulunur. (4.5) den (4.2) sisteminin denge noktalar1 P, = (N,0) ve P; =

(N(ﬁﬂ/) ) N(a_ﬁ_y)) seklinde elde edilir. Burada Py. hastaliksiz denge noktasi ve P;;
a a(B+y) '
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hastalikli denge noktasi olarak adlandirilir. Dahas1 P;, (4.2) sisteminin tek pozitif
denge noktasi olmasi i¢in gerek ve yeter sart « > f§ + y olmasidir.

Lemma 4.2.1. (4.2) sisteminin pozitif her ¢6ziimii sinirlidir.

Ispat: {(S,,1,)}>, (4.2) sisteminin pozitif ¢oziimii olsun. S,;; V€ I44
toplamindan;

Swath = (A=RSp+ A= =P+ BN 46
< A-p/Sp+1L)+LN, n=0,1,..
yazilabilir. Z,,,; = S,, + [, doniisiimiiniinden
Zni1 <A -pB)Z,+ BN, n=01,..
elde edilir. Buradan,
Ype1=Q—=p)Y,+LN, n=0,1,.. 4.7)

Lineer farl denklemini goz oniine alalim. (4.7)’nin genel ¢6ziimii;

v =NA-0-"+1-pB)"c

bulunur. Burada c,, Y, baslangi¢ sartina baghdir. 0 < f < 1 oldugu igin smurhdir.
Varsayalim ki Zy, = S, + [, olsun. O zaman tim n = 0,1, ... icin S, + 1, < N’e
sahip oluruz. Ayni zamanda tim n = 0,1,..icin 0 <I, <N ve 0 < S, < N elde
edilir.

Teorem 4.2.2. Varsayallm ki f+y <14+« olsun, bu durumda (4.2)

sisteminin hastaliksiz denge noktasi % <1 saglandiginda lokal asimptotik

kararhidir.

Ispat: (S5,7) = (N,0) civarinda degerlendirilen (4.2) sisteminin Jakobiyen
matrisi,

1-p —-a ]

O =]y =|" 0" | 5,

dir. Buradan,
PA=2+Q+y—a+2)A+(B-1D2B+y—a—1) (4.8)

karakteristik polinomunu elde ederiz. Burada (4.8) ile verilen P(1) olarak bulunan
karakteristik polinomunun kdklerinden 4, icin 4, < 1 esitsizligi ¢oziiliirse % <1
sonucu elde edilir.
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Uyan 4.2.3. ﬁ orani, SIR salgin modelinin R, olarak tanimlanan esik

parametresidir ve temel ¢ogalma sayist veya temel iireme orani olarak adlandirilir.
R, degeri, bireylerde ikinci bir enfeksiyona neden olan bireysel enfeksiyon
periyodudur. Eger R, <1 ise tek bir denge noktasi vardir, bu denge noktasi
hastaliksiz denge noktasidir ve lokal asimptotik kararlidir. Bir sonraki teorem
hastaliksiz Py = (N, 0) denge noktasinin, (4.2) sisteminin global ¢ekicisi oldugunu
gostermektedir.

Teorem 4.2.4. R, = % < 1 sart1 saglaniyorsa, P, = (N, 0) hastaliksiz denge

noktasi (4.2) sisteminin global ¢ekicisidir.

a

Ispat: < 1 oldugunu kabul edelim. (4.2) sisteminden, her n = 0,1, ... igin;

B+y N
Ly = A= =v), +N5nln
a
<A-p-yl, +NNIn
= (1_ﬁ_y)1n+a1n
= (1 _.B _Y)In

bulunur. O halde x,,,; = (1 — B8 — y)x, fark denklemini diisiinelim. r, baslangig
sartl, x, baslangi¢ sartina bagli olmak tlizere ¢oziim, (1 — f — y)"r, dir. Dahasi,
1+ a— B —y < 1olmasi {(x,)} in smirh oldugunu gosterir. x, = I, varsayimindan
lim,_,, I, = 0 dir. Buradan, herhangi bir & > 0 i¢in I,, < € olacak sekilde n > n,
dogal sayisi vardir. (4.2) den,

a
Spne1 =5 — Nsnln + ﬁ(N - Sn)

Sn+1=Sn(1—%ln—ﬁ)+ﬁNZSn(l—%e—ﬁ)+ﬁN

Sn(l—%e—ﬁ)+ﬁNSSn+1 <S,(1—B)+ BN (4.9)

(4.9) esitsizliginin sol tarafindan, verilen herhangi bir & > 0 igin n; > ny dogal
sayist vardir oyle ki tiim n > n4 i¢in;

a
Sn(l—ﬁe—ﬁ)+ﬁNSSn
:ﬁNSSn(%e+ﬁ)
BN

a

N€+,8

(4.10)

elde edilir. Benzer sekilde (4.9) esitsizliginin sag tarafindan, verilen herhangi bir
&, > 0i¢in n, = n, vardir dyle ki tim n > n, i¢in;
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Sp <S5,(1=pB)+pBN
Sp(1—-1+p) <pN

Sp <N +¢g
dir. n; = max{n,,n,} olsun. O zaman her n > n; igin

BN

%£+B

-5, SN+g

ve keyfi g, g, €, sabitleri i¢in lim,_,., S, = N " i elde ederiz.

Lemma 4.25. P, =(N,0), (4.2) sisteminin hastaliksiz denge noktasi,

=< 1sarti saglanirsa global asimptotik kararhdir.

B+y
Ispat: Ispat1 bir 6nceki teoreme benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 4.2.6. Ry > 1 igin,
PR, <2 wve a(Ry—1)<R?

sartlart saglanirsa (4.2) sisteminin P; salgin denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

Ispat:

icin (4.2) sisteminin tek pozitif salgin denge noktasi olan

b (N(ﬁ +y) NB(Ry — 1))

L =
a a

ifadesinde R, yerine yazilirsa,
<N NB(R, — 1))
Pp=|>———
Ry a
elde edilir. ($,1) = (Rﬂw
0
Jakobiyen matrisinin karakteristik polinomu,

) denge noktasi civarinda degerlendirilen F](.ST, D)

a(1=p)+ (@ —=Ro)(BRy — 1)
Ro

P(A) =22+ (R, — 2)A + (4.11)
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a(1-B)+(a=Ro)(BRo—1)
Ro

olarak bulunur. p = SRy —2 ve q = olsun. Salgin denge

N NB(Ro-1)\ - . . .
noktasi P; = (F'%) "in lokal asimptotik kararli olmasi igin,
0

BRo — 2| < 1 + XX RIFR=D (4.12)
0

esitsizligi saglanmalidir. Burada,
Ipl = |BRo — 2| =1+ 1 = BR,, (4.13)

a(1-B)+ (@ —=Ro)(BRy — 1)
Ro

1
0
ve

=>a,3(1—Rio)+1—/3R0<1 (4.15)

elde edilir. (4.10) ve (4.14) esitsizliklerinden (4.2) sisteminin P; salgin denge noktasi
fRy <2 ve a(Ry—1)<R?

sartlar saglandiginda lokal asimptotik kararhdir.
4.3. Asilama ile Bir Kizamik Modelinin Tanitimi

Bu kisimda [16]’daki asilamali bir SIR salgin hastalik modeline ait analizler
sunulmustur. Asilama ile kizamik salgini i¢in bir fark denklem sistemi, Anderson
May (1982) modeline dayanarak tiiretilmistir. Siniflar, igerisinde kizamik vakalarinin
sayisini, duyarli bireylerin sayisin1 ve bagisiklik vakalarinin sayisini igermektedir.
Her hafta f parametresi ile temsil edilen sabit sayida dogum ve O6lim oldugu
varsayllmaktadir. Bireyler bir haftada kizamiktan kurtulur, dolayisiyla her hafta yeni
kizamik vakalar1 olusur. Yeni doganlar, dogustan duyarlidir. Ek olarak, her hafta
hassas bireylerin bir p oraninda asilandig1 varsayilmaktadir.

Asilama ile bir fark denklem sistem formu;

Sey1 =1 —p)S; —al S + B
Ity = aliSy
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Rt+1 = Rt + It - B + pSt (4.16)

dir. Bu modelin (4.1)’deki salgin modelden farklari, dogum ve oliimlerin sekli
(Niifus biiyiikliigii ile orantili degil sabit), bulasict donem uzunlugu (zaman adimu ile
ayni uzunluktadir) ve asillamanin dahil edilmesidir. Cozlimlerin negatif olmamasi
icin B nin degeri yeterince kiiciik olmalidir.

Durum degiskenleri asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

I: : haftada yeni kizamik vakalarinin sayist,

St : haftada duyarli bireylerin sayist,

R: : haftada bagisiklik kazanma sayisi,

P : haftada agilanmis duyarl bireylerin say1s1 0 < p < 1,

N : toplam popiilasyon biiyiikliigii,

aN : bir enfeksiyonun neden oldugu ikincil enfeksiyonlarin ortalama sayisi.

Toplam niifus biyiikligi, N, = I, + S; + R, sabittir yani N, = N dir. Ayrica
I4q ve S;4q degerleri, R, degerine bagli degildir. Bu nedenle fark denklem sistemi /
ve S ye bagh iki denkleme indirgenebilir. ki denklemin ¢dziimiinden elde edilen

denge noktalar1
pS=pF—alS ve [=alS

dir. Hastaliksiz iki denge noktas;
[=0 ve S=8/p
ve endemik denge noktalar1 § > p/a olmak iizere;
S=1/avel = —p/a

dir. (4.16) modelinde asilama yoksa yani p = 0 ise, hastaliksiz denge noktas1 yoktur.
Asis1z tek endemik denge noktasi,

I=BveS=1/a

dir. p >0 ile asili modelin hastalikli denge noktasi civarinda degerlendirilen
Jakobiyen matrisi,

1—-p—al —aS)

]p(g' N = ( al aS

ve p =0 ile asisiz modelin hastalikli denge noktasi civarinda degerlendirilen
Jakobiyen matrisi,
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= )

olarak elde edilir. Asisiz durumdaki endemik denge noktasi civarinda degerlendirilen
Jakobiyen matrisi ise,

wasem =g )

olarak hesaplanir. Burada |Iz(J)| < 1 + det(J) < 2 esitsizliginden elde edilen
|2 — aB| < 2 durumunda hastalikli denge noktas: asimptotik kararlidir. Ozdegerler,

Ao = |IZ(/0) +/1z(Jy)% — 4det(]0)|/2 ile hesaplandiginda,

2—af £+ af(aB —4)
2

/11,2 =

degerlerine ulasilir. Eger aff < 4 ise, O6zdegerler, |A;] = 1’1 saglayan kompleks
eslenikli ¢ozlimlerdir ve bu ¢oziimler denge noktasi civarinda salinimlidir.

Asilamali hastaliksiz denge noktast civarinda degerlendirilen Jakobiyen
matrisi,

/.0 = (157 T

dir ve Ozdegerler aff/p ve 1—p dir. Bu o6zdegerler pozitiftir ve aff <p ise
hastaliksiz denge noktast lokal asimptotik kararhidir. Eger p asilama orani
olabildigince kiigiik ise, hastaliksiz denge noktas1 kararsizdir. Bu model i¢in temel
ureme sayisi;

Ry =af/p

ile ifade edilir. Asilamali endemik denge noktas1 civarinda degerlendirilen Jakobiyen
matrisi;

psn=(y % )

olarak elde edilir. Eger |2 — afB| <2 —p <2 ise endemik denge noktasi lokal
asimptotik kararlidir. Bu esitsizligin ikinci kismi her zaman saglanir. aff < 2 ise
kararlilik sartindan 1 < R, < 2/p elde edilir.

Asilamali ve asilamasiz durum, Andersan ve May (1982) tarafindan
incelenmistir. Bu iki durumda B, gelismis bir lilkenin gelismekte olan bir iilkeye gore
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dogum oraninmi temsil eder. (Birlesik Kralliga kars1 Nijerya) Birlesik Krallik gibi
geligmis bir tilke i¢in y1llik dogum oraninin 1000 kisi bagina 12 oldugunu varsayalim
ve Nijerya’nin dogum orani bu oranin ii¢ katidir. Boylece, biiyiikliigii yarim milyon

olan gelismis bir iilkede haftada dogum sayisi;

-1z LY 00,000 ~ 115
5_10003/1152 hafta™

ile verilir.
"
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Sekil 2. Anderson ve May (1982)’de f = 115, a = 0,3 x 10* parametreleri ile
asilama modeli

Yukarida verilen (sekil 2) Anderson ve May (1982)’de S = 115, a = 0,3 X

10* parametreleri ile asilama modelini gdstermektedir. Ustteki iki sekilde p = 0,

alttaki sekilde p = 0,002 ve p = 0,005 olarak kabul edilmistir.
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a = 0,3 X 10* varsaymm ile Nijerya’nin haftalik dogum oram bu oranin iig
katidir yani 8 = 345 tir. Verilen parametreler igin, aff < 4, hi¢ asilama olmadiginda
¢cozlimler denge noktasi etrafinda salimimlidir. Kizamik enfeksiyonu popiilasyondan
cikarilmamustir. Sekil 2, asilama olmadiginda UK’nin hipotetik verileridir. Sekil 2
de, kizamik olgularinin periyodikligi (p = 0), iki ile {i¢ yil arasindadir. Simdi
astlamanin dahil oldugunu varsayalim. p > fa iken, pozitif denge mevcut degildir
ve I = 0 ve S = B/p ile verilen hastaliksiz denge noktas1 lokal asimptotik kararlidir.
Birlesik Krallik’in varsayimsal verileri ve p > fa = 115(0,3 X 10™*) = 0,00345
as1 orani ile kizamik modelinin ¢oziimleri sekil 2 de grafiksel olarak gosterilmistir.
Burada / -» 0 ve S — /p = 1150 denge ¢oziimleri vardir. Bu model, kizamik
kontroliinde dogum oraninin O6nemini gostermektedir. Bilesik Krallik ig¢in
varsayimsal veriler 0 < p < fa = 0,003450 asilama oran1 azalirsa, bu durum hala

salginlarin var oldugunu gosterir. Ancak asilama salginlar arasindaki siireyi uzatir.

12000 T,l A T T e
D

10000 | -
B 8000 |-
3
E
S G000 - -
=
=
g 4000 Agilama )
N

2000 N

2 I

0 5
1940 1945 1950 1955 1960 1965 1970

Y1l

Sekil 3. Baltimore, Mayland’ta 1939-1971 arasinda yillik kizamik vakalar
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Amerika Birlesik Devletlerinde kizamik asis1 1963 yilinda ruhsatlandirildi. O
zamandan Once her iki ii¢ yilda bir salgin dongiisi meydana gelirdi. Sekil 3
Baltimore’de kizamik vakalari hakkinda yillik verileri ve Maryland’da asilamadan
iki ile ti¢ y1llik bir dongiiyli gostermektedir. 1963 ten 6nce ABD’de neredeyse herkes
kizamik hastaligina yakalanmistir. Yani kizamik vakalarinin sayisi, dogum grubuna
yakind1. ( yilda 3,5 — 4 milyon vaka) [28]. Kizamik i¢in temel {ireme sayisinin ¢ok
yikksek, Rg =~ 12 —13 oldugunu hatirlaymiz. Kizamik olduk¢a bulasici bir
hastaliktir. Kizamig1 kontrol altinda tutmak i¢in tek dozluk strateji yeterli olmamustir.
Asilanmamis okul 6ncesi ve agilanmis okul ¢agi ¢ocuklari arasinda 1989-1991 yillar
arasinda yaygin bir kizamik salgini, kizamik asilama stratejisinde bir degisikligin
olugmasini saglamistir. Bir dozluk, iki dozluk strateji yerine 1989°da ilk doz stratejisi
onerildi [28]. Iki doz stratejisinde, ilk doz 15. ayda, ikinci doz ise ortaokul veya
ortaokula baslamadan verilir. 1ki dozlu strateji ABD’de kizamik kontroliinde bagarili

olmustur.
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5. BULGULAR ve TARTISMA

5.1. SIS Salgin Hastahk Modelinin Kararhlhk ve

Catallanma Analizi

Hayatta var olan temel problemleri arastirmanin 6nemli yollarindan biri
matematiksel modelleme yapmaktir. Biyoloji, zooloji, ziraat, kimya, miihendislik,
fizik ya da tip gibi bir ¢ok bilim dalinda ortaya ¢ikan problemleri fark ya da siirekli
zaman matematiksel modelleri yardimiyla arastirmak miimkiindiir [10, 11, 12, 13,
16, 21, 22, 25]. Ogzellikle hastaliklarin insan hayatindaki énemi nedeniyle bu
modellerin incelenmesi biiyiik 6nem tasir. Bulasici (epidemik, salgin) hastaliklar da
bu tip calismalardan biridir. Bu tip hastaliklarda tamamen iyilesme s6z konusu
degildir. Bu konuda hastaligin yayilma hizi, hastanin gegici iyilesme siireci ya da
gecici iyilesme siirecini hizlandiran etkiler v.s. ¢alisma konusunu olusturur. SIS
modeli de bdyle modellerden biri olup, bir toplulugu temel alarak iki gruba ayirir.
Birincisi hassas (duyarli) bireyler, ikicisi enfektif bireyler toplulugudur. Modelde
kullanilan S(t) degiskeni, t zamanda duyarli olan bireyleri, /(t) degiskeni t zamanda
enfektif olan bireylerin sayisini ifade eder. Toplam niifusu ifade eden N degeri ise
sabittir. Bu model SIS olarak adlandirilmistir.  Bakteriyel bogaz enfeksiyonu,
menenjit, belsoguklugu, frengi gibi bulasict hastaliklarin uygulanabilir modellerinde,
enfekte bireyler iyilesebilir ancak enfeksiyon bagisiklik kazandirmaz. Salgin hastalik
modeline ilk katkilar, Hamer (1906), Ross (1911) ve Kermark ve Mekendrik (1927)
tarafindan olmustur [21, 23, 24]. 1902 yilinda Ronald Ross sitma caligmasi ile tip
alaninda Nobel odiilii almistir. Belsoguklugu hastaligina bagli olarak olusturulan SIS
salgin modelinin derinlemesine analizi Hethcote ve ark. (1984) tarafindan
tartistlmistir [25].

B
St41 =5t — Nlt'st + @+ b)lt (5.1)

B
lyyq1=1:(1—y—Db) + NItSt

dir. Burada, b,y > 0 olmak iizere 0 < b +y <1 ve 0 < f <1 sartlar1 gegerlidir.
Ayrica Iy, Sy > 0 ve [ + Sy = N dir. Bu sartlar ile ele alinan (5.1) sistemi t ile t + 1
zaman araliginda bir kisitlamaya sahiptir. Bu zaman aralig1 yeterince kisa olmalidir
(saatler veya giinler gibi). Daha 6nceki I, + S, = N varsayimimiza dayanarak her t
aninda toplam niifus sabit olacagindan [ +S; = Iy, 1 + Sp4q dir. 1,5, >0
oldugundan ve tiimevarimdan I, S; > 0 ve % < %’ < 1 olmas1 ¢oziimlerin pozitif
oldugunu gosterir. Bu modelde kullanilan f  parametresi, temas sayisit olarak
adlandirtlir vet zamandan t+ 1 zamana kadar enfekte bireyler tarafindan

: . s
enfeksiyonu ortaya ¢ikaran ortalama bagarili temas sayisini ifade eder. % orani,
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duyarl bir bireyin enfeksiyona sahip olan bir bireyle olan temas sayisidir ve % orant

ise enfekte sinifin enfeksiyonla sonuglanan toplam temas sayisidir. Dogum orani ile
O0lim oraninin esit oldugu parametre ise b ile verilmistir. Ayrica bireyler duyarh

dogar ve annelerden yavrulara hastalik taginmaz. y parametresi iyilesme olasiligini, i

orani ise sonu Oliim ile sonu¢lanmayan enfeksiyonun ortalama uzunlugunu temsil
eder. Enfeksiyon doneminin uzunlugu 6lim nedeni ile kisaltilabilir. Bu nedenle e

orani dliimler dahil oldugunda ki enfeksiyon uzunlugudur.
St + I, = N ilisgkisi bilindigine gore, birinci denklemde I, = N — S, yazilirsa,

B
St+1 =S¢ — N IS+ (b +y)(N —Sp)
Iy =1,(L—y—b)+ %Itst (5.2)
elde edilir.
Simdi biz (5.1) sisteminin dinamiklerini ¢alismak i¢in bir (x,y) denge
noktasinda degerlendirilen Jakobiyen matrisini

Jaen =" ) (5.3)

Uz1 U2

gdz Oniine alalim. iz] = a1 + @y, Ve det] = a1, — @12 olmak iizere
karakteristik denklem

A2 — iz + det] =0 (5.4)

olarak yazilir. A; ve A,; (5.4) karakteristik denkleminin kokleri olsunlar. Eger
|412] <1 ya da lizJ]| <1+ det] <2 ise (x,y) denge noktasi lokal asimptotik
kararhdir.

Tamim 5.1.1. Herhangi bir sistemin (S, 1) denge noktasi i¢in asagidaki bilgiler
gecerlidir.

(i) |24] < 1ve|A,] < 1 ise sink noktadir ve lokal asimptotik kararlidir;

(i) |A4] > 1 ve |A;] > 1 ise source noktadir ve lokal kararsizdur;

(i) |24l <1 wve 251 >1 (veya|A| >1ve|d,| <1 ) ise saddle
noktadir;

(iv) |A1] = 1 veya |4,| = 1 ise non-hiperboliktir [12]

Teorem 5.1.2. F(x) = x%2 + Bx + C olmak iizere, F(1) > 0 oldugunu kabul
edelim. x; ve x5, F(x) = 0 n iki kokii olmak {izere;
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(i) Eger F(—1) > 0veC< 1lise |x;| < 1ve|x,| < 1dir;

(if) Eger F(—1) < 0ise |x1] > 1 ve |xy| <1 (veya |x;| < 1ve|xy| >1)
dir;

(iii) Eger F(—1) > 0ve C> 1ise [x;| > 1 ve |x,| > 1 dir;

(iv) Eger F(—1) = 0ve B+ 0,2 ise x; = —1 ve |x,| # 1 dir;

(v) Eger B2—4C <0 ve C=1 ise x; ve x, komplek koklerdir ve
1] = [x| = 1dir;
sartlar1 gecerlidir.

5.2. Esas Sonuglar

Bu bolim Sistem (5.1) de ele aliman popiilasyondaki bireylerin hastaliga

yakalanma durumunu analiz etmek i¢in gerekli matamatiksel degerlendirmeleri verir.

52.1. Kisitlamah Pozitif Parametrelere Bagh Sistem
(5.1) in Dinamikleri

Burada b,y > 0 olmak ilizere 0 <b+y <1 ve 0 < f <1 sartlar1 altinda
sistem (5.1) in kararlilik analizi yapilacaktir. Biz (5.1) sistemi i¢in asagidaki
teoremleri elde ederiz

Teorem 5.2.1.1. (5.1) sistemi i¢in asagidaki ifadeler dogrudur:

(i) (5.1) sistemi, E, = (N,0) hastaliksiz (enfeksiyonlu birey sayisi

N(y;b)' N [ﬁ_(;+b)]), B >y + b hastalikh

(enfeksiyonlu birey sayisi igeren) denge noktasi olmak iizere iki tane denge noktasina
sahiptir.
(if) (5.1) sistemi tiim pozitif parametre degerleri i¢in tek bir E, hastaliksiz

icermeyen) denge noktasi ve E; = (

denge noktasina sahiptir.

(iii) (5.1) sistemi , § > y + b ise tek bir pozitif E; hastalikli denge noktasina
sahiptir.

Ispat: (5.1) sistemi goz oniine alinirsa, denge noktalari
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denklemleri ¢oziilerek E, = (N,0)ve E; = (S,1) = (N(’;:b), N [B_(;er)]) olarak
bulunur.

Biz (5.1) sisteminin Jakobiyen matrisini basit bir hesaplama ile

1—£1—(y+b) —ES
J(S, 1) = N 8 N P (5.5)
NI (1—y—b)+NS

seklinde elde ederiz. Hastaliksiz denge noktasi civarinda ki Jakobiyen matrisi,

1-(+b) —B )

](N'O)=( 0 (A=y—b)+p

(5.6)

olmak tizere matrisin 6z degerleri, 4, =1—(y+b) ve 1, = (1 —y —b) + B dir.

Burada E, denge noktasinin lokal asimptotik kararlilik sarti hakkindaki bilgiyi
sunmak i¢in asagidaki teoremi veririz.

Teorem 5.2.1.2. R, = y% <1 ise (N,0) denge noktasi lokal asimptotik

kararlilidir.

Ispat: Parametreler icin varsayimlarimizi gz dniine alarak 0 < A; < 1 oldugu
duruma ulasiriz. Eger )% < 1lise0 < A, <1 saglanir.

Uyar: )% orant SIS salgin modelin R, ile gdsterilen esik parametresidir ve bu

esik parametresine "temel lireme orani" veya "temel iireme sayis1" denir. Ry = y%

orani biyolojik olarak bir yoruma sahiptir. R, degeri bireyin enfeksiyon déneminde,
bir enfekte kisinin neden oldugu ikincil enfeksiyon sayisidir. (Anderson And
May,1991). Eger Ry < 1 ise sadece bir denge noktasi vardir, bu denge noktasi
hastaliksiz denge noktasidir ve bu denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

Simdi SIS salgin modelinin analizine devam etmek i¢in R, > 1 oldugunu

varsayalim. Endemik (hastalikli) denge noktasi i¢in lokal asimptotik kararlilik sartini
arastirdigimizda asagidaki teoreme sahip oluruz.
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Teorem 5.2.1.3. (5.1) sisteminin E, denge noktasi i¢in asagidaki topolojik
siiflandirmalar gecerlidir:

(i) B <y+ b isebir “sink” noktadir,
(i) B >y + b ise bir “source” noktadir,

(iii) B = y + b ise “non-hyperbolic” noktadir.

L <

m 4 60 50 100
S

it

el

Sekil 4. b = 0.5; y = 0.1 ve § = 0.5 parametre degerleri ile Sistem (5.1)’in
Zaman Serisi Grafigi

Burada 100 kisilik bir popiilasyon g6z oniine alinmistir. Baslangic durumuna
bakildiginda 70 kisinin duyarli ve 30 kisinin hastalig1 tasiyan birey oldugu aciktir.
Hasta bireylerin duyarli bireyler ile temas oraninin kiigiik bir oran olmasi sebebiyle,
zamanla 30 hastanin iyilestigi ve 100 kisinin duyarli olarak hayatina devam ettigi
goriilmektedir. Matematiksel anlamda; secilen parametre degerlerine bakildiginda
B <y + boldugu ve sistem (5.1) in (100,0) denge noktasinin lokal asimptotik kararl
oldugu goriiliir. Dahast Ry = 0.83 < 1 durumu enfekte bireylerin olmadigi bir denge
noktasinin varligini ve bu denge noktasinin tek oldugunu gosterir.

Simdi SIS salgin modelinin analizine devam etmek i¢cin Ry, > 1 oldugunu
varsayalim. Endemik (hastalikl1) denge noktasi i¢in lokal asimptotik kararlilik sartini
arastirdigimizda asagidaki teoreme sahip oluruz. Bu teorem ile E; denge noktasinin
lokal asimptotik kararlilik sartin1 ifade ederiz.

Teorem 5.2.1.4. 1 < Ry <

kararhidir.

(I)Lﬂ/) ise endemik denge noktasi lokal asimptotik
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Ispat: Endemik denge noktasi civarinda degerlendirilen Jakobiyen matris
formu;

B
= = 1-((Mb+y)R ——
= 1Ok T, (57)
b+y)R -1 1
olarak elde edilir. (b +y) <1 varsayimimiza bagl olarak R, < (b—iy) oldugu
asikardir. O halde R, < (bLﬂ/) dogrudur. Bu durum J(S,I) matrisinin Iz’inin
negatiften farkli oldugunu kanitlar. Buradan,
1zJ)=2—-((b+Yy)Ry =0
ve
det(J) =1—=(b+y)Ry + Rﬁ(b +y)(Ry — 1) (5.8)
0
elde edilir. Lokal asimptotik kararlilik sartlarindan;
2—=Mb+y)Ry<2—(b+Yy)Ry+ R£(b+)/)(RO—1)<2 (5.9
0
yazilabilir ve bu ifade basitlestirilirse,
1
0<p(1- R—O) <Ry (5.10)

elde edilir. Ayn1 zamanda f (1 — Ri) < 1 esitsizligi dogrudur. Burada Ry < bZTy ve
0

Ry > 1 oldugu gbz Oniine alinirsa 1< Ry < (bLer) ifadesi elde edilir ki bu ifade

endemik denge noktasinin lokal asimptotik kararli olma sartidir. Ispat tamamdr.
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Sekil 5. b = 0.5;y = 0.1 ve § = 0.8 parametre degerleri ile Sistem (5.1)’in
Zaman Serisi Grafigi

Bu grafik 70 kisinin duyarli ve 30 kisinin hastalig1 tasiyan birey oldugu 100
kisilik bir popiilasyon da, zamanla hasta sayisinin 30 kisiden 25’¢ diistiiglinii; duyarh
olan 70 kisinin 75’e yiikseldigini gosterir. Bu durumda hasta olan kisi sayisi
azaldigin1 ayni oranda duyarli kisi sayisinin arttigin1 gdrmekteyiz. Matematiksel
anlamda; secilen parametre degerlerine bakildiginda f >y + b oldugu ve sistem
(5.1) in (75,25) denge noktasmin lokal asimptotik kararli oldugu goriiliir. Dahasi
Ry, =133>1 olup 1 < Ry < 3.33 degeri enfekte birey sayisini igeren bir denge

noktasinin varligin1 ve bu denge noktasinin tek oldugunu gosterir.

(5.7) ile verilen Jakobiyen matrisine denk olarak

-p —()/+b))
g —(y+b) 1

J&D =
matrisi yazilabilir. Bu matrisin karakteristik polinomu;
FA=24+28-2)—F+b)?*+By+b—-1)+1
olarak elde edilir.
Sonu¢: Teorem 5.1.1 g6z oOniine alinrsa 0 <b+y <1 ve 0<fF <1

sartlarina gore (i) sarti daima saglanir. Dolayisiyla sistem (5.1) bu sartlar altinda
lokal asimptotik kararlidir.
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5.2.2. Kisitlamasiz Pozitif Parametrelere Bagh Sistem
(5.1)’in Dinamikleri

Simdi biz b > 0, y > 0 ve B > 0 olmak iizere baska bir sinirlandirma olmadan
(5.1) sistemini ele alalim. O zaman Tanim (5.1.1) g6z Oniline alinarak E; denge
noktasi i¢in topolojik bir siniflandirmay1 asagidaki teoremle veririz.

Teorem 5.2.2.1. (f > y + b) olmak iizere (5.1) sisteminin E; denge noktasi
(i) B<y+b+2 oOyleki 0 <y+b <2 isebir “sink” noktadir.
(i) B>y+b+2 oyleki y+ b > 2 veise bir “source” noktadir.
@[ii)0<y+b<2vey+b+2<PByaday+b>2veB<y+b+2ise
bir “saddle” noktadir.

(iv) B =2 + vy + b ise “period doubling ¢atalanma” noktasidir.

]

L]

n 40 s 0 10

&

=
=

Sekil 6. b = 0.5;y = 0.1 ve § = 2.5 parametre degerleri ile Sistem (5.1)’in
Zaman Serisi Grafigi
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Sekil 7. b = 0.5; y = 0.1 ve B € (2.2, 3) araligindaki degerlere gore
catallanma grafigi

100 kisilik bir popiilasyon da 70 kisinin duyarli ve 30 kisinin hastalig1 tasiyan
birey oldugu durumu tekrar goz Oniine alalim. Hasta bireylerin duyarli bireylerle
temas oraninin iyilesme oranindan daha biiylik bir oran olmasi sebebiyle, zamanla
hasta sayisinin 30 kisiden 76’ya ciktigini1 duyarli olan 70 kisinin 24’e diistiigiinii
gorliriz. Bu durumda hastalik taginmaktadir. Matematiksel anlamda; segilen
parametre degerlerine bakildiginda <y + b + 2 oldugu ve Sistem (5.1) in (24,76)
denge noktasinin lokal asimptotik kararli oldugu goriiliir.

b = 0.5;y = 0.1 degerleri sabit tutularak degisen [ temas orani degerlerine
gore popiilasyonun denge noktalarmin nasil degistigini goérmekteyiz. f = 2.6
degerinde bir ¢atallanma sézkonusudur. Bu noktada popiilasyonun dinamikligi bir
degisim gosterir. Bu durum hastaligin temas orani degistik¢e, hastaligin taginma
say1si bilgisini bize verdigi i¢in 6nem arz etmektedir.

5.3. Tartisma ve Sonuglar

Bu ¢alisma bir fark zamanh epidemik sistemin denge noktalarinin varligi ve bu
denge noktalarina bagli olarak hastalifin tasinma analizini sunar. Parametre
degerlerindeki kisitlamalar ve kisitlama olmaksizin popiilasyondaki degisimler
aragtirilmugtir. Iyilesme orani sabit tutulup farkli temas orani degeri secimi ile hasta

birey sayisindaki degisim grafiklerle gozlemlenmistir. Baslangi¢ sartlar1 (70,30) sabit
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tutularak Sistem (5.1) iyilesme oraninin ya da &liim oraninin degisimlerine goére

incelendiginde farkli dinamiklerin olustugunu goriiriiz.

100 4™~

80 T Q
sl __-"__"J_.-L\\\\-\

209

0.2 0.4 0.6 L X 1 1.2 1.4

Sekil 8. b = 0.5; f = 3 vey € (0,1.4) araligindaki degerlere gore gatallanma
grafigi

Secilen sabit [ =3 ve b = 0.5 parametrelerine gore ve iyilesme oraninin
degisen degerlerine karsilik ¢atallanma grafigi elde edilmistir. y = 0.5 te ters yonde
“period doubling catallanma” mevcuttur. Iyilesme orami zamanla arttikca hasta

popiilasyonunun azaldig1 goriilmektedir.
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Sekil 9. b = 0.05; B = 3 vey € (0,2) araligindaki degerlere gore gatallanma
grafigi
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Sekil 10. b = 0.05; B = 3.5 ve y € (0.5, 1.5) araligindaki degerlere gore
catallanma grafigi

Segilen sabit f =3 ve b = 0.05 parametrelerine gore ve iyilesme oraninin
degisen degerlerine karsilik ¢atallanma grafigi elde edilmistir. y = 0.95 te ters yonlii
“period doubling catallanma” mevcuttur. Oliim olasiliginin diisiik oldugu durumda,
eger iyilesme oraniinda ¢ok kii¢iik oldugunu g6zoniine alinirsa bir kaos durumu s6z
konusudur.

B = 3.5 ve b = 0.05 alindiginda kaos durumunun arttig1 gézlenir.
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Sekil 11. y = 0.75; B = 3 ve b € (0,1) araligindaki degerlere gore ¢atallanma
grafigi
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Secilen sabit B =3 ve y = 0.75 parametrelerine gére ve Oliim oraninin
degisen degerlerine karsilik catallanma grafigi elde edilmistir. b = 0.25 te ters yonlii

“period doubling ¢atallanma” mevcuttur.
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6. SONUCLAR ve ONERILER

Bu tez calismasinda gesitli salgin hastaliklarin insanlar tizerindeki etkilerine ait
bilgilere yer verilmistir. Salgin hastaliklar1 meydana getiren sebeplerin ne
olabilecegi, hastaligin asamalari, hastaliklarin iyilestirilebilme durumlarinin
arastirilmasi ve hastaliklara karsi meydana gelen 6lim oranlarinin tespitini veren
arastirmalardan bahsedilmistir. Literatlirdeki caligmalara dayanarak asilamali ve
asilamasiz SIR salgin hastalik modelleri ele alinmis ve bu salgin hastalik modellerine
ait kararlilik analizleri sunulmustur. Bu modellerde bireyler hastalia kars1 bagisiklik
kazanirlar. Fakat SIS salgin modellerinde hastaliga tekrar yakalanma durumu vardir.
Bu duyarli bireyler igin bir risk unsuru olusturur. Dolayisiyla ¢alismalarimizin
sonucunda ele aldigimiz bir SIS salgin modeli {izerine yogunlasarak bu modelin
nitelikli analizini sunduk. Sonuglar1 destekleyen zaman serisi ve ¢atallanma grafikleri
SageMath programi [14] ile ¢izilmistir.

Bulasic1 hastaliklar nedeniyle meydana gelen oliimler, hastalifin bulagma
hizina bagl olarak degisim gostermesi sebebiyle, salgin hastaliklarin analiz edilmesi
gilinlimiizde biiyiik 6neme sahiptir.

Diinya genelinde topluma gerek hayatsal boyutta gerekse ekonomik boyutta
cok biiyiikk zarar veren hastaliklarin olusumu, yayilimi, seyri gibi konularda,
matematiksel modelleme son derece biiylik avantajlar saglamaktadir. Hastaliin ne
kadar siirecegini, ne kadar siire sonunda en kotii halini alacagini, salgina doniisiip
donlismeyecegini tahmin edebilmek matematiksel modelleme ile miimkiindiir. Bu
calismada inceledigimiz modeller bircok yeni hastalik i¢in uygulanabilir. Hastaligin

parametrelerinden yola ¢ikarak yeni terimler eklenerek yeni sistemler olusturulabilir.

43



KAYNAKLAR Selay ACER

KAYNAKLAR

[1] E. Cetin, B. Kiremitci ve D.I. Yurt, “ Matematiksel Epidemiyoloji:
Pandemik A/HIN1 Gribi Vakas1”, Istanbul Universitesi Isletme Fakiiltesi Dergisi
vol. 2, no. 38, pp. 197-209, 2009.

[2] J. Snow, “ Cholera and the Water Supply in the South Districts of
London”, Journal of Public Health no.2, pp. 239-257, 1856.

[3] J. Snow, “The Cholera Near Golden Square, and at Deptford”, Medical
Times and Gazette pp. 321-22, 1854.

[4] S. Metintas ve E. Atay, “Dermatolojik Hastaliklarda Arastirma
Yontemleri”, ESTUDAM Halk Saghigi Dergisi. Dermatoloji ve Halk Saghgi Ozel
Sayist, pp. 1-26, 2019

[5] G. Zaman, H.Y. Yong ve H. Jung, “Stability analysis and optimal
vaccination of an SIR epidemic model”, BioSystems, no. 93, pp. 240-249, 2008.

[6] M. Nasri ve M. J. Douraki, “Study of a system of non-linear difference
equations arising in a deterministic model for HIV infection”, Applied Mathematics
and Computation, vol. 2, no. 171, pp. 1306-1330, 2005.

[7] M. Derouich ve A. Boutayeb, “An Avian Influenza Mathematical Model”,
Applied Mathematical Sciences, vol. 2, no. 36, pp. 1749-1760, 2008.

[8] G. R. Kumar ve K. L. Narayan, “ Mathematical study of an SIR epidemic
model with nonmonotone saturated incidence rate white noise”, Research Journal of
Pharmacy and Technology, vol. 9, no. 11, pp. 1945-1950, 2016.

[9] D. Greenhalgh, “ Some results for an SEIR epidemic model with density
dependence in the death rate”, IMA Journal of Mathematics Applied in Medicine &
Biology, no. 9, pp. 67-106, 1992,

[10] R. M. Anderson ve R. M. May, “The invasion, persistence, and spread of
infectious diseases within animal and plant communities”, Philos Trans R Soc Lond
B no. 314, pp. 533-570, 1986.

44



KAYNAKLAR Selay ACER

[11] Q. Din, O. A. Giimiis ve H. Khalil, “Neimark-Sacker bifurcation and
chaotic behaviour of a modified host—parasitoid model”, Z. Naturforsch. A vol. 72,
no. 1, pp.25-37, 2017.

[12] X. Liu ve D. Xiao, “Complex dynamic behaviors of a discrete-time
predator-prey system”, Chaos Solution Fract. no. 32, pp. 80-94, 2017.

[13] U. Ufuktepe ve S. Kapcak, “Applications of Discrete Dynamical Systems
with Mathematica”, RIMS Kyoto Proceeding, 1909, pp. 207-216, 2014.

[14] S. Kapgak, “Discrete Dynamical Systems with Sage Math”, The
Electronic Journal of Mathematics&Technolgy, vol. 12, no. 12, pp. 292-308, 2018.

[15] O. A. Giimiis, G. M. Selvam ve A. Vianny, “Bifurcation and Stability
Analysis of a Discrete Time SIR Epidemic Model with Vaccination”, International
Journal of Analysis and Applications, vol. 17, no. 5, pp. 809-820, 2019.

[16] L.J.S. Allen, An Introduction to Mathematical Biology, Pearson, New
Jersey, 2007.

[17] S. Elaydi, An Introduction to Difference Equations, Springer, New York,
2006.

[18]. H. Bereketoglu ve V. Kutay, Fark Denklemleri, Ankara, Gazi Kitabevi,
2012.

[19] K. Cunningham, MRS. Kulenovic, G. Ladas ve SV. Valicenti, “ On the
recursive sequences”, Nonlinear Anal. ,no. 47, pp. 4603-4614, 2001.

[20] L. K. Pickering, C. J. Baker ve D. W. Kimberlin, “ 2012 Report of the
Committee on Infectious Diseases”, American Academy of Pediatrics, EIk Grove
Village, 2012.

[21] W. O. Kermark ve A. G. McKendrick, “A Contribution to the
Mathematical Theory of Epidemics”, Mathematical, Physical and Engineering
Sciences, vol. 115, no. 772, pp. 700-721, 1927.

[22] L. Edelstein-Keshet, Mathematical Models in Biology, SIAM, Random
House, New York, 2005.

[23] W. H. Hamer, “ The Milroy Lectures on Epidemic Disease in England”,
The Evidence of Variability and Persistence of Type. The Lancet, no.1, pp. 733-739,
1906.

45



KAYNAKLAR Selay ACER

[24] R. Ross, The Prevention of Malaria, London, 1911.

[25] H. W. Hethcote ve J. A. Yorke, Gonorrhea Transmission Dynamics and
Control, Springer-Verlag, Berlin and Heidelberg, 1984.

[26] H. Sedaghat, Nonlinear Difference Equations: Theory with Applications
to Social Science Models, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, Netherlands,
2003.

[27] Q. Din, Qualitative behavior of a discrete SIR epidemic model,
International Journal of Biomathematics, vol. 9, no. 6, pp.1-15, 2016.

[28 ] C. G. Prober, Evidence shows genetics, not MMR vaccine, Determines
Autism. AAP News December. pp. 24, 1999.

46



EKLER Selay ACER

KiSISEL BILGILIER

Ad1 Soyadi : Selay ACER
Dogum Yeri  : Siirt

Dogum Tarihi :20/01/1987
Medeni Hali  : Bekar
Yabanci Dili  : Ingilizce

E-posta : selayaceridem@gmail.com

Egitim Durumu

.. Mezu
Derece Alan Universite
niyet Y1l
_ ) Eskisehir Osmangazi
Lisans Matematik . 2013
Universitesi

) Adiyaman
Lise Sayisal 2005

Anadolu Lisesi

TEZDEN TURETILEN YAYINLAR, SUNUMLAR VE PATENTLER:

1. Ak Gumus O. , Acer S. , Period-Doubling Bifurcation Analysis
and Stability of epidemic model, Journal of Science and Arts, vol. 4, no.49,
pp. 905-914, 2019

2. Ozlem Ak Giimiis, Selay Acer Idem, Fark Zamanli Bir SIS
Salgin Modelinin Kararlilhig: ve Catallanma Analizi, Adiyaman Universitesi

6. Bilim ve Sanat Sempozyumu, 18 Nisan 2019, Adiyaman.

47



