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Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢alisma bes boliimden olugmaktadir.
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yaklasim uzay1 lizerinde gamma yar1 halkalar1 tanimlanip, tam ayirt edilemezlik
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gamma yakinlik yar1 halkasi dikkate alinarak teoremler elde edilmistir. Son béliimde,
yapilan ¢alismanin daha 6nce yapilan ¢aligmalarla karsilagtirilmasi yapilmastir.
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1. GIRIS ibrahim Halil BEKMEZCi

1. GIRiS

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢alisma bes boliimden olugmaktadir.
Birinci boliimde tezin giris kismi bulunmaktadir.

Ikinci boliimde, Onceki calismalar bashigi altinda tezde kullanilan ve
faydalanilan kaynaklar 6zetlenmistir.

Uciincii boliimde, temel kavramlar adi altinda, yaklasimli kiimeler, yakin
kiimeler ve temel yaklasim uzayi, zayif yakmlik yaklagim uzay1 ve 6zellikleri olmak
iizere; li¢ kisimdan olugmaktadir. Birinci kisminda, yaklasim kiimenin; alt yaklagimin,
iist yaklagimin ve siir bolgesinin tanimi yapildi ve ayrica temel yaklasim uzay1 verildi
[23-24]. Ikinci kisimda, temel yaklasim uzay1 genisletilerek; yakinlik yaklasim uzay1
tanimlandi. Yakinlik yaklagim uzay: iizerinde alt yaklagim, iist yaklagim ve sinir
bdlgesi tanimi yapildi. Bu kiimelerinde yakin kiime oldugu teoremlerle ispat edildi
[25]. Ugiincii kisimda da zayif yakinhik yaklasim uzayr tanimi ve temel dzellikleri
verildi.

Dérdiincii boliimde bulgular ve tartigma baghigi altinda zayif yakinlik yaklagim
uzayi lizerinde gamma yar1 halkanin tanimi yapilip, teorem ve 6rneklere yer verildi.
Son béliim olan sonug boliimiinde yapilan ¢alismanin daha dnce yapilan ¢aligmalarla
karsilastirilmasi yapilmistir.

Bu tezin amaci, bir yakinlik yar1 halkanin genellestirilmis durumu olan zay1f
yakinlik yaklagim uzay1 iizerinde gamma yar1 halkalar konusuna girmek ve bu cebirsel

yapilarin temel yaklagim 6zeliklerinden bazilarini incelemektir.



2. ONCEKi CALISMALAR ibrahim Halil BEKMEZCi

2. ONCEKI CALISMALAR

Bir modelleme olarak yararli ve klasik kiimelerden farkli olan yaklagimli kiime
fikri, 1982 de bilgi sistemindeki eksikligi ve belirsizligi gidermek amaciyla Pawlak
tarafindan ortaya atildi. Yaklasimli kiime teorisi, bir evrensel kiimenin alt kiimesi
dikkate alinmak iizere; alt ve list yaklagim1 kullanarak tanimlanan, kiime teorisinin bir
genisletilmesidir. Pawlak’m yaklasimli kiimesinin temeli bir denklik bagmntisidir [23]
ve [24].

1987 de Iwinski yaklagimli kiime tizerinde cebirsel yapilarin bir modellemesini
verdi [10]. Bu caligmadan sonra Biswas ve Nanda 1994’te yaklasimli alt gruplar1
calist1. 1997 de Kuroki yar1 gruplarda yaklasimli ideal kavramini tanimlayarak; idealin
karakterizasyonunu inceledi. Bu ¢alismalardan sonra [3], [4], [11]-[14], [33], [34] ve
benzeri birgok ¢aligma yapildi.

1995 de ilk olarak, Rao gamma halkalarin bir genellestirilmesi olarak, gamma
yar1 halkalar1 ¢alist1 (30]. Gamma yar1 halkalar ile ilgili tiim tanim ve temel kavramlar
icin [31] ve [33] da ki ¢caligmalara bakilabilir.

2002 de Peters yaklagimli kiime teorisinin genisletilmesi olarak; yakm kiime
fikrini ortaya att1. Bu teoride Peters kiimelerin yakinligini tanimlamak i¢in nesnelerin
ozeliklerine bagli bir ayirt edilemezlik bagmtisini tanimladi [25]. [26], [27], [28] ve
[29] kaynaklarda, bos olmayan kiimelerin birbirine nasil yakin olabileceklerine iligkin
ozelikler genisletilmis, yaklagim (yakm kiime) teorisi dikkate alinarak; ¢alismalar
yapilmstir.

2012 de inan ve Oztiirk yakinlik gruplarin konusunu [6-7] ve yakin kiimelerin
oteki cebirsel yaklagimlarmi [8] ve [21] kaynaklarinda ele aldilar.

Son dénemlerde Oztiirk yakinlik yari halkalarmi olusturdu ve yakinlik yari

halkalarin ideallerini ve bunlarin bazi 6zeliklerini inceledi [18], [22].
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3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda, temel olarak; yaklagimli kiimeler, yakin kiimeler, temel yaklagim
uzay1 ve zayif yakin yaklasim uzayin temel 6zellikleri ve yakinlik yar1 halkalari ile

ilgili tanim, teoremler ve drneklere yer verildi.

3.1. Yaklasimh Kiimeler

Yaklasiml kiimeler kurami, her nesnenin bilgi ve dl¢iimlerle tanimlanabildigi
varsayilan evren dikkate almnarak tanimlanmustir. Klasik kiimeler ile yaklasimli
kiimeleri birbirinden ayiran en 6nemli 6zelligi smir bolgesi kavraminin tanimlanmis
olmasidir.

Bos olmayan sonlu U ve A kiimeleri dikkate almmsin. U evrensel kiime, A
nitelikler kiimesi ve a € A olmak iizere; V, niteliklerin degerler kiimesi olsun. A
kiimesinin herhangi bir alt kiimesi B olmak {izere; U lizerinde ayut edilemezlik
bagntis1 I(B) sdyle tanimlanir:

Bir x nesnesinin a niteligine gore degerlendirilmesi a(x) € V, olmak fizere;
her a € Aigin a(x) = a(y) ise xI(B)y dir. Yani, x ve y nesneleri B nin nitelikleri ile
ayirt edilemezdir. Agikca goriiliiyor ki, I(B) bir denklik bagmtisidir. /(B) nin biitiin
denklik siniflarmin ailesi, yani B tarafindan belirlenen boliim kiimesi U/I(B) ya da
basitce U/B seklinde gosterilir. U/B boliim kiimesinde, x in bir denklik sinifi B(x)
ile gosterilir.

Eger (x,y) € I(B) ise x ve y, B —ayirt edilemezdir. I(B) bagmtisinin denklik
smiflarina B-temel kiimeleri denir.

Tanim 3.1.1. [24] U evrensel kiime ve I(B), U ilizerinde bir denklik bagintist olsun.
(U, 1(B)) giftine temel yaklagim uzay1 denir.

Tanim 3.1.2. [24] U evrensel kiime ve X € U olsun.

B.(X) = {x € UIB(X) € X}

kiimesine X kiimesinin B-alt yaklasimi denir.
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Tamim 3.1.3. [24] U evrensel kiime ve X € U olsun.
B*(X) ={x e U[B(X) n X + 0}
kiimesine X kiimesinin B —{ist yaklasim1 denir.

Tamm 3.1.4. [24] U evrensel kiime ve X € U olsun.

(B*(X), B.(X))

sirali ikilisine yaklagimli kiime denir.

Tamm 3.1.5. [24] U evrensel kiime ve X € U olsun.
BNg(X) = B*(X) — B.(X)

kiimesine X kiimesinin B-sinir bolgesi denir.
Eger X kiimesinin simnir bolgesi bos kiime ise, yani BN (X) = @ ise, X kiimesi
B ye gore klasik kiimedir. Diger durumda, yani BNz (X) # 0 ise, X kiimesi B ye gore

yaklagimli kiimedir.

3.2. Yakin Kiimeler ve Yakinhk Yaklasim Uzay1

Bu kisimda yakin kiime kavraminin temelleri, ¢ikarim fonksiyonlari, yakin
kiimeler ve bu kavramlarla ilgili baz1 6zellikler verilecektir.

Yakin kiime teorisi, ayrik kiimelerdeki nesnelerden olusan benzer bilgilerin
metot olarak  kullanilabilmesini saglar. Yani nesnelerin  gdzlemlenmesi,
karsilagtirilmast ve smiflandirilmast i¢in yakin kiime teorisi kullanilir. Yakin
kiimelerin kesfi, gdzlemlenen nesnelerin Ozelliklerini temsil eden fonksiyonlarin
secimi ile miimkiin olmaktadir. Yakin kiime teorisinde nesnelerin ayirt edici
ozelliklerini temsil eden c¢ikarim fonksiyonlar1 bir nesneden, gdzlemlenebilen
ozelliklerin degerine karsilik gelen bir reel sayiya tanimlidir ([25]).

Tanmm 3.2.1. [25] (Cikarim Fonksiyonu) Algilanabilen nesnelerin ayirt edici
ozelliklerini temsil eden reel degerli fonksiyonlara ¢ikarim fonksiyonu denir.

V, algilanabilen nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden bos kiimeden

farkli herhangi bir kiime, X € O algilanabilen nesnelerin kiimesi olmak tizere, ¢ikarim
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fonksiyonu, ¢:X — V seklinde tanimlanabilir. Reel degerli ¢ikarim fonksiyonlari
kullanarak; her ne kadar cebirsel yapilar calisilabilse de, bu tanim yakin kiimeler

teorisinde mantik ve cebirsel yapilarin teorik olarak da ¢alisilabilmesine imkan saglar.

Cikarim fonksiyonlar1 nesneler arasinda oldugu gibi benzer nesnelerden olugan
kiimeler arasinda da benzerlik kurar. Nesnelerin aralarindaki benzerlikler dikkate
alinirsa birbirine yakin olduklar1 gdzlemlenir. Benzer sekilde nesnelerin olusturdugu

kiimelerde benzerlik yoniiyle birbirlerine belli derecelerde yakin olurlar.

Aksiyom 3.2.2. Bir nesne algilanabilirdir ancak ve ancak bu nesne tanimlanabilirdir.

Tamm 3.2.3. (Gorsel Cikarim Fonksiyonu) Algilanabilen nesneler yansiyan 1518in
kaynagindaki gorsel cisimlerin ayirt edici 6zellikleri olmak tizere, O algilanabilen
nesnelerin kiimesi olsun. 1, reel sayilar kiimesi ve X € O olmak {izere bir ¢ gorsel
¢ikarim fonksiyonu, ¢:X — ¥ seklinde tammhidir. x € X nesnesi i¢in ¢(x),
x nesnesinin gorsel algidaki zenginligi temsil eder.

Aksiyom 3.2.4. Nesne tanimlamalarmi formiillestirmek nesnelerin matematiksel
olarak algilanmasini saglar.

Tanim 3.2.5. [25] (Algilanabilir Sistem) O algilanabilen nesnelerin bostan farkli sonlu
bir kiimesi ve F nesnelerin ayirt edici Ozelliklerini temsil eden ¢ikarim
fonksiyonlarmm bos olmayan bir kiimesi olmak {iizere, (O,F) ye bir algilanabilir

sistem denir.
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Cizelge 3.1 Temel Yakimlik Yaklagim Uzay1

Sembol Anlami
R Reel sayilar kiimesi,
o Algilanabilen nesnelerin kiimesi,
X X C 0, d6rnek nesnelerin kiimesi,
X x € 0, 0rnek nesne,

Nesnelerin  aymt edici  Ozelliklerini  temsil eden ¢ikarim

F fonksiyonlarmin kiimesi,

B BCF,

L Tanim uzunlugu,

i i<LLETL,

ax @;:0 - R, ¢ikarim fonksiyonu,
) ®: 0 - Rl nesne tanimlamasi,

d(x) D (x) = (1(x), 92 (x), P3(x), P4(x), ... , ;(x), ..., (%))

Nesneler ancak matematiksel birtakim tanimlamalar yardimiyla bilgisayar
sistemleri tarafindan algilanabilirler. Bir x € X nesnesinin tanimi, c¢ikarim
fonksiyonlar1 yardimiyla belirlenen @(x) fonksiyonu ile belirlenir. Burada 6nemli
konulardan biri de ¢; € B ¢ikarim fonksiyonlarinin, nesnelerin hangi yoOniiyle
tanimlandig1 dikkate alinarak belirlenmesidir. B € F, X € O 6rnek nesnelerin ayirt
edici 0zelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlarmin kiimesi ve ¢;: O — R olmak
iizere, @; € B olsun. Nesnelerin aywt edici oOzelliklerini temsil eden ¢;

fonksiyonlarinin, ¢;(x) degerlerinin bilesimi dikkate alinirsa

®:0 = RY, @(x) = (01(x), 92(x), 3(x), 94 (x), ... , i (), ..., (X))

tanim uzunlugu |®| = L olan nesne tanimlamasidir.
X € O kiimelerinde ki nesneler benzer tanimlamalara sahip ise o zaman nesneler
birbirine yakindirlar. Her bir ¢, bir nesnenin ayurt edici bir 6zelligini belirtir. Bu

durumda x,x" € O olmak tizere; A‘pi fark,

Ay, = lpi(x") — @;(x)]

seklinde tanimlidir.
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Tanim 3.2.6. [25] x,x" € O ve B € F olsun. i < |®| tanim uzunlugu olmak tizere;
{(x,x") €0 X 0|Vp; €B, A, =0}
seklinde tanimlanan bagmtiya O {izerinde ayirt edilemezlik bagintist denir ve "~ 5" ile

gosterilir.
Teorem 3.2.7. [25] [x]p € &g smifindaki nesneler yakin nesnelerdir.

Tamim 3.2.8. [25] X, X' € O ve B € F olsun. Bu durumda x € X vex' € X’ i¢in

X ~(g; X' olacak sekilde ¢; € B varsa X kiimesi X' kiimesine yakindir, denir.

Tamim 3.2.9. [25] X € O ve x, x' € X olsun. x, x' nesnesine yakin ise X kiimesine

kendisi ile ilgili yakin kiime veya bu duruma X kiimesinin yansimali yakilig: denir.

Teorem 3.2.10. [25] ¢ = O /~p ayrisimindaki her bir sinif yakin kiimedir.

Ispat: {5 = O/~5 = {[x]|x € O} ayrisiminda ki herhangi bir [x]z smifi ayn
tanimlamalara sahip nesnelerin kiimesidir, yani
x,x" € [x]p ise x ~p x' (Herg; € Bigin A, = |p;(x") —¢@;(x)|=0)

olur. Yansimali yakmlik tanimi dikkate aliirsa, [x]g € &g smifi yakin kiimedir.
Teorem 3.2.11. [25] & ayrisimu bir yakin kiimedir.

Ispat: " ~5 ", O nesneler kiimesinin &g = O /~p ayrisimmi tamimlayan bir ayirt
edilemezlik bagintis1 olsun. [x]p € 5 smifinin yakin kiime oldugu ve &z ayrigimi

birbirleriyle yakin olan nesneler igerdiginden &g bir yakin kiimedir.
Teorem 3.2.12. [25] Yakin kiime igeren bir kiimenin kendisi de yakin kiimedir.

Ispat: X kiimesinin bir yakm kiime icerdigini kabul edelim. Yakin kiimelerin

hiyerarsisi ve kalitimsal yakinlik kavramlar1 dikkate alinirsa, X bir yakin kiimedir.
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Tanmm 3.2.13. [25] (Temel Yakinlik Yaklasim Uzayr) O algilanabilen nesnelerin
kiimesi, F nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlarinin

kiimesi ve "~g", O nesneler kiimesinin B € F ile ilgili { = 0 /~p ayrisimini
belirleyen bir ayurt edilemezlik bagintis1 olmak tizere, (O, F, ~5) yapisina temel

yakinlik yaklasim uzay1 denir.

Lemma 3.2.14. [25] O nesneler kiimesi ve X € O olmak iizere; X kiimesinin B — alt

yaklasimi B, X bir yakin kiimedir.

Teorem 3.2.15. [25] O nesneler kiimesi ve X © O olmak {lizere; X bostan farkli bir

B.X alt yaklasimina sahip ise X bir yakin kiimedir.

Ispat: Bostan farkl1 bir B, X alt yaklasima sahip olan bir X kiimesi dikkate almsm. B, X
alt yaklagimi yakm kiime oldugundan ve Teorem 3.2.4 den yakin kiime igeren bir kiime

yakin kiime oldugundan X bir yakin kiimedir.

Tanim 3.2.16. [25] (Bir kiimenin iist yaklasimi) X € O, algilanabilen nesnelerin
kiimesi ve B kiimesi de O daki nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden ¢ikarim
fonksiyonlarmin kiimesi olsun. X € O kiimesinin baska bir yaklagimi, X kiimesi ile ara
kesiti bostan farkli olan [x]z € O / ~p smiflarinin birlesiminden olusur. Bu

yaklagima X in B — {ist yaklagimi denir ve

px = | s
[x]BNX=0
ile gosterilir. Diger bir ifade ile B*X iist yaklasimin X deki bir nesneye tanimi ile
eslesen en az bir nesne tanimi igeren siifinin birlesiminden olusur.
B.X alt yaklasimi, B*X iist yaklagiminin alt kiimesidir. B*X {ist yaklagiminin
alt kiimesi olmayan bir veya birden fazla [x]z € O / ~p smiflar1 olabilir ya da

olmayabilir.

Teorem 3.2.17. [25] O nesneler kiimesi ve X © O olmak iizere; B*X iist yaklagimi

ve X kiimesi yakin kiimelerdir.



3. TEMEL KAVRAMLAR ibrahim Halil BEKMEZCi

Cizelge 3.2 Yakinlik Yaklasim Uzay1

Sembol Anlami
(O0,F,~p) Temel yaklagim uzayi, B © F

B*X U [x]g,X in B — st yaklasimi

[X]BﬂX#-'Q

B.X [x]g,X in B — list yaklasimi

[x]pEX

BndgX

BndgX = B*X \ B.X = {x|x € B*X ve x € B,X} .

Bostan farkh Sinir Bolgesi olan Yakin Kiime: Bir yakin kiimenin sinir1 bostan farkl
oldugunda X kiimesi alt ve iist yaklasima sahip olan kiime olarak dikkate almabilir.
BndgX #+ @ ise X, yaklagima sahip olan ya da yaklasik olarak B deki fonksiyonlarla
iligkili olan yakin kiimedir. BndgX # @ ise | BndgX| > 0 dir. Bu durumda X

yaklasima sahip olan yakin kiimedir.

Teorem 3.2.18. [25] (Temel Yakimlik Kiime Teoremi) O nesneler kiimesi ve X € O

olmak tizere; | BndgX| = 0 ise X kiimesi yakin kiimedir.

3.3. Zayif Yakinlhik Yaklasim Uzayi ve Ozellikleri

Bu kisimda, zayif yakinlik yaklasim uzayr kavrami yapisal olarak tiim
bilesenleri ile dikkate alinacaktir. Zayif yakinlik yaklasim uzay1 tanimlamasi agagidaki

(Cizelge 3.3.) kavramlar yardimiyla belirlenir/tanimlanir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Cizelge 3.3 Zayif Yakinlik Yaklagim Uzay1

ibrahim Halil BEKMEZCi

Sembol Anlami
B BCF
r (“:l), yani ¢; € B fonksiyonlarinin sayisinin » li kombinasyonu,
Br r S IBI 5
~B, B, yardimiyla tanimlanan ayirt edilemezlik bagintisi,
[x]5, r < |B|,[x]p, = {x' € O] x~p x'} yakinlk smifi,
0 /~p, |0 /~p={[x]p |x € 0}, bolim kiimesi,
$0,8, $o8, =0 /~8,,
N.(B) | N-(B) = {$0,5,1Br < B}, ayrisimlarin kiimesi,
N.(B)*X N,.(B)'X = [x]p, , ist yaklagim.
[x]p, NX#®

O algilanabilir nesnelerin kiimesi ve F kiimesi de nesnelerin ayirt edici
ozelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlarmin kiimesi olsun.

r, kisitlanmig B, € B € F alt kiimesinin kardinalitesi olmak iizere; "~p ",
yaklagimli kiime teorisinden B, € B alt kiimesine kisitlanmist olan ayirt edilemezlik

bagintisidir. B, kiimesinin her segimi, "~p " ayirt edilemezlik bagmntismin O
algilanabilir nesneler kiimesinin farkli bir ayrigiminin tanimlanmasina yol agar. Bu
se¢im; |B|, B deki ¢ikarim fonksiyonlarmnin sayisi ve r, B, kiimesinin kardinalitesi

olmak {izere, (“:l) farkli sekilde yapilabilir.

~p," aymt edilemezlik bagintisi, O algilanabilir nesneler kiimesini ikiger
ikiser ayrik olan [x]p yakmlik simflarina ayirir. Bu smiflarm 0/~p = {[x] B, |x € O}
kiimesi boliim kiimesidir. &y ayrisimi &y p = 0/~p  dir. Ayrisimlarin bir ailesi

olan N,.(B) kiimesi de N, (B) = {&y5 |B. € B} dir.

Tanim 3.3.1. [20] O algilanabilir nesneler kiimesi; F, nesnelerin ayirt edici

ozelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlarmm kiimesi ve r < |B| olmak

lizere; "~p ", O nesneler kiimesinin B, € B € F ile ilgili {y 5 = 0/~p_ ayrisimmi

10
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belirleyen bir ayirt edilemezlik bagintisi, N,.(B) = {fo,Br |B, € B} ayrigimlarmn kiimesi
olsun. Bu durumda (O, F,~p. Nr) yapisina zayif yakinlik yaklagim uzayi denir.
Teorem 3.3.2. [20] (O, F, ~g,, N,) zayif yakinlk yaklasim uzay1 ve X,Y < O olsun.

Bu durumda, asagidaki 6zellikler gecerlidir.

i) N,(B).X € X € N,.(B)X.

i) N (B)"(X UY) = (N, (B)"X) U (N, (B)°Y).
i) N.(B).(X nY) = (N,(B).X) n (N.(B).Y).
iv) X € Y ise N,(B).X € N,.(B).Y.

v) X C Y ise N,(B)*X € N,(B)*Y.

vi) N (B).(X U Y) 2 (N (B).X) U (N, (B).Y).

vii) N,(B)* (X nY) € (N,(B)*X) n (N,(B)*Y).

Ispat: i) x € N,.(B).(X) olsun. Bu durumda x € [x]. € X oldugundan N,.(B).(X) S
X olur. x € X olmak {izere; x € [x]p_oldugundan [x]p N X # @dir. O halde x €
N, (B)*(X) olur. Béylece X € N,.(B)*(X) dir.
ii) xeN.(B))(XUY) = [x]p n(XUY)#0
= (xlg, nX) U (Ixlg, nY) # @
& ([x]p, NX) =0 veya ([x]p, NY) =0
< x € N.(B)*X veyax € N.(B)'Y
= x € (N.(B)'X) U (N (B)Y)
dir. Boylece N,.(B)*(XUY) = (N,.(B)*X) U (N,.(B)*Y) elde edilir.

iii) x € N,(B).(XnY) & [x]p €XnY
o [x]p, EXvelx]p €Y
& x € N,(B).X ve x € N,(B).Y
© x € (N.(B).X) N (N.(B).Y)

11
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dir. Sonug olarak, N,.(B),(X nY) = (N,.(B).X) n (N,.(B).Y) olur.
iv) X € Y olsun. Bu durumda X N Y = X. (iii) 6zellik dikkate alinirsa,
Ny (B).X = N.(B).(X NY) = (N.(B).X) N (N,(B).Y)
olur. Boylece N,.(B).X € N,.(B).Y elde edilir.
v) X € Y olsun. Budurumda X UY =Y olur. (ii) 6zelligi kullanilirsa
N:(B)'Y = N, (B)"(XUY) = (N.(B)"X) U (N-(B)Y)
dir. Buradan N,.(B)*X € N,.(B)*Y oldugu goriiliir.
vi) XS XUYwveY € X UY oldugundan (iv) 6zelligi kullanilirsa
N.(B).X € N;.(B).(X UY) ve N.(B).Y € N..(B).(XUY)
elde edilir. Boylece (N, (B).X) U (N,.(B).Y) € N,.(B).(XUY) olur.
vii) XNY S X ve X NY €Y oldugundan (v) 6zelligi kullanilirsa

N.(B)*(XNY) S N.(B)*X ve N.(B)*(XNY)C N,.(B)Y
dir. Buradan N,.(B)*(X nY) € (N,.(B)*X) n (N,(B)*Y) bulunur.

12
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4. BULGULAR ve TARTISMA

4.1. Gamma Yakinhk Yar1 Halkalari

Bu b liim, iki kistmdan olugmaktadur. ilk kisimda I'—yakinlik yar1 halka tanimu,
I—alt yar1 halka tamimi, I'ideal tanimi ve &rnekler verilecektir. ikinci kisimda ise
I'-yakinlik yar1 halkanin I'-asal (yar1 asal) ideal kavramlari verilerek bu kavramlar ile

ilgili baz1 6zellikler incelenecektir.

4.2. Gamma Yakinhk Yar1 Halkanin Temel Ozellikleri ve Ornekler

Tanim 4.2.1. (O,F,~g,,N,) ve (0O',F,~g,,N,) farklh iki zayif yakin yaklasim
uzaylar1 olmak tizere; S € O ve I' € O’ olsun. Eger asagidaki 6zellikler saglanirsa S
ye O — O' lizerinde bir I' —yar1 halka denir.
NGSR,) (S,+), 0, elemanli O iizerinde degismeli monoiddir.
NGSR;) (I',+), Or elemanli O iizerinde degigmeli monoiddir.
NGSR3) (S, -), 15 elemanli O — O {izerinde I' monoiddir.
NGSR,) Vx,y,z € SveVy,LF €T
) xy(y +2z) = xyy + xyz
i)x(B+y)z=xPz+xyz
iii) (c + y)yz = xyz + yyz
N, (B)*S de saglar.
NGSR;)Vx€e€eSveVy er
Osyx = 05 = xy0;
esitlikleri N, (B)*S de saglanir.
NGSRy) 15 # 0.
0 — 0’ zayif yakinlik yaklasim uzay1 iizerinde S bir I' —yar1 halka olsun. Eger

0 = 0'ise o zaman S, O’ iizerinde bir I' —yar1 halkadir.

13
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Simdi, O — 0" zayif yakinlik yaklagim tiizerinde I' —yar1 halka Ornegini

verelim.

Ornek 4.2.2U = {[aij] | a;; € ZZ} icin

2x3

—“00'—1‘)°bﬁ°10]—P(’ﬂ
°Zlo o of*Tlo 0o of”Tlo 0o o711 0 oF
a=[y 7 ole=lo 1 obr=lo ? oho=[1 T ol
n=[] o okk=0 1 okt=l5 o okm=[ § o
(110 (100 (110 (110
"=l o ofPThh 1(wr_b 1(JS_L 10

olmak iizere; O = {o,a,b,c,d,e, f,g,hk,,m,n,p,r s} algilanabilen nesneler

kiimesi ve U' = {[aij]3x2| a;j € ZZ} i¢in

oo R oRr
R = oo R

A=

O, = o0 O

mo=org

_OoO O oo o

coo oog
RO O O o M
cooprrg

L0 11
olmak tizere;, O’ = {6,a,B,v, 4,1 6,0 } algilanabilir nesneler kiimesi, r =1, B =
{01, 02,03} S F ¢ikarim fonksiyonlarinin bir kiimesi, S =1{b,c,g}c O ve I =
{a,y} € O’ olsun. Cikarim fonksiyonlari

(pl: 0— Vl = {all ay, a3, s, a6}a
(pZ: 0— VZ = {all A3, Ay, aS}a
©3:0 — V3 = {ay, ay, a3, au, a6}

olmak iizere; asagidaki (Cizelge 4.1.) gibi tanimlansin.

14
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Cizelge 4.1 S nin ¢ikarim fonksiyonlar1 |

d e f n p r s

as

o a b c

a; a3 a; a; az ap a; Qs As ay A3 Qg A3z Ag Ag

s a3 as a3 A s @y a3 0y A3 Ay A3z Ay Ay Ay A3

a3z ap Ay Oy Ay Gy Az A3 Ay Ay dg Ay A1 Ug Qg QA3

Ayrica; ¢4, ¢, p3 ¢ikarim fonksiyonlari
©1:0" — Vy = {0, ap, a3},
©2:0" = V; = {ay, 0y, 3, 43,
©3:0" — V5 = {ay, a3, 04}

olmak iizere; asagidaki (Cizelge 4.2.) gibi verilsin.

Cizelge 4.2 T nin ¢ikarim fonksiyonlar1 I

0 a B y A u & o
1| az a a3 a @ az3 a das
P2 | @1 Az a3z Gy a1 Gy Q4 Ay
P3| @z Az Az Gy Qg Gy QA Ay

Simdi O elemanlarmin "~p," ayirt edilemezlik bagintisina goére yakin denklik

smiflarini belirleyelim.

lo]y, = {x € Olp1(x) = 91(0) = a1} = {o,c,1, 5}

= [cly, = [y, = [sly,,

laly, = {x € O0lg:(x) = ¢1(a) = a3} = {a,d, f, m, p}
= [dly, = [fly, = [mly, =Iply,,
[bly, = {x € Olp1(x) = ¢1(b) = az} = {b, e, 9}

= [ely, = [9]p,»

[hly, = {x € Olp:(x) = @1 (h) = as} = {h, k,p}
= [klp, = [Ply,

[n],, = {x € Olo,(x) = 1 (h) = ag} = {n,7}

15
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= [r],,.
Bu durumda &, = {[0],,, [al,,, [b],,, [hl,,, [n],, } kiimesi elde edilir.
[o]y, = {x € Olp1(x) = ¢,(0) = as} ={o,b, e}
= [bly, = lely,,
laly, = {x € Olp,(x) = ¢,(a) = a3} ={a, g, k,m,s}
= lgly, = [klp, = [mly, = [sly,,
lclp, = (x € 0l (x) = @,(c) =y} = {c,d,f, h}
= [dly, = [fly, = [hly,
[y, = {x € 0loa(x) = 92(D) = ay} = {l,n,p,7}
= [lly, = [nly, = [ply, =[]y,
Béoylece &, = {[0]<P2' laly,, [clp,, [Ug, } olur.

[0]p, = {x € Olps(x) = 93(0) = a3} ={0,f, g, s}
= [flp, = lglp, = [sly,,
laly, = {x € Olos(x) = @3(a) = a,} = {a,b, e, k}
= [bly, = lely, = [Kkly,,
[cly, = {x € Olos(x) = @3(c) = a,} = {c,d, h}
= [dly, = [hly.,
[llp, = {x € O0lps(x) = 03(1) = a1} ={l,p, 7}
= [ply, = [rly,-
Buradan ¢, = {[0]%,[a]%,[c]%,[l]%} ve r = 1 i¢in algilanabilir nesneler

kiimesinin ayrisimlar kiimesi N,.(B) = {f(p €0, f%} dir. Bu durumda

mers= | w,

L
[x](pinS:#@

= lo]y, Ulbly, Uloly, Ulaly, Ulcly, Uloly, U laly,
={o,c,l,s}u{b,e,g}U{o,b,e}U{a, g km,s}u{cd,f, h}
Ufo,f,g,s}U{a,b, ek}

16
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={o,a,b,c,d,e, f,g,hk,I,m,s}.
elde edilir.

NGSR,) (S,+), Og =0 elemanli O iizerinde degismeli monoid grup oldugunu

gosterelim. S kiimesi {lizerinde "+ " islemi, matrislerdeki " + " islemi olsun. Bu

durumda
b+b=o0 c+g=d
b+c=h g+b=k
b+g=k g+tc=d
c+b=nh gtg=o
c+c=o

oldugundan

Cizelge 4.3 S nin toplama islemi I

+ | b ¢ g
b h k
c | h d
g d o
elde edilir.
i) " + "islemi Cizelge 4.3. dikkate alindiginda N; (B)* S de kapalilik 6zelligini
saglar.
ii)Vx,y,z €S, x+ (y+2) =(x+y)+z ozelligini N;(B)*S de saglar.
Cilinkii;
b+Mb+b)=Mb+b)+b=>b c+Mb+b)=(C+b)+b=c
b+b+c)=Mb+b)+c=c c+Mb+c)=(+b)+c=b
b+b+g)=b+b)+g=g c+b+g)=(+b)+g=ce
b+(c+b)=Mbh+c)+b=c c+(c+b)=(c+c)+b=b
b+(c+c)=MB+c)+c=b c+(c+c)=(c+c)+c=c¢
b+(c+g)=b+c)+g=e ct+t(c+g)=(C+c)+g=g

17
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b+(@+b)=0b+g)+b=g
b+(@+c)=bB+g)+c=e
b+(@g+g)=0b+g)+g=>

g+b+b)=((@+b)+b=g
g+b+g9)=@+b)+g=>
g+tc+c)=(@+c)+c=g
g+@+b)=(@+g) +b=>b

c+(@g+b)=(c+g)+b=ce
c+(@+c)=((+g)+c=g
ct(@g+tg)=(C+g)+tg=c

g+b+c)=(@+b)+c=e
g+(c+b)=(@+c)+b=e
g+c+g)=@+a+g=c
g+@+o=@+g+c=c

gt+@+g=@+g)+g=g

iii) Va,b €S a+b=>b+a, (5,+) degisme O6zelligini saglar. Boylece,
(S, +) degismeli monoid gruptur.

NGSR,) (I',+), 0= 60 elemanli O’ {izerinde degismeli monoid grup oldugunu

Osterelim. Bunun icin O’ elemanlarinin "~ ayirt edilemezlik bagintisina gore
g ¢ Br ay g g

yakin denklik siniflarini belirleyelim.

[y, = x € 0'ls (%) = 91(0) = @} = {6,2,7, 6}
= laly, = ¥ly, = [6]y,,
[Blp, ={x € O'lo1(x) = 91(B) = a3} = {B,p, 0}
= [uly, = oy,
[y, = {x € O'l@1(x) = @1 (D) = ay} = {2}.
Bu durumda, &,, = {[6l,,, [B],,, [A],,} kiimesi elde edilir.

[Alg, = {x € O"|g2(x) = 9,(0) = a1} = {62}
= [y,

[aly, = {x € O'lp,(x) = p2(a) = a3} = {a, B}
= [Bly,

[vlp, = {x € 0"l (x) = 92(¥) = as} = {y,, 0}
= [6]y, = o]y,

18
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[ulp, = {x € 0'|@o(x) = @, (1) = ay} = {u}.

Bu durumda, ¢,, = {[9]¢,2, [aly,, [V]gp, [u](pz} olarak bulunur.
[0y, = {x € O'lg3(x) = 93(0) = az} = {6 a}
= [a]y.,
[Bly, = {x € 0'l93(x) = 93(B) = az} = {B,7,6}
= [yly, = [6]yp,,
[Ap, ={x € 0"l (x) = 1) = au} = {4, 7}
= iy, =[],

O halde; ¢, ={[9]¢3,[ﬁ]¢,3,[/1]¢3} olur ve r=1 i¢in algilanabilir nesneler

kiimesinin ayrisimlar kiimesi N,.(B) = {f(p €0, f%} olarak elde edilir. Boylece,

merr= | i,

[x](pinl"atQ)
= [y, Ulaly, Ulyly, Ulbly, UlBl,,

={6a,y,6}U{a, Uiy, s, U{B,v, 5}
={6a,B,y,6,0}

olur. I' —kiimesi iizerindeki " + " islemi, matrislerdeki "+" islemi olarak tanimlansin.

Buna gore,
ata=60 a+y=946

y+ty=0 y+a=§6
Oldugundan

Cizelge 4.4 T nin toplama islemi I

+ ‘ a 14
a 0 6
y | § 6
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elde edilir.

i) “+” islemine gére N;(B)*I" de kapalilik 6zelligi saglanur.

ii) Vo,y,B €T a+ (y+p) =(a+y)+p ozelligini N;(B)'T lzerinde
saglar. Ciinkii

a+(@a@+a)=(a+a)+a=a v+a@+a)=+a)+a=y
a+(@+y)=(@+a)+y=y y+@+y)=F+a)+y=a
a+y+a)=(@+y)+a=y y+oy+a)=F+y)+ta=a
a++y)=(@+y)+y=a«a r++n =+ +r=vy

iii) Cizelge 4.4. ten Va,y € I'icina +y = y + a 6zelligi saglanir. Boylece,

(I',+) O'iizerinde 0y = @ birim elemanli bir degismeli monoiddir.

NGSR3) Boylece, (S, *), 15 = f elemanli O — O’ lizerinde bir I' —monoiddir. Ciinkii,

matrislerdeki " - " islemi dikkate alinirsa,
bab = o byb = o
bac =a byc =a
bag =1 byg =1
cab =d cyb=d
cac =o0 cyc=o
cag =o cyg=o
gab =d gyb=d
gac=c gyc=c
gag =9 grg =9

esitlikleri elde edilir. Boylece, S kiimesi iizerinde islemi, asagidaki Cizelge 4.5.

ve Cizelge 4.6. daki gibi tanimlanir.
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Cizelge 4.5 S nin « iglemi [
Y b c g
b a
c 0 0
g ¢ g
Cizelge 4.6 S nin y iglemi |
a b c g
a l
c 0 0
g ¢ g

Vx,y,z € SveVy,LF €T

ba(byb) = (bab)yb =0
ba(byg) = (bab)yg =0
ba(cyc) = (bac)yc =0
ba(gyb) = (bag)yb =b
ba(gyg) = (bag)yg =1
ca(byc) = (cab)yc =c¢
ca(cyb) = (cac)yb =0
ca(cyg) = (cac)yg =0
ca(gyc) = (cag)yc =0
ga(byb) = (gab)yb =0
ga(byg) = (gab)yg = g
ga(cyc) = (gac)yc =0
ga(gyb) = (gaglyb =d

21

ba(byc) = (bab)yc =0
ba(cyb) = (bac)yb = b
ba(cyg) = (bac)yg =0
ba(gyc) = (bag)yc =a
ca(byb) = (cab)yb =0
ca(byg) = (cab)yg =g
ca(cyc) = (cac)yc =0

ca(gyb) = (cag)yb =10
ca(gyg) = (caglyg =0
ga(byc) = (gab)yc =c
ga(cyb) = (gac)yb =d
ga(cyg) = (gac)yg =0
ga(gye) = (gaglyc =c
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galgyg) = (gaglvyg=g

by (bab) = (byb)ab =0
by(bag) = (byb)ag =0
by (cac) = (byc)ac =0
by(gab) = (byg)ab = b
by(gag) = (byg)ag =1
cy(bac) = (cyb)ac = ¢
cy(cab) = (cyc)ab =0
cy(cag) = (cyc)ag =0
cy(gac) = (cyg)ac =0
gy(bab) = (gyb)ab =0
gy(bag) = (gyb)ag = g
gy(cac) = (gyc)ac =0
gy(gab) = (gyglab =d
gy(gag) = (gvglag = g

by(bac) = (byb)ac =0
by(cab) = (byc)ab = b
by(cag) = (byc)ag =0
by(gac) = (byg)ac = a
cy(bab) = (cyb)ab =0
cy(bag) = (cyb)ag = g
cy(cac) = (cyc)ac =0

cy(gab) = (cyg)ab =0
cy(gag) = (cyglag =0
gy (bac) = (gyb)ac = ¢
gy(cab) = (gyc)ab =d
gy(cag) = (gyc)ag =0
gy(gac) = (gyglac = c

NGSR,) Vx,y,z € S ve Vy,f € I' olmak lizere

ba(b + b) = bab + bab =0
ba(b + ¢) = bab + bac =0

ba(b + g) = bab + bag =1
ba(c + b) = bac + bab = a
ba(c + ¢) = bac + bac =0

ba(c + g) = bac +bag =b
ba(g + b) = bag + bab =1
ba(g +c) =bag +bac=»b
ba(g + g) = bag + bag =0
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ca(b+b) =cab+cab =0
ca(b+c)=cab+cac=d
ca(b+g) =cab+cag =d
ca(c+b) =cac+cab =d
ca(c+c) =cac+cac=0

ca(c+g)=cac+cag=0
ca(g+b) =cag+cab=d
ca(g+c)=cag+cac=0
ca(g+g)=cag+cag=0
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ibrahim Halil BEKMEZCi

ga(b+b) =gab+ gab =0
gab+c)=gab+gac=g
ga(b+g) =gab+gag =c
ga(c+b)=gac+gab=g
ga(c+c)=gac+ gac=0
ga(c+g) =gac+gag =d
ga(g+b) =gag+gab =c
ga(g+c)=gag+gac=d
ga(g +g) = gag +gag =0
cy(b+b)=cyb+cyb=0
cy(b+c)=cyb+cyc=d
cy(b+g)=cyb+cyg=d
cy(c+b)=cyc+cyb=d
cy(c+c)=cyc+cyc=0
cy(c+g)=cyc+cyg=0
cy(g+b) =cyg+cyb=d
cy(g+c)=cyg+cyc=0
cy(g+9)=cyg+cyg=0

b(a +y)b = bab + byb =0
b(a+vy)g =bag+byg=0
cla+y)c= cac+cyc=0

gla+y)b=gab+ gyb =0
gla+y)g =gag+gyg=0

(b + b)ab = bab + bab =0
(b +b)ag = bag +bag =0
(b + c)ac = bac + cac =a

(b+g)ab =bab + gab =d
(b+g)ag =bag+ gag =s

(c+ b)ab = cab + bab =d
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by(b+ b) = byb+ byb =0
by(b+c) =byb +byc=a
by(b+ g) = byb + byg =1
by(c+ b) = byc+ byb =a
by(c+c) =byc+byc=0
by(c+g) = byc+byg=»b
by(g + b) = byg + byb =1
by(g+c) =byg+byc=>b
by(g +g) =byg+byg =0
gy(b+b) = gyb+ gyb =0
gy(b+c)=gyb+gyc=g
gy(b+g) =gyb+gyg =c
gy(c+b) =gyc+gyb=g
gy(c+c)=gyc+gyc=0
gy(c+g) =gyc+gyg =d
gy(g+b) =gyg+gyb=c
gy(g+c) =gvg +gyc=d
gv(@+9)=gvg+grg =0

b(a+y)c =bac + byc=0
cla+y)b=cab+cyb=0
cla+y)g=cac+cyg=0
gla+y)c=gac+gyc=0

(b + b)ac = bac + bac =0
(b+c)ab = bab + cab =d
(b+c)ag =bag +cag =1
(b + g)ac = bac+ gac =m

(g+b)ab = gab + bab =d



4. BULGULAR ve TARTISMA
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(c+ b)ac = cac + bac = a
(c+b)ag =cag + bag =1
(c+c)ab=cab+ cab =0
(c+c)ac=cac+cac=0
(c+c)ag =cag+cag =0
(c+g)ab=cab+ gab=0
(c+g)ac=cac+gac=c
(c+g)ag =cag+gag=g
(b+b)yb =byb+byb=0
(b+Db)yg = byg +byg =0
(b+c)yc=byc+cyc=a
(b+g)yb=>byb+gyb=d
(b+9g)yg =byg+gvg=s

(c+b)yb=cyb+byb=d
(c+b)yc=cyc+byc=a
(c+b)yg =cyg+byg=1
(c+c)yb=cyb+cyb=0
(c+c)yc=cyc+cyc=0
(c+c)yg=cyg+cyg=0
(c+g)yb=cyb+gyb=0
(c+g)yc=cyc+gyc=c
(c+gvg=cvg+grg=g

(g + b)ac = gac + bac =m
(g+b)ag = gag + bag =s
(g+c)ab=gab+cab=0
(g+c)ac =gac+cac=c
(g +clag =gag+cag =g
(g+g)ab=gab+ gab =0
(g+g)ac=gac+ gac=0
(g +9)ag = gag + gag =0
(b + b)yc =byc+byc=0
(b+c)yb=byb+cyb=d
(b+cyg=>byg+cyg=1
(b + g)yc =byc+ gyc=m

(g +b)yb =gyb+byb =d
(g + b)yc = gyc+byc=m
(g +blyg =gvg +byg=s
(g+c)yb=gyb+cyb=0

(g+c)yc=gyc+cyc=c

(g+vg=grg+cvg=g
(9 +9)yb=gyb+gyb=0
(g +glyc=gyc+gyc=0
(g+9)vg=9vg+gvg =0

oldugundan
Dxy(y +2) =xyy + xyz,
i)x(B+y)z=xPz+xyz,
iii) (c + y)yz = xyz + yyz
ozellikleri N, (B)*S de saglanur.

NGSR;) Vx € S ve Vy € I" olmak lizere

oab = o = bao oyb = o = byo

oac = o0 = cao oyc =0 = cyo
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oaxg = o0 = gao oyg = o0 = gyo

oldugundan Ogyx = 05 = xy0g O6zelligi N, (B)*S de saglanur.

NGSRg) Vx € S ve Vy € I olmak iizere

fab =b = baf fyb =b = byf
fac =c = caf fyc=c=cyf
fag =g = gaf frg =g=gvf

oldugundan 1,yx = x = xy1; ozelligi N, (B)*S de saglanir. Dolayisiyla, f = 15 #
05 = o elde edilir.

Boylece (S,+, -); NGSR,, NGSR,, NGSR; , NGSR,, NGSRs ve NSGR,
kosullarini saglar. Bu durumda; Tamim 4.1.1. den (S,+, -), O — 0" zayif yakinlik
yaklagim uzay1 tizerinde bir I' —yar1 halkadir. Yani, (S,+, -) bir I' —yakinlik yar1
halkadir.

S bir I' —yakinlik yar1 halkas1 ve x, S nin bir elemani olsun. y € I' olmak {izere;
yyx = 15 € N.(B)*S (xyz = 15 € N,.(B)*S) olacak bigimde y € S (z € S) varsa
y (z) elemanimna x in sol (sag) ters elemani denir. Eger x € S hem sol hem de sagda
tersinir ise o zaman x’e I’ —yakinlik tersi veya I" —yakimlik birim elemani denir.

S, I' —yakmlk yar1 halkalarindaki elemanlarin bazi temel Ozellikleri her
zaman S, I —yar1 halkasinda ki gibi degildir. N,.(B)*S bir I' —yar1 halka gibi dikkate
alinirsa o zaman S, I' —yakinlik yar1 halkasinda elemanlarin temel 6zellikleri benzer

bicimde gdsterilir.

Tanim 4.2.3. S, 0 — O lizerinde bir I' —yar1 halka, r < |B| olmak iizere; B, € F,B <
F ve "~g," de O — O’ lizerinde ayirt edilemezlik bagintisi olsun. Bu durumda, Vx,y €

S ve Yy, B €I’ olmak lizere; x~p,y ve Yy~ f oldugunda Vx,y € S ve Vx,y € I’

(x +b) ~pr (y + b) (@+y) ~pr (@+p)
(b +x) ~pr (b +y) (r +a) ~p (B + )
(xab)~p, (yab) (bax)~p,(bay)
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saglanirsa "~p," bagintisma S I' —yakmlk yar1 halkasmnda bir kongriient ayirt

edilemezlik bagmtisi1 denir.

Lemma 4.2.4. S bir I' —yakinlik yar1 halkas1 olsun. Eger "~5," bagintis1 S {lizerinde

bir kongriient ayirt edilemezlik bagmtisi ise Vx,y € S ve Va, € I’
[x]Br + [y]Br c [x + y]Br' [ﬁ]Br + [V]Br c [ﬁ + V]Br

Ve

[x]Br a[y]Br c [x ay]Br

dir.

Ispat: z € [x]g, + [y]g, olsun. Bu durumda z = a + b; a € [x]g,, b € [ylg, olur.
Buradan x~g,.a ve y~p,.b dir. Boylece, hipotezden (x + y)~p,(a + y)
ve (a + y)~pr(a+ b) elde edilir. Dolayisiyla (x + y)~g.(a+b) =>z=a+Db €
[x + y]g, oldugundan
[x]gr + [¥]gr € [x+ ylp,
dir.
a € [Blgr + [v]lgr olsun. Bu durumda @ = a + b; a € [Blg,, b € [ylg, olur
ve buradan ff~g,a ve y~pg,-b dir. O halde, hipotezden (f + y)~p,(a +y)
ve (a + y)~p,(a + b) elde edilir.
Dolayisiyla (8 +y)~pr(a+b) = a =a+ b € [B + y]p, oldugundan
[Blgr + [¥]lsr S (B +Vlsr
elde edilir.
z € [x]g, alylg, olsun. z = aab; a € [x]g,, ® €T, b € [x]g, dir. Boylece
X~pgra Ve y~p,.b olur.
Hipotezden (xay)~g,(aay)ve (aay)~g,.(aab) = (xay)~g,(aab) elde edilir.
Buradan z = aa b € [xay]g, olur. Dolayisiyla

[x]Br a [y]Br c [xay]Br

dir.
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Tanim 4.2.5. S bir I' —yakinlik yar1 halkasi, B € F ve r < |B| olmak tizere; B, € F

ve "~p ", 0 ve 0" lizerinde bir ayirt edilemezlik bagmtisi olsun. Buna gore Vx,y € S
ve Va,B,y €T

[x]Br + [y]Br = [x +y]Br' [ﬁ]Br + [V]Br = [ﬁ + V]Br
ve

[x]Br a [y]Br = [x ay]Br
ise 0 zaman " ~p " ye § [ —yakinlik yar1 halkasinda bir tam kongriient ayirt
edilemezlik bagmtisi denir.

S bir I' —yakinlik yar1 halka olsun. X ve Y; S nin alt kiimeleri olmak iizere

X+Y={x+y|lxeXveyeY}

Ve

n

XTY = {Z XiYiYVi Ixi EX,]/i S F,yi EY;neEN

i=1

bigiminde tanimlanir.

Lemma 4.2.6. S bir I' —yakinlik yar1 halkas1 olsun. Bu durumda, asagidaki 6zellikler
saglanir.

i) X,Y € Sise (N.(B)*X) + (N, (B)'Y) € N, (B)*(X +7Y),

ii) X,Y € Sise (N.(B)*X)I'(N,.(B)'Y) € N,.(B)*(XTY).
Ispat: i) x € (N, (B)*X) + (N, (B)*Y) alalim. Bu durumda x = a + b; a € N, (B)*X,
b € N,.(B)*Y dir. Boylece, a € N,(B)'X = [alg, N X #0 =3y € [alz NX =
y€lalg,vey€X ve b€ N,.(B)'Y = [blg, NY 0@ =3z€[blg, NY =z€
lalg, ve z €Y dir. Lemma 4.2.4. den w = y + z € [a]g, + [blg, € [a + blg, dir.
Dolayisiyla w € [a + b]g, ve w € X + Y olur ve buradan w € [a + b]z,. N (X +Y)
dirr. O halde [a+blg,N(X+Y)=0d=x=a+beN,.(B)*X+Y) ve
dolayisiyla

(N:(B)'X) + (N (B)'Y) € N.(B)"(X+7Y)

elde edilir.
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ii) x € (N.(B)*X)I' (N, (B)*Y) alalim. a; € N,(B)*X, y; € I', b; € N,.(B)"Y,

(1 £i £ n) olmak tizere;

n

X = z a;y;b;

i=1
dir. Boylece, a; € N,(B)*'X = [a;]g, N X # 0 = 3y; € lajlgvey; EX (1 <i <
n) dir. Ayrica, b; € N,.(B)*Y = [bilg, NY #@® = 3Tz €[blg vez; €Y (1<
i < n) dir. Buna gore; Lemma 4.2.4. ten y;v;z; € [a;]gvilbilgr € la;vib; 1 5 (1 <
i < n) dir. O halde,

n

n
w = Zyiyizi € [Z aiVibi] = [x]p,
i=1 Br

i=1

Ve

n
w = Zyi]/izi EXIY
i=1

elde edilir. Buradan w € [x]g, N (XT'Y) olur. Bu durumda, [x]g, N (XTY) = @ =
x € N,.(B)*(XTY) ve dolayisiyla

(N-(B)"X)I' (N (B)'Y) & N.(B)"(XI'Y)
elde edilir.

Teorem 4.2.7. S bir I' yakinlik yar1 halkas1 "~5,.", S lizerinde bir tam kongriient ayirt
edilemezlik bagmtis1t ve X,Y; S nin bos olmayan iki alt kiimesi olsun. Bu durumda
asagidaki 6zellikler saglanir.

i) (N;(B).X) + (N.(B).Y) € (N, (B).(X +Y),

ii) (N,.(B).X)I' (N,.(B).Y) € (N, (B).(XTY).

Ispat: i) x € (N.(B).X) + (N,.(B).Y) alalm. x =a+ b olacak bicimde a €
(N.(B).X) ve b € (N.(B).Y)dir. a € N,(B),X = [alz € X veb € N.(B).Y =
[b]g, € Y olur. Bu durumda

lalgr + [blgr S X +Y
dir. Geregten, ¢ € [alg, + [blg, = c =d + e;d € [alg,, e € [b]g, dir. Boylece

lalg, € X ve [blg, €Y oldugundan d € X ve e €Y olur ve buradan d + e = c €
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X +Y olur. "~p," tam kongriient ayirt edilemezlik bagintisi oldugundan [a]g, +
[blg, = la + blg € X +Y dir. Bu durumda a +b = x € N.(B),.(X +Y) olur ve
dolayisiyla
(N,.(B),.X) + (N,.(B).Y) € (N,.(B).(X+Y)
elde edilir.
ii) x € (N.(B).X)['(N,(B).Y) alalm. a; € N,(B).X, y; € I', b; € N,(B).Y

X = z a;y;b;

i=1

(1 £i £ n) olmak tizere;

olur. Buradan a; € N,.(B).X = [a;]g € X ve b; € N.(B).Y = [b;]5, €Y dir. Bu
durumda, x; € [a;], ve y; € [b;]5, olacak bigimde x; ve y; (1 < i < n) elemanlar1
vardir. Boylece "~p,." tam kongriient ayirt edilemezlik bagintis1 oldugundan Tanim
4.2.5. den x;y;y; € la;y;ibilgr = ailgr vilbilgr (1 < i < n) olur. Buradan
z Xiyiyi €
i=1
elde edilir ve dolayisiyla x € (N,.(B),(XT'Y) dir. Yani;
(N,.(B),.X)I (N,.(B).Y) < (N,.(B).(XTY)

z aiVibi] = [x]gr € XTY
Br

i=1

bulunur.

Uyan 4.2.8. S bir I' yakinlik yar1 halka olsun. (I',+), O’ lizerinde bir degismeli
monoid grup oldugundan A ve €; I' nin bos kiimeden farkl iki alt kiimesi olmak iizere
(N-(B)*8) + (N, (B)"Q) S N.(B)" (A + Q)

dir.

Tamm 4.2.9. S bir I' —yakinlik yar1 halka ve 4, S nin bos olmayan bir alt kiimesi
olsun.
i) A+A € (N, (B)*A) ve ATA < (N,(B)*A) ise A ya S nin bir alt ' —yakinlik
yar1 halkasi denir.
i) (N.(B)'A)+ (N, (B)'A) € N.(B)'A ve (N(B)'AI'(N.(B)"A) <
N,(B)*A ise A ya S nin bir Gst-yakin alt I' —yakinlik yar1 halkas1 denir.
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Teorem 4.2.10. S bir I' —yakinlik yar1 halka olsun. Asagidaki 6zellikler saglanir.
)0+ACS, A+AC Ave ATAC A ise A, S nin list-yakin alt
I' —yakinlik yar1 halkasidir.
ii) A, Sninbiraltl" —yakinlik yar1 halkasi ve N,.(B)*(N,(B)*A) = N,(B)*A
ise 4, S nin bir tist-yakin alt I' —yakinlik yar1 halkasidir.

Ispat: i) @+ AS S, A+ ACS Ave AT'A € Aalahm. Lemma 4.2.6.(1)-( ii) den
(N-(B)*4) + (N-(B)"4) € N,(B)"(A+ 4)
ve
(N-(B)"A)I'(N,(B)*A) < N, (B)"(Ar'A)

elde edilir. Ote yandan Teorem 3.3.2.(v) den N,(B)*(A+ A) € N,.(B)*Ave
N, (B)*(ArA) < N,(B)*A dir. Bu durumda

(N-(B)"4) + (N.(B)*A) € N,(B)"A
ve

(N-(B)"A)I'(N,(B)"A) < N, (B)"A
olur ve dolayisiyla 4, S nin iist-yakn alt I —yakinlik yar1 halkasidir.

ii) A, S nin bir alt I' —yakinlik yar1 halkasi oldugundan A + A € N,.(B)*A ve

AT'A € N,.(B)*A olur. Boylece Teorem 3.3.2.(v) den

N (B)*(A + A) € N, (B)"(N,(B)"A)

ve
N;(B)*(Ar'A) € N, (B)"(N,(B)"A)
olur. Hipotezden
N,.(B)*(A+ A) < N,.(B)*A
ve
N,(B)*(ArA) € N,(B)*A
elde edilir. Boylece Lemma 4.2.6. dikkate almirsa
(N:(B)*A) + (N,(B)*A) € N.(B)"A
ve

(N-(B)"A)I (N, (B)*A) < N.(B)"A
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olur ve bdylece 4, S nin bir iist-yakin alt I' —yakinlik yar1 halkasidir.
Tamim 4.2.11. S bir I' —yakinlik yar1 halka ve A # S olmak tizere; A, S nin bir alt
I' —yakimlik yar1 halkasi1 olsun. Bu durumda
i) Eger ATS € N,.(B)*A (STA< N,(B)*A) ise A ya S nin bir sag (sol)
I' —ideali denir.
ii) Eger (N,.(B)*A)I'S € N,(B)*A (SI'(N,(B)*A) € N,(B)*A) isc A ya S

nin bir sag (sol) iist-yakin I —ideali denir.

Teorem 4.2.12. S bir I' —yakinlik yar1 halkasi olsun. Asagidaki 6zellikler saglanir.
)Eger0 # ASS, A+ AS AveATS €A (STA S A)ise o zaman A, S nin
bir list-yakim sag (sol) I' —idealidir.
ii) Eger A, S nin sag (sol) I' —ideali ve N,.(B)*(N,.(B)*A) = N,.(B)*A ise o

zaman A ya S nin bir iist-yakin sag (sol) I —idealidir.

Ispat:i) @ # ACS,A+ ACS Ave AI'S € Aalahm. Lemma 4.2.6.(i) den
(N-(B)*4) + (N-(B)"4) € N,(B)"(A+ 4)
bulunur ve ayrica Lemma 4.2.6.(ii) ve Teorem 3.3.2.(1) kullanilirsa
(N, (B)*A)T'S € (N,(B)*A) (N, (B)"S) € N,(B)"(ArS)

elde edilir. Ote yandan Teorem 3.3.2.(v) den N,(B)*(A+ A) S N,.(B)*Ave
N,.(B)*(ATr'S) < N,(B)*A olur. Bu durumda

(N-(B)"4) + (N.(B)*4) € N,(B)"A
ve

(N,.(B)*A)I'S < N,.(B)*A
olur ve dolayisiyla 4, S nin bir iist-yakin sag I" —idealidir.
ii) A, S nin sag I' —ideali oldugundan A + A € N,.(B)*A ve AT'S € N,.(B)*A

olur. Boylece Teorem 3.3.2.(v) den

N (B)*(A + A) € N, (B)"(N,(B)"A)

Ve

N;(B)*(AIS) € N.(B)"(N,(B)"A)
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olur. Hipotezden

N,.(B)*(A+A) < N,.(B)*A
ve

N,(B)*(ATS) € N,(B)*A
elde edilir. Boylece Lemma 4.2.6. dikkate alinirsa

(N-(B)'A) + (N-(B)*4) € N.(B)"A

ve

(N:(B)"A)T'S) € N.(B)"A

olur ve dolayisiyla A, S nin bir iist-yakin sag I' —idealidir.

Teorem 4.2.13. S bir I' —yakinlik yar1 halkas1 ve I bir indeks kiimesi olmak iizere;
{A;|li € I}; S I —yakinlik halkasimn ideallerin bir kiimesi olsun. Bu durumda

i) N.(B)*(Nje; A;)) = Nier N-(B)*A; ise N A;, S ninbir I' —idealidir.

ii) Ui 4;, S nin bir I' —idealidir.

Ispat: i) x,y € N 4; alalim. Budurumda Vi €I x,y € A; dir. Vi €1 A;, S nin
I' —idealleri oldugundan Vi€l x+y€ N,.(B)*A dir. Boylece, x +y €
N;e; N-(B)*A; ve hipotezden x + y € N,.(B)*(N;e; A;) olur. Benzer sekilde, her x €
Nie; Ai, s € Svey €T igin xys,syx € N,.(B)*(N;e; A;) dir. Buradan N, 4;; S nin
bir I' —idealidir.

ii) x,y € Ui A; alalm. Budurumda3i € I x € A;veya 3j €1 y € A; dur.
Buradan x,y € A; veya x,y € A; olur ve ayrica A; ve A;; S nin I' —ideali
oldugundan x +y € N,(B)*A; veya x+y € N,.(B)*A; dir. Boylece x +y €
Uies N-.(B)*A; olur ve dolayisiyla Teorem 3.3.2.(ii)) den x +y € N,.(B)*(U;e; 4;)
elde edilir.

Benzer sekilde, Vx € Uje; A;, Vs € SveVy €T xys,syx € N.(B)*(U;er 4;)
bulunur. O halde; U;¢; 4;, S nin bir I' —idealidir.

Asagidaki Ornekte gosterildigi gibi genel olarak; S nin I' —ideallerinin ara

kesiti, S nin bir I' —ideali olmayabilir.

32



4. BULGULAR ve TARTISMA ibrahim Halil BEKMEZCi

Ornek 4.2.14. U = {[aij]2x3| a;; € ZZ} icin

0_[0 0 0] ,_[1 0 0 b_[o 1 0] ._[0 0 0
oo o oo o oo o 11 0 oF
d_[oooe_-1 1 0 [1oo] 1 1 0]
=lo 1 ol®Tlo o offTlo 1 09711 o of
1 0 0], [0 0 0, _[0 1 0 [0 1 0
h_[1 0 O’k_.l 1 o.’l_[1 o o lo 1 oF
n:[1 1 0

1 1 0

olmak iizere;

0 = {o,a,b,c,d,e,f,g,h,k, 1, m n} algilanabilen nesneler kiimesi ve

U' = {[aij]3x | a;j € ZZ} icin

PSS oo 2
OO oo R
PR oRro

2
0
0
L0
1
A=10
0

_ OO oo o

ol R !

RPOoORrRr OO R
CoOOC o R R

0. 1 0.
olmak tizere; O’ = {6 a, B,v, A, i, 6,0 } algilanabilir nesneler kiimesi, r = 1,

B = {1,902, 93} S F ¢ikarim fonksiyonlarmm bir kiimesi, S = {a,b,c,e} c O
Ay ={ab}cS A, ={b,c} cS ve I' ={y,A} € O’ olsun. Cikarmm fonksiyonlar1

(pl: 0 b Vl == {0(1, 0(2, 0(3,a5},
92:0 =V ={ay, ay, as, agl,

©3:0 — V3 = {ay, ay, as, a,}

olmak iizere; asagidaki (Cizelge 4.7) gibi tanimlansin.
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Cizelge 4.7 S nin ¢ikarim fonksiyonlar: I1

0 a b ¢ d e f g h l k m n

1| a1 a a @ as a a as (4%/) aq as as aq

Y | s @ s A @A As Ay Oy a; gy Qs Xy Qg

Q3 | a3 a a; ap @ Qa az Qs Ay aq aq aq Ay

Ayrica; ¢4, ¢, p3 ¢ikarim fonksiyonlar
©1:0" — V; = {a, ap, a3},
©2: 0" = V; = {ay, 0y, a3, a5},
©3:0" — V3 = {ay, a3, 04}

olmak iizere; asagidaki (Cizelge 4.8.) gibi verilsin.

Cizelge 4.8 I nin ¢ikarim fonksiyonlar II

0 a B Y A u 1) o
P1 a3 a; as a; a, as a> as
P2 a, as as as a, a> s s
P3 as as a; a; Ay as a> ay

Simdi O elemanlarmin "~p," ayirt edilemezlik bagintisina gore yakin denklik

smiflarini belirleyelim.

[o]y, = {x € Ol (x) = ¢,(0) = a1} ={o,c,|,m}
= [cly, = [y, = [mly,,

[al,, = {x € Olp,(x) = p1(a) = ay} = {a,b,e,f,h}
= [bly, = lely, = [fly, = [hly,.

[d]y, = {x € 0lg1(x) = @1 (d) = as} = {d, k}
= [klp,

[glp, = {x € Olo(x) = 91 (f) = az} ={g,m}

= [m]‘l’f
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Buradan ¢, = {[0]%' lal,,, [d]y,, [g]%} elde edilir.
[o]ly, = {x € Olp,(x) = @,(0) = as} ={o,b,e, k}
= [bly, = lely, = [kly,,
[al,, = {x € Olp,(x) = ¢,(a) = a;} ={a,c,d,g,h}
= [cly, = [fly, = [hly,,
[flp, = {x € Olo,(x) = ¢,(d) = a,} ={f,l,m}
= [y, = [mly,,
[nly, = {x € Olo,(x) = p,(n) = ac} = {n}.
Béylece &, = {[0]<P2' [aly,, [fle,. [n](pz} bulunur.
[o]p, = {x € Olps(x) = @3(0) = a3z} ={o, f, g}
= [flp, =19y,
laly, = {x € Olos(x) = @3(a) = a,} ={a,b, e}
= [bly, = lely,.
[clp, = x € Oloz(x) = @3(c) = a4} ={c,d, h,n}
= [dly, = [hly, = [nly,,
[klp, = {x € Olos(x) = @3(k) = ay} = {k, [, m}
= [ly, = [m]y,.
O halde; &,, = {[0]%,[a]%,[c]%,[k]%} dir. Algilanabilir nesneler kiimesinin

ayrisimlarinin kiimesi r = 1 i¢in N;(B) = {f(p €0, f%} olarak bulunur. O halde

neys= | i,

L
[x]¢inS¢®

= [oly, Ulaly, Uloly, Ulaly,, Ulaly, Vlcly,

={o,c,,m}u{a,b,e f,h}U{o,b,e,k}U{a,c,d g h}U{a,b,e}
U{c,d, h,n}

={o,a,b,c,d,e,f,g,hk,I,mn}
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elde edilir. S = {a, b, ¢, e} kiimesi lizerinde, matrislerdeki " + " islemi dikkate alinirsa
o zaman " + " islemin iglem tablosu asagidaki Cizelge 4.9. da verilen islem tablosu

olur.

Cizelge 4.9 S nin toplama islemi II

+ a b c e
a 0 e h b

0 l a
c h l 0 g
e a g

Bu durumda, O iizerinde (S,+), 0Oy = o birim elemanli bir degismeli monoiddir.

Simdi, O’ elemanlarini "~p," ayirt edilemezlik bagntisina gore yakin denklik

smiflarini belirleyelim.

[0y, = {x € 0'lg1(x) = 91(0) = @z} = {6,a,7, 6}
= laly, = [¥ly, =[]y,
[Bly, = {x € 0'lg1(x) = 91(B) = az} ={B, 0},
= [uly, = o]y,
[A]y, = {x € 0'@1(x) = 91(D) = a1} = {4}.
Buradan &, = {[dl,,, [Bly,, [1],,} elde edilir.
[0y, = {x € O'lo(x) = 92(0) = a1} = {6,1}
= [y,
[aly, = {x € O"lp,(x) = p2(a) = a3} = {a, 5}
= [Bly,
[¥lp, = {x € 0'lp(x) = p,(¥) = as} = {y, 6, 5}
= [6]y, = [0y,
[1lp, ={x € O'lg1(x) = o1 (W) = az} = {u}.
Béoylece &, = {[9]¢,2, [aly,, V], [u](pz} bulunur.
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[0y, = {x € 0'|o3(x) = 93(0) = a3} ={6,a,u}
= [aly, = [uly,,
[Blp, = {x € O'lo3(x) = p3(B) = ay} ={B,v, 5}
= [yly, = [6]yp,,
[, = {x € 0'lp3(x) = 3(D) = a,} = {4, 03},
= [o]yp,-
O halde; ¢, = {[9]%, (B, [/1]%} olur. Algilanabilir nesneler kiimesinin ayrigimlar
kiimesi r = 1 i¢in N;(B) = {f(pl,f(pz, f%} olarak bulunur. Dolayisiyla
vy r= | i,
[x],NT'#0
= [fy, UlAly, ULy, Ulrlp, V1Bl Uldly,
={6a,y, 63U}V Uy, 6,03 U{B,y,8} V{4 0}
={6a,B,v,4,6,0}
elde edilir. I' = {y, A} kiimesi tizerinde asagidaki Cizelge 4.10. daki islem tablosunu

i

dikkate alinsin.

Cizelge 4.10 I nin toplama islemi II

+ ‘ y A
Y 0 o)
y) o) o

Bu durumda, O’ iizerinde (I',+), 0, = 0 birim elemanli bir degismeli monoiddir.

Asagidaki Cizelge 4.11. ve Cizelge 4.12. deki islem tablolar1 dikkate almirsa

Cizelge 4.11 S nin vy iglemi 11

y a b c e
a a b 0 e
b 0 0 a 0
c c d 0 k
e a b a e
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Cizelge 4.12 S nin A iglemi 11

A a b c e
a a b 0 e

0 0 a 0
c c d 0 k
e a b a e

S, 0 — O' zayif yakinlik yaklasim uzay1 iizerinde bir I' — yar1 halkadir. Ustelik, benzer
sekilde

Nl(B)*Al = U [x]goi = {Ol alblcldl e,f,g,h:k}
[x](pinAliQ)
vEe
Nl(B)*AZ = U [x]goi = {Ol alblcldl e,f,g,h,k:l}
[x](piﬂAz;“-'@

elde edilir. Yukaridaki Cizelge 4.11. ve Cizelge 4.12. iglem tablolarina gére A; ve Ay;

S nin birer I — idealleridir. Ayrica

MEUna)= | ] W, =(oabef k)

[x]p;N(A1NAZ)#D

dr. Bu durumda b€ (A, NnA,)={b}, yeETI ve c€S almwrsa cyb=d ¢
N,(B)*(A; N A,) dir. Buradan A; N A,; S nin bir I' —ideali degildir.

4.3. Gamma Yakinhk Yar1 Halkasinin Asal idealleri

Bu kisim boyunca aksi belirtilmedikge (O, F, ~g,, N;) ve (0", F, ~g,,N;) iki
farkli zayif yakinlhk yaklagim uzaylar1 olmak iizere; S, O — O’ lizerinde bir I' —yar1
halka olarak alinacaktir.

Tanim 4.3.1. S bir I’ —yakinlik yar1 halka, A, A;, A, ve P; S nin I —idealleri olmak

lizere;
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A, TA, € N,.(B)*P (ATA < N,.(B)*P)
oldugunda A; € PveyaA, € P (A S P)ise PyeSninI —asal (' —yar1asal) ideali
denir.
Tanim 4.3.2. S bir I' —yakinlik yar1 halka, A, A, A, P; S nin I' — idealleri olmak
lizere;

(N-(B)*A)I' (N, (B)*42) € N.(B)'P ((N.(B)"A)I'(N,(B)*A) & N, (B)'P)

oldugunda N,.(B)*A; € P veya N,.(B)*A, € P (N,(B)*A € P) ise P ye S nin bir tist-
yakin I' —asal ( I' —yar1 asal ) ideali denir.

Teorem 4.3.3. S bir [' —yakinlhk yar1 halka, swrasiyla A4;, A4, ve P,
N.(B)*(N-(B)*A;) = N.(B) 4y, N.(B)*(N.(B)"A;) = N,(B)"A; ve
N,.(B)*(N,(B)*P) = N,(B)*P olacak bi¢cimde S nin I' —idealleri olsun. P, S nin bir
I' —asal ideali ve (N,.(B)*A;)I'(N,.(B)*A,) € N,.(B)*P ise o zaman P, S nin bir {ist-
yakin I' —idealidir.
Ispat: P, N,(B)*(N,.(B)*P) = N,(B)*P olacak bigimde S nin bir I' —ideali
oldugundan Teorem 4.2.12.(ii) den P, S nin iist-yakin I' —idealidir. Farz edelim ki
N,.(B)*A{ £ P ve N,.(B)*A, € P olacak bigimde (N,(B)*A;)I'(N,.(B)*A,) <
N,.(B)*P olsun. Bu durumda x € N,(B)*A;,x € Pvey € N,.(B)*A,,y & P olacak
bigimde x,y € S elemanlar1 vardir. Boylece [x]g, N A; # @ ve [ylg NA, # 0 =
a € [x]g- N A, ve b € [y]g, N A, olacak bigimde a, b € S elemanlari vardir. O halde
a € [x]g., a € Ay ve b € [ylg,, b € A, olur. Boylece x~g,a, a € A, ve y~g,.b, b €
A, elde edilir. "~p,.", S lizerinde bir kongriient ayirt edilemezlik bagintisi ve A;, A,; S
nin I' —idealleri oldugundan

xyy~gr ayb,ayb € (N.(B)"A;) N (N,.(B)*4,)
dir. Boylece ayb € [xyy]g, oldugundan

ay b € [xyylg 0 (N, (B)"Ay) N (N-(B)"A3))
olur ve buradan [xyy]g, N (N,.(B)* A;) N (N,.(B)*A,)) # @ dir. Dolayisiyla xyy €
N,.(B)*((N,-(B)*A;) n (N,.(B)*A,)) dir. Boylece, Teorem 3.3.2.(vii) den
xyy € N,.(B)*(N,(B)*A;) ve xyy € N,.(B)*(N,.(B)*A,) olur ve hipotezden xyy €
N,.(B)*A; ve xyy € N,.(B)*A, dr. Buradan (xyy)? = (xyy)B(xyy) €
(N,.(B)*A))I'(N,(B)*A;) € N,.(B)*P dir ve dolayisiyla (xyy)? € N,.(B)*P elde
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edilir. P, S nin I' —asal ideali oldugundan xyy € P olur. Bu ise varsayim ile celisir.

O halde; N, (B)*A; € P veya N,.(B)*A, < P dir.

Teorem 4.3.4. S bir ' —yakinlik yar1 halka, sirasiyla A ve P; N,.(B)*(N,(B)*A) =
N,.(B)*A ve N,.(B)*(N,(B)*P) = N,.(B)*P olacak bigimde S nin I' —idealleri olsun.
Eger P, S nin I' —yar1 asal ideali ve (N,.(B)*A)I'(N,(B)*A) € N,.(B)*P ise P, S nin
bir list-yakin I' —yar1 asal idealidir.
Ispat: P, S nin N,(B)*(N,(B)*P) = N,(B)*P olacak bigimde bir I' —ideali
oldugundan Teorem 4.2.12.(ii) den P, S nin bir iist-yakin I' —idealidir. Varsayalim ki
N,(B)*A & P olacak bi¢gimde (N,.(B)*A)I'(N,.(B)*A) € N,.(B)*P olsun. Bu durumda
x € N.(B)*A ve x & P olacak bigimde en az bir x elemani vardir. Buradan [x]g, N
A+Q@=a€x]g,NA=a€[x]lg ve a €A== x~g.a, a €A dir. Boylece
"~p," bir kongriient ayrt edilemezlik bagintist ve A, S nin I' —ideali oldugundan
xyx~graya, aya € N,.(B)*A = aya € [xyxlg, ve aya € N,.(B)*A elde edilir.
Buradan  [xyx]g.- N (N,.(B)*A) #® = xyx € N,.(B)*(N,.(B)*A) = N,.(B)*A
bulunur. O halde (xyx)? = (xyx)B(xyx) € (N,(B)*A)['(N,.(B)*A) € N,.(B)*P =
(xyx)? € N.(B)*P dir. P, S nin " —yar1 asal ideali oldugundan xyx € P olur. Bu ise
celiskidir. O halde; varsayimimiz yanlistir. N,.(B)*A < P dir. Yani; P, S nin bir {ist-
yakin I —yar1 asal idealidir.

S bir I' —yakinlik yar1 halka, A, S nin bos olmayan bir alt kiimesi ve s € §

olsun.

sFAz{z sy;a;|y; €Erl'vea; €A

sonlu

bi¢ciminde tanimlanar.

Lemma 4.3.5. S bir I' —yakmlik yar1 halka ve a € S olsun. al'S, S nin bir I' —sag

idealidir.

Ispati: x,y € al'S alalim. Bu durumda
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n

x:ZayiSi; V;ET, s;€S, n€ ot

i=1
m

y:zaﬁisi’; B;€l, s;/ €S, me oo
i=1

bigiminde tanimlanir.

x+y= (Zn: ay;s; ) + (i aﬂisi’>

i=1 i=1

m+n
= z a a;$; € al' (N,.(B)*S), a;, €T, $; €S
i=1
x+y=ayz;a€S, y €T olacak bigimde bir z € (N,(B)*S) vardir. Eger z €
N,(B)*S = [z]g NS # @ = ¢ € [z]g, N S olacak bigimde ¢ € S vardir. Buna gore
c € [z]g, ve ¢ € S olur. Buradan z~g,.c, c €S."~g," S lizerinde bir kongriient ayirt
edilemezlik bagmtisi oldugundan ayz~g, ayc;c €S, y € I' = ayc € [ayz]g, ve
ayc € al'S olur. Dolayisiyla [ayz]g, N (al'S) #+ @ = ayz € N.(B)*(al'S) dur.
Boylece x +y € N,.(B)*(al'S) olur ve (al'S) + (aI'S) < N,.(B)*(arlS) elde edilir.
Simdi x € al'S alalim. Boylece

X = Z aﬁiSi; ﬁiEF,SiES

sonlu

Buradan

xys = (Z a&s/) ys= > api(siys) € al(N,(B)'S)

sonlu sonlu

ve boylece her s € S ve her a,y € I' igin xys = aab olacak bigimde b € N,.(B)*S
vardir. Eger b € N,.(B)*S = [blg, NS # @ = 3z € [blg, NS = z € [blg, ve z €
S = b~p,z, z €S elde edilir. "~,", S lizerinde bir kongriient ayirt edilemezlik
bagmtisi oldugundan aab~g,aaz, z € S, a € I' elde edilir. Buradan aaz € [aab]g,
veaaz € al'S = [aab]g, N (al'S) # @ ve dolayisiyla aaS = aab € N,.(B)*(al'S)

bulunur. Boylece al'S, S nin bir I' —idealidir.
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Teorem 4.3.6. S bir I' —yakinlik yar1 halka ve [ herhangi bir indeks kiimesi olmak
tizere; {P;| i € I}, S nin bir I —asal (I —yar1 asal) ideallerin bir kiimesi olsun. Bu
durumda
i) Eger N.(B)* (Nie; P;) =Nje; N.(B)*P; ise N;g; P;, S nin bir I' —asal (I' —yar1
asal) idealidir.

ii) Eger U;¢; P;, S nin bir I' —asal (I —yar1 asal) idealidir.

Ispat: i) Teorem 4.2.13.(i) den N;g; P;, S nin bir I' —idealidir. Simdi, A;T'A, S
N,.(B)* (N P;) olacak bigimde S nin bir A; ve A, idealleri var olsun. Hipotezden
A TA, € N,.(B)*(Nijg P;)) = Viel A T'A, € N.(B)*P;dir. Vi €I P;ler S nin
I' —asal ideali oldugundan Vi € I A; € P; veya A, € P; dir. Boylece A; S N;¢; P;
veya A, € N;¢; P; olur. Bu durumda N;¢; P;, S nin I' —asal idealidir.

ii) A;TA, € N,.(B)*(N;e P;) olacak bigimde S nin A; ve A, idealleri var
olsun. Teorem 4.1.13.(ii) den U;¢; P;, S nin bir I' —idealidir. Béylece Teorem 3.3.2.(ii)
den A;T'A; € Uy N, (B)* P; dir. Buradan en az j € I igin A;I'A, € N,.(B)"P; dur.
Her i € I igin P; ler S nin I" —asal ideali oldugundan A; < P; veya A, € P;,j €I ve
buradan A; € U;¢; P; veya A, © Ui P; olur. Boylece U;¢; P;, S nin bir I' —asal

idealidir.

Teorem 4.3.7. S bir I' —yakinlik yar1 halka, P; N,.(B)*(N,(B)*P) = N,.(B)*P olacak
bicimde S nin bir I' —sag ideali ve a, b € S olsun. P, S nin bir I' —asal sag ideali ve

al'STh < N,.(B)*P ise o zaman a € P veya b € P dir.

Ispati: a,b € S i¢inal'STh € N,(B)*P olsun. P, S nin bir I' —asal sag ideali
oldugundan hipotez ve Teorem 4.2.10.(ii) den aI'STbI'S < (N,.(B)*P)I'S < N,.(B)*P
elde edilir. Ote yandan Lemma 4.2.5 ten al'S ve bI'S, S nin bir I' —sag idealleri ve P,
S nin bir I —asal sag ideali oldugundan al'S € P veya bI'S € P dir. Hera,b € S ve
her y,B €T igin a = 1gya veya b = 138b olacak bi¢gimde 15 € N,(B)*S vardur.
Boylece a € al'S © P veya b € bI'S € P olur. Bu durumda a € P veya b € P dir.
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Teorem 4.3.8. S bir I' —yakinlik yar1 halka, P; N,.(B)*(N,.(B)*P) = N,.(B)*P olacak
bicimde S nin bir I' —sag ideali ve a € S olsun. P, S nin bir I —yar1 asal sag ideali ve

al'STa € N, (B)*P ise 0 zaman a € P dir.

Ispat: a € S i¢in al'ST'a € N,(B)*P olsun. P, S nin bir I' —yar1 asal sag ideali
oldugundan hipotez ve Teorem 4.2.10.(ii) den al'STal'S < (N,.(B)*P)I'S < N,.(B)*P
elde edilir. Ote yandan Lemma 4.2.5 ten al'S, S nin bir I' —sag ideali ve P, S nin bir
I' —yar1 asal sag ideali oldugundan al'S € P dir. Hera € S ve her y € I' igin a =
1sya olacak bigimde 15 € N,.(B)*S vardir. Boylece a € al'S € P olur. Bu durumda

a € P elde edilir ve ispat biter.

Teorem 4.3.9. S bir I' —yakinlik yar1 halka, P; N,.(B)*(N,.(B)*P) = N,.(B)*P olacak
bigimde S nin bir I’ —sag idealive a, b € S olsun. Egeral'STh < N,.(B)*P oldugunda
a € P veyab € P ise 0 zaman P, S nin bir I' —asal sag idealidir.

Ispati: Varsayalim ki A; ve A,; A;T'A, € N, (B)*P olacak bigimde S nin I' —sag
idealleri ve A; € P olsun. Bdylece a € P olacak bicimde a € A; vardir. Keyfi bir b €
A, icin al'STh = (aI'S)I'b < (N,(B)*A,)I'b dir. Ote yandan x € (N,(B)*A,)I'b
alinirsa o zaman x = ),;_, a;¥;b; a; € N.(B)*A;, v €T, be A, (1 <i<n) du.
Bu durumda a; € N.(B)*A; = [a;lg- NA; # @ dir. Boylece, ¢ € [a;]g- N A,
olacak bigimde en az bir ¢ € S vardir. Buradan ¢ € [a;]g, ve ¢ € A, = a;~g,C, C €
A, 1 <i<n"~p", S lzerinde bir kongriient ayirt edilemezlik bagintisi oldugundan
(a;y;b)~pg,(cy;b), cy;b€ A;TA, €N, (B)*P, 1<i<n dr. Varsayimdan
(aiyib)~pr(cyib), cyb €N.(B)'P, 1<i<n dr. P; N.(B)*(N.(B)'P)=
N,.(B)*P  olacak bigcimde S nin bir I —sag ideali oldugundan
(Xi=1a:¥ib)~p-Zi=1 ¢ vib), Xi=1¢yib € N.(B)"P olur. Bundan dolay1

z cy:b € [Z a;y;b
i=1 i=1

Br

Ve

z cy;b € N,.(B)*P

i=1
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dir. Bu durumda

[Z amb] N (N,(B)'P) # @

Br
ve kisaca [x]g, N (N-(B)*P) # @ elde edilir. Boylece x € N,.(B)*(N,(B)*P) =
N,.(B)*P olur ve dolayisiyla al'STh < N,.(B)*P elde edilir. Hipotezden ve

a & P oldugundan b € P dir. Yani, A, € P dir. Tanim 4.2.1 den P, S nin bir ' —asal
sag idealidir.

Teorem 4.3.10. S bir I' —yakinlik yar1 halka, P; N,.(B)*(N,-(B)*P) = N,.(B)*P olacak
bigimde S nin bir I' —sag ideali ve a € S olsun. Eger al'ST'a € N,.(B)*P oldugunda

a € P ise 0 zaman P, S nin bir I' —yar1 asal sag idealidir.

Ispat: Varsayalim ki A, ATA € N,.(B)*P olacak bigimde S nin bir I' —sag ideali olsun.
Boylece, keyfi bir a € A i¢in al'STa = (al'S)'a S (N, (B)*A)Ia dir. Ote yandan
x € (N,(B)*A)Ta almmsa o zaman x = ),;_,a;y;a; a; € N.(B)*A, v, €I, a €
A (1 <i<n)dr Budurumda a; € N,.(B)*A = [a;]gr N A # @ dir. Boylece, ¢ €
[a;]g- N A olacak bigimde en az bir ¢ € S vardir. Buradan ¢ € [a;]g, ve c€E A =

a;~prC, CEA, 1 <i<nolur. "~p.", § lizerinde bir kongriient ayirt edilemezlik
bagmtis1 oldugundan (a;y;a)~g,(cy;a) ve cy;a € ATA S N,.(B)*P, 1 <i <n dr.
P, N,.(B)*(N,(B)*P) = N,(B)*P olacak bigimde S nin bir I' —sag ideali oldugundan

Qiz1aivia) ~gr iz cvia), 2i=1cyia € N,.(B)*P olur. Bundan dolay1

z cyia € [Z a;yia
i=1 i=1

Br

Ve

z cy;a € N.(B)*P

i=1

dir. Bu durumda

[Z ama] N (N,(B)'P) # @

i=1
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ve kisaca [x]g, N (N.(B)*P) # @ elde edilir. Boylece x € N,.(B)*(N,.(B)*P) =
N,.(B)*P olur ve dolayisiyla al'STa € N,.(B)*P elde edilir. Hipotezden a € P dir.
Yani, A € P dir. Tanim 4.3.1 den P, S nin bir I' —yar1 asal sag idealidir.

Tamim 4.3.11. S bir I' —yakinlik yar1 halka, A, A, ve P; S nin I' —idealleri olsun. Bu
durumda A; N A, = N,.(B)*P (A; N A, € N,.(B)*P oldugunda A; = P veya A, = P
(A € PveyadA, € P) ise P ye S bir I' —indirgenemez ideali (I' — kuvvetli
indirgenemez ideali) denir.

Teorem 4.3.12. S bir I' —yakinlik yar1 halka ve [ herhangi bir indeks kiimesi olmak
tizere; {A;|i €I}, S nin bir I' —ideallerin bir kiimesi olsun. N,(B)*(N;e 4;) =
N;e; N-(B)*A; ise 0 zaman S nin her bir I' — kuvvetli indirgenemez ve I' —yar1 asal

ideali S nin bir I —asal idealidir.

Ispati: S nin her 4; (i € I) I' —ideali i¢in N, (B)*(N;e; A;) = Ny N (B)*A; ve P, S
nin bir I' —kuvvetli indirgenemez ve I' —yar1 asal ideali olsun. S nin keyfi 4; ve A,
I' —idealleri i¢gin A;'A, € N,.(B)*P olarak alalim. Bu durumda Teorem 4.2.13.(i) den
A; N A, S nin bir I' —idealidir. Bundan dolay1
(A NA)*=(A;NnA)I(A;,NA) S AT B S N,.(B)*P

olur ve buradan (AN B)? € N,.(B)*P elde edilir. P, S nin bir I' —yar asal ideali
oldugundan A; N A, < P dir. Boylece Teorem 3.3.2.(i) den A; N A, < N,.(B)*P dir.
Buradan P, S nin bir I' —kuvvetli indirgenemez ideali oldugundan A; € P ve A, S P

dir. Boylece P, S nin bir I' —asal idealidir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Tezde, kiime teorisi alaninda yeni bir yontem olarak arastirmalara konu olan
yakinlik yaklasim uzaylar1 tizerinde, bir kiimenin {ist yaklagimi kullanilarak yeni bir
cebirsel yap1 ortaya koyma fikri esas alinmistir. Bu noktadan hareketle zayif yakinlik
yaklasim uzaylar1 iizerinde gamma yakinlik yar1 halkalarinin tanimlanmasi ve teorik
ozelliklerinin incelenmesi yapilmistir.

Bu tezdeki sonuclar 6zgiin olup, tezde elde edilen sonuglar teorik altyapiyi
giiclendirici ve bundan sonra bu alanda yapilabilecek olan diger arastirmalara kaynak

olabilecek niteliktedir.
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