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Bu çalışmanın birinci bölümünde, araştırmanın amacı ve öneminden 

bahsedilmiştir. İkinci bölümde, bu çalışmanın amacına uygun olarak literatür özeti 
sunulmuştur. Üçüncü bölümde, bu çalışmada kullanılan materyal ve yöntem 
açıklanmıştır. 

Dördüncü bölümde, yakın kümeler ve yakın yaklaşım uzayları ile ilgili bazı 
temel bilgiler verilmiştir. 

Beşinci bölümde, yakınlık cebirsel yapılar ile ilgili bazı sonuçlar 
incelenmiştir. 

Altıncı bölümde, yakın halkalar ile ilgili bazı temel özelliklerden 
bahsedilmiştir. 

Yedinci bölümde, yakınlık yakın halka tanımlanmış ve bazı sonuçlar elde 
edilmiştir. 
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In the first chapter of this study, the aim and importance of the study are 

mentioned. In the second chapter, a summary of the literature is presented in 
accordance with the purpose of this study. In the third chapter, the material and 
method used in this study are explained. 

In the fourth chapter, some basic informations given about near sets and 
nearness approximation spaces. In the fifth chapter, some results related to nearness 
algebraic structures are examined. 

In the sixth chapter, the basic characteristics of near rings are mentioned. 
In the seventh chapter, the nearness near ring is also defined, and some results 

have been obtained. 
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  kalan sınıflarının kümesi 
R   : Yakınlık halka 
   : Yakınlık halka homomorfizması 
Ker   :   yakınlık halka homomorfizmasının çekirdeği 
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0N   : N  nin sıfır-simetrik kısmı 
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1. GİRİŞ 

 

Bu çalışmanın birinci bölümünde, araştırmanın amacı ve öneminden 

bahsedilmiştir. İkinci bölümde, bu çalışmanın amacına uygun olarak literatür özeti 

sunulmuştur. Üçüncü bölümde, bu çalışmada kullanılan materyal ve yöntem 

açıklanmıştır. Dördüncü bölümde, yakın kümeler ve yakın yaklaşım uzayları ile ilgili 

bazı temel bilgiler verilmiştir. Beşinci bölümde, yakınlık cebirsel yapılar ile ilgili 

bazı sonuçlar incelenmiştir. Altıncı bölümde, yakın halkalar ile ilgili bazı temel 

özelliklerden bahsedilmiştir. Yedinci bölümde, yakınlık yakın halka kavramı 

tanımlanmış ve bazı özgün sonuçlar verilmiştir. 

  



2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR Abdurrahman GENÇ 

2 

2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR 

 
Küme kavramı ilk defa 1874 yılında G. Cantor tarafından tanımlanmıştır. 

İçinde yaşadığımız doğada birçok belirsizlik durumu söz konusudur. Bu belirsizlikler 

ancak küme teorisi yardımı ile algılanabilir. 1874 yılından günümüze kadar sürekli 

olarak sınırlarını zorlayan ve gelişen kümeler teorisi insanlığa yeni ufuklar 

açmaktadır. 

Zadeh [1] belirsizliği betimlemek için herhangi bir kümenin fuzzy alt 

kümesini tanımlamıştır. Daha sonra Rosenfeld [2] fuzzy alt küme kavramını 

kullanarak herhangi bir grubun fuzzy alt grubunu tanımlamıştır. Rosenfeld’in bu 

çalışması fuzzy cebirin gelişmesinde önemli bir rol üstlenmiştir. Bu çalışmalardan 

sonra birçok matematikçi bu konuyu incelemiştir. Bu konu ile ilgili detaylı bilgiler 

Fuzzy Commutative Algebra [3] ve Fuzzy Group Theory [4] adlı kaynaklarda 

verilmiştir. 

 Pawlak [5] belirsizlik problemini çözmek için yaklaşımlı küme kavramını 

tanımlamıştır. Belirsizlik ile ilgili yeni bir matematiksel model olan yaklaşımlı küme 

teorisi hem teoride hem de pek çok mühendislik alanında büyük ilgi görmüştür [6-8]. 

 Peters yaklaşımlı küme kavramının bir genelleştirmesi olarak yakın küme 

kavramını tanımlamıştır. Yakın küme teorisi ile ilgili bilgiler için [9-11] nolu 

kaynaklar incelenebilir. 

 Yukarıda belirtilen küme teorileri dikkate alındığında, fuzzy küme, yaklaşımlı 

küme ve yakın küme kavramlarının Cantor’un klasik küme kavramını tamamlayan 

ve belirsizlik durumlarının modellenmesine yardımcı olan kavramlar olduğu 

görülmektedir. 

Günümüz matematik ve mühendislik dünyasında fuzzy kümeler, yaklaşımlı 

kümeler, yakın kümeler ve ilgili cebirsel yapılar önemli bir yere sahiptir. Bu nedenle 

yeni sonuçlar elde etmek amacıyla, özellikle [12-15] nolu kaynaklar dikkate alınarak, 

yakın küme teorisinde cebirsel yapılar ile ilgili çalışmalar incelenmiştir. Böylece 

yakın yaklaşım uzayında halka kavramını genelleştirmek hedeflenmiştir. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

 

Yakın halkalar ve yakınlık halkaları ile ilgili olarak temin ettiğimiz kitaplar 

ve makaleler, mevcut bilimsel yöntemler kullanılarak incelenmiştir. Tez 

çalışmamızın amacına uygun olarak veriler bir araya getirilmiş ve özgün sonuçlar 

elde edilmiştir. 
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4. TEMEL KAVRAMLAR 

 

4.1 Yakın Kümeler 

 

Tanım 4.1.1 ( ),G *  bir cebirsel yapı, yani her ,a b GÎ  için a b G* Î  ise G  ye bir 

grupoid denir. 

Tanım 4.1.2 [10] Algılanabilen nesnelerin ayırt edici özelliklerini temsil eden reel 

değerli fonksiyonlara çıkarım fonksiyonu denir. 

Tanım 4.1.3 Algılanabilen nesneler, yansıyan ışık kaynağındaki görsel cisimlerin 

ayırt edici özellikleri olmak üzere,   algılanabilen nesnelerin kümesi olsun.   reel 

sayılar kümesi ve ÍX   olmak üzere, bir j  görsel çıkarım fonksiyonu 

:j ® X  şeklinde tanımlanır. x X  nesnesi için ( )xj , x X  nesnesinin görsel 

algıdaki zenginliğini temsil eder. 

Tanım 4.1.4 [10] algılanabilen nesnelerin boştan farklı sonlu bir kümesi ve   

nesnelerin ayırt edici özelliklerini temsil eden çıkarım fonksiyonlarının boş olmayan 

bir kümesi olmak üzere, ( ),   ye bir algılanabilir sistem denir. 

 

Sembol Anlamı 

  Reel sayılar kümesi, 

  Algılanabilen nesnelerin kümesi, 

( )Ã     nun kuvvet kümesi 

X  X Í  örnek nesnelerin kümesi, 

x  xÎ  örnek nesne, 

  
Nesnelerin ayırt edici özelliklerini temsil eden çıkarım 

fonksiyonlarının kümesi, 

B  B   ,  
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L  Tanım uzunluğu, 

i  , i L L +£ Î , 

ji  :j ® i   çıkarım fonksiyonu, 

F  :F ® L  nesne tanımlaması, 

( )F x  ( )F x ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3, , ,..., ,...,j j j j j= i Lx x x x x  

Tablo 4.1 

 

Nesneler ancak matematiksel birtakım tanımlamalar yardımıyla bilgisayar 

sistemleri tarafından algılanabilirler. Bir x X  nesnesinin tanımı, çıkarım 

fonksiyonları yardımıyla belirlenen ( )F x  fonksiyonu ile belirlenir. Burada önemli 

konulardan biri de j Îi B  çıkarım fonksiyonlarının, nesnelerin hangi yönüyle 

tanımlandığı dikkate alınarak belirlenmesidir. B   , ÍX   örnek nesnelerin 

ayırt edici özelliklerini temsil eden çıkarım fonksiyonlarının kümesi ve :j ® i   

olmak üzere, j Îi B  olsun. Nesnelerin ayırt edici özelliklerini temsil eden ji  

fonksiyonlarının, ( )i xj  değerlerinin bileşimi dikkate alınırsa :F ® L , 

 

( )F x ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3, , ,..., ,...,j j j j j= i Lx x x x x  

 

tanım uzunluğu F = L  olan nesne tanımlamasıdır. Özellikle görüntü analizi gibi 

bilgisayar uygulamaları dikkate alınırsa, ( )F x  tanımlamasının altında sezgisel 

olarak ji  fonksiyonları tarafından modellenen her bir sensörün ölçümlerinin 

kaydedilmesi vardır. 
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Sembol Anlamı 

~B  ~B       , ,Bx x x x       ayırt edilemezlik bağıntısı, 

[ ]B
x  [ ] { }~

B Bx x X x x¢ ¢= Î  yakınlık sınıfı, 

/ ~B  [ ]{ }/ ~
BB x x= Î   bölüm kümesi, 

Bx  / ~B Bx = , 

jD i
 ( ) ( )j j j¢D = -

i i ix x  çıkarım fonksiyonlarının farkı 

Tablo 4.2 

 

Tanım 4.1.5 [10] ,x x  ve B    olsun. i £ F  tanım uzunluğu olmak üzere, 

 

  , , 0
iix x B          

 

şeklinde tanımlanan bağıntıya   üzerinde ayırt edilemezlik bağıntısı denir ve “ ~B ” 

ile gösterilir. 

Tanım 4.1.6 [10] B   , nesnelerin tanımlanması ile ilgili çıkarım fonksiyonlarının 

kümesi olsun. ,x x  olmak üzere,    0
ii

x x    olacak şekilde en az bir 

j Îi B  var ise x  ve x¢  nesneleri birbirlerine minimal yakındır denir. 

Tanım 4.1.7 [10] , ¢ ÍX X   ve B    olsun. Bu durumda x X , x X   için 

{ }i
x xj

¢  olacak şekilde j Îi B  var ise X  kümesi X ¢  kümesine yakındır denir. 

Tanım 4.1.8 [10] ÍX   ve ,x x X  olsun. x , x  nesnesine yakın ise X  

kümesine kendisi ile ilgili yakın küme veya bu duruma X  kümesinin yansımalı 

yakınlığı denir. 

Teorem 4.1.9 [10] / ~B Bx =  ayrışımındaki her bir sınıf yakın kümedir. 
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İspat. [ ]{ }/ ~x = = ÎBB B
x x   ayrışımındaki herhangi bir [ ]B

x  sınıfı aynı 

tanımlamalara sahip nesnelerin kümesidir, yani [ ],
B

x x x¢Î  ise 

 

Bx x¢  (her j Îi B  için ( ) ( ) 0j j j¢D = - =
i i ix x ) 

 

olur. Yansımalı yakınlık tanımı dikkate alınırsa, [ ] BB
x xÎ  sınıfı yakın kümedir. 

Teorem 4.1.10 [10] Bx  ayrışımı bir yakın kümedir. 

İspat. “ ~B ”,   nesneler kümesinin / ~B Bx =  ayrışımını tanımlayan bir ayırt 

edilemezlik bağıntısı olsun. [ ] BB
x xÎ  sınıfının yakın küme olduğu ve Bx  ayrışımı 

birbirleriyle yakın olan nesneler içerdiğinden Bx  bir yakın kümedir. 

Tanım 4.1.11 [10]   algılanabilen nesnelerin kümesi,   nesnelerin ayırt edici 

özelliklerini temsil eden çıkarım fonksiyonlarının kümesi ve “~B ”,   nesneler 

kümesinin B    ile ilgili / ~B Bx =  ayrışımını belirleyen bir ayırt edilemezlik 

bağıntısı olmak üzere, ( ), ,~B   yapısına temel yaklaşım uzayı (FAS- 

Fundamental Approximation Space) denir. 

Temel yaklaşım uzayı, yaklaşımlı küme teorisinin temeli olarak dikkate 

alınır. Aynı zamanda bir yaklaşım uzayı, var olan algılarımızın yapısal 

(matematiksel) modelleri olarak gözlemlenebilir. 

 

4.2 Yakın Yaklaşım Uzayı 

 

Sembol  Anlamı  

B  B   , 

r

B
æ ö
ç ÷ç ÷
è ø

 
j Îi B  fonksiyonlarının sayısının r  li kombinasyonu, 
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rB  £r B , 

~
rB  rB  yardımıyla tanımlanan ayırt edilemezlik bağıntısı, 

[ ]
rB

x  [ ] { }¢ ¢= Î 
rr

BB
xx x x , £r B  yakınlık sınıfı, 

/ ~
rB  [ ]{ }/

r r
B B

x x Î=   bölüm kümesi, 

,x
rB  , /x = 

r rB B  , 

( )rN B  ( ) { },x Í=
rB rrN B BB   ayrışımların kümesi, 

rNn  ( ) ( ) [ ]0,1:
rNn Ã ´Ã ®   yakınlık fonksiyonu, 

( )*rN B X  ( ) [ ]
[ ]

*
Í

= 
r

Br

Br
x X

N xB X  alt yaklaşım, 

( )
*

rN B X  ( ) [ ]
[ ]

*

r

Br

B
x

r
X

N B X x
¹Æ

=

  üst yaklaşım, 

( ) ( )rN BBnd X ( ) ( ) ( ) ( ){ }* *

* *
\r r r rN B X N B X x N B X x N B X= Î Ï  

yakın sınır bölgesi 

Tablo 4.3 

  algılanabilir nesnelerin kümesi ve   kümesi de nesnelerin ayırt edici 

özelliklerini temsil eden çıkarım fonksiyonlarının kümesi olsun. 

r , kısıtlanmış rB B   alt kümesinin kardinalitesi olmak üzere; “
rB ”, 

yaklaşımlı küme teorisinden rB B  alt kümesine kısıtlanmışı olan ayırt edilemezlik 

bağıntısıdır. rB  kümesinin her seçimi, “
rB ” ayırt edilemezlik bağıntısının   

algılanabilir nesneler kümesinin farklı bir ayrışımının tanımlanmasına yol açar. Bu 

seçim; B , B  deki çıkarım fonksiyonlarının sayısı ve r , rB  kümesinin kardinalitesi 

olmak üzere, 
r

B
æ ö
ç ÷ç ÷
è ø

 farklı şekilde yapılabilir. 
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“
rB ” ayırt edilemezlik bağıntısı,   algılanabilir nesneler kümesini ikişer 

ikişer ayrık olan [ ]
rB

x  yakınlık sınıflarına ayırır. Bu sınıfların [ ]{ }/
r r

B B
x xÎ=   

kümesi bölüm kümesidir. ,x
rB  ayrışımı , /x = 

r rB B   dir. Ayrışımların bir ailesi 

olan ( )rN B  kümesi de ( ) { },x Í=
rB rrN B BB   dir. 

Ayrıca, 
rNn  yakınlık fonksiyonu ( ) ( ) [ ]0,1:

rNn Ã ´Ã ®   şeklindedir. 

Yakınlık fonksiyonu bir küme çiftinden [ ]0,1  aralığına tanımlı bir fonksiyon olup, 

rNn  yakınlık fonksiyonu rB B  deki fonksiyonlar yardımıyla özellikleri belli olan 

nesne kümeleri arasındaki yakınlık derecesini temsil eder. 

Nesne özelliklerini temsil eden rB B   alt kümelerinin her birinin 
r

B
æ ö
ç ÷ç ÷
è ø

 

farklı seçimi, birer farklı ~
rB       ,, i r i iB xx x x          ayırt 

edilemezlik bağıntısı, [ ] { }¢ ¢= Î 
rr

BB
xx x x  yakınlık sınıfı, ,x

rB  ayrışımı, 

( ) { },x Í=
rB rrN B BB   ayrışımlar kümesi ve 

rNn  yakınlık fonksiyonu belirler. Bu 

durumda ( ), ¢ Îx x ~
rB  ise x  ile x¢  nesnelerine rB B  deki tüm çıkarım 

fonksiyonlarına göre B - ayırt edilemezdir denir. 

Tanım 4.2.1 [10]   algılanabilir nesneler kümesi;  , nesnelerin ayırt edici 

özelliklerini temsil eden çıkarım fonksiyonlarının kümesi ve r B£  olmak üzere;    

“
rB ”,   nesneler kümesinin rB B   ile ilgili , /x = 

r rB B   ayrışımını 

belirleyen bir ayırt edilemezlik bağıntısı, ( ) { },x Í=
rB rrN B BB   ayrışımların 

kümesi ve 
rNn  yakınlık fonksiyonu olsun. Bu durumda ( )( ), , ~ , ,

r rB r NN B n   

yapısına yakın yaklaşım uzayı (NAS-Nearness Approximation Space) denir. 

Teorem 4.2.2 [10] Ayrışımların ailesi olan ( )rN B  kümesi bir yakın kümedir. 
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İspat. ( ),x Î
rB rN B  ayrışımı [ ]

rB
x  sınıflarını içerdiğinden ve bu sınıflar birer 

yakın küme olduklarından ,x
rB  bir yakın kümedir. Böylece ( )rN B  kümesi bir yakın 

kümedir. 

Tanım 4.2.3 [10]   nesneler kümesi ve ÍX   olmak üzere, X  kümesinin 

B    ile ilgili ( )rN B -alt yaklaşımı 

 

( ) [ ]
[ ]

*
Í

= 
r

Br

Br
x X

N xB X  

 
şeklinde tanımlanır. 

Tanım 4.2.4 [10]   nesneler kümesi ve ÍX   olmak üzere, X  kümesinin 

B    ile ilgili ( )rN B -üst yaklaşımı 

 

( ) [ ]
[ ]

*

r

Br

B
x

r
X

N B X x
¹Æ

=

  

 
şeklinde tanımlanır. 

Teorem 4.2.5 [10]   nesneler kümesi ve ÍX   olmak üzere, X  kümesinin 

( )rN B -alt yaklaşımı bir yakın kümedir. 

İspat. Alt yaklaşımın tanımı dikkate alınırsa, ( )*rN B X XÍ  ve ( )*rN B X , X  in 

alt kümeleri olan [ ]
rB

x  sınıflarından oluşur. [ ]
rB

x  sınıflarının her biri yakın küme 

olduğundan ( )rN B -alt yaklaşımı da bir yakın kümedir. 

Benzer durum üst yaklaşım için de geçerlidir. 

Teorem 4.2.6 [10]   nesneler kümesi ve ÍX   olmak üzere, X  kümesinin 

( )rN B -üst yaklaşımı bir yakın kümedir. 
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Tanım 4.2.7 [10] Bir ÍX   kümesinin sınır bölgesi, 

 

   
( ) ( ) ( ) ( )

*

*
\=

r r rN B N B Xd X NB Bn X  

     ( ) ( ){ }*

*r rx N B X x N B X= Î Ï  

 
şeklinde tanımlanır. 

Teorem 4.2.8 [10]   nesneler kümesi ve ÍX   olmak üzere, X  kümesinde 

( ) ( ) 0
rN BBnd X ³  ise X  kümesi bir yakın kümedir. 

İspat. 
( ) ( ) 0

rN BBnd X >  ve 
( ) ( ) 0

rN BBnd X =  olmak üzere, iki durum söz 

konusudur. 

 (1) 
( ) ( ) 0

rN BBnd X >  
( ) ( )( )rN BBnd X ¹ Æ  olsun. Boştan farklı sınır bölgesi 

olan ÍX   kümesi dikkate alınsın. Bunun anlamı ( ) ( )
*

*
Ìr rN B X N B X , yani 

( )*rN B X  alt yaklaşımı ( )
*

rN B X  üst yaklaşımının bir alt kümesi ve aynı zamanda 

( )*rN B X  alt yaklaşımı X  in bir alt kümesidir. Böylece Teorem 4.2.5 ten X  bir 

yakın kümedir. 

 (2) 
( ) ( ) 0

rN BBnd X =  
( ) ( )( )rN BBnd X = Æ  olsun. 

( ) ( ) 0
rN BBnd X =  ise 

( ) ( )
*

*
=r rN B X N B X  ve ( )*rN B X XÍ  dir. Bu nedenle ( )*rN B X  ve X  ortak 

tanımlamalara sahip nesneler içerir. Her yakınlık sınıfı bir yakın kümedir. Alt 

yaklaşımın tanımından ( )*rN B X  deki tüm sınıflar aynı zamanda X  in alt 

kümeleridir. Böylece X  bir yakın kümedir. 

Teorem 4.2.9 [10] Alt veya üst yaklaşıma sahip olan her küme bir yakın kümedir. 

İspat. Teorem 4.2.8 dikkate alınırsa, X  kümesi bir yakın kümedir ancak ve ancak 

( ) ( ) 0
rN BBnd X ³  dır. 

( ) ( ) 0
rN BBnd X >  ise X  kümesi yaklaşıma sahip olan 
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kümedir, yani X  kümesi bir yakın kümedir. 
( ) ( ) 0

rN BBnd X =  ise X  yakın küme 

olarak dikkate alınabilir, ancak alt veya üst yaklaşıma sahip olamaz. Sonuç olarak, alt 

veya üst yaklaşıma sahip olan bir küme yakın kümedir, ancak her yakın küme alt 

veya üst yaklaşıma sahip değildir. 

Örnek 4.2.10 [16] { }, , , , , , , , ,a b c d e f g h i j=  algılanabilen nesnelerin kümesi ve 

 1 2 3= , ,B      çıkarım fonksiyonlarının kümesi olsun. 

 

 1 1 1 2 3: = , , ,V     

 2 2 1 2: = , ,V    

 3 3 1 2 3 4: = , , ,V      

 
çıkarım fonksiyonları Tablo 4.2.2 deki gibi tanımlansın. 

 
 A b c d e f g h i j 

1  2a  3a 2a 2a 1a 1a 3a 1a 2a  3a  

2  1a  2a 1a 2a 1a 1a 2a 1a 1a  2a  

3  3a  1a 3a 3a 4a 2a 2a 4a 3a  1a  

Tablo 4.4 

 

Bu durumda 

 
  [ ] ( ) ( ){ }

1
1 1 2a x x a

j
j j a¢ ¢= Î = =  

           { } [ ] [ ] [ ]
1 1 1

, , ,a c d i c d i
j j j

= = = = , 

  [ ] ( ) ( ){ }
1

1 1 3b x x b
j

j j a¢ ¢= Î = =  

           { } [ ] [ ]
1 1

, ,b g j g j
j j

= = = , 

  [ ] ( ) ( ){ }
1

1 1 1e x x e
j

j j a¢ ¢= Î = =  



4. TEMEL KAVRAMLAR                                                     Abdurrahman GENÇ 

13 

           { } [ ] [ ]
1 1

, ,e f h f h
j j

= = =  

 

dir. O zaman [ ] [ ] [ ]{ }1 1 1 1
, ,a b ej j j j

x =  olur. 

 
  [ ] ( ) ( ){ }

2
2 2 1a x x a

j
j j a¢ ¢= Î = =  

            { } [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
2 2 2 2 2

, , , , ,
j j j j j

= = = = = =a c e f h i c e f h i , 

  [ ] ( ) ( ){ }
2

2 2 2b x x b
j

j j a¢ ¢= Î = =  

            { } [ ] [ ] [ ]
2 2 2

, , ,b d g j d g j
j j j

= = = =  

 

dir. Buradan [ ] [ ]{ }2 2 2
,a bj j j

x =  olur. Son olarak, 

 
  [ ] ( ) ( ){ }

3
3 3 3a x x a

j
j j a¢ ¢= Î = =  

            { } [ ] [ ] [ ]
3 3 3

, , ,a c d i c d i
j j j

= = = = , 

  [ ] ( ) ( ){ }
3

3 3 1b x x b
j

j j a¢ ¢= Î = =  

            { } [ ]
3

,b j j
j

= = , 

  [ ] ( ) ( ){ }
3

3 3 4e x x e
j

j j a¢ ¢= Î = =  

            { } [ ]
3

,e h h
j

= = , 

  [ ] ( ) ( ){ }
3

3 3 2f x x f
j

j j a¢ ¢= Î = =  

             { } [ ]
3

,f g g
j

= =  

 

tür. O zaman [ ] [ ] [ ] [ ]{ }3 3 3 3 3
, , ,a b e fj j j j j

x =  olur. 

Böylece 1r=  için   algılanabilir nesneler kümesinin ayrışımlarının kümesi 

( ) { }
1 2 31 , ,N B j j jx x x=  tür. 

{ }, , ,X a c f i= Í  kümesinin üst yaklaşımı 
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  ( ) [ ]
[ ]

*

1
i

i
x X

N B X x
j

j
Ç ¹Æ

=   

        [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
1 1 2 3 3

a e a a f
j j j j j

=      

        { } { } { } { }, , , , , , , , , , ,=   a c d i e f h a c e f h i f g  

        { }, , , , , , ,a c d e f g h i=  

 
dir. X  kümesinin alt yaklaşımı 

 

( ) [ ]
[ ]

1

j

j*
Í

= = Æ
i

i
x X

N B X x  

 
dir. Ayrıca, X  kümesinin sınır bölgesi de 

 

  
( ) ( ) ( ) ( )1

*

1 1 *
\=N BBn N B X NX Bd X  

             { }, , , , , , , \a c d e f g h i= Æ  

             { }, , , , , , ,a c d e f g h i=  

 
olur. 

Tanım 4.2.11 [16] X  , r B  ve rB   olmak üzere; “ Br
 ”,   üzerinde bir 

ayırt edilemezlik bağıntısı olsun. Her ,x y X  için      =
B B Br r r

x y xy  ise “ Br
 ” 

ayırt edilemezlik bağıntısına   üzerinde tam ayırt edilemezlik bağıntısı denir. 

Teorem 4.2.12 [16]  , , , ,B r Nr r
N     yakın yaklaşım uzayı ve ,X Y   olsun. 

Bu durumda aşağıdaki özellikler geçerlidir. 

(1)        r rN B X X N B X



  . 

(2)            =r r rN B X Y N B X N B Y
    . 

(3)            =r r rN B X Y N B X N B Y
  

  . 

(4) X Y  ise        r rN B X N B Y
 

  dir. 
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(5) X Y  ise        r rN B X N B Y
   dir. 

(6)            r r rN B X Y N B X N B Y
  

   . 

(7)            r r rN B X Y N B X N B Y
     . 

Teorem 4.2.13 [16]  , , , ,B r Nr r
N     bir yakın yaklaşım uzayı olsun. X  ve Y , 

  algılanabilir nesneler kümesinin boştan farklı alt kümeleri olmak üzere, 

 

           r r rN B X N B Y N B XY
    

 
dir. 

Teorem 4.2.14 [16] “ Br
 ”,   üzerinde tam ayırt edilemezlik bağıntısı olsun. X  ve 

Y ,   nun boştan farklı alt kümeleri olmak üzere, 

 

           r r rN B X N B Y N B XY
  

  

 
dir. 

 

4.3 Tanımsal Tabanlı Küme İşlemleri 

 

  algılanabilir nesnelerin kümesi ve X   olmak üzere; bir x XÎ  

algılanabilir nesnesinin tanımı, nesnenin ayırt edici özelliklerini temsil eden çıkarım 

fonksiyonları yardımı ile belirlenen F  fonksiyonu ile tespit edilir. B    örnek 

nesnelerin çıkarım fonksiyonlarının kümesi ve :j ® i   olmak üzere, j Îi B  

olsun. Nesnelerin ayırt edici özelliklerini temsil eden ji  fonksiyonlarının, ( )ji x  

değerlerinin bileşimi dikkate alınırsa, tanım uzunluğu F = L  olan :F ® L , 

 

( )F x ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3, , ,..., ,...,j j j j j= i Lx x x x x  
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nesne tanımlaması elde edilir. Algılanabilir elemanlardan oluşan kümelerdeki 

elemanların tanımlamalarının dikkate alınması, tanımsal tabanlı küme işlemlerinin 

çıkış noktasıdır. Bu kısımdaki tüm kümeler algılanabilir nesnelerden oluşan 

kümelerdir. Genel olarak, V  boştan farklı herhangi bir küme olmak üzere, F  

tanımlama fonksiyonu :F ® LV  şeklindedir. 

Tanım 4.3.1 [17]   algılanabilir nesnelerin kümesi, X   ve ( ) Lx VF Î  

olsun. 

 

( ) ( ){ }XX x x= F Î  

 
kümesine X  in küme tanımlaması denir. 

Tanım 4.3.2 [18]   algılanabilir nesnelerin kümesi ve , ÍX Y   olsun. 

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
F
È = Î È F Î F ÎX Y a X Y a X veya a Y   

 
kümesine X  ve Y  kümelerinin tanımsal birleşimi denir. 

Tanım 4.3.3 [17, 18]   algılanabilir nesnelerin kümesi ve , ÍX Y   olmak üzere, 

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
F
Ç = Î È F Î F ÎX Y a X Y a X ve a Y   

 
kümesine X  ve Y  kümelerinin tanımsal arakesiti denir. 

Tanım 4.3.4 [18]   algılanabilir nesnelerin kümesi ve , ÍX Y   olmak üzere, 

 

( ) ( ){ }\
F

= Î F ÏX Y x X x Y  

 
kümesine X  kümesinin Y  kümesinden tanımsal farkı denir. 

Tanım 4.3.5. [18]   algılanabilir nesnelerin kümesi, ÍX   ve ÍY X  olsun. 
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( ) ( ) ( ){ }XC Y x X x Y
F

= Î F Ï  

 
kümesine Y  kümesinin X  kümesine göre göreceli tanımsal tümleyeni denir. 

Tanım 4.3.6. [18]   algılanabilir nesnelerin kümesi ve ÍX   olsun. 

 

( ) ( ) \C X C X X
F FF

= =   

 
kümesine X  kümesinin tanımsal tümleyeni denir. 
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5. YAKINLIK CEBİRSEL YAPILAR 

 

5.1 Yakınlık Grupları 

 

Bu kısımda yakınlık yarı-grubu, yakınlık grubu, alt yakınlık grubu, normal alt 

yakınlık grubu ve yakın zayıf kalan sınıflarının yakınlık grubu kavramları ve bu 

kavramlar ile ilgili bazı sonuçlar ifade edilmiştir. 

Tanım 5.1.1 [16] ( )( ), , ~ , ,
r rB r NN B n   yakın yaklaşım uzayı; “ ”,   üzerinde bir 

ikili işlem ve S   olsun. Aşağıdaki özellikler sağlanıyorsa S  ye yakın yaklaşım 

uzayı üzerinde yarı grup veya kısaca yakınlık yarı-grubu denir: 

( )1YS Her ,x y S  için  rx y N B S
   dir. 

( )2YS Her , ,x y z S  için ( ) ( )x y z x y z× × = × ×  özelliği  rN B S


 de 

sağlanır. 

Tanım 5.1.2 [16] ( )( ), , ~ , ,
r rB r NN B n   bir yakın yaklaşım uzayı, S  bir yakınlık 

yarı-grubu ve I  da S  nin boştan farklı bir alt kümesi olsun.  rN B I


, S  yakınlık 

yarı-grubunun bir sol (sağ) ideali ise o zaman I  ya S  nin bir sol (sağ) yakınlık ideali 

denir. I , S  nin hem sol hem de sağ yakınlık ideali ise I  ya S  nin iki yanlı yakınlık 

ideali veya kısaca yakınlık ideali denir. 

Teorem 5.1.3 [16] ( )( ), , ~ , ,
r rB r NN B n   bir yakın yaklaşım uzayı ve S   

olsun. Bu durumda 

(1) S  bir yarı-grup ise S  bir yakınlık yarı-grubudur. 

(2) I , S  yakınlık yarı-grubunun bir sol (sağ, iki yanlı) ideali ise I , S  nin 

bir yakınlık sol (sağ, iki yanlı) idealidir. 

Teorem 5.1.4 [16] “ Br
 ”,   üzerinde tam ayırt edilemezlik bağıntısı olmak üzere, 

( )( ), , ~ , ,
r rB r NN B n   bir yakın yaklaşım uzayı, S   bir yarı-grup ve A S  
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olsun. Bu durumda 

(1) T , S  yarı-grubunun bir alt yarı-grubu ise    rN B T


, S  nin bir alt 

yarı-grubudur. 

(2) I , S  nin bir sol (sağ, iki yanlı) ideali ise    rN B I


,    rN B S


 nin 

bir sol (sağ, iki yanlı) idealidir. 

Teorem 5.1.5 [16] “ Br
 ”,   üzerinde bir ayırt edilemezlik bağıntısı ve S   bir 

yarı-grup olsun. O zaman I  ile J  sırasıyla S  nin sağ ve sol idealleri olmak üzere, 

 

           r r rN B I J N B I N B J
     

 
dir. 

Teorem 5.1.6 [16] “ Br
 ”,   üzerinde bir ayırt edilemezlik bağıntısı ve S   bir 

yarı-grup olsun. I  ve J  sırasıyla S  nin sağ ve sol idealleri olmak üzere, 

 

           r r rN B I J N B I N B J
  

   

 
dir. 

Tanım 5.1.7 [16] ( )( ), , ~ , ,
r rB r NN B n   yakın yaklaşım uzayı, “.”   üzerinde bir 

ikili işlem ve G   olsun. Aşağıdaki özellikler sağlanıyorsa G  ye yakın yaklaşım 

uzayı üzerinde grup veya kısaca yakınlık grubu denir: 

( )1YG  Her , x y G  için    rx y N B G  dir. 

( )2YG  Her , , x y z G  için ( ) ( )x y z x y z× × = × ×  özelliği  rN B G  de 

sağlanır. 

( )3YG  Her x GÎ  için    G Gx e e x x  olacak biçimde bir  G re N B G  

vardır (burada Ge , G  nin yakın birim elemanıdır). 

( )4YG  Her x GÎ  için     Gx y y x e  olacak biçimde bir y GÎ  vardır 
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(burada y , G  deki x  elemanının yakın tersidir). 

Örnek 5.1.8 [16] { }, , , , , , , , ,a b c d e f g h i j=  algılanabilen nesnelerin kümesi ve 

 1 2 3= , ,B      çıkarım fonksiyonlarının kümesi olsun. 

 

 1 1 1 2 3: = , , ,V     

 2 2 1 2: = , ,V    

 3 3 1 2 3 4: = , , ,V      

 
çıkarım fonksiyonları Tablo 5.1 deki gibi tanımlansın. 

 
 a b c d e f g h i j 

1  2a  3a 2a 2a 1a 1a 3a 1a 2a  3a  

2  1a  2a 1a 2a 1a 1a 2a 1a 1a  2a  

3  3a  1a 3a 3a 4a 2a 2a 4a 3a  1a  

Tablo 5.1 
 

 algılanabilir nesnelerin kümesi üzerinde bir “.” ikili işlemi Tablo 5.2 deki 

gibi verilsin. 

. a b c d e f g h i j 

a a b c d e f g h i j 

b b c d e f g h i j a 

c c d e f g h i j a b 

d d e f g h i j a b c 

e e f g h i j a b c d 

f f g h i j a b c d e 

g g h i j a b c d e f 

h h i j a b c d e f g 

i i j a b c d e f g h 

j j a b c d e f g h i 

Tablo 5.2 
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  algılanabilir nesneler kümesinin “.” işlemi ile bir grup olduğu kolayca 

görülebilir. { }, , , , ,G a b c f i j=  algılanabilen nesneler kümesinin bir alt kümesi 

olmak üzere, G Í  üzerinde “.” ikili işlemi Tablo 5.3 teki gibi olur. 

 
. a b c f i j 

a a b c f i j 

b b c d g j a 

c c d d h a b 

f f g h a d d 

i i j a d g h 

j j a b d h i 

Tablo 5.3 

 

Bu durumda 

 

[ ] ( ) ( ){ }
1

1 1 2a x x a
j

j j a¢ ¢= Î = =  

{ } [ ] [ ] [ ]
1 1 1

, , , ,a c d i c d i
j j j

= = = =  

[ ] ( ) ( ){ }
1

1 1 3b x x b
j

j j a¢ ¢= Î = =  

{ } [ ] [ ]
1 1

, , ,b g j g j
j j

= = =  

[ ] ( ) ( ){ }
1

1 1 1e x x e
j

j j a¢ ¢= Î = =  

{ } [ ] [ ]
1 1

, , ,e f h f h
j j

= = =  

 

dir. O zaman [ ] [ ] [ ]{ }1 1 1 1
, ,a b ej j j j

x =  dir. 

 

[ ] ( ) ( ){ }
2

2 2 1a x x a
j

j j a¢ ¢= Î = =  

{ } [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
2 2 2 2 2

, , , , , ,a c e f h i c e f h i
j j j j j

= = = = = =  

[ ] ( ) ( ){ }
2

2 2 2b x x b
j

j j a¢ ¢= Î = =  
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{ } [ ] [ ] [ ]
2 2 2

, , ,b d g j d g j
j j j

= = = =  

 

dir. Buradan [ ] [ ]{ }2 2 2
,a bj j j

x =  olur. Son olarak, 

 

[ ] ( ) ( ){ }
3

3 3 3a x x a
j

j j a¢ ¢= Î = =  

{ } [ ] [ ] [ ]
3 3 3

, , , ,a c d i c d i
j j j

= = = =  

[ ] ( ) ( ){ }
3

3 3 1b x x b
j

j j a¢ ¢= Î = =  

{ } [ ]
3

, ,b j j
j

= =  

[ ] ( ) ( ){ }
3

3 3 4e x x e
j

j j a¢ ¢= Î = =  

{ } [ ]
3

, ,e h h
j

= =  

[ ] ( ) ( ){ }
3

3 3 2f x x f
j

j j a¢ ¢= Î = =  

{ } [ ]
3

,
j

= =f g g  

 

tür ve dolayısıyla [ ] [ ] [ ] [ ]{ }3 3 3 3 3
, , ,a b e fj j j j j

x =  elde edilir. 

Böylece r = 1 için   algılanabilir nesneler kümesinin ayrışımlarının kümesi  

( ) { }
1 2 31 , ,N B j j jx x x=  tür. 

 Bu durumda 

 

  ( ) [ ][ ]

*

1
i

i
x G

N B G x
j

jÇ ¹Æ
=  

        [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
1 1 1 2 2 3 3 3

a b e a b a b f
j j j j j j j j

= È È È È È È È  

                             { } { } { } { } { }, , , , , , , , , , , , , , ,a c d i b g j e f h a c e f h i b d g j= È È È È  

  { } { }, ,b j f gÈ È  

                            { }, , , , , , , , ,a b c d e f g h i j= =  

 
elde edilir. Bununla birlikte 
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( )1YG  Her , x y G  için    rx y N B G  dir. 

( )2YG  Her , , x y z G  için ( ) ( )x y z x y z× × = × ×  özelliği  rN B G  de 

sağlanır. 

( )3YG  Her x GÎ  için    G Gx e e x x  olacak biçimde bir  G re N B G  

yakın birim elemanı vardır ki, Ge a  dır. 

( )4YG  Her x GÎ  için    x y y x a  olacak biçimde bir y GÎ  vardır, yani 

1 a a , 1 b j , 1 c i , 1 f f , 1 i c  ve 1 j b  dir. 

 O halde   algılanabilir nesneler kümesinin G  alt kümesi bir yakınlık 

grubudur. 

Not 5.1.9 Tanım 5.1.7 de ( )1YG  ve ( )2YG  özellikleri G  nin üst yaklaşımı 

( )
*

rN B G  de sağlanmak zorundadır. Bazı durumlarda bu özellikler ( )
*

\ rN B G  

de sağlanabilir. Bu durumda G  bir yakınlık grubu olamaz. 

Örnek 5.1.10 [16] Örnek 5.1.8 deki { }, , , , ,=G a b c f i j  yakınlık grubunun bir alt 

kümesi { }, , ,=H a c f i  olsun. H Ì  üzerinde “.” ikili işlemi Tablo 5.4 teki gibi 

tanımlansın. 

 
. a c f i 

a a c f i 

c c e h a 

f f h a d 

i i a d b 

Tablo 5.4 

 

 Örnek 5.1.8 den, r = 1 için   algılanabilir nesneler kümesinin bir ayrışımı 

( ) { }
1 2 31 , ,N B j j jx x x=  tür. Böylece 
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  ( ) [ ][ ]

*

1
i

i
x H

N B H x
j

jÇ ¹Æ
=  

      { } { } { } { }, , , , , , , , , , ,a c d i e f h a c e f h i f g= È È È  

     { }, , , , , , ,= ¹a c d e f g h i   

 

olur. ,  c f H   için ( ) ( )c f c c f c× × = × ×  birleşme özelliğine bakılırsa j j  dir. 

Ancak j ( )
*

1\ N B H  olduğundan birleşme özelliği ( )
*

1N B H  de sağlanmaz. Bu 

durumda Not 5.1.9 dan H  bir yakınlık grubu olamaz. 

Lemma 5.1.11 [16] G  bir yakınlık grubu olsun. Bu durumda 

(1) G  nin bir ve yalnız bir yakın birim elemanı   G re N B G  vardır. 

(2) Her x G  için     Gx y y x e  olacak biçimde bir tek y G  elemanı 

vardır  1y x . 

(3) Her x GÎ  için   11  x x  dir. 

(4) Her , x y G  için   1 1 1    x y y x  dir. 

Lemma 5.1.12 [16] G  bir yakınlık grubu olmak üzere, her , , , , a x x y y G  için 

(1) a x a x¢× = ×  ise x x¢= , 

(2) y a y a¢× = ×  ise y y¢=  

dür. 

Tanım 5.1.13 H , G  yakınlık grubunun boştan farklı bir alt kümesi olsun. H , G  

deki “.” işlemi ile yakınlık grubu ise H  ye G  nin bir alt yakınlık grubu denir. 

Not 5.1.14 G  yakınlık grubunun sadece bir tane aşikâr alt yakınlık grubu vardır. Bu 

aşikâr alt yakınlık grubu G  nin kendisidir. Ayrıca,  Ge  nin G  yakınlık grubunun 

alt yakınlık grubu olması için gerek ve yeter koşul, Ge GÎ  olmasıdır. 
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Teorem 5.1.15 [16] G  bir yakınlık grubu, H  de G  nin boştan farklı bir alt kümesi 

ve ( )
*

rN B H  grupoid olsun. Bu durumda H  nin G  yakınlık grubunun bir alt 

yakınlık grubu olması için gerek ve yeter koşul, her x HÎ  için 1 x H  olmasıdır. 

Örnek 5.1.16 [16] { }, , , , , , ,o p r s t v w x=  algılanabilen nesnelerin kümesi ve 

 1 2= , B     çıkarım fonksiyonlarının kümesi olsun. 

 

 1 1 1 2 3 4: = , , , ,V      

 2 2 1 2 3: = , ,V     

 
çıkarım fonksiyonları Tablo 5.5 teki gibi tanımlansın. 

 
 o p r s t v w x 

1   4  2  1  2  1  3  4  3  

2  1  3  2  3  2  3  1  3  

Tablo 5.5 

 

Bununla birlikte   algılanabilen nesnelerin kümesi üzerinde “+” ikili işlemi 

Tablo 5.6 daki gibi verilsin. 

+ o p r s t v w x 

o o p r s t v w x 

p p r s t v w x o 

r r s t v w x o p 

s s t v w x o p r 

t t v w x o p r s 

v v w x p o r s t 

w w x o p r s t v 

x x o p r s t v w 

Tablo 5.6 

 



5. YAKINLIK CEBİRSEL YAPILAR                                  Abdurrahman GENÇ 

26 

 Tablo 5.6 dan ( ) ( )v s s v s s+ + ¹ + +  olur ki, ( ),+  bir grup değildir. 

 { }, ,G r t w= ,   nun bir alt kümesi olmak üzere, G  üzerinde “+” ikili işlemi 

Tablo 5.7 deki gibi olur. 

 
+ r t w 

r t w o 

t w o r 

w o r t 

Tablo 5.7 

 
 Bu durumda 

 

[ ] ( ) ( ){ }
1

1 1 4o x x o
j

j j a¢ ¢= Î = =  

    { },o w= [ ]
1

w
j

= , 

[ ] ( ) ( ){ }
1

1 1 2p x x p
j

j j a¢ ¢= Î = =  

    { },p s= [ ]
1

s
j

= , 

[ ] ( ) ( ){ }
1

1 1 1r x x r
j

j j a¢ ¢= Î = =  

    { },r t= [ ]
1

t
j

= , 

[ ] ( ) ( ){ }
1

1 1 3v x x v
j

j j a¢ ¢= Î = =  

    { },v x= [ ]
1

x
j

=  

 

dir. Böylece [ ] [ ] [ ] [ ]{ }1 1 1 1 1
, , ,o p r vj j j j j

x =  olur. 

 

[ ] ( ) ( ){ }
2

2 2 1o x x o
j

j j b¢ ¢= Î = =  

    { },o w= [ ]
2

w
j

= , 

[ ] ( ) ( ){ }
2

2 2 3p x x p
j

j j b¢ ¢= Î = =  
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    { }, , ,p s v x= [ ] [ ] [ ]
2 2 2

s v x
j j j

= = = , 

[ ] ( ) ( ){ }
2

2 2 2r x x r
j

j j b¢ ¢= Î = =  

    { },r t= [ ]
2

t
j

=  

 

dir. Buradan [ ] [ ] [ ]{ }2 2 2 2
, ,o p rj j j j

x =  olur ve dolayısıyla = 1r  için   

algılanabilir nesneler kümesinin ayrışımlarının kümesi ( ) { }
1 21 ,N B j jx x=  elde 

edilir. Böylece 

 

( ) [ ]
[ ]

*

1
i

i
x G

N B G x
j

j
Ç ¹Æ

=   

               { } { }, ,= Èo w r t  

                   { }, , ,= ¹o r t w   

 
olur. O zaman 

( )1YG  Her , x y G  için    rx y N B G  dir. 

( )2YG  Her , , x y z G  için ( ) ( )x y z x y z+ + = + +  özelliği  rN B G  de 

sağlanır. 

( )3YG  Her x GÎ  için    G Gx e e x x  olacak biçimde bir   G re N B G

yakın birim elemanı vardır ki, Ge o  dur. 

( )4YG  Her x GÎ  için    x y y x o  olacak biçimde bir y GÎ  vardır, yani 

 r w ,  t t ,  w r  dir. 

O halde   algılanabilir nesneler kümesinin G  alt kümesi bir yakınlık 

grubudur. 

G  yakınlık grubunun { },H r w=  alt kümesi ele alınsın. Bu durumda 

( ) { }
*

1 , , ,N B H o r t w=  ve   1 ,N B H
   grupoid olur. Teorem 5.1.15 dikkate 



5. YAKINLIK CEBİRSEL YAPILAR                                  Abdurrahman GENÇ 

28 

alınırsa,  r w , w r  H  olduğundan H , G  yakınlık grubunun bir alt yakınlık 

grubudur. 

Teorem 5.1.17 [16] G  bir yakınlık grubu ve 1H  ile 2H , G  nin iki alt yakınlık 

grubu olsun. Bu durumda ( )
*

1rN B H  ve ( )
*

2rN B H  birer grupoid olmak üzere, 

 

         1 2 1 2=r r rN B H N B H N B H H
     

 
ise 1 2H H , G  nin bir alt yakınlık grubudur. 

Tanım 5.1.18 G  bir yakınlık grubu olmak üzere, her , x y G  için x y y x× = ×  

özelliği  rN B G  de sağlanıyorsa G  ye değişmeli yakınlık grubu denir. 

Tanım 5.1.19 ( )( ), , ~ , ,
r rB r NN B n   yakın yaklaşım uzayı; “.”,   üzerinde bir 

ikili işlem, GÌ  bir yakınlık grubu ve N  de G  nin bir alt yakınlık grubu olsun. 

Her a GÎ � için a N N a× = ×  ise N  ye G  nin normal alt yakınlık grubu denir. 

Teorem 5.1.20 [16] G  bir yakınlık grubu ve N  de G  nin bir alt yakınlık grubu 

olsun. N  alt yakınlık grubunun G  nin normal alt yakınlık grubu olması için gerek 

ve yeter koşul, her a GÎ � için 1a N a N-× × =  olmasıdır. 

Tanım 5.1.21 Boştan farklı bir X Ì  kümesi üzerinde tanımlanan bağıntı yansıyan 

ve simetrik ise o zaman bu bağıntıya zayıf eşdeğerlik bağıntısı denir. 

 ( )( ), , ~ , ,
r rB r NN B n   yakın yaklaşım uzayı, GÌ  bir yakınlık grubu ve 

H  de G  nin bir alt yakınlık grubu olsun. ,a b GÎ  olmak üzere, G  nin elemanları 

arasında aşağıdaki gibi bir “ ~r ” bağıntısı tanımlanabilir: 

 

{ }1 .~ :ra b a b H e-Û × Î È  
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Teorem 5.1.22 [16] G  bir yakınlık grubu ve H  de G  nin bir alt yakınlık grubu 

olsun. O zaman “ ~r ” bağıntısı G  üzerinde bir sağ zayıf eşdeğerlik bağıntısıdır. 

 Herhangi bir a GÎ � için “ ~r ” sağ zayıf eşdeğerlik bağıntısının G  yakınlık 

grubunda belirttiği sınıf 

 
 { }~ ra b G b a= Î  

    { }{ }1
Gb G b a H e-= Î × Î È  

          { }{ }1 1  Gveyab G b a H b a e- -= Î × Î × Î  

    { }1  Gveb G b H a b ay ea -= Î Î × × =  

    { }  veyab G b H a a b= Î Î × =  

    { } { }, ,h H a G h ah G aa= Î Î × Î È×  

 
olur. 

Tanım 5.1.23 G  bir yakınlık grubu ve H  de G  nin bir alt yakınlık grubu olsun. “

~r ” sağ zayıf eşdeğerlik bağıntısının G  de belirttiği sınıflara yakın sağ zayıf kalan 

sınıfı denir. 

Herhangi bir a GÎ  elemanı için yakın sağ zayıf kalan sınıfı H a×  ile 

gösterilir, yani 

 

{ } { }, ,H a h H aa G ah G h a× = Î × Î× Î È  

 
dır. 

 Benzer olarak ,a b GÎ  olmak üzere, G  yakınlık grubunun elemanları 

arasında aşağıdaki gibi bir “ ~ ” bağıntısı tanımlanabilir: 

 

{ }1: .~ Ga b a b H e
-Û × Î È  
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Teorem 5.1.24 [16] G  bir yakınlık grubu ve H  de G  nin bir alt yakınlık grubu 

olsun. O zaman “ ~ ” bağıntısı G  üzerinde bir sol zayıf eşdeğerlik bağıntısıdır. 

 Herhangi bir a GÎ � için “ ~ ” sol zayıf eşdeğerlik bağıntısının G  yakınlık 

grubunda belirttiği sınıf 

 
 { }~a b G a b = Î  

    { }{ }1
Gb G a b H e-= Î × Î È  

          { }{ }1 1  Gveyab G a b H a b e- -= Î × Î × Î  

    { }1  Gveb G b a H a bya e-= Î Î × × =  

    { }  veyab G b a H a b= Î Î × =  

    { } { }, ,a h a hh H a G G a= Î Î Î× È×  

 
olur. 

Tanım 5.1.25 G  bir yakınlık grubu ve H  de G  nin bir alt yakınlık grubu olsun. “

~ ” sol zayıf eşdeğerlik bağıntısının G  de belirttiği sınıflara yakın sol zayıf kalan 

sınıfı denir. 

 Herhangi bir a GÎ  elemanı için yakın sol zayıf kalan sınıfı a H×  ile 

gösterilir, yani 

 

{ } { }, ,a H h H ah G aa G a h× = Î × Î× Î È  

 
dır. 

Not 5.1.26 Genel olarak, yakınlık grubunun ikili işlemi her zaman değişme özelliğini 

sağlamayabilir. Bundan dolayı “ ~r ” ve “ ~ ” zayıf eşdeğerlik bağıntıları farklıdır. 
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 G  bir yakınlık grubu, a GÎ  ve H  de G  nin bir alt yakınlık grubu olmak 

üzere, G  nin H  ile belirlenen tüm yakın sol zayıf kalan sınıfları için “ a H× ” 

gösterimi yerine “ aH ” kullanılabilir. 

Teorem 5.1.27 [16] G  bir yakınlık grubu ve H  de G  nin bir alt yakınlık grubu 

olmak üzere, yakın sağ zayıf kalan sınıfları ile yakın sol zayıf kalan sınıfları aynı 

sayıdadır. 

Tanım 5.1.28 G  bir yakınlık grubu ve H  de G  nin bir alt yakınlık grubu olmak 

üzere, yakın sol zayıf kalan sınıflarının sayısına (veya yakın sağ zayıf kalan 

sınıflarının sayısına) H  alt yakınlık grubunun G  deki indeksi denir ve [ ]:G H  ile 

gösterilir. 

 G  nin H  ile belirlenen tüm yakın sol zayıf kalan sınıflarının kümesi 

 

{ }~/ a a GG H = Î  

 

dir. Burada G  yerine ( )
*

rN B G  alınırsa 

 

( )( ) ( ){ }* *
~/r raH aN B G N B G Î=  

 
elde edilir. Bu durumda 

 

( ){ } { }
*

, ,raH N B G a h Gh aa h H a= ×Î Î× ÈÎ  

 
olur. 

Tanım 5.1.29 G  bir yakınlık grubu ve H  de G  nin bir alt yakınlık grubu olsun. 

,a b GÎ � olmak üzere, aH  ve bH  sırasıyla a  ve b elemanlarının belirlediği yakın 

sol zayıf kalan sınıflar olsun. Bu durumda ( )
*

ra b N B G× Î  elemanının belirlediği 

yakın sol zayıf kalan sınıfı 
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( ) ( ) ( ) ( ){ } { }
*

, ,ra b h h H aa b H N Bb a bG a b h G× × Î × Î= × × Î È ××  

 
dır. Bu yakın sol zayıf kalan sınıfına, aH  ve bH  yakın sol zayıf kalan sınıflarının 

çarpımı denir ve 

 

 =aH bH a b H  

 
ile gösterilir. 

Tanım 5.1.30   algılanabilen nesneler kümesi, GÌ  bir yakınlık grubu ve H  de 

G  nin bir alt yakınlık grubu olsun. ~/G  , G  nin H  ile belirlenen tüm yakın sol 

zayıf kalan sınıflarının kümesi ve  A ,  A   kümesinin tanımsal yakınlık 

küme ailesi olmak üzere, 

 

   
 

 
/~

/ =~r
A G

N B G A








 




   

 
kümesine ~/G   nin üst yaklaşımı denir. 

Teorem 5.1.31 [16] G  bir yakınlık grubu; H , G  nin bir alt yakınlık grubu ve 

~/G  , G  nin H  ile belirlenen tüm yakın sol zayıf kalan sınıflarının kümesi olsun. 

Bu durumda 

 

      / /r rN B G N B G
 

    

 
ise ~/G  , her ,a b GÎ � için 

 

 =aH bH a b H  

 
şeklinde tanımlı “ ” işlemine göre bir yakınlık grubudur. 



5. YAKINLIK CEBİRSEL YAPILAR                                  Abdurrahman GENÇ 

33 

Tanım 5.1.32 G  bir yakınlık grubu ve H , G  nin bir alt yakınlık grubu olsun. 

~/G   yakınlık grubuna G  nin H  ile belirlenen tüm yakın sol zayıf kalan 

sınıflarının yakınlık grubu denir ve /wG H  ile gösterilir. 
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5.2 Yakınlık Halkaları 

 

Bu kısımda yakınlık halkası, alt yakınlık halkası, yakınlık ideali, yakın zayıf kalan 

sınıflarının yakınlık halkası ve yakınlık homomorfizması kavramları ve bu kavramlar ile 

ilgili bazı sonuçlar verilmiştir. 

Tanım 5.2.1 [16] ( )( ), , ~ , ,
r rB r NN B n   yakın yaklaşım uzayı; “  ” ve “  ”,   

üzerinde ikili işlemler ve R   olsun. Aşağıdaki özellikler sağlanıyorsa R  ye yakın 

yaklaşım uzayı üzerinde halka veya kısaca yakınlık halkası denir: 

( )1YR  R , “ ” ikili işlemi ile birlikte bir değişmeli yakınlık grubudur. 

( )2YR  R , “  ” ikili işlemi ile birlikte bir yakınlık yarı-grubudur. 

( )3YR  Her , , x y z R  için 

     =x y z x y x z      ve      =x y z x z y z      

özellikleri  rN B R


 de sağlanır. 

Buna ek olarak; 

( )4YR  Her , x y R  için =x y y x   ise R  ye değişmeli yakınlık halkası, 

( )5YR  Her x R  için 1 = 1 =R Rx x x   olacak biçimde  1R rN B R
  varsa 

R  ye birimli yakınlık halkası denir. 

Bir R  yakınlık halkasında, 1 5( ) ( )YR YR  özellikleri  rN B R


 de geçerli 

olmak zorundadır. Bu özellikler bazı durumlarda  \ rN B R


  de sağlanabilir. R  deki 

elemanların sonlu tane toplamı veya çarpımı her zaman  rN B R


 ye ait olmayabilir. Bu 

nedenle her x R  ve bazı n   ler için  n
rx N B R

  veya  rnx N B R
  
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olduğunu söylemek her zaman mümkün değildir. Buna rağmen   ,rN B R
   ve 

  ,rN B R
   birer grupoid ise her x R  ve her n   ler için  n

rx N B R
  veya 

her x R  ve her n  ler için  rnx N B R
  olur. 

R  birimli bir yakınlık halkası ve x R  olmak üzere, =1Ry x   = 1Rx z  

olacak şekilde bir  ry N B R
    rz N B R

  varsa x  elemanına sol (sağ) yakın 

tersinirdir ve y   z  elemanına x  elemanının sol (sağ) yakın tersi denir. x R  hem 

sol hem de sağ yakın tersinir ise o zaman x  elemanına yakın tersinirdir denir. 

Tanım 5.2.2 [16] R  bir yakınlık halkası olsun. Bu durumda R  deki sıfırdan farklı her 

elemanın bir yakın tersi varsa R  ye yakınlık bölüm (division) halkası denir. 

Tanım 5.2.3 [16] R  bir yakınlık halkası olmak üzere,   \ 0 ,RR   bir değişmeli 

yakınlık grubu ise R  ye yakınlık cismi denir. 

Yakınlık halkasında ikili işlemlerle ilgili bazı temel özellikleri, klasik halkalarda 

olduğu gibi her zaman sağlanmayabilir. 

Lemma 5.2.4 [16] Her halka bir yakınlık halkasıdır. 

İspat. R   bir halka olmak üzere,  rR N B R
  olduğundan 1 3( ) ( )YR YR  

sağlanır. Böylece R  bir yakınlık halkasıdır. 

Örnek 5.2.5 [16]  = , , , , , , ,o p r s t v w x  algılanabilen nesnelerin kümesi ve 

 1 2= , B     çıkarım fonksiyonlarının kümesi olsun. 

 

 1 1 1 2 3 4: = , , , ,V      

 2 2 1 2 3: = , ,V     
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çıkarım fonksiyonları Tablo 5.8 deki gibi tanımlansın. 

 
 

 o p r s t v w x 

1   4  2  1  2  1  3  4  3  

2  1  3  2  3  2  3  1  3  

Tablo 5.8 

 
 

Bununla birlikte,   üzerinde “ ” ve “  ” ikili işlemleri Tablo 5.9 ve Tablo 5.10 

daki gibi verilsin. 

 

+ o p r s t v w x 

o o p r s t v w x 
p p r s t v w x o 
r r s t v w x o p 
s s t v w x o p r 
t t v w x o p r s 
v v w x p o r s t 
w w x o p r s t v 
x x o p r s t v w 

Tablo 5.9 

 
 

 o p r s t v w x 

o o o o o o o o o 
p o p r s t v w x 
r o r t w o r t w 
s o s w p t o r v 
t o t o t o t o t 
v o v r x t p w s 
w o w t r o w t r 
x o x w v t s r p 

Tablo 5.10 
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Tablo 5.9 dan        r s s r s s  olduğundan  ,  bir grup değildir. O 

zaman  , ,   bir halka değildir. 

 = , ,R r t w ,   nun bir alt kümesi olmak üzere, R  üzerinde “ ” ve “  ” ikili 

işlemleri Tablo 5.11 ve Tablo 5.12 deki gibi olur. 

 
+ r t w 
r t w o 
t w o r 
w o r t 

Tablo 5.11 

 
 r t w 
r t o t 
t o o o 
w t o t 

Tablo 5.12 

 

Örnek 5.1.16 dan = 1r  için   algılanabilir nesneler kümesinin ayrışımlarının 

kümesi    1 1 2
= ,N B     dikkate alınırsa, 

 

( ) [ ][ ]
{ }

*

1 , , ,
i

i
x R

N B R x o r t w 
j

jÇ ¹Æ
= = ¹  

 
elde edilir. Bununla birlikte Tanım 5.2.1 den, 

( )1YR  R , “ ” ikili işlemi ile birlikte bir değişmeli yakınlık grubudur. 

( )2YR  R , “  ” ikili işlemi ile birlikte bir yakınlık yarı-grubudur. 

( )3YR  Her , ,x y z R  için 

     =x y z x y x z      ve      =x y z x z y z      

özellikleri  rN B R


 de sağlanır. 
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O zaman   algılanabilir nesneler kümesinin R  alt kümesi bir yakınlık 

halkasıdır. 

Lemma 5.2.6 [16] R   bir yakınlık halkası ve 0 R R  olsun. Bu durumda 

0 , 0  R Rx x R  ise her ,x y R  için 

(1) 0 = 0 = 0 R R Rx x , 

(2)      = =x y x y x y      , 

(3)     =x y x y     

olur. 

Tanım 5.2.7 [16] R  bir yakınlık halkası ve S , R  nin boştan farklı bir alt kümesi olsun. 

S , R  deki “ ” ve “  ” ikili işlemleri ile yakınlık halkası ise S  ye R  nin alt yakınlık 

halkası denir. 

Teorem 5.2.8 [16] R  bir yakınlık halkası ve S  de R  nin boştan farklı bir alt kümesi 

olsun.   ,
 rN B S  ve   ,

 rN B S  grupoid olsun. Bu durumda S  nin R  yakınlık 

halkasının bir alt yakınlık halkası olması için gerek ve yeter koşul, her x S  için x S   

olmasıdır. 

Teorem 5.2.9 [16] R  bir yakınlık halkası ve 1S  ile 2S , R  nin iki alt yakınlık halkası 

olsun. Bu durumda   1rN B S


 ve   2rN B S


, “ ” ve “  ” işlemleri ile birlikte grupoid 

olmak üzere, 

 

         1 2 1 2=r r rN B S N B S N B S S
     

 
ise 1 2S S , R  nin bir alt yakınlık halkasıdır. 

Sonuç 5.2.10 [16] R  bir yakınlık halkası ve R  nin alt yakınlık halkalarının boştan farklı 
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bir ailesi  :iS i  olsun. Bu durumda  r iN B S


 ler “ ” ve “  ” işlemleri ile birlikte 

grupoid olmak üzere, 

 

    =
 

 

 
 
 

 r i r i
i i

N B S N B S  

 
ise 


 i
i

S , R  nin bir alt yakınlık halkasıdır. 

Tanım 5.2.11 [16] R  bir yakınlık halkası ve I  da R  nin boştan farklı bir alt kümesi 

olsun. Her r R  ve her ,x y I  için    rx y N B I , x I   ve  rr x N B I
   

    rx r N B I  ise I  ya R  nin bir sol (sağ) yakınlık ideali denir. I  hem sol hem de 

sağ yakınlık ideali ise o zaman I  ya R  nin bir yakınlık ideali denir. 

Not 5.2.12 [16] R  yakınlık halkasının kesin olarak sadece bir tane aşikar yakınlık ideali 

vardır. Bu aşikar yakınlık ideali R  nin kendisidir. Ayrıca,  0R  kümesinin R  yakınlık 

halkasının aşikar alt yakınlık halkası olması için gerek ve yeter koşul, 0 R R  olmasıdır. 

Lemma 5.2.13 [16] I , R  yakınlık halkasının bir yakınlık ideali olsun.   ,
 rN B I  

ve   ,
 rN B I  grupoid ise I , R  yakınlık halkasının bir alt yakınlık halkasıdır. 

Teorem 5.2.14 [16] R  bir yakınlık halkası ve 1I  ile 2I , R  nin iki yakınlık ideali 

olsun. Bu durumda   1rN B I


 ve   2rN B I


, “ ” ve “  ” işlemleri ile birlikte grupoid 

olmak üzere, 

 

         1 2 1 2=r r rN B I N B I N B I I
     

 
ise 1 2I I , R  nin bir yakınlık idealidir. 
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Sonuç 5.2.15 [16] R  bir yakınlık halkası ve R  nin yakınlık ideallerinin boştan farklı bir 

ailesi  :iI i  olsun. Bu durumda  r iN B I


 ler “  ” ve “  ” işlemleri ile birlikte 

grupoid olmak üzere, 

 

    =
 

 

 
 
 

 r i r i
i i

N B I N B I  

 
ise 


 i
i

I , R  nin bir yakınlık idealidir. 

R   bir yakınlık halkası ve S , R  nin bir alt yakınlık halkası olsun. Bu 

durumda , x y R  olmak üzere, R  nin elemanları arasında aşağıdaki gibi bir “ ~ r ” 

bağıntısı tanımlanabilir: 

 

   0~ : .r Rx y x y S      

 
Teorem 5.2.16 [16] R  bir yakınlık halkası olmak üzere; “ ~ r ” bağıntısı R  üzerinde bir 

sağ zayıf eşdeğerlik bağıntısıdır. 

Herhangi bir x R  için, “ ~ r ” sağ zayıf eşdeğerlik bağıntısının R  yakınlık 

halkasında belirttiği sınıf 

 

   = | , ,     rx s x s S x R s x R x  

 
dir. 

Tanım 5.2.17 [16] R  bir yakınlık halkası olmak üzere, “ ~ r ” sağ zayıf eşdeğerlik 

bağıntısının R  de belirttiği sınıflara yakın sağ zayıf kalan sınıfı denir. 

Herhangi bir x R  için yakın sağ zayıf kalan sınıfı S x  ile gösterilir, yani 

 

   = | , ,S x s x s S x R s x R x        
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dir. 

Benzer olarak , x y R  olmak üzere, R  yakınlık halkasının elemanları arasında 

aşağıdaki gibi bir “ ~ ” bağıntısı tanımlanabilir: 

 

   :~ 0 .    x y x y S  

 
Teorem 5.2.18 [16] R  bir yakınlık halkası olmak üzere, “ ~ ” bağıntısı R  üzerinde bir 

sol zayıf eşdeğerlik bağıntısıdır. 

Herhangi bir x R  için, “ ~ ” sol zayıf eşdeğerlik bağıntısının R  yakınlık 

halkasında belirttiği sınıf 

 

   = | , ,     x x s s S x R x s R x  

 
dir. 

Tanım 5.2.19 [16] R  bir yakınlık halkası olmak üzere, “ ~ ” eşdeğerlik bağıntısının R  

de belirttiği sınıflara yakın sol zayıf kalan sınıfı denir. 

Herhangi bir x R  için yakın sol zayıf kalan sınıfı x S  ile gösterilir, yani 

 

   = | , ,x S x s s S x R x s R x        

 
dir. 

 ,R  değişmeli yakınlık grubu olduğundan = rx x  olur. Bu durumda x  ve 

rx  notasyonları yerine sadece x  kullanılır. 

R  bir yakınlık halkası ve S , R  nin bir alt yakınlık halkası olmak üzere, 

 

 / = |R x S x R   

 
R  nin S  ile belirlenen tüm yakın sol zayıf kalan sınıflarının kümesidir. Burada R  
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yerine  rN B R


 alınırsa, 

 

     / = |r rN B R x S x N B R
    

 
elde edilir. Bu durumda 

 

    = | , ,rx S x s s S x N B R x s R x
        

 
olur. 

Tanım 5.2.20 [16] R  bir yakınlık halkası ve S , R  nin bir alt yakınlık halkası olsun. 

, x y R  olmak üzere, x S  ve y S  sırasıyla x  ve y  elemanlarının belirlediği 

yakın sol zayıf kalan sınıflar olsun. Bu durumda  rx y N B R
   elemanının belirlediği 

iki yakın sol zayıf kalan sınıfının toplamı 

 

        | , ,rx y s s S x y N B R x y s R x y
           

 
ile tanımlıdır ve 

 

     =x S y S x y S      

 
şeklinde gösterilir. 

Tanım 5.2.21 [16] R  bir yakınlık halkası ve S , R  nin bir alt yakınlık halkası olsun. 

, x y R  olmak üzere, x S  ve y S  sırasıyla x  ve y  elemanlarının belirlediği 

yakın sol zayıf kalan sınıflar olsun. Bu durumda  rx y N B R
   elemanının belirlediği 

iki yakın sol zayıf kalan sınıfının çarpımı 

 

        | , ,rx y s s S x y N B R x y s R x y
           

 
ile tanımlıdır ve 
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     =x S y S x y S     

 
şeklinde gösterilir. 

Tanım 5.2.22 [16]   algılanabilen nesneler kümesi, R   bir yakınlık halkası ve S

de R  nin bir alt yakınlık halkası olsun. /R  , R  nin S  ile belirlenen tüm yakın zayıf 

kalan sınıflarının kümesi ve  A ,  A   kümesinin tanımsal yakınlık küme 

ailesi olmak üzere, 

 

   
 

 
/

/ =





 


r
A R

N B R A





  

 
kümesine /R   nın üst yaklaşımı denir. 

Teorem 5.2.23 [16] R  bir yakınlık halkası; S , R  nin bir alt yakınlık halkası ve /R  , 

R  nin S  ile belirlenen tüm yakın zayıf kalan sınıflarının kümesi olsun. Bu durumda 

 

      / /
 r rN B R N B R   

 
ise /R  , her , x y R  için 

 

     =x S y S x y S      

 
ve 

 

     =x S y S x y S     

 
ile tanımlı işlemlerle birlikte bir yakınlık halkasıdır. 

Tanım 5.2.24 [16] R  bir yakınlık halkası ve S , R  nin bir alt yakınlık halkası olsun. 

/R   yakınlık halkasına R  nin S  ile belirlenen tüm yakın zayıf kalan sınıflarının 
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yakınlık halkası denir ve /wR S  şeklinde gösterilir. 

Tanım 5.2.25 [16] 1 2,R R   iki yakınlık halkası olsun. Her 1,x y R  için 

 
     =x y x y     

 
ve 

 
     =x y x y     

 
olacak şekilde bir 

 

   1 2:
 r rN B R N B R  

 
fonksiyonu varsa   ya yakınlık halka homomorfizması denir. 1R  ve 2R  yakınlık 

halkalarına da yakın homomorfiktir denir ve 1 2nR R  ile gösterilir. 

 ,   1rN B R


 den   2rN B R


 ye tanımlı bir yakınlık halka homomorfizması 

olmak üzere, 

(i)   bire bir ise   ya yakınlık halka monomorfizması, 
(ii)   örten ise   ya yakınlık halka epimorfizması, 
(iii)   birebir ve örten ise   ya yakınlık halka izomorfizması 

denir. 

Teorem 5.2.26 [16] 1 2,R R   iki yakınlık halkası ve  ,   1rN B R


 den   2rN B R


 

ye bir yakınlık halka homomorfizması olsun. Bu durumda 

(1)   22
0R rN B R

 , 2R  nin yakınlık sıfır elemanı olmak üzere,  
1 2

0 = 0R R  

dir. 

(2) Her 1x R  için    =x x    dir. 

Teorem 5.2.27 [16]  1 2,R R   iki yakınlık halkası ve  ,   1rN B R


 den   2rN B R

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ye bir yakınlık halka homomorfizması olsun.   ,
 rN B S  ve   ,

 rN B S  birer 

grupoid olmak üzere, aşağıdaki özellikler sağlanır: 

(1) S , 1R  in alt yakınlık halkası ve       =r rN B S N B S  
 ise 

    = |S x x S   , 2R  nin alt yakınlık halkasıdır. 

(2) S , 1R  in değişmeli alt yakınlık halkası ve       =r rN B S N B S  
 ise 

 S , 2R  nin değişmeli alt yakınlık halkasıdır. 

Tanım 5.2.28 [16] 1 2,R R   iki yakınlık halkası ve  ,   1rN B R


 den   2rN B R


 

ye yakınlık halka homomorfizması olsun. 
2

0R , 2R  nin yakınlık sıfır elemanı olmak 

üzere, 

 

  1 2
| = 0Rx R x  

 
kümesine   yakınlık halka homomorfizmasının çekirdeği denir ve Ker  ile gösterilir. 

Teorem 5.2.29 [16] 1 2,R R   iki yakınlık halkası ve  ,   1rN B R


 den   2rN B R


 

ye yakınlık halka homomorfizması olsun.  rN B Ker
, “ ” ve “  ” ikili işlemleri ile 

birlikte grupoid olmak üzere, Ker  1R  in yakınlık idealidir. 

Tanım 5.2.30 [16] R   bir yakınlık halkası ve S  de R  nin bir alt yakınlık halkası 

olmak üzere, her  rx N B R
  için   =x x S   ile tanımlı 

     : /r r wN B R N B R S
    yakınlık halka homomorfizmasına doğal yakınlık 

halka homomorfizması denir. 

Tanım 5.2.31 [16] 1 2,R R   iki yakınlık halkası ve S  de 1R  in boştan farklı bir alt 

kümesi olsun. 

 

   1 2: r rN B R N B R    
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bir fonksiyon ve 

 

  2= : rSS
S N B R   

 
kısıtlanmış fonksiyon olmak üzere, her , x y S  için 

 

           = = =
S S S

x y x y x y x y          

 
ve 

 

           = = =
S S S

x y x y x y x y          

 

ise   fonksiyonuna kısıtlanmış yakınlık halka homomorfizması denir. Bu durumda 1R , 

2R  ye kısıtlanmış yakın homomorfiktir denir ve 1 2rnR R  şeklinde gösterilir. 

Teorem 5.2.32 [16] 1 2,R R   iki yakınlık halkası ve  ,   1rN B R


 den   2rN B R


 

ye tanımlı bir yakınlık halka homomorfizması olsun.   ,rN B Ker   ve 

  ,rN B Ker   birer grupoid ve   1 /rN B R


 ,   1rN B R


 in Ker  tarafından 

belirlenen yakın zayıf kalan sınıflarının kümesi olmak üzere, 

 

      1 1/ /r r wN B R N B R Ker   

 
ve 

 

      1 1=r rN B R N B R  
 

 
ise 

 

 1 1/w rnR Ker R   
 
dir. 
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6. YAKIN HALKALAR 

 

6.1 Temel Bilgiler 

 

 Halka kavramının genelleştirilmiş bir hali olan yakın-halka kavramının 

halkadan farkı, halkada birinci işlemin değişmeli olması gerekirken yakın-halkada 

birinci işlemin değişmeli olmasının gerekmemesidir. Ayrıca, halkada ikinci işlemin 

birinci işlem üzerine soldan ve sağdan dağılmalı olması gerekirken yakın-halkada 

ikinci işlemin birinci işlem üzerine sadece bir taraftan dağılma özelliğine sahip 

olmasıdır. 

 Yakın-halkalar ile ilgili ilk çalışma, 1905 yılında Dickson [19,20] tarafından 

aksiyomatik olarak verilmiştir. Dickson tarafından bir taraflı dağılma özelliğine sahip 

cisimlerin varlığı gösterilmiş ve bu tür cisimler yakın-cisim olarak adlandırılmıştır. 

Yakın-halka kavramı ilk defa 1936 yılında Zassenhaus [21] tarafından kullanılmış ve 

bütün sonlu yakın-cisimler belirlenmiştir. Halkalar teorisindeki bazı temel teoremler 

yakın-halkalar için de ifade edilebilir. 

 Yakın-halka teorisi ile ilgili çalışan matematikçilerin göz önüne aldığı en 

temel kaynak, Pilz’in [22] Near-Rings adlı kitabı olup, bu bölümde yer alan bütün 

bilgiler bu kitaptan alınmıştır. 

Tanım 6.1.1 [22] Boş olmayan bir N  kümesi üzerinde " "  ve " "  ikili işlemleri 

tanımlansın. Bu durumda aşağıdaki özellikler sağlanırsa N  ye bir yakın-halka denir: 

(i)  ,N   bir gruptur (değişmeli olması gerekmez). 

(ii)  ,N   bir yarı-gruptur. 

(iii) Her 1 2 3, ,n n n N  için 1 2 3 1 3 2 3( )n n n n n n n       tür. 

Not 6.1.2 Yukarıdaki tanım dikkate alındığında, ( )iii  den dolayı yakın-halka 

kavramı yerine sağ yakın-halka kavramı kullanılabilir. Ayrıca, ( )iii  nin yerine her 

1 2 3, ,n n n N  için 1 2 3 1 2 1 3( )n n n n n n n       özelliği yazılırsa, bu durumda sol 
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yakın-halka kavramı tanımlanır. Bu çalışma boyunca sağ yakın-halka kavramı 

kullanılacaktır. 

Not 6.1.3 Genellikle  ,N   grubunun etkisiz elemanı,  , , N  yakın-halkasının 

sıfırı olarak tanımlanır. Ayrıca, bütün yakın-halkaların kümesi  ile gösterilir. 

Örnek 6.1.4 [22]  ,   bir grup ve  M   da   dan   ya olan tüm dönüşümlerin 

kümesi olsun. Bu durumda dönüşümlerin toplamı ve çarpımı (bileşkesi anlamında) 

işlemlerine göre,   , ,M     bir yakın-halkadır. Gerçekten, 

   ,M    bir gruptur: Her  1 2,f f M   ve her x  için 

 

       1 2 1 2f f x f x f x     

 

olduğundan,  M   kümesinde " "  işlemine göre kapalılık özelliği sağlanır. 

Her  1 2 3, ,f f f M   ve her x  için 

 
        

      
      
    

   

1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

f f f x f f x f x

f x f x f x

f x f x f x

f x f f x

f f f x

    

  

  

  

  

 

 

dir. Bu durumda    1 2 3 1 2 3f f f f f f      olur ve dolayısıyla  M   kümesinde 

" "  işlemine göre birleşme özelliği geçerlidir. 

 Her x  için   0x    şeklinde tanımlanan :    dönüşümü göz 

önüne alınırsa, her  f M   için f f f      dir. O zaman  ,  M   nın 

" "  işlemine göre etkisiz elemanıdır. 
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 Her x  için     f x f x    şeklinde tanımlanan :f   

dönüşümü dikkate alınırsa, her  f M   için    f f f f        dır. Bu 

durumda f ,  f M   nın " "  işlemine göre tersidir, yani " "  işlemine göre 

ters eleman özelliği sağlanır. 

   ,M    bir yarı-gruptur: Her  1 2,f f M   ve her x  için 

 

     1 2 1 2f f x f f x   

 

olduğundan,  M   kümesinde " "  işlemine göre kapalılık özelliği geçerlidir. 

 Her  1 2 3, ,f f f M   ve her x  için 

 

       1 2 3 1 2 3f f f x f f f x     

 

olup,    1 2 3 1 2 3f f f f f f     tür. O halde  M   kümesinde " "  işlemine göre 

birleşme özelliği sağlanır. 

 Her  1 2 3, ,f f f M   ve her x  için 

 

        
     

     
     

1 2 3 1 2 3

1 3 2 3

1 3 2 3

1 3 2 3

f f f x f f f x

f f x f f x

f f x f f x

f f f f x

  

 

 

 



 

 

 

 

dir. O zaman      1 2 3 1 3 2 3f f f f f f f      olur, yani sağdan dağılma özelliği 

geçerlidir. 

Not 6.1.5 Yukarıda verilen   , ,M     cebirsel yapısı bir yakın-halka olmasına 

rağmen, bu cebirsel yapı için soldan dağılma özelliği sağlanmadığından  M   bir 

halka değildir. 
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 Yakın-halkalar ile ilgili farklı örnekler aşağıda verilmiştir. 

 

Örnek 6.1.6 [22] 

1)  ,   bir grup ve       0 0 0M f M f        olsun. Bu 

durumda dönüşümlerin toplamı ve çarpımı (bileşkesi anlamında) işlemlerine 

göre,   0 , ,M     bir yakın-halkadır. 

2)  ,   bir grup ve     cM f M f sabit     olsun. Bu durumda 

dönüşümlerin toplamı ve çarpımı (bileşkesi anlamında) işlemlerine göre, 

  , ,cM     bir yakın-halkadır. 

3)  ,   bir grup ve 

     0 0 , 0
,

, 0cM f M f 


 

 
 



           
 

olsun. O halde dönüşümlerin toplamı ve çarpımı (bileşkesi anlamında) 

işlemlerine göre,   0 , ,cM     bir yakın-halkadır. 

Lemma 6.1.7 [22] N  yakın-halkası için aşağıdaki özellikler sağlanır: 

(1) Her n N  için 0 0N Nn   dir. 

(2) Her ,n n N  için    n n n n       dür. 

Not 6.1.8 N  bir yakın-halka olmak üzere, her ,n n N  için 0 0N Nn    ve 

   n n n n       eşitlikleri sağlanmayabilir. Örneğin, Örnek 6.1.4 te verilen 

  , ,M     yakın-halkası dikkate alınırsa, her  f M   için f    

olabilmesi için  0 0f    koşulu sağlanmalıdır ve ayrıca, her  1 2,f f M   için 

   1 2 1 2f f f f     olabilmesi için 1f  tek fonksiyon olmalıdır. 
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Tanım 6.1.9 [22] N  bir yakın-halka olsun. O zaman  0 0 0N NN n N n     

kümesine N  nin sıfır-simetrik kısmı ve  0c NN n N n n     kümesine de N  nin 

sabit kısmı denir. 

Not 6.1.10 0N  ve cN , N  üzerinde tanımlanan " "  ve " "  işlemlerine göre birer 

yakın-halkadır. Ayrıca, 0N N  ise N  ye sıfır-simetrik yakın-halka ve cN N  ise 

N  ye sabit yakın-halka denir. Ayrıca, bütün sıfır-simetrik yakın-halkaların kümesi 

0 ve bütün sabit yakın-halkaların kümesi de c ile gösterilir. 

Örnek 6.1.11 [22]     00
M M    ve     cc

M M    dir. Gerçekten, 

 

            00
0 0M f M f f M f M               

 
ve 

 

            
  

 

, 0
c

c

M f M f f f M f f

f M f sabit

M

             

  

 



 

 
dır. 

Not 6.1.12 Halka teorisinde kullandığımız etkisiz (birim) eleman, tersinir eleman, 

kısaltılabilir eleman, sıfır-bölen, idempotent eleman ve nilpotent eleman kavramları, 

yakın-halka teorisinde benzer şekilde tanımlanabilir. 

 Her ,n n N  için ( )d n n d n d n        ise d  elemanına distribütif 

(dağılmalı) eleman denir. Ayrıca, bütün birimli yakın-halkaların kümesi 1 ve bütün 

distribütif elemanların kümesi de dN  ile gösterilir. 
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Teorem 6.1.13 [22] N  bir yakın-halka ve e N  bir idempotent eleman olsun. Bu 

durumda her n N  için n x y   olacak biçimde tek türlü belirlenen 

 0Nx n N n e     ve y Ne  elemanları vardır. 

Sonuç 6.1.14 [22] N  bir yakın-halka olsun. Bu durumda her n N  için 0 cn n n   

olacak biçimde tek türlü belirlenen 0 0n N  ve c cn N  elemanları vardır, yani 

     0, , ,cN N N      dır. 

Tanım 6.1.15 [22] N  bir yakın-halka olsun. O zaman 

(i)  ,N   abel ise N  ye abel yakın-halka denir. 

(ii)  ,N   değişmeli ise N  ye değişmeli yakın-halka denir. 

(iii) dN N  ise N  ye distribütif yakın-halka denir. 

(iv) N , 0N  nin sıfırdan farklı bölenlerine sahip değilse N  ye tam yakın-

halka denir. 

(v)   0 ,NN    bir grup ise N  ye yakın-cisim denir. 

Örnek 6.1.16 

1)  ,   bir abel grup ise   ,M    bir abel gruptur. Böylece  M   

bir abel yakın-halkadır. 

2)  ,   bir grup olmak üzere,   da her ,    için      

şeklinde tanımlanan " "  işlemi dikkate alınırsa  , ,    bir tam yakın-

halkadır. 

3) 2  mod 2 kalan sınıflarının kümesi olmak üzere,  2,  bir gruptur. 

Ayrıca, 2  de her 2a    için 0 0a   ve 1 1a   şeklinde tanımlanan " "  

işlemi dikkate alınırsa  2, ,   bir yakın-cisimdir. 
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6.2 N-Gruplar 

 

 Halka teorisindeki modül kavramına, yakın-halka teorisinde karşılık gelen       

N -grup kavramını göz önüne alacağız. 

Tanım 6.2.1 [22]  ,   bir grup ve N  bir yakın-halka olsun. Bu durumda 

: N    ,    ,n n    

şeklinde tanımlanan dış çarpımı dikkate alındığında, aşağıdaki özellikler sağlanırsa 

 ,  ikilisine bir N -grup (veya N  de bir yakın-modül) denir: 

 Her    ve her ,n n N  için 

( )n n n n        ve   ( )n n n n    . 

 N -grup kavramı kısaca N   ile gösterilir. Ayrıca, bütün N -grupların kümesi 

N ile gösterilir. 

Örnek 6.2.2 [22] 

1)  , , N  bir yakın-halka ise N  bir N -gruptur. 

2) R  bir halka ve M  de bir (sol) R -modül ise M  bir R -gruptur. 

3)  ,   bir grup olsun. O zaman  , 

 : M     ,      ,f f    

şeklinde tanımlanan dış çarpımı ile bir  M  -gruptur. 

Tanım 6.2.3 [22] 1 ve N   N olmak üzere, her    için  1    ise   N   ya 

bir üniter (birimsel) N -grup denir. 

Lemma 6.2.4 [22] N  bir yakın-halka ve   bir N -grup olsun. Bu durumda 

aşağıdaki özellikler sağlanır: 

(1) Her    için 0 0N    dır. 
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(2) Her    ve her n N  için  n n     dır. 

(3) Her 0n N  için 0 0n    dır. 

(4) Her    ve her cn N  için 0n n   dır. 

 

6.3 Alt Yapılar 

 

Tanım 6.3.1 [22] N  bir yakın-halka ve  ,M  ,  ,N   nın bir alt grubu olsun. Bu 

durumda M M M   ise M  ye N  nin bir alt yakın-halkası denir. 

Örnek 6.3.2 [22] 0N  ve cN , N  yakın-halkasının birer alt yakın-halkasıdır. 

Gerçekten, 

  0,N  ,  ,N   grubunun bir alt grubudur: Her 0,x y N  için 

 

  0 0 0 0 0 0N N N N N Nx y x y          

 
olduğundan 0x y N   dır. 

 0 0 0N N N   dır: Her 0,x y N  için 

 

   0 0 0 0N N N Nx y x y x         

 
olup, 0x y N   dır. 

Böylece 0N , N  nin bir alt yakın-halkasıdır. Benzer şekilde cN  nin de N  nin 

bir alt yakın-halkası olduğu kolayca gösterilebilir. 

Tanım 6.3.3 [22] N  bir yakın-halka ve   bir N -grup olsun. O zaman   nın 

N    koşulunu sağlayan bir   alt grubuna,   nın bir N -alt grubu denir. 

 

6.4 Homomorfizmalar ve İdealler 

 

Tanım 6.4.1 [22] ,N N  ve ,   N olsun. Bu durumda 
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(i) Her ,m n N  için 

 

     m n m n      ve      m n m n      

 
ise : N N   dönüşümüne bir yakın-halka homomorfizması denir. 

(ii) Her ,    ve her n N  için 

 

               ve    n n     

 
ise :   dönüşümüne bir N -homomorfizması denir. 

Benzer şekilde yakın-halka teorisinde ve yakın-modül teorisinde 

monomorfizma, epimorfizma ve izomorfizma kavramları tanımlanabilir. ,N N 

ve ,    N olmak üzere, N  den N   ye bütün yakın-halka homomorfizmaların 

kümesi  ,Hom N N  ve   dan   ye bütün N -homomorfizmaların kümesi de 

 ,NHom    ile gösterilir. 

,N N olmak üzere, N  den N   ye bir monomorfizma varsa N , N   ye 

gömülebilir denir. 

Örnek 6.4.2 [22] N  bir yakın-halka ve   bir N -grup olsun. O zaman her    

için  n n   şeklinde tanımlanan : N   dönüşümü bir N -

homomorfizmasıdır, yani  ,NHom N    dır. 

Tanım 6.4.3 [22] N  bir yakın-halka ve I ,  ,N   nın bir normal alt grubu olsun. Bu 

durumda 

(i) I N I  , 

(ii) Her ,n n N  ve her a I  için  n n a n n I       

koşulu sağlanıyorsa I  ya N  nin ideali denir ve I N  ile gösterilir. 



6. YAKIN HALKALAR                                                                                     Abdurrahman GENÇ 

56 

 Ayrıca, sadece (i) koşulunu sağlayan I  ya N  nin sağ ideali denir  rI N  

ve sadece (ii) koşulunu sağlayan I  ya N  nin sol ideali denir  I N . 

Tanım 6.4.4 [22] N  bir yakın-halka ve   bir N -grup olsun. O zaman  ,   nın bir 

normal alt grubu olmak üzere, her   , her    ve her n N  için 

 n n      koşulu sağlanıyorsa   ya   nın ideali denir ve N   ile 

gösterilir. 

Örnek 6.4.5 [22] N  bir yakın-halka ve   bir N -grup olsun. Bu durumda  0N , N  

ve  0 ,   sırasıyla N  ve   nın idealleri olup, bu ideallere triviyal ideal denir. 

Not 6.4.6 N  bir yakın-halka ve I  da N  nin bir ideali olsun. O zaman ,n n N  

olmak üzere, 

 

 mod :n n I n n I      

 
şeklinde tanımlanan " "  bağıntısı bir kongrüans bağıntısıdır. Bu durumda " "  

bağıntısı bir denklik bağıntısı olduğundan, bu bağıntıya göre denklik (kalan) sınıfları 

n N  için   modn n I n n n I      şeklindedir. Bütün denklik (kalan) 

sınıflarının kümesi  N I n n N   ile gösterilir. 

 N  bir yakın-halka,   bir N -grup ve   da   nın bir ideali olmak üzere, 

benzer şekilde ,    için 

 

 mod :         

 
biçiminde " "  kongrüans bağıntısı ve dolayısıyla denklik (kalan) sınıflarının 

       kümesi tanımlanabilir. 

Teorem 6.4.7 [22] N  bir yakın-halka ve I  da N  nin bir ideali olsun. O zaman 

N I  üzerinde, N  deki " "  ve " "  işlemlerine paralel olmak üzere, 
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     m I n I m n I       ve      m I n I m n I       

 
şeklinde tanımlanan " "  ve " "  işlemlerine göre N I  bir yakın-halkadır. 

Tanım 6.4.8 [22] Yukarıda belirtilen  , ,N I    yakın-halkasına, N  yakın-

halkasının I  idealine göre bölüm yakın-halkası denir. 

Tanım 6.4.9 [22] ,N N ve  ,Hom N N   olmak üzere, 

 

  0NKer n N n      

 
kümesine   yakın-halka homomorfizmasının çekirdeği denir. 

Teorem 6.4.10 [22] N  ve N   iki yakın-halka ve : N N   bir yakın-halka 

homomorfizması olsun. Bu durumda 

(1) K , N  nin bir alt yakın-halkası ise  K  da N   nün bir alt yakın-

halkasıdır. 

(2) I , N  nin bir ideali ve   örten ise  I  da N   nün bir idealidir. 

(3) K  , N   nün bir alt yakın-halkası (ideali) ise  1 K   de N  nin bir alt 

yakın-halkasıdır (idealidir). 

Teorem 6.4.11 [22] (Homomorfizma Teoremi) N  ve N   iki yakın-halka olsun. O 

zaman 

(1) I N  ise N I , N  nin bir homomorfik görüntüsüdür. 

(2) : N N   bir yakın-halka epimorfizması ise Ker , N  nin bir 

idealidir ve N Ker N   dür. 

Teorem 6.4.12 [22] N  ve N   iki yakın-halka ve : N N   bir yakın-halka 

epimorfizması olsun. O zaman N  nin Ker  yi kapsayan alt yakın-halkaları 

(idealleri) ile N   nün alt yakın-halkaları (idealleri) arasında birebir eşleme vardır. 
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Teorem 6.4.13 [22] N  ve N   iki yakın-halka ve : N N   bir yakın-halka 

epimorfizması olsun. O zaman N  nin Ker  yi kapsayan I  idealleri için 

   N I N I   dır. 

Teorem 6.4.14 [22] N  bir yakın-halka ve ,I J N  olsun. Bu durumda J I  olmak 

üzere, N J N II J   dır. 

Not 2.4.15 Yukarıda verilen izomorfizma teoremleri N -gruplar için de geçerlidir. 
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7. BULGULAR ve TARTIŞMA 

 

7.1 Yakınlık Yakın-Halkalar 

 

Bu bölümde yakınlık yakın-halka kavramı tanımlanmış ve ilgili örneklere yer 

verilmiştir. Ayrıca, alt yakınlık yakın-halka, yakınlık N-grup ve yakınlık yakın-

halkasının ideali ve yakınlık yakın-halka homomorfizması kavramları tanımlanarak, 

bu kavramlar ile alakalı bazı sonuçlar elde edilmiştir. 

Tanım 7.1.1 ( )( ), , ~ , ,
r rB r NN B n   yakın yaklaşım uzayı; “ ” ve “  ”,   

üzerinde ikili işlemler ve M   olsun. Aşağıdaki özellikler sağlanıyorsa M  ye 

yakın yaklaşım uzayı üzerinde yakın-halka veya kısaca yakınlık yakın-halka denir: 

( )1YN   ,M   bir yakınlık gruptur (değişmeli olması gerekmez). 

( )2YN   ,M   bir yakınlık yarı-gruptur. 

( )3YN  Her , ,x y z M  için      =x y z x z y z      özelliği  rN B M


 de 

sağlanır. 

Ayrıca, her ,x y M  için =x y y x   ise M  ye değişmeli yakınlık yakın-

halka ve her x M  için 1 = 1 =M Mx x x   olacak biçimde  1M rN B M
  varsa M  

ye birimli yakınlık yakın-halka denir. 

Not 7.1.1 Yukarıdaki tanım dikkate alındığında, ( )3YN  ten dolayı yakınlık yakın-

halka kavramı yerine yakınlık sağ yakın-halka kavramı kullanılabilir. Ayrıca, ( )3YN  

ün yerine her , ,x y z M  için      =x y z x y x z      özelliği yazılırsa, bu 

durumda yakınlık sol yakın-halka kavramı tanımlanır. Bu çalışma boyunca yakınlık 

sağ yakın-halka kavramı kullanılacaktır. 

Not 7.1.2 Genellikle  ,M   grubunun etkisiz elemanı,  , ,M    yakınlık yakın-

halkasının sıfırı olarak tanımlanır. Ayrıca, bütün yakınlık yakın-halkalarının kümesi 
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 ile gösterilir. 

Bir M  yakınlık yakın halkasında, 1 3( ) ( )YN YN  özellikleri  rN B M


 de 

geçerli olmak zorundadır. M  deki elemanların sonlu tane toplamı veya çarpımı her 

zaman  rN B M


 ye ait olmayabilir. Bu nedenle her x M  ve bazı n   ler için 

 n
rx N B M

  veya  rnx N B M
  olduğunu söylemek her zaman mümkün 

değildir. Buna rağmen   ,rN B M
   ve   ,rN B M

   birer grupoid ise her 

x M  ve her n   ler için  n
rx N B M

  veya her x M  ve her n  ler için 

 rnx N B M
  olur. 

M  birimli bir yakınlık yakın-halka ve x M  olmak üzere, = 1My x  

 =1Mx z  olacak şekilde bir  ry N B M
    rz N B M

  varsa x  elemanına 

sol (sağ) yakın tersinirdir ve y   z  elemanına x  elemanının sol (sağ) yakın tersi 

denir. x M  hem sol hem de sağ yakın tersinir ise o zaman x  elemanına yakın 

tersinirdir denir. 

Lemma 7.1.3 Her yakın halka bir yakınlık yakın-halkadır. 

İspat. M   bir yakın-halka olmak üzere,  rM N B M
  olduğundan 

1 3( ) ( )YN YN  sağlanır. Böylece M  bir yakınlık yakın-halkadır. 

Lemma 7.1.4 Her yakınlık halka bir yakınlık yakın-halkadır. 

İspat. M   bir yakınlık halka olsun. Tanım 5.2.1 gereğince M  nin bir yakınlık 

yakın-halka olduğu kolayca görülebilir. 

Örnek 7.1.5 { }, , , , ,a b c d e f=  algılanabilen nesnelerin kümesi ve 

 1 2= , B     çıkarım fonksiyonlarının kümesi olsun. 

 

 1 1 1 2: = , ,V    

 2 2 1 2 3: = , ,V     
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çıkarım fonksiyonları Tablo 7.1 deki gibi tanımlansın. 

 
 A b c d e f 

1   1  1  1  2  2  2  

2  1  2  2  3  3  3  

Tablo 7.1 

 
Bununla birlikte   algılanabilen nesnelerin kümesi üzerinde “+” “  ” ikili 

işlemleri Tablo 7.2 ve Tablo 7.3 teki gibi verilsin. 

 
+ a b c d e f 

a a b c d e f 

b b c a f d e 

c c a b e f d 

d d e f a b c 

e e f d c a b 

f f d e b c a 

Tablo 7.2 

 

 a b c d e f 

a a a a a a a 

b b b b b b b 

c c c c c c c 

d d d d d d d 

e e e e e e e 

f f f f f f f 

Tablo 7.3 

 

 Tablo 7.2 den    d e e d e e      olduğundan ( ),+  bir grup değildir. 

Bu nedenle  , ,   bir halka değildir. 
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 { }, , ,M a d e f= ,   nun bir alt kümesi olmak üzere, M  üzerinde “+” ve “  ” 

ikili işlemleri Tablo 7.4 ve Tablo 7.5 teki gibi olur. 

 
+ a d e f 

a a d e f 

d d a b c 

e e c a b 

f f b c a 

Tablo 7.4 

 

 a d e f 

a a a a a 

d d d d d 

e e e e e 

f f f f f 

Tablo 7.5 

 

 Bu durumda 

 

[ ] ( ) ( ){ }
1

1 1 1a x x a
j

j j a¢ ¢= Î = =  

    { }, ,a b c= [ ] [ ]
1 1

b c
j j

= = , 

[ ] ( ) ( ){ }
1

1 1 2d x x d
j

j j a¢ ¢= Î = =  

    { }, ,d e f= [ ] [ ]
1 1

e f
j j

= =  

 

dir. Böylece [ ] [ ]{ }1 1 1
,a dj j j

x =  olur. 

 

[ ] ( ) ( ){ }
2

2 2 1a x x a
j

j j b¢ ¢= Î = =  

    { }a= , 
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[ ] ( ) ( ){ }
2

2 2 2b x x b
j

j j b¢ ¢= Î = =  

    { },b c= [ ]
2

c
j

= , 

[ ] ( ) ( ){ }
2

2 2 3d x x d
j

j j b¢ ¢= Î = =  

    { }, ,d e f= [ ] [ ]
2 2

e f
j j

= =  

 

dir. Buradan [ ] [ ] [ ]{ }2 2 2 2
, ,a b dj j j j

x =  olur. O zaman = 1r  için   algılanabilir 

nesneler kümesinin ayrışımlarının kümesi ( ) { }
1 21 ,N B j jx x=  elde edilir. Böylece 

 

 ( ) [ ]
[ ]

*

1
i

i
x G

N B M x
j

j
Ç ¹Æ

=   

  { } { } { }, , , ,a b c d e f a= È È  

  { }, , , , ,a b c d e f= =  

 
olur. Bu durumda 

( )1YN : 

( )1YG  Her ,x y M  için  rx y N B M
   dir. 

( )2YG  Her , ,x y z M  için ( ) ( )x y z x y z+ + = + +  özelliği  rN B M


 de 

sağlanır. 

( )3YG  Her x MÎ  için M Mx e e x x     olacak biçimde bir  M re N B M
  

yakın birim elemanı vardır ki, Me a  dır. 

( )4YG  Her x MÎ  için x y y x a     olacak biçimde bir y MÎ  vardır, yani 

a a  , d d  , e e   ve f f   dir. 

Ayrıca, Tablo 7.4 ten e f b  , f e c   ve b c  olduğundan, “+” ikili 

işlemine göre değişme özelliği sağlanmaz. 

O halde  ,M   değişmeli olmayan bir yakınlık grubudur. 
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( )2YN : 

( )1YS  Her ,x y M  için  rx y N B M
   dir. 

( )2YS  Her , ,x y z M  için ( ) ( )x y z x y z× × = × ×  özelliği  rN B M


 de 

sağlanır. 

O zaman  ,M   bir yakınlık yarı-gruptur. 

( )3YN : Her , ,x y z M  için      =x y z x z y z      özelliği  rN B M


 

de sağlanır. 

Böylece  , ,M    bir yakınlık yakın-halkadır. 

Lemma 7.1.6 M   bir yakınlık yakın-halkası ve 0M M  olsun. Bu durumda her 

x MÎ  için 0 , 0M Mx x M    ise aşağıdaki özellikler sağlanır: 

(1) Her x MÎ  için 0 0M Mx   dir. 

(2) Her ,x y M  için    x y x y      dir. 

İspat. (1) Her x MÎ  için 

 

 0 0 0 0 0M M M M Mx x x x         

 
olur ve “+” işlemine göre mevcut olan etkisiz elemanın tekliğinden dolayı 

0 0M Mx   dir. 

(7) (1) den dolayı, her y M  için 0 0M My   dir. Bu durumda 

 

    0 0M M y x x y x y x y            

 
olup, “+” işlemine göre mevcut olan ters elemanın tekliğinden dolayı 

   x y x y      dir. 

Not 7.1.7 M  bir yakınlık yakın-halka olmak üzere, her ,x y M  için 0 0M Mx    ve 

   x y x y      eşitlikleri sağlanmayabilir. 
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Tanım 7.1.8 M  bir yakınlık yakın-halka olsun. O zaman  0 0 0M MM x M x     

kümesine M  nin sıfır-simetrik kısmı ve  0c MM x M x x     kümesine de M  

nin sabit kısmı denir. 

Not 7.1.9 0M M  ise M  ye sıfır-simetrik yakınlık yakın-halka ve cM M  ise M  

ye sabit yakınlık yakın-halka denir. Ayrıca, bütün sıfır-simetrik yakınlık yakın-

halkalarının kümesi 0 ve bütün sabit yakınlık yakın-halkalarının kümesi de c ile 

gösterilir. 

Her ,x y M  için ( )d x y d x d y       özelliği  rN B M


 de geçerli ise 

d  elemanına distribütif (dağılmalı) eleman denir. Ayrıca, bütün birimli yakınlık 

yakın-halkalarının kümesi 1 ve bütün distribütif elemanların kümesi de dM  ile 

gösterilir. dM M  ise M  ye distribütif yakınlık yakın-halka denir. 

 

7.2 Yakınlık M-Gruplar ve Alt Cebirsel Yapılar 

 

Tanım 7.2.1  ,G   bir yakınlık grup ve M  bir yakınlık yakın-halka olsun. Bu 

durumda 

 

   : r rN B M G N B G      ,    ,x g xg  

 

şeklinde tanımlanan dış çarpım dikkate alındığında, aşağıdaki özellikler  rN B G


 

de sağlanırsa  ,G   ikilisine bir yakınlık M -grup (veya yakınlık yakın-modül) 

denir: 

 Her g G  ve her ,x y M  için 

 
( )x y g xg yg     ve   ( )x y g x yg  . 

 
Yakınlık M -grup kavramı kısaca 

M
G  ile gösterilir. Ayrıca, bütün yakınlık   

M -grupların kümesi M ile gösterilir. 
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Örnek 7.2.2  , ,M    bir yakınlık yakın-halkası ise M  bir yakınlık M -gruptur. 

Tanım 7.2.3 M 1 ve 
M

G   M olmak üzere, her g G  için  1M g g   özelliği 

 rN B G


 de geçerli ise 
M

G  ye bir üniter (birimsel) yakınlık M -grup denir. 

Lemma 7.2.4 M  bir yakınlık yakın-halka ve G  bir yakınlık M -grup olsun. O 

zaman aşağıdaki özellikler sağlanır: 

(1) Her g G  için 0 0M Gg   dir. 

(2) Her g G  ve her x MÎ  için  x g xg    dir. 

(3) Her 0x M  için 0 0G Gx   dir. 

(4) Her g G  ve her cx M  için 0Gxg x  dir. 

İspat. (1) Her g G  için 

 

 0 0 0 0 0M M M M Mg g g g     

 
olur ve “+” işlemine göre mevcut olan etkisiz elemanın tekliğinden dolayı 0 0M Gg   

dir. 

 (2) (1) den dolayı, her g G  için 0 0M Gg   dir. O zaman 

 

    0 0G M g x x g x g xg        

 
olup, “+” işlemine göre mevcut olan ters elemanın tekliğinden dolayı  x g xg    

dir. 

 (3) Her 0x M  için 0 0M Mx    olup, (1) den dolayı 

 

   0 0 0 0 0G M M M Gx x g x g g      

 
elde edilir. 

 (4) Her cx M  için 0Mx x   dir. O halde (1) den dolayı 
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   0 0 0M M Gxg x g x g x     

 
olur. 

Tanım 7.2.5 M  bir yakınlık yakın-halka ve  ,K  ,  ,M   nın bir alt yakınlık 

grubu olsun. Bu durumda  rK K N B K
   ise K  ya M  nin bir alt yakınlık yakın-

halkası denir. 

Örnek 7.2.6  , ,M    bir yakınlık yakın-halka olsun. O zaman 0M  ve cM , M  

üzerinde tanımlanan “+” ve “  ” işlemlerine göre birer alt yakınlık yakın-halkadır. 

Teorem 7.2.7 M  bir yakınlık yakın-halka ve K  da M  nin boştan farklı bir alt 

kümesi olsun.   ,rN B K
   ve   ,rN B K

   birer grupoid olsun. Bu durumda K  

nın M  yakınlık yakın-halkasının bir alt yakınlık yakın-halkası olması için gerek ve 

yeter koşul, her x K  için x K   olmasıdır. 

İspat. ( ) :Þ  K  nın M  yakınlık yakın-halkasının bir alt yakınlık yakın-halkası 

olsun. Bu durumda  ,K   bir yakınlık grubudur. Böylece her x K  için x K   

dir. 

 ( ) :Ü  Hipotezden   ,rN B K
   bir grupoid ve ÍK M  olduğundan ve 

Teorem 5.1.15 gereğince  ,K   bir yakınlık grubudur.   ,rN B K
   bir grupoid ve 

ÍK M  olduğundan, her , , Îx y z K  için ( )
*

× Î rx y N B K  ve ( ) ( )x y z x y z× × = × ×  

birleşme özelliği ( )
*

rN B K  de sağlanır. O zaman  ,K   bir yakınlık yarı-gruptur. 

Ayrıca,   ,rN B K
   ve   ,rN B K

   birer grupoid ve M  bir yakınlık yakın-

halka olduğundan, her , ,x y z K  için      =x y z x z y z      özelliği  rN B K


 

da sağlanır. Böylece K , M  nin bir alt yakınlık yakın-halkasıdır. 
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Örnek 7.2.8 Örnek 7.1.5 te verilen  , ,M    yakınlık yakın-halkasının { },=K a f  alt 

kümesi dikkate alındığında; K , M  üzerinde tanımlanan “+” ve “  ” işlemlerine göre 

bir alt yakınlık yakın-halkasıdır. 

Tanım 7.2.9 M  bir yakınlık yakın-halka ve G  bir yakınlık M -grup olsun.  H , 

 ,G   nın bir alt yakınlık grubu olsun. O zaman  rH M N B H
   koşulu 

sağlanıyorsa H  ye G  nin bir alt yakınlık M -grubu denir. 

Tanım 7.2.10 M  bir yakınlık yakın-halka ve I ,  ,M   nın bir alt yakınlık grubu 

olsun.   ,rN B I
   ve   ,rN B I

   birer grupoid olsun. Bu durumda 

(i)  rI M N B I
  , 

(ii) Her ,x y M  ve her a I  için    rx y a x y N B I
      

koşulları sağlanıyorsa I  ya M  nin bir yakınlık ideali denir. 

 Ayrıca, sadece (i) koşulunu sağlayan I  ya M  nin sağ yakınlık ideali denir ve 

sadece (ii) koşulunu sağlayan I  ya M  nin sol yakınlık ideali denir. 

Örnek 7.2.11 Örnek 7.1.5 te verilen  , ,M    yakınlık yakın-halkasının { },=K a f  

alt kümesi dikkate alındığında; K , M  üzerinde tanımlanan “+” ve “  ” işlemlerine 

göre bir yakınlık idealidir. 

Tanım 7.2.12 M  bir yakınlık yakın-halka ve G  bir yakınlık M -grup olsun. O 

zaman H , G  nin bir alt yakınlık M -grubu olmak üzere, her g G , her h H  ve 

her x MÎ  için    rx g h xg N B H
    koşulu sağlanıyorsa H  ye G  nin bir 

yakınlık ideali denir. 

 

7.3 Yakın Zayıf Kalan Sınıflarının Yakınlık Yakın-Halkası 

 

M   bir yakınlık yakın-halka ve K , M  nin bir alt yakınlık yakın-halkası 

olsun. Bu durumda ,x y M  olmak üzere, M  nin elemanları arasında aşağıdaki gibi 

bir “ ~r ” bağıntısı tanımlanabilir: 
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   0~ : .r Mx y x y K      

 
Teorem 7.3.1 M  bir yakınlık yakın-halka olmak üzere; “ ~r ” bağıntısı M  üzerinde 

bir sağ zayıf eşdeğerlik bağıntısıdır. 

İspat.  ,M   bir yakınlık grubu olduğundan, her x MÎ  için x M- Î  dir. 

( ) { }0 0M Mx x K+ - = Î È  olduğundan ~rx x  olur. Her ,x y M  için ~ rx y  ise 

( ) { }0Mx y K+ - Î È , yani ( )x y K+ - Î  veya ( ) { }0Mx y+ - Î  olur. ( )x y K+ - Î  

ise  ,K  ,  ,M   nın bir alt yakınlık grubu olduğundan 

( )( ) ( )x y y x K- + - = + - Î  dır. Böylece ~ry x  bulunur. Ayrıca, ( ) { }0Mx y+ - Î  

ise ( ) 0Mx y+ - =  dir. Buradan ( ) ( )( ) 0 0M My x x y+ - = - + - = - =  ve böylece 

~ ry x  olur. Sonuç olarak, “ ~r ” bağıntısı M  üzerinde bir sağ zayıf eşdeğerlik 

bağıntısıdır. 

Herhangi bir x M  için, “ ~r ” sağ zayıf eşdeğerlik bağıntısının M  yakınlık 

yakın-halkasında belirttiği sınıf 

 

   = | , ,rx k x k K x M k x M x       

 
dir. 

Tanım 7.3.2 M  bir yakınlık yakın-halka olmak üzere, “ ~r ” sağ zayıf eşdeğerlik 

bağıntısının M  de belirttiği sınıflara yakın sağ zayıf kalan sınıfı denir. 

Herhangi bir x M  için yakın sağ zayıf kalan sınıfı K x  ile gösterilir, yani 

 

   = | , ,K x k x k K x M k x K x        

 
dir. 

Benzer olarak ,x y M  olmak üzere, M  yakınlık yakın-halkasının 

elemanları arasında aşağıdaki gibi bir “ ~ ” bağıntısı tanımlanabilir: 
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   :~ 0 .x y x y K      

 
Teorem 7.3.3 M  bir yakınlık yakın-halka olmak üzere, “ ~ ” bağıntısı M  üzerinde 

bir sol zayıf eşdeğerlik bağıntısıdır. 

İspat.  ,M   bir yakınlık grubu olduğundan, her x MÎ  için x M- Î  dir. 

( ) { }0 0M Mx x K- + = Î È  olduğundan ~x x  olur. Her ,x y M  için ~x y  ise 

( ) { }0Mx y K- + Î È , yani ( )x y K- + Î  veya ( ) { }0Mx y- + Î  olur. ( )x y K- + Î  

ise  ,K  ,  ,M   nın bir alt yakınlık grubu olduğundan 

( )( ) ( )x y y x K- - + = - + Î  dır. Böylece ~y x  bulunur. Ayrıca, ( ) { }0Mx y- + Î  

ise ( ) 0Mx y- + =  dir. Buradan ( ) ( )( ) 0 0M My x x y- + = - - + = - =  ve böylece 

~y x  olur. Sonuç olarak, “ ~ ” bağıntısı M  üzerinde bir sağ zayıf eşdeğerlik 

bağıntısıdır. 

Herhangi bir x R  için, “ ~ ” sol zayıf eşdeğerlik bağıntısının M  yakınlık 

yakın-halkasında belirttiği sınıf 

 

   = | , ,x x k k K x M x k M x       

 
dir. 

Tanım 7.3.4 M  bir yakınlık yakın-halka olmak üzere, “ ~ ” eşdeğerlik bağıntısının 

M  de belirttiği sınıflara yakın sol zayıf kalan sınıfı denir. 

Herhangi bir x M  için yakın sol zayıf kalan sınıfı x K  ile gösterilir, yani 

 

   = | , ,x K x k k K x M x k M x        

 
dir. 

 ,M   yakınlık grubu değişmeli ise = rx x  olur. Fakat yakınlık yakın-halka 

tanımı gereğince  ,M   yakınlık grubunun değişmeli olması gerekmediğinden x  
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ile rx  birbirine eşit olmayabilir. 

M  bir yakınlık yakın-halka ve K , M  nin bir alt yakınlık yakın-halkası 

olmak üzere, 

 

 ~/ = |M x K x M 


 

 
M  nin K  ile belirlenen tüm yakın sol zayıf kalan sınıflarının kümesidir. Burada M  

yerine  rN B M


 alınırsa, 

 

     ~/ = |r rN B M x K x N B M
  


 

 
elde edilir. Bu durumda 

 

    = | , ,rx K x k k K x N B M x k M x
        

 
olur. 

Tanım 7.3.5 M  bir yakınlık yakın-halka ve K , M  nin bir alt yakınlık yakın-

halkası olsun. ,x y M  olmak üzere, x K  ve y K  sırasıyla x  ve y  elemanlarının 

belirlediği yakın sol zayıf kalan sınıflar olsun. Bu durumda  rx y N B M
   

elemanının belirlediği iki yakın sol zayıf kalan sınıfının toplamı 

 

        | , ,rx y k k K x y N B M x y k M x y
           

 
ile tanımlıdır ve 

 

     =x K y K x y K      

 
şeklinde gösterilir. 

Tanım 7.3.6 M  bir yakınlık yakın-halka ve K , M  nin bir alt yakınlık yakın-

halkası olsun. ,x y M  olmak üzere, x K  ve y K  sırasıyla x  ve y  elemanlarının 
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belirlediği yakın sol zayıf kalan sınıflar olsun. Bu durumda  rx y N B M
   

elemanının belirlediği iki yakın sol zayıf kalan sınıfının çarpımı 

 

        | , ,rx y k k K x y N B M x y k M x y
           

 
ile tanımlıdır ve 

 

     =x K y K x y K     

 
şeklinde gösterilir. 

Tanım 7.3.7   algılanabilen nesneler kümesi, M   bir yakınlık yakın-halka ve 

K , M  nin bir alt yakınlık yakın-halkası olsun. ~/M

, M  nin K  ile belirlenen tüm 

yakın sol zayıf kalan sınıflarının kümesi ve  A ,  A   kümesinin tanımsal 

yakınlık küme ailesi olmak üzere, 

 

   
 

 
~

~
/

/ =r
A M

N B M A








 






  

 
kümesine ~/M


 nin üst yaklaşımı denir. 

Teorem 7.3.8 M  bir yakınlık yakın-halka; K , M  nin bir alt yakınlık yakın-halkası 

ve ~/M

, M  nin K  ile belirlenen tüm yakın sol zayıf kalan sınıflarının kümesi 

olsun. Bu durumda 

 

      ~ ~/ /r rN B M N B M
 

 
 

 
ise ~/M


, her ,x y M  için 

 

     =x K y K x y K      

 
ve 
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     =x K y K x y K     

 
ile tanımlı işlemlerle birlikte bir yakınlık yakın-halkadır. 

İspat. ( ) :1YN ( )1YG   ,M   bir yakınlık grubu olduğundan,  rx y N B M
   ve 

~, /x K y K M  

 için 

 

         ~= /rx K y K x y K N B M
     


 

 
dir. Hipotezden, ~, /x K y K M  


 için 

 

         ~= /rx K y K x y K N B M
     


 

 
olur. 

 ( )2YG   ,M   bir yakınlık grubu olduğundan, her , ,x y z M  için birleşme 

özelliği  rN B M


 de geçerlidir. Bu durumda ~, , /x K y K z K M   

 için 

 

  

           
  

  
    
      

x K y K z K x y K z K

x y z K

x y z K

x K y z K

x K y K z K

         

   

   

    

     

 

 

eşitliği    ~/rN B M



 de sağlanır. O zaman hipotez gereğince, 

~, , /x K y K z K M   

 için birleşme özelliği    ~/rN B M




 de geçerlidir. 

  ( )3YG   ,M   bir yakınlık grubu olduğundan, her x M  için 

0 0M Mx x x     olacak şekilde bir  0M rN B M
  vardır. Bu durumda her 

~/x K M 

 için 
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     0 = 0M Mx K K x K x K       , 

     0 = 0M MK x K x K x K        

 

bulunur. Böylece       ~ ~0 / /M r rK N B M N B M
   

 
, ~/M


 nin “ ” 

işlemine göre yakın birim elemanıdır. 

 ( )4YG   ,M   bir yakınlık grubu olduğundan, her x M  için 

0Mx y y x     olacak şekilde bir y x M    vardır. Bu durumda her 

~/x K M 

 için 

 

       = 0Mx K x K x x K K         , 

       = 0Mx K x K x x K K          

 
olur. Buradan  x K  , x K  nın “ ” işlemine göre yakın tersidir. 

Böylece  ~/ ,M 


 bir yakınlık grubudur. 

( ) :2YN ( )1YS   ,M   bir yakınlık yarı-grup olduğundan,  rx y N B M
   

ve ~, /x K y K M  

 için 

 

         ~= /rx K y K x y K N B M
    


  

dir. Hipotezden, ~, /x K y K M  

 için 

         ~= /rx K y K x y K N B M
    


  

 
olur. 

( )2YS   ,M   bir yakınlık yarı-grup olduğundan, her , ,x y z M  için 

birleşme özelliği  rN B M


 de geçerlidir. Bu durumda ~, , /x K y K z K M   

 

için 
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           
  
  

    
      

x K y K z K x y K z K

x y z K

x y z K

x K y z K

x K y K z K

      

   

   

   

   

  



 

 

 

eşitliği    ~/rN B M



 de sağlanır. 

 O zaman hipotez gereğince, ~, , /x K y K z K M   

 için birleşme özelliği 

   ~/rN B M



 de geçerlidir. Böylece  ~/ ,M


  bir yakınlık yarı-gruptur. 

 ( ) :3YN  M  bir yakınlık yakın-halka olduğundan, her , ,x y z M  için sağdan 

dağılma özelliği  rN B M


 de geçerlidir. Bu durumda ~, , /x K y K z K M   

 

için 

 

           
  
    
     
         

x K y K z K x y K z K

x y z K

x z y z K

x z K y z K

x K z K y K z K

       

   

    

     

     

 

 

 

 

eşitliği    ~/rN B M



 de sağlanır. 

 O zaman hipotezden, ~, , /x K y K z K M   

 için sağdan dağılma özelliği 

   ~/rN B M



 de geçerlidir. 

 Sonuç olarak, ( ) ( )1 3YN YN-  özellikleri sağlandığından ~/M

 bir yakınlık 

yakın-halkadır. 
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Tanım 7.3.9 M  bir yakınlık yakın-halka ve K , M  nin bir alt yakınlık yakın-

halkası olsun. ~/M

 yakınlık yakın-halkasına M  nin K  ile belirlenen tüm yakın sol 

zayıf kalan sınıflarının yakınlık yakın-halkası denir ve /wM K  şeklinde gösterilir. 

 

7.4 Homomorfizmalar 

 

Tanım 7.4.1 1 2,M M   iki yakınlık yakın-halka olsun. Her 1,x y M  için 

 

     =x y x y     

 
ve 

 

     =x y x y     

 
olacak şekilde bir 

 

   1 2: r rN B M N B M    

 
fonksiyonu varsa   ye yakınlık yakın-halka homomorfizması denir. 1M  ve 2M  

yakınlık yakın-halkalarına da yakın homomorfiktir denir ve 1 2nM M  ile gösterilir. 

 ,   1rN B M


 den   2rN B M


 ye bir yakınlık yakın-halka homomorfizması 

olmak üzere, 

(i)   birebir ise   ye yakınlık yakın-halka monomorfizması, 

(ii)   örten ise   ye yakınlık yakın-halka epimorfizması, 

(iii)   birebir ve örten ise   ye yakınlık yakın-halka izomorfizması 

denir. 

  1rN B M


 den   2rN B M


 ye bütün yakınlık yakın-halka 

homomorfizmalarının kümesi     1 2,r rHom N B M N B M
 

 ile gösterilir. 

Tanım 7.4.2 M  bir yakınlık yakın-halka ve 1G  ile 2G  iki yakınlık M -grup olsun. 
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Her 1,g h G  ve her x M  için 

 

     =g h g h     

 
ve 

 

   =xg x g   

 
olacak şekilde bir 

 

   1 2: r rN B G N B G    

 
fonksiyonu varsa   ye yakınlık M -homomorfizması denir. 1G  ve 2G  yakınlık M -

gruplarına da yakın M -homomorfiktir denir ve 1 2nG G  ile gösterilir. 

 ,   1rN B G


 den   2rN B G


 ye bir yakınlık M -homomorfizması olmak 

üzere, 

(i)   birebir ise   ye yakınlık M -monomorfizması, 

(ii)   örten ise   ye yakınlık M -epimorfizması, 

(iii)   birebir ve örten ise   ye yakınlık M -izomorfizması 

denir. 

  1rN B G


 den   2rN B G


 ye bütün yakınlık M -homomorfizmalarının 

kümesi     1 2,M r rHom N B G N B G
 

 ile gösterilir. 

Örnek 7.4.3 M  bir yakınlık yakın-halka ve G  bir yakınlık M -grup olsun. O zaman 

her g G  ve her x M  için  x xg   şeklinde tanımlanan 

   : r rN B M N B G    fonksiyonu bir yakınlık M -homomorfizmasıdır, yani 

    ,M r rHom N B M N B G    dir. 

Teorem 7.4.4 1 2,M M   iki yakınlık yakın-halka ve  ,   1rN B M


 den 
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  2rN B M


 ye bir yakınlık yakın-halka homomorfizması olsun. Bu durumda 

(1)  
2 20M rN B M

 , 2M  nin yakın sıfır elemanı olmak üzere, 

 
1 2

0 = 0M M  dir. 

(2) Her 1x M  için    =x x    dir. 

İspat. (1) 
1 1 1

0 0 0M M M   olup, bu eşitliğe   yakınlık yakın-halka homomorfizması 

uygulanırsa 

 

       
1 1 1 1 1

0 0 0 0 0M M M M M        

 
elde edilir. Böylece 2M  deki “+” işlemine göre mevcut olan etkisiz elemanın 

tekliğinden dolayı  
1 2

0 = 0M M  dir. 

 (2) 1x M  olmak üzere,  
1

0M x x    dir. Bu eşitliğe   yakınlık yakın-

halka homomorfizması uygulanır ve (1) kullanılırsa 

 

        
2 1

0 0M M x x x x           

 
olur. Benzer şekilde, 1x M  için    

2
0M x x     olduğu gösterilebilir. Böylece 

2M  deki “+” işlemine göre  x  elemanının mevcut olan tersinin tekliğinden dolayı 

   =x x    dir. 

Tanım 7.4.5 1 2,M M   iki yakınlık yakın-halka ve 

 

    1 2,r rHom N B M N B M    

 
olmak üzere, 

 

  21 0MKer x M x     

 
kümesine   yakınlık yakın-halka homomorfizmasının çekirdeği denir. 
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Teorem 7.4.6 1 2,M M   iki yakınlık yakın-halka ve  ,   1rN B M


 den 

  2rN B M


 ye bir yakınlık yakın-halka homomorfizması olsun. Bu durumda 

  ,rN B Ker   ve   ,rN B Ker   birer grupoid olmak üzere; Ker , 1M  in 

bir alt yakınlık yakın-halkasıdır. 

İspat. x Ker   olsun. O zaman  
2

= 0Mx  dir. Ayrıca, 1 2,M M   iki yakınlık 

yakın-halka olduğundan  
1 10M rN B M

  ve  
2 20M rN B M

  olup, Teorem 7.4.4 

(1) den  
1 2

0 = 0M M  dir. Bu durumda 

 

        
2 1

0 0M M x x x x           

 
olur ki,  

2
= 0Mx  olduğundan  

2
= 0Mx  elde edilir. O zaman   yakınlık 

yakın-halka homomorfizmasının çekirdeğinin tanımı gereğince x Ker    dir. 

Böylece Teorem 7.2.7 dikkate alınırsa Ker , 1M  in bir alt yakınlık yakın-

halkasıdır. 

Teorem 7.4.7 1 2,M M   iki yakınlık yakın-halka, 1K M  ve  ,   1rN B M


 den 

  2rN B M


 ye bir yakınlık yakın-halka homomorfizması olsun. Bu durumda 

  ,rN B K
   ve   ,rN B K

   birer grupoid olmak üzere; K , 1M  in alt yakınlık 

yakın-halkası ve 

 

      =r rN B K N B K  
 

 
ise     = |K x x K   , 2M  nin bir alt yakınlık yakın-halkasıdır. 

İspat. 1 2,M M   iki yakınlık yakın-halka olduğundan  
1 10M rN B M

  ve 

 
2 20M rN B M

  olup, Teorem 7.4.4 (1) den  
1 2

0 = 0M M  dir. O zaman 
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        
2 1

0 0 =M M r rN B K N B K      

 

elde edilir ki,    rN B K    ve dolayısıyla  K   olur. x K  olmak 

üzere; K , 1M  in bir alt yakınlık yakın-halkası olduğundan, Teorem 7.2.7 gereğince 

x K   dır. Bu nedenle Teorem 7.4.4 (2) den, her    x K   için 

 

     x x K       

 
bulunur. Böylece Teorem 7.2.7 dikkate alındığında  K , 2M  nin bir alt yakınlık 

yakın-halkasıdır. 

Teorem 7.4.8 1 2,M M   iki yakınlık yakın-halka, 2L M  ve  ,   1rN B M


 den 

  2rN B M


 ye bir yakınlık yakın-halka homomorfizması olsun. Bu durumda 

  ,rN B L
   ve   ,rN B L

   birer grupoid olmak üzere; L , 2M  nin alt yakınlık 

yakın-halkası ise     1
1= |L x M x L    , 2M  nin bir alt yakınlık yakın-

halkasıdır. 

İspat.  1x L   olsun. Bu durumda  x L   olup; L , 2M  nin bir alt yakınlık 

yakın-halkası olduğundan, Teorem 7.2.7 gereğince  x L   elde edilir. O zaman 

Teorem 7.4.4 (2) den  x L    ve dolayısıyla  1x L    bulunur. Böylece 

Teorem 7.2.7 dikkate alınırsa     1
1= |L x M x L    , 2M  nin bir alt yakınlık 

yakın-halkasıdır. 
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8. SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

 

Günümüz matematik ve mühendislik dünyasında fuzzy kümeler, yaklaşımlı 

kümeler, yakın kümeler ve ilgili cebirsel yapılar önemli bir yere sahiptir. Bu nedenle 

lisansüstü seviyede araştırmalar yapmak ve yeni sonuçlar elde etmek amacıyla, 

yakınlık cebirsel yapılar ile ilgili çalışmalar incelenmiştir. Bu incelemeler sonucunda 

yakın-halka kavramı dikkate alınarak, yakın yaklaşım uzayında halka kavramı 

genelleştirilmiş ve bazı özgün sonuçlar elde edilmiştir. Böylece literatüre yeni bir 

kaynak kazandırılmıştır. 
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