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1. GIRIS

Bu calismanin birinci bdlimiinde, arastirmanin amaci ve Oneminden
bahsedilmistir. Ikinci béliimde, bu ¢alismanin amacina uygun olarak literatiir 6zeti
sunulmustur. Uciincii béliimde, bu calismada kullanilan materyal ve ydntem
aciklanmistir. Dordiincii boliimde, yakin kiimeler ve yakin yaklagim uzaylar ile ilgili
bazi temel bilgiler verilmistir. Beginci boliimde, yakinlik cebirsel yapilar ile ilgili
baz1 sonuglar incelenmistir. Altinci bdliimde, yakin halkalar ile ilgili bazi temel
Ozelliklerden bahsedilmistir. Yedinci boliimde, yakinlik yakin halka kavrami

tanimlanmis ve bazi 6zgiin sonuglar verilmistir.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

Kiime kavrami ilk defa 1874 yilinda G. Cantor tarafindan tanimlanmistir.
I¢inde yasadigimiz dogada bir¢ok belirsizlik durumu s6z konusudur. Bu belirsizlikler
ancak kiime teorisi yardimu ile algilanabilir. 1874 yilindan giiniimiize kadar siirekli
olarak simnirlarin1 zorlayan ve gelisen kiimeler teorisi insanliga yeni ufuklar
acmaktadir.

Zadeh [1] belirsizligi betimlemek i¢in herhangi bir kiimenin fuzzy alt
kiimesini tanimlamistir. Daha sonra Rosenfeld [2] fuzzy alt kiime kavramini
kullanarak herhangi bir grubun fuzzy alt grubunu tanimlamistir. Rosenfeld’in bu
calismasi fuzzy cebirin gelismesinde onemli bir rol iistlenmistir. Bu ¢alismalardan
sonra bir¢ok matematik¢i bu konuyu incelemistir. Bu konu ile ilgili detayl bilgiler
Fuzzy Commutative Algebra [3] ve Fuzzy Group Theory [4] adli kaynaklarda
verilmistir.

Pawlak [5] belirsizlik problemini ¢dzmek icin yaklasimli kiime kavramini
tanimlamustir. Belirsizlik ile ilgili yeni bir matematiksel model olan yaklagimli kiime
teorisi hem teoride hem de pek ¢ok miihendislik alaninda biiytik ilgi gormiistiir [6-8].

Peters yaklasimli kiime kavraminin bir genellestirmesi olarak yakin kiime
kavramini tanimlamistir. Yakin kiime teorisi ile ilgili bilgiler i¢in [9-11] nolu
kaynaklar incelenebilir.

Yukarida belirtilen kiime teorileri dikkate alindiginda, fuzzy kiime, yaklagiml
kiime ve yakin kiime kavramlarinin Cantor’un klasik kiime kavramini tamamlayan
ve belirsizlik durumlarinin modellenmesine yardimci olan kavramlar oldugu
goriilmektedir.

Gliniimiiz matematik ve miihendislik diinyasinda fuzzy kiimeler, yaklasimli
kiimeler, yakin kiimeler ve ilgili cebirsel yapilar 6nemli bir yere sahiptir. Bu nedenle
yeni sonuglar elde etmek amaciyla, 6zellikle [12-15] nolu kaynaklar dikkate alinarak,
yakin kiime teorisinde cebirsel yapilar ile ilgili ¢aligmalar incelenmistir. Boylece

yakin yaklagim uzayinda halka kavramini genellestirmek hedeflenmistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Yakin halkalar ve yakinlik halkalar1 ile ilgili olarak temin ettigimiz kitaplar
ve makaleler, mevcut bilimsel yontemler kullanilarak incelenmistir. Tez
calismamizin amacina uygun olarak veriler bir araya getirilmig ve 0zgiin sonuglar

elde edilmistir.
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4. TEMEL KAVRAMLAR

4.1 Yakin Kiimeler

Tanim 4.1.1 (G,*) bir cebirsel yapi, yani her a,h e G igin a*beG ise G ye bir
grupoid denir.

Tamm 4.1.2 [10] Algilanabilen nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden reel

degerli fonksiyonlara ¢ikarim fonksiyonu denir.

Tamm 4.1.3 Algilanabilen nesneler, yansiyan 151k kaynagindaki gorsel cisimlerin

ayirt edici dzellikleri olmak iizere, O algilanabilen nesnelerin kiimesi olsun. R reel

sayillar kiimesi ve X c O olmak ilizere, bir ¢ gorsel ¢ikarim fonksiyonu
@ : X = R seklinde tanimlanir. x € X nesnesi i¢in (p(x), x € X nesnesinin gorsel

algidaki zenginligini temsil eder.

Tanmim 4.1.4 [10] algilanabilen nesnelerin bostan farkli sonlu bir kiimesi ve F

nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlarinin bos olmayan

bir kiimesi olmak iizere, ((9, F ) ye bir algilanabilir sistem denir.

Sembol Anlami
R Reel sayilar kiimesi,
O Algilanabilen nesnelerin kiimesi,
1% (O) O nun kuvvet kiimesi
X X c O o6rnek nesnelerin kiimesi,
X x €O 6rnek nesne,
Nesnelerin  ayirt  edici  Ozelliklerini  temsil eden  ¢ikarim
d fonksiyonlariin kiimesi,
B Bc F,
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L Tanim uzunlugu,

i i<L, LeZ’,

®, @, :O = R ¢ikarim fonksiyonu,

) 0:0 — R" nesne tanimlamast,

0(x) 0(x)= (qp1 (x),0,(x), 0, (%) 0. (), 0, (x))

Tablo 4.1

Nesneler ancak matematiksel birtakim tanimlamalar yardimiyla bilgisayar

sistemleri tarafindan algilanabilirler. Bir xe€X nesnesinin tanimi, ¢ikarim

fonksiyonlar1 yardimiyla belirlenen (D(X) fonksiyonu ile belirlenir. Burada 6nemli

konulardan biri de @, € B ¢ikarim fonksiyonlarin, nesnelerin hangi yoniiyle
tanimlandig1 dikkate alinarak belirlenmesidir. B F, X c O o6rnek nesnelerin

ayirt edici 6zelliklerini temsil eden gikarim fonksiyonlarmin kiimesi ve ¢, : O = R
olmak tizere, @, € B olsun. Nesnelerin ayirt edici ozelliklerini temsil eden @,

fonksiyonlariin, ¢, (x) degerlerinin bilesimi dikkate alimirsa ®: O — R"

0(x) =(,(x),0,(x).0;(x),00s 0, (%) s0r 0, (%))

tanim uzunlugu ‘(D‘ =L olan nesne tamimlamasidir. Ozellikle goriintii analizi gibi

bilgisayar uygulamalar1 dikkate alinirsa, (D(X) tanimlamasinin altinda sezgisel

olarak ¢, fonksiyonlar1 tarafindan modellenen her bir sensoriin 6lgiimlerinin

kaydedilmesi vardir.
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Sembol Anlami

~p ~p = {(x,x')|v peB,p (x) = (x')} ayirt edilemezlik bagintisi,
[x], [x], = {x'€ X|x~, x'} yakinlik smifi,

O ~, O/ ~,={[x], [x €O} boliim kiimesi,

Sp &y =0/ ~,,

A, A,, =|@, (x")= @, (x)| gikarim fonksiyonlarmn fark:

Tablo 4.2

Tanim 4.1.5[10] x,x' € © ve B< F olsun. i < |CD| tanim uzunlugu olmak lizere,
{(x,x') eO xO‘qui €B,A, = O}

b

seklinde tanimlanan bagintiya O {izerinde ayirt edilemezlik bagintist denir ve “~5’
ile gosterilir.
Tanim 4.1.6 [10] B < F, nesnelerin tanimlanmast ile ilgili ¢ikarim fonksiyonlarinin

kiimesi olsun. x,x" € O olmak iizere, x ~ (o) x' (A o = 0) olacak sekilde en az bir

@, € B varise x ve x' nesneleri birbirlerine minimal yakindir denir.

Tanmm 4.1.7 [10] X, X'c® ve Bc F olsun. Bu durumda xe X, x'e X' i¢in

X~ x' olacak sekilde ¢, € B varise X kiimesi X' kiimesine yakindir denir.

Tanm 4.1.8 [10] X c O ve x,X'€X olsun. x, x' nesnesine yakin ise X

kiimesine kendisi ile ilgili yakin kiime veya bu duruma X kiimesinin yansimal:

yakinligr denir.

Teorem 4.1.9 [10] &; =0/ ~, ayrisimundaki her bir simf yakin kiimedir.
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Ispat. &,=0/~,= {[x] R |x e(’)} ayrisimindaki herhangi bir [x]B siifi  ayni

tanimlamalara sahip nesnelerin kiimesidir, yani x,x’ € [x] R 1se
X~p X (her @, € B igin A, = ‘(pi (x') -, (x)‘ =0)
olur. Yansimali yakinlik tanimi dikkate alinirsa, [x] , €&, smifl yakin kiimedir.

Teorem 4.1.10 [10] &, ayrisimu bir yakin kiimedir.

ispat. “~;”, O nesneler kiimesinin & =0/ ~; ayrigmum tanimlayan bir ayirt
edilemezlik bagintis1 olsun. [X]B €&, smifimin yakin kiime oldugu ve &z ayrigimi

birbirleriyle yakin olan nesneler igerdiginden & bir yakin kiimedir.

Tamm 4.1.11 [10] O algilanabilen nesnelerin kiimesi, F nesnelerin ayirt edici

(13

ozelliklerini temsil eden cikarim fonksiyonlarmin kiimesi ve “~3”, O nesneler

kiimesinin B < F ile ilgili &; =0/ ~, ayrisimim belirleyen bir ayirt edilemezlik
bagintist olmak iizere, ((9,.7: ,~B) yapisina temel yaklasim uzayr (FAS-

Fundamental Approximation Space) denir.

Temel yaklasim uzayi, yaklagimli kiime teorisinin temeli olarak dikkate
alinir. Aynmi zamanda bir yaklasim uzayi, var olan algilarimizin yapisal

(matematiksel) modelleri olarak gozlemlenebilir.

4.2 Yakin Yaklasim Uzay1

Sembol Anlamu

B BcF,

(| BU @, € B fonksiyonlarinin sayisinin 7 1i kombinasyonu,
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B, r< |B ,

~ B yardimiyla tanimlanan ayirt edilemezlik bagintisi,
[x]Br [x]Br = {x' €O ‘x ~3 x’}, r S|B| yakilik sinifi,

@ ~ Of ~, = {[x] 5 ‘x EO} bolim kiimesi,

5@}@ g@,B,_ = O/ ~B, ,

N, (B) N, (B) = {50, 5 |B, B} ayrisimlarin kiimesi,

Vi, Vy go((’)) X 50((’)) - [O, 1] yakinlik fonksiyonu,

N (B) X N, (B)* X= U [X]B alt yaklasim,
r * [ 2

x] 5 cX

N,(B) X N, (B)*X: U [X]B, tist yaklagim,

[x], NX=2

b, () | (B XON(B). X = [xeN.(B) X|xeN,(B), X]

yakin sinir bolgesi

Tablo 4.3

O algilanabilir nesnelerin kiimesi ve F kiimesi de nesnelerin ayirt edici

ozelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlariin kiimesi olsun.

2

r, kisitlanmis B. € B < F alt kiimesinin kardinalitesi olmak iizere; “~ B

yaklasimli kiime teorisinden B, < B alt kiimesine kisitlanmis1 olan ayirt edilemezlik

13 2

bagintisidir. B, kiimesinin her se¢imi, “~, ” aywrt edilemezlik bagmntisinin @)
algilanabilir nesneler kiimesinin farkli bir ayristmimin tanimlanmasina yol acar. Bu

secim;

B| , B deki ¢ikarim fonksiyonlarinin sayisi ve », B, kiimesinin kardinalitesi

olmak tizere, (|B |j farkl1 sekilde yapilabilir.
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13

~p 7 ayut edilemezlik bagmtisi, O algilanabilir nesneler kiimesini ikiser

ikiser ayrik olan [x ]B‘ yakinlik siniflarina ayirir. Bu simiflarin O/ ~ 5= {[x] 5 ‘x e(’)}

kiimesi bolim kiimesidir. ¢, ayrigmmi & O,&:O/ ~p dir. Ayrisimlarin bir ailesi

olan N, (B) kiimesi de N, (B)={&, , |B, c B} dir.

Aynca, V) yakmlik fonksiyonu v, :@(O)X go((’))—)[O,l] seklindedir.
Yakinlik fonksiyonu bir kiime ¢iftinden [0,1] araligina tanimli bir fonksiyon olup,

vy yakinhk fonksiyonu B, < B deki fonksiyonlar yardimiyla 6zellikleri belli olan

nesne kiimeleri arasindaki yakinlik derecesini temsil eder.

Nesne ozelliklerini temsil eden B. € B < F alt kiimelerinin her birinin (|B |)

farkli segimi, birer farkli ~p = {(x,x’) cOxO |V ¢, €B.,o,(x)=09, (x)} ayirt

edilemezlik bagmntisi, [ x]B = { x'eO ‘ X~ x'} yakinlik smnifi, S,  ayrigim,

N, (B ) = {50, 5, B.cB } aynigimlar kiimesi ve v, yakinlik fonksiyonu belirler. Bu
durumda (x,x') €~y ise x ile x' nesnelerine B B deki tim ¢ikarim
fonksiyonlarina gore B — ayirt edilemezdir denir.

Tamm 4.2.1 [10] O algilanabilir nesneler kiimesi; JF , nesnelerin ayirt edici
ozelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlarinin kiimesi ve 7 < |B | olmak iizere;
“~p 7, O nesneler kiimesinin B, c B F ile ilgili & o,g:O/ ~p ayrigimini
belirleyen bir ayirt edilemezlik bagintisi, N, (B):{SO’B" |Br gB} ayrigimlarin
kiimesi ve Vy yakinlik fonksiyonu olsun. Bu durumda (O,]-" ,~g N, (B),er)

yapisina yakin yaklasim uzayi (NAS-Nearness Approximation Space) denir.

Teorem 4.2.2 [10] Ayrisimlarin ailesi olan NV, (B) kiimesi bir yakin kiimedir.
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Ispat. Sop EN, (B) aynisimi [x] ~ simflarmi igerdiginden ve bu smiflar birer

BI‘
yakin kiime olduklarindan &, bir yakin kiimedir. Bdylece N, (B) kiimesi bir yakin

kiimedir.

Tanm 4.2.3 [10] O nesneler kiimesi ve X < © olmak iizere, X kiimesinin

Bc F ileilgili N, (B)-alt yaklasim
N, (B).x= | [],
[],, <X

seklinde tanimlanir.

Tanmm 4.2.4 [10] O nesneler kiimesi ve X < © olmak iizere, X kiimesinin

Bc F ileilgili N, (B) -iist yaklagimi

N8y x= U [,

[x]B, NX=2

seklinde tanimlanir.

Teorem 4.2.5 [10] O nesneler kiimesi ve X c @ olmak iizere, X kiimesinin

N, (B) -alt yaklasimi bir yakin kiimedir.

Ispat. Alt yaklasimin tanimi dikkate almirsa, N, (B )* XcX ve N, (B)* X, X in

alt kiimeleri olan [x], smuflarindan olusur. [x], smiflarimin her biri yakin kiime

BI‘

oldugundan N, (B ) -alt yaklagimi da bir yakin kiimedir.

Benzer durum iist yaklasim i¢in de gegerlidir.

Teorem 4.2.6 [10] O nesneler kiimesi ve X c @ olmak iizere, X kiimesinin

N, (B) -list yaklagimi bir yakin kiimedir.

10
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Tanim 4.2.7 [10] Bir X c O kiimesinin sinir bolgesi,

Bnd,, () (X)=N, (B)*X\Nr (B). X

~(ve N, (B) X|xeN, (B). X

seklinde tanimlanir.

Teorem 4.2.8 [10] O nesneler kiimesi ve X c O olmak iizere, X kiimesinde

‘B”d/v,w) (X)‘ >0 ise X kiimesi bir yakin kiimedir.

Ispat. ‘Bnd (X)‘>0 ve ‘B”dN,(B)(X)‘=0 olmak Ttzere, iki durum s6z

N, (B)

konusudur.
1) ‘B”dw,(g)(X )‘ >0 (B”dw,(g) (X)== @) olsun. Bostan farkli sinir bolgesi
olan X c O kiimesi dikkate alinsin. Bunun anlami N, (B)* X cN, (B)* X, yani

N, (B)* X alt yaklasim N, (B)* X st yaklasiminin bir alt kiimesi ve ayn1 zamanda
N, (B)*X alt yaklasgimi X in bir alt kiimesidir. Boylece Teorem 4.2.5 ten X bir
yakin kiimedir.

2) ‘BndN,.(B) (X )‘ =0 (BndN,.(B) (X) = @) olsun. ‘BndN,.(B) (X )‘ =0 ise

N, (B)*X =N, (B)*X ve N, (B)*XQX dir. Bu nedenle N, (B)*X ve X ortak

tanimlamalara sahip nesneler igerir. Her yakinlik simifi bir yakin kiimedir. Alt

yaklagimin tanimindan Nr(B)*X deki tim simmiflar aymt zamanda X in alt

kiimeleridir. Boylece X bir yakin kiimedir.
Teorem 4.2.9 [10] Alt veya iist yaklasima sahip olan her kiime bir yakin kiimedir.

Ispat. Teorem 4.2.8 dikkate alimirsa, X kiimesi bir yakin kiimedir ancak ve ancak

‘B”dw,(s)(X)‘ZO dir. ‘B”dN,.(B)(X)‘>O ise X kiimesi yaklasima sahip olan

11
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kiimedir, yani X kiimesi bir yakin kiimedir. ‘ Bnd, (x )‘ =0 ise X yakin kiime

olarak dikkate alinabilir, ancak alt veya iist yaklagima sahip olamaz. Sonug olarak, alt
veya st yaklasima sahip olan bir kiime yakin kiimedir, ancak her yakin kiime alt

veya iist yaklasima sahip degildir.

Ornek 4.2.10 [16] O = {a,b, c,d,e, f,g,h,i, j} algilanabilen nesnelerin kiimesi ve

B= {(ol,qoz,%} c F ¢ikarim fonksiyonlarmin kiimesi olsun.

00>V, ={a, 0,0,
0,0V, =la,a,},
0>V, = {0{1,0!2,0!3,0{4}
¢ikarim fonksiyonlar1 Tablo 4.2.2 deki gibi tanimlansin.

A b ¢ d e f g h i

% a4 oo o a o a a a 0
"4 46 a4 o a4 a o a 0 o

T I B R S R L 7R

Tablo 4.4

Bu durumda

, = {x'e0lp, (x)= 9 (a)=0a,}

{a.c.dij=[c], =[d], =[],
Ol (x)=p (b)=a,)}
{
=

b.g.jt=[gl, =[/],

x 6(9|(p1(x) qo,(e) a}

12
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={e.f.hp=[r], =171,
dir. O zaman &, = {[a]@ ,[b]@ ’[e]w} olur.

[a], = (' €Olp, (+')= 0, (a) = o}
={a.ce.fihij=[c], =[e], =[], =[n], =[i], .

[6],, = {x' € Olo.(x')= 0, (b) = .}
={b.d.g.jy=[d], =[¢], =[/]

)
dir. Buradan &, Z{[d]% ,[b](pz} olur. Son olarak,
[a]% = {x’ eO |§D3 (x")=¢,(a)= a3}

= {a,c,d,i} = [c]% = [d](p3 - [i]rps ’
[b]% _ {x’ c® |<p3 (x') =p,(b)= al}

={b.j}t=1/1,,-

[e], = {x' < Olp, ()=, (e)= .}
={e.n}=[1],

[/], ={x'Ole:(x)=0: ()=
={/.gi=lzl,

tiir. O zaman &, = {[a]% ,[b]% ,[e]% ’[f]%} olur.

Boylece =1 i¢in O algilanabilir nesneler kiimesinin ayrisimlarinin kiimesi
N1 (B) = {§</’1 ’5(/)2 ’§¢3 } tar.

X= {a, ¢ f, i} c O kiimesinin {ist yaklagimi

13
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NGBy x= U [5,

[x](pl_ NX==2

= [a]q)1 U [e]wl U [a]q)z U [a]‘P3 U [f]‘/’3
~{a,e,d,i}Ufe, £, 1} U{a,c.e, £, i} UL f g}
:{a,c,d,e,f,g,h,i}

dir. X kiimesinin alt yaklagimi

N(B)x= [x], =

[x] cX
dir. Ayrica, X kiimesinin sinir bolgesi de

nd, ., (X)=N,(B) X\N,(B), X
= {a,c,d,e,f,g,h,i}\@
={a,c,d,e, f,g.h,i}

olur.

Tanmm 4.2.11 [16] X c O, rS|B| ve B. c F olmak iizere; “~, ”, O lizerinde bir

ayirt edilemezlik bagintisi olsun. Her x,ye X igin [x] 5 [ y] R =[xy] 5 1s€ “rvg

ayirt edilemezlik bagmtisina O {izerinde tam ayirt edilemezlik bagintisi denir.

Teorem 4.2.12 [16] ((9, Fo~p sN.,vy ) yakin yaklagim uzayi ve X,Y < O olsun.

Bu durumda asagidaki 6zellikler gecerlidir.

(1) N,(B).(X) < X € N, (BY ().
() N,(B) (X 0¥)= N, (B) (X)UN, () (
() N,(B).(X AY) =N, (B), (X) "N, (B), ().

(4) X Y ise N,(B),(X)<=N,(B),(Y) dir.

r).

14
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(5) X <Y ise N, (B) (X)< N, (B) (Y) dir.
(6) N,(B).(XUY) 2N, (B).(X)UN.(B).(¥).

() N, (BY (X AY) N, (B) (X)nN, (B) (7).

Teorem 4.2.13 [16] ((9, F,rop N, vy ) bir yakin yaklasim uzayi olsun. X ve Y,

O algilanabilir nesneler kiimesinin bostan farkli alt kiimeleri olmak {izere,
N, (B) (X)N,.(B) (Y)= N, (B) (XY)
dir.

Teorem 4.2.14 [16] “~, 7, O lizerinde tam ay1rt edilemezlik bagintisi olsun. X ve

Y, O nun bostan farkli alt kiimeleri olmak {izere,

dir.
4.3 Tammsal Tabanh Kiime Islemleri

O algilanabilir nesnelerin kiimesi ve X <O olmak iizere; bir xeX
algilanabilir nesnesinin tanimi, nesnenin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden ¢ikarim

fonksiyonlar1 yardimi ile belirlenen @ fonksiyonu ile tespit edilir. B < F Ornek

nesnelerin ¢ikarim fonksiyonlarinin kiimesi ve @, :O — R olmak iizere, @, € B
olsun. Nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden ¢, fonksiyonlarinin, ; (X)

degerlerinin bilesimi dikkate alinirsa, tanim uzunlugu ‘(D‘ =L olan 0:0 —» R*,

) (x) = ((p1 (x), 0, (%), 0, (%) 0. (X))o 0, (x))

15
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nesne tanimlamasi elde edilir. Algilanabilir elemanlardan olusan kiimelerdeki
elemanlarin tanimlamalarinin dikkate alinmasi, tanimsal tabanli kiime islemlerinin
cikis noktasidir. Bu kisimdaki tiim kiimeler algilanabilir nesnelerden olusan

kiimelerdir. Genel olarak, ¥ bostan farkli herhangi bir kiime olmak iizere, @

tanimlama fonksiyonu ®: O — V" seklindedir.

Tanmm 4.3.1 [17] O algilanabilir nesnelerin kiimesi, X < O ve CD(x) el

olsun.
Q(X)z {(D(x)|xe X}

kiimesine X in kiime tanmimlamas: denir.

Tamm 4.3.2 [18] O algilanabilir nesnelerin kiimesi ve X,Y c @ olsun.
X:))Y = {a IS XUY|(D(a)e Q(X)veya (D(a)e Q(Y)}

kiimesine X ve Y kiimelerinin tanimsal birlesimi denir.

Tamm 4.3.3 [17, 18] O algilanabilir nesnelerin kiimesi ve X,Y c @ olmak iizere,
Xr;Y = {a € XUY|(D(CI)E Q(X)ve (D(a)e Q(Y)}

kimesine X ve Y kiimelerinin tanmimsal arakesiti denir.

Tamim 4.3.4 [18] O algilanabilir nesnelerin kiimesi ve X,Y c @ olmak iizere,
X\Y={xexp(x)eQ(¥)]

kiimesine X kiimesinin Y kiimesinden tanimsal farki denir.

Tamm 4.3.5. [18] O algilanabilir nesnelerin kiimesi, X c O ve ¥ ¢ X olsun.
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o (Y)={xe x|o(x)2Q(Y)}

kiimesine Y kiimesinin X kiimesine gére goreceli tammsal tiimleyeni denir.

Tamm 4.3.6. [18] O algilanabilir nesnelerin kiimesi ve X c O olsun.

g(X):CO (X):OéX

kiimesine X kiimesinin tamimsal tiimleyeni denir.
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5. YAKINLIK CEBIiRSEL YAPILAR
5.1 Yakinhk Gruplan

Bu kisimda yakinlik yari-grubu, yakinlik grubu, alt yakinlik grubu, normal alt
yakinlik grubu ve yakin zayif kalan smiflarmin yakinlik grubu kavramlar1 ve bu

kavramlar ile ilgili baz1 sonuglar ifade edilmistir.

Tamm 5.1.1 [16] (O’}-’NB, ,N, (B),VN") yakin yaklagim uzayi; “-”, O {lizerinde bir

ikili islem ve S < O olsun. Asagidaki o6zellikler saglaniyorsa S ye yakin yaklagim

uzayi tizerinde yart grup veya kisaca yakinlik yari-grubu denir:
(YSI) Her x,y €S i¢in x-yeN,(B) S dir.
(YS,)Her x,y,zeS igin (x-p)-z=x-(y-z) ozelligi N,(B)S de

saglanir.
Tanm 5.1.2 [16] (O,}" ~5 N, (B),VNF) bir yakin yaklasim uzayi, S bir yakinlik

yari-grubu ve / da S nin bostan farkl bir alt kiimesi olsun. N, (B) I, S yakinlik

yari-grubunun bir sol (sag) ideali ise 0 zaman / ya S nin bir so/ (sag) yakinlik ideali
denir. 7, S nin hem sol hem de sag yakinlik ideali ise I ya S nin iki yanli yakinlik

ideali veya kisaca yakinlik ideali denir.

Teorem 5.1.3 [16] ((9,}",~B’_,Nr (B),VNF) bir yakin yaklasim uzay1 ve ScO
olsun. Bu durumda
(1) S bir yari-grup ise S bir yakinlik yari-grubudur.
(2) I, S yakinlik yari-grubunun bir sol (sag, iki yanl) ideali ise 7, S nin
bir yakinlik sol (sag, iki yanli) idealidir.
Teorem 5.1.4 [16] “~, 7, O ilizerinde tam ayirt edilemezlik bagintis1 olmak iizere,

I

((9,]-",~Br,N,, (B),VNr) bir yakin yaklasim uzayi, S €O bir yari-grup ve A< S

18
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olsun. Bu durumda
(1) T, § yari-grubunun bir alt yari-grubu ise NV(B)*(T ), S nin bir alt
yari-grubudur.

(2) I, S nin bir sol (sag, iki yanh) ideali ise N, (B),(/), N,(B),(S) nin

14

bir sol (sag, iki yanl1) idealidir.

Teorem 5.1.5 [16] “~, 7, O ilizerinde bir ayirt edilemezlik bagmntis1 ve S <O bir

yari-grup olsun. O zaman [ ile J sirasiyla S nin sag ve sol idealleri olmak tizere,
N,(B) (17)€ N,(B) (1) N, (B) ()

dir.
Teorem 5.1.6 [16] “~, 7, O ilizerinde bir ayirt edilemezlik bagmtisi ve S <O bir

yari-grup olsun. 7 ve J sirasiyla S nin sag ve sol idealleri olmak {izere,
N, (B).(17)eN,(B).(1)"N,(B),(V)

dir.

Tamm 5.1.7 [16] (O9F’NB, N, (B),VN,‘) yakin yaklasim uzay1, “.” O {izerinde bir

ikili islem ve G < O olsun. Asagidaki 6zellikler saglaniyorsa G ye yakin yaklasim

uzayt tizerinde grup veya kisaca yakinlik grubu denir:

(YG,) Her x,y€G igin x-yeN,(B) G dir.

(YG,) Her x,y,z€G igin (x-y)-z=x-(y-z) ozelligi N,(B) G de
saglanir.

(YG,) Her x€G igin x-e, =¢,-x =x olacak bigimde bir e, € N, (B) G
vardir (burada e;, G nin yakin birim elemanidir).

(YG4) Her xeG igin x-y=y-x=e¢, olacak bigimde bir y € G vardir
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(burada y, G deki x elemaninin yakin tersidir).

Ornek 5.1.8 [16] O={a,b,c,d,e,f,g,h,i,j} algilanabilen nesnelerin kiimesi ve

B= {(ol,qoz,%} c F ¢ikarim fonksiyonlarmin kiimesi olsun.

00>V, ={a, 0,0,
0,0V, ={a,a,},

@0V, ={a, 05,05,

¢ikarim fonksiyonlar1 Tablo 5.1 deki gibi tanimlansin.

B4 4o o o o o a g o
a4 46 o o a a o a a

G 0 & oo & o 0 O 4

Tablo 5.1

O algilanabilir nesnelerin kiimesi iizerinde bir *.” ikili islemi Tablo 5.2 deki

gibi verilsin.

a b ¢ d e f g h i ]

a |a b ¢ d e f g h i ]
b |b ¢ d e f g h i j a
c |¢ d e f g h i j a b
d |d e f g h i a b ¢
e |le f g h i a b ¢ d
ff g h i a b ¢ d e
g |lg h i a b ¢ d e f
h |h 0 a b ¢ d e f g
i i a b ¢ d e f g h

jolJ a b ¢ d e f g h i

Tablo 5.2

20
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(1344

O algilanabilir nesneler kiimesinin islemi ile bir grup oldugu kolayca
goriilebilir. Gz{a,b,c, £, j} algilanabilen nesneler kiimesinin bir alt kiimesi

olmak tizere, G c O fizerinde “.” ikili islemi Tablo 5.3 teki gibi olur.

a b c f i Jj

a a b c f i j
b b c d g j a
c c d d h a b
f f g h a d d
i i Jj a g h

i i a b hoooi

Tablo 5.3

Bu durumda

={x'e0lp,(x)= 9, (a)=a,}
{aediy=[c], =[4], =[i], -
(e Olp ()=, ()=}
{b,g,]}=[g](,, =[/1,,
={xeOlp,(x)=0,(e)=1,}
={e.f:my=[r1, =[r1,,

dir. O zaman &, = {[a](p1 ,[b](p1 ,[e](pl} dir.

[alo2 = {x' € (9|q02 (x)=¢,(a)= a]}
{a.ce. fohif=[c], =[e], =[/], =[*], =[],
[b](p2 = {x’ eO |(p2 (x")=¢,(b)= az}
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={b.d.g.j}=[d], =[¢g], =[J],
dir. Buradan &, ={[a](pz ,[b](pz} olur. Son olarak,

[a], = (¥ <Olp,(+)=9,(a)=a,)
={a,c.di}=[c], =[d], =[i],

[6], = {x'€Olo, (*) =0, (b) = a,}

{.7y=1il,,-

= {xeOlp,(x) =0, ()=a,)

{e.np=[n],, .

ke Olp, ()=, (f)=a)

={fag}=[g]¢,3

tiir ve dolayisiyla &, = {[a]% ,[b]% ,[e]% ,[f]%} elde edilir.

Boylece r = 1 icin OO algilanabilir nesneler kiimesinin ayrisimlarmin kiimesi
Nl (B) = {5% ’g(/’z ")’Ecos } tur.

Bu durumda
N,(B) G= U[X]@ﬁGi@ [x](p
=[a], vlp], vlel, vla],, vI],, vlal, vlP], vI7],

:{a,c,d,i}u{b,g,j}u{e,f,h}u{a,c,e,f,h,i}u{b,d,g,j}
uib, jtulf. g

={a,b,c,d,e,f,g,hi, j}=0

elde edilir. Bununla birlikte
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(YG,) Her x,y€G igin x-ye N, (B) G dir.

(YG,) Her x,,z€G igin (x-y)-z=x-(y-z) dzelligi N,(B) G de
saglanir.

(YG,) Her xeG igin x-e; =e; -x=x olacak bigimde bir e, € N, (B) G
yakin birim elemani vardir ki, e; = a dur.

(YG4) Her xe€G igin x-y = y-x = a olacak bigimde bir y € G vardir, yani
a'=a,b'=j,c'=i, f'=f,i"=cve j =b dir

O halde O algilanabilir nesneler kiimesinin G alt kiimesi bir yakinlik
grubudur.

Not 5.1.9 Tanim 5.1.7 de (YGI) ve (YGz) ozellikleri G nin st yaklagimi

N, (B) G de saglanmak zorundadir. Bazi durumlarda bu 6zellikler O\ N, (B) G

de saglanabilir. Bu durumda G bir yakinlik grubu olamaz.

Ornek 5.1.10 [16] Ornek 5.1.8 deki G = {a,b,c, £, j} yakinlik grubunun bir alt

kiimesi H ={a,c, f ,i} olsun. H c O iizerinde “.” ikili islemi Tablo 5.4 teki gibi

tanimlansin.

a c f i
a a c f i
c c e h
f f h a d
i i a d
Tablo 5.4

Ornek 5.1.8 den, r = 1 igin O algilanabilir nesneler kiimesinin bir ayrigimi

N,(B)= {5% N } tiir. Boylece
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N, (B)* H= U[x]w nHo [x](p[.

:{a,c,d,i}u{e,f,h}u{a,c,e,f,h,i}u{f,g}
={a,c,d,e,f,g,h,i}¢(9

olur. ¢, f e Hc O igin (c~ f )-c = c-( f -c) birlesme 6zelligine bakilirsa j = j dir.
Ancak je O\N,(B) H oldugundan birlesme dzelligi N, (B) H de saglanmaz. Bu
durumda Not 5.1.9 dan H bir yakinlik grubu olamaz.
Lemma 5.1.11 [16] G bir yakinlik grubu olsun. Bu durumda

(1) G nin bir ve yalniz bir yakin birim elemani (eG eN,(B) G) vardir.

(2) Her xeG igin x-y=y-x=¢, olacak bigimde bir teck ¥y € G elemam

vardir (y =x ) .
.. 1)L .

(3) Her xeG igin (x ) =x dir.

(4) Her x,y €@ igin (x-y)_1 =y .x dir
Lemma 5.1.12 [16] G bir yakinlik grubu olmak iizere, her a,x,x’,y,y" € G i¢in

(1) a-x=a-x"ise x=x',

() y-a=y'-aise y=)

dir.

Tamm 5.1.13 H, G yakinlik grubunun bostan farkli bir alt kiimesi olsun. H, G
deki “.” islemi ile yakinlik grubu ise H ye G nin bir alt yakinltk grubu denir.

Not 5.1.14 G yakinlik grubunun sadece bir tane asikar alt yakinlik grubu vardir. Bu
agikar alt yakinlik grubu G nin kendisidir. Ayrica, {eG} nin G yakinlik grubunun

alt yakinlik grubu olmast i¢in gerek ve yeter kosul, e, € G olmasidir.
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Teorem 5.1.15 [16] G bir yakinlik grubu, H de G nin bostan farkli bir alt kiimesi

ve N, (B)*H grupoid olsun. Bu durumda A nin G yakinlik grubunun bir alt

yakinlik grubu olmast icin gerek ve yeter kosul, her xe H i¢in x™' € H olmasidir.

Ornek 5.1.16 [16] Oz{o, p,r,s,t,v,w,x} algilanabilen nesnelerin kiimesi ve

B= {(01 , (pz} c F ¢ikarim fonksiyonlarinin kiimesi olsun.

0N :{0!1,0!2,0(3,0!4},

0, : 0>V, ={ B, B, B}

¢ikarim fonksiyonlar1 Tablo 5.5 teki gibi tanimlansin.

0 p r N t v w X

2 a4 o ) a, 2 a; o, o

% B B B, B B P iz J8
Tablo 5.5

Bununla birlikte O algilanabilen nesnelerin kiimesi iizerinde “+” ikili islemi

Tablo 5.6 daki gibi verilsin.

+ o p r S t v w X

v v w X p o r S t

w o ow X o p r S t v

X X 0] p r N t v w
Tablo 5.6
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Tablo 5.6 dan v+(s+s) ;t(v+s) +s olur ki, ((’), +) bir grup degildir.

G= {r, { w} , O nun bir alt kiimesi olmak iizere, G iizerinde “+” ikili islemi

Tablo 5.7 deki gibi olur.

+ r t w
r t w o
t w o r
w o r t
Tablo 5.7

Bu durumda

[0], = {x'<Olp,(x)= 0, (0)=a.}
={o.wf=[w], .

[p], ={* € Olo.(x)= 0. (p)=a}

={p.sp=[s], -

[], = {x' e Ol (x)= @, (1) = @}

={rt}=[1], .

], - {¥'eO0lp, (+) =0, (v)= .}

“fud =[],
dir. Boylece &, = {[O]% | p]@l ,[7”]gq ,[V]%} olur.

[o]w2 = {x' ceO |(p2 (x') =@, (0) = ,6’1}
{o.wp=[w],
[p](p2 = {x,E O|(p2 (xl): P, (p): ﬂs}
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={psvixi=[s], =[], =[x],.-

{x'e O|§Dz (x')= P, (7‘)= ﬂz}
)= T,

[r],

2

dir. Buradan &, ={[0]%,[p]%,[r]%} olur ve dolaywisiyla r=1 igin O

algilanabilir nesneler kiimesinin ayrisimlarmin kiimesi N, (B):{éf PN (pz} elde
edilir. Boylece

N(B)G= U [+,

[x]‘f’i NG==2

~{o,whu{r.1}

:{o,r,t,w}i(’)

olur. O zaman

(YG,) Her x,y€G igin x+yeN, (B) G dir.

(YG,) Her x,y,z€G igin (x+y)+z=x+(y+z) ézelligi N,(B) G de
saglanir.

(YG3) Her xeG igin x+e; =e; +x =x olacak bigimde bir e, € N, (B)* G
yakin birim eleman: vardir ki, e; =o dur.

(YG4) Her xeG igin x+y = y+x =0 olacak bi¢gimde bir y € G vardir, yani
—r=w, —t=t, —-w=r dir.

O halde O algilanabilir nesneler kiimesinin G alt kiimesi bir yakinlik

grubudur.

G yakinlik grubunun H ={r, W} alt kiimesi ele alinsin. Bu durumda

NI(B)*H:{o,r,t,w} ve (NI(B)*H,-F) grupoid olur. Teorem 5.1.15 dikkate
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alinirsa, —r =w, —w=r € H oldugundan H, G yakinlik grubunun bir alt yakinlik

grubudur.

Teorem 5.1.17 [16] G bir yakinlik grubu ve H, ile H,, G nin iki alt yakinlik

grubu olsun. Bu durumda N, (B) H, ve N, (B) H, birer grupoid olmak iizere,
(v, (B) H,) (N, (B) H,) =N, (B) (H,~H,)

ise H, NH,, G nin bir alt yakinlik grubudur.

Tamm 5.1.18 G bir yakinlik grubu olmak tizere, her x,y€G igin x-y=y-x

szelligi N, (B) G de saglantyorsa G ye degismeli yakinlik grubu denir.

Tanmm 5.1.19 ((’),]—",~BF,NF (B),VNV) yakimn yaklasim uzay; “.”, O iizerinde bir

ikili islem, G c O bir yakinlik grubu ve N de G nin bir alt yakinlik grubu olsun.
Her aeG igin a-N=N-a ise N ye G nin normal alt yakinlik grubu denir.

Teorem 5.1.20 [16] G bir yakinlik grubu ve N de G nin bir alt yakinlik grubu

olsun. N alt yakinlik grubunun G nin normal alt yakinlik grubu olmasi i¢in gerek

1

ve yeter kosul, her aeG igin a-N-a™' = N olmasidir.

Tamm 5.1.21 Bostan farkli bir X ¢ O kiimesi lizerinde tanimlanan bagint1 yansiyan

ve simetrik ise o zaman bu bagintiya zayif esdegerlik bagintis: denir.

((9,}" ~5 N, (B),VN") yakin yaklasim uzayi, GO bir yakinlik grubu ve
H de G nin bir alt yakinlik grubu olsun. a,b€G olmak iizere, G nin elemanlari

arasinda asagidaki gibi bir “~,” bagintis1 tanimlanabilir:

a~ bsa-b'eHulel.
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Teorem 5.1.22 [16] G bir yakinlik grubu ve H de G nin bir alt yakinlik grubu

olsun. O zaman “~,” bagintis1 G {izerinde bir sag zayif esdegerlik bagintisidir.

Herhangi bir aeG igin “~,” sag zayif esdegerlik bagmtisinin G yakinlik
grubunda belirttigi sinif

a

beGlb~, a

{peGlp-a’ e uiel

€
beG|b-a’1eHveyab-a"e{eG}}

{
{beG|beH-aveyab-a’l =eG}
{beG|beH-aveyaa:b}

{

= h-a|heH,aeG,h-aeG}u{a}
olur.

Tanim 5.1.23 G bir yakinlik grubu ve H de G nin bir alt yakinlik grubu olsun.

~.” sag zayif esdegerlik bagintisinin G de belirttigi siniflara yakin sag zayif kalan

swnifi denir.

Herhangi bir a€G elemam igin yakin sag zayif kalan smifi H-a ile

gosterilir, yani

H-a={h-a|heH,aeG,h-aeG}u{a}
dir.

Benzer olarak a,b€G olmak iizere, G yakinlik grubunun elemanlari

arasinda asagidaki gibi bir “~,” bagintis1 tanimlanabilir:

a~ba'-beHule;}.
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Teorem 5.1.24 [16] G bir yakinlik grubu ve H de G nin bir alt yakinlik grubu

olsun. O zaman “~,” bagintis1 G {izerinde bir sol zayif esdegerlik bagntisidir.

Herhangi bir aeG igin “~,” sol zayif esdegerlik bagmtisinin G yakinlik

grubunda belirttigi sinif

a

{beG|a~ b}

{beG|a’1-beHu{eG}}

beG| .be Hveyaa - be{eG}}

-{
{b |bea-Hveyaa"-b=eG}
{beG|bea Hveyaa = b}

{

={a-hlhe H,aeG,a-he G}u{a}

olur.

Tamm 5.1.25 G bir yakinlik grubu ve H de G nin bir alt yakinlik grubu olsun. “
~,” sol zayif esdegerlik bagintisinin G de belirttigi siniflara yakin sol zayif kalan

stnift denir.

Herhangi bir a€G elemani i¢in yakin sol zayif kalan smifi a-H ile

gosterilir, yani
a-H={a-h|heH,aeG,a-heG}u{a}

dir.

Not 5.1.26 Genel olarak, yakinlik grubunun ikili iglemi her zaman degigme 6zelligini

saglamayabilir. Bundan dolay1 “~,” ve “~,” zayif esdegerlik bagintilar1 farklidir.
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G Dbir yakinlik grubu, a€G ve H de G nin bir alt yakinlik grubu olmak
tizere, G nin H ile belirlenen tiim yakin sol zayif kalan simiflar i¢in “a-H”

gosterimi yerine “aH ” kullanilabilir.

Teorem 5.1.27 [16] G bir yakinlik grubu ve H de G nin bir alt yakinlik grubu
olmak iizere, yakin sag zayif kalan siiflari ile yakin sol zayif kalan siiflar1 ayni

sayidadir.

Tanim 5.1.28 G bir yakinlik grubu ve H de G nin bir alt yakinlik grubu olmak

tizere, yakin sol zayif kalan siniflarinin sayisina (veya yakin sag zayif kalan

smiflarinin sayisia) H alt yakinlik grubunun G deki indeksi denir ve [G:H ] ile

gosterilir.

G nin H ile belirlenen tiim yakin sol zayif kalan siniflarinin kiimesi

G/ ~,={aH |a G}
dir. Burada G yerine N, (B) G almirsa
(N, (B) G)/~= {aH lae N, (B) G}
elde edilir. Bu durumda
a ={a-Hhe H.ae N, (B) G.a-heGlua}

olur.

Tamm 5.1.29 G bir yakinlik grubu ve H# de G nin bir alt yakinlik grubu olsun.

a,beG olmak iizere, aHH ve bH sirasiyla a ve b elemanlarmin belirledigi yakin
sol zayif kalan smiflar olsun. Bu durumda a-be N, (B) G elemaninin belirledigi

yakin sol zayif kalan sinifi
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(a-b)H:{(a-b)-h‘heH,a'beNr (B) G,(a-b)-heG}u{a'b}

dir. Bu yakin sol zayif kalan sinifina, aH ve bH yakin sol zayif kalan siniflarinin

¢arpimi denir ve
aH ®bH = (a-b)H

ile gosterilir.

Tamm 5.1.30 O algilanabilen nesneler kiimesi, G c O bir yakinlik grubu ve H de

G nin bir alt yakinlik grubu olsun. G/~,, G nin H ile belirlenen tim yakin sol

zayif kalan siiflarinin kiimesi ve &, (A) , Ae 73(0) kiimesinin tanimsal yakinlik

kiime ailesi olmak tizere,

NBY(G/~)= U &(4)

Eo(A) NG/~ 2D
@

kiimesine G/ ~, nin iist yaklasimi denir.

Teorem 5.1.31 [16] G bir yakinlik grubu; A, G nin bir alt yakinlik grubu ve

G/~,, G nin H ile belirlenen tiim yakin sol zayif kalan smiflarmin kiimesi olsun.

Bu durumda

ise G/ ~,, her a,beG igin
aH@bH=(a-b)H

seklinde tanimh “©® ” islemine gore bir yakinlik grubudur.
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Tanmm 5.1.32 G bir yakinlik grubu ve H, G nin bir alt yakinlik grubu olsun.
G/ ~, yakinlik grubuna G nin H ile belirlenen tiim yakin sol zayif kalan

simiflarimin yakinlik grubu denir ve G/, H ile gosterilir.
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5.2 Yakinhk Halkalar:

Bu kisimda yakinlik halkasi, alt yakinlik halkasi, yakinlik ideali, yakin zayif kalan
simiflarinin yakinlik halkasi ve yakinlik homomorfizmasi kavramlar1 ve bu kavramlar ile

ilgili baz1 sonuglar verilmistir.

Tamm 5.2.1 [16] (O,prr,Nr (B),VNr) yakin yaklasim uzayi; “+” ve <., O

tizerinde ikili islemler ve R < O olsun. Asagidaki 6zellikler saglaniyorsa R ye yakin
yvaklasim uzayt tizerinde halka veya kisaca yakinlik halkasi denir:
(YRI) R, “+7 ikili islemi ile birlikte bir degismeli yakinlik grubudur.
(YR,) R,*-” ikili islemi ile birlikte bir yakinlik yari-grubudur.
(YR3) Her x,y,z€R igin
x-(y+z)=(x-y)+(x-z) ve (x+y)-z=(x-2)+(y-2)
ozellikleri N, (B) R de saglanir.

Buna ek olarak;

()724) Her x,y€R igin x-y=y-x ise R ye degismeli yakinlik halkasi,

(YR,) Her xeR igin 1,-x=x-1, =x olacak bigimde 1,eN,(B) R varsa

R ye birimli yakinlik halkas1 denir.

”

Bir R yakinlik halkasinda, (YR)—(YR,) ozellikleri N, (B)*R de gegerli

£

olmak zorundadir. Bu ézellikler bazi durumlarda O\N, (B) R de saglanabilir. R deki
elemanlarin sonlu tane toplami1 veya ¢arpimi her zaman N, (B ) R ye ait olmayabilir. Bu

”

nedenle her x€R ve bazi neZ' ler icin x" €N, (B) R veya nxeN,(B) R

r
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oldugunu sdylemek her zaman miimkiin degildir. Buna ragmen (Nr(B)* R,+) ve

I

(N (B)* R,-) birer grupoid ise her x€ R ve her neZ"* ler igin x" € Nr(B)*R veya
her xeR veher neZ lerigin nxe N,(B) R olur.

R birimli bir yakinlik halkasi ve x€R olmak iizere, y-x=1, (x-z=1;)
olacak sekilde bir ye N, (B) R (z eN, (B)*R) varsa x elemanmna sol (sag) yakin

tersinirdir ve y (z) elemanma x elemaninin sol (sag) yakin tersi denir. x € R hem

sol hem de sag yakin tersinir ise 0 zaman x elemanina yakin tersinirdir denir.

Tamim 5.2.2 [16] R bir yakinlik halkasi olsun. Bu durumda R deki sifirdan farkli her

elemanin bir yakin tersi varsa R ye yakinlik boliim (division) halkasi denir.
Tanmm 5.2.3 [16] R bir yakinlik halkasi olmak iizere, (R\{OR} ,-) bir degismeli
yakinlik grubu ise R ye yakinlik cismi denir.

Yakimlik halkasinda ikili islemlerle ilgili baz1 temel 6zellikleri, klasik halkalarda

oldugu gibi her zaman saglanmayabilir.

Lemma 5.2.4 [16] Her halka bir yakinlik halkasidir.
Ispat. Rc O bir halka olmak iizere, RC N, (B)* R oldugundan (YR)-(YR,)

saglanir. Boylece R bir yakinlik halkasidir.

Ornek 5.2.5 [16] (9:{0, p,r,s,t,v,w,x} algilanabilen nesnelerin kiimesi ve

B= {(01 , (02} c F ¢ikarim fonksiyonlarinin kiimesi olsun.

00>V, ={a,0,,a,a,},

0, : 0>V, ={ B, 5. B}
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cikarim fonksiyonlar1 Tablo 5.8 deki gibi tanimlansin.

‘ o p r N t v w X

2 & o o o o 4 0

?) B B B, Py B 8 B Py
Tablo 5.8

Bununla birlikte, O {izerinde “+” ve “-” ikili islemleri Tablo 5.9 ve Tablo 5.10

daki gibi verilsin.

+ o p r S t % w X
o o p r N t v w X
p |\p r N t v w X o
r r S t v w X 0 p
N N t v w X o p r
t t v w X o p r S
v v w X p o r N t
wo|w X o p r N t v
X X o p r S t v w
Tablo 5.9
. o p r N t v w X
o o o o o o 0 o 0
p o p r N t v w X
r o r t w o r t w
N 0 N w p t o r v
t o t o t o t o t
v o 4 r X t p w s
w |o w ot r o w ot r
X o X wov t s r p
Tablo 5.10
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Tablo 5.9 dan r +(s +s) #* (r +s) +s oldugundan ((9,+) bir grup degildir. O
zaman (O, +,-) bir halka degildir.

R= {r,t,w} , O nun bir alt kiimesi olmak lizere, R tiizerinde “+” ve “.” ikili

islemleri Tablo 5.11 ve Tablo 5.12 deki gibi olur.

+ r t w
r t w o
t w o r
w 0 r t
Tablo 5.11
r t w
r t 0 t
t o0 o0 0]
w t o t
Tablo 5.12

Ornek 5.1.16 dan »=1 igin O algilanabilir nesneler kiimesinin ayrigimlarinin

kiimesi N, (B)= {‘fwl ,fwz} dikkate alinirsa,

N, (B)* R= U[X]@ e [x](pi ={o,r,t,w}=0
elde edilir. Bununla birlikte Tanim 5.2.1 den,
(ml) R, “+ 7 ikili islemi ile birlikte bir degismeli yakinlik grubudur.
(YRQ) R, ““-” ikili islemi ile birlikte bir yakinlik yari-grubudur.
(YR3) Her x,y,ze R i¢in

x-(y+z)=(x-y)+(x-z) ve (x+y)-z=(x-2)+(y-2)
ozellikleri N, (B) R de saglanir.
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O zaman O algilanabilir nesneler kiimesinin R alt kiimesi bir yakinlk

halkasidir.

Lemma 5.2.6 [16] Rc O bir yakinlik halkasi ve 0, €R olsun. Bu durumda
0,-x,x-0, €R iseher x,ye R igin

(1) x-0,=0,-x=0,,

@ x(=y)=(=x)-y=—(x),

@) (=x)-(=)=xy
olur.

Tamim 5.2.7 [16] R bir yakinlik halkasive S, R ninbostan farkl bir alt kiimesi olsun.
S, R deki “+7” ve “-” ikili islemleri ile yakinlik halkasi ise S ye R nin alt yakinlik

halkasi denir.

Teorem 5.2.8 [16] R bir yakinlik halkast ve S de R nin bostan farkli bir alt kiimesi

r

olsun. (NF(B)* S,+) ve (N, (B) S,.) grupoid olsun. Bu durumda S nin R yakinlik

halkasinin bir alt yakinlik halkasi olmasi igin gerek ve yeter kosul, her x€ S igin —x €S

olmasidir.

Teorem 5.2.9 [16] R bir yakinlik halkasi ve S, ile S,, R nin iki alt yakinlik halkasi
olsun. Bu durumda N, (B)* S, ve N, (B)* S,, “+7 ve “-” islemleri ile birlikte grupoid

olmak tiizere,

ise §;NS,, R nin bir alt yakinlik halkasidir.

Sonuc¢ 5.2.10[16] R bir yakinlik halkasive R nin alt yakinlik halkalarinin bostan farkli
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bir ailesi {Sl. e A} olsun. Bu durumda N, (B) S, ler “+7 ve “-” islemleri ile birlikte

grupoid olmak iizere,
N,y s)-.87(N)s

ise ﬂ S;, R nin bir alt yakinlik halkasidir.

ica
Tanim 5.2.11 [16] R bir yakinlik halkasi ve 7 da R nin bostan farkli bir alt kiimesi
olsun. Her reR ve her x,yel i¢in x+yeN,(B) I, —-xel ve r-xeN,(B)I
(x-r eN, (B)*I) ise / ya R ninbir sol (sag) yakinlik ideali denir. I hem sol hem de

sag yakinlik ideali ise 0 zaman / ya R nin bir yakinlik ideali denir.

Not 5.2.12 [16] R yakinlik halkasinin kesin olarak sadece bir tane agikar yakinlik ideali

vardir. Bu agikar yakinlik ideali R nin kendisidir. Ayrica, {OR} kiimesinin R yakinlik

halkasinin asikar alt yakinlik halkasi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, 0, € R olmasidir.

Lemma 5.2.13 [16] /, R yakmlik halkasmin bir yakimnlik ideali olsun. (Nr (B)'I ,+)

ve (N,, (B )* 1 ,-) grupoid ise 7/, R yakinlik halkasinin bir alt yakinlik halkasidir.

Teorem 5.2.14 [16] R bir yakinhk halkas1 ve 7, ile /,, R nin iki yakinhk ideali

olsun. Bu durumda N, (B) I, ve N,(B) I, “+” ve “-” islemleri ile birlikte grupoid

olmak iizere,

ise [,N1,, R nin bir yakinlik idealidir.
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Sonuc¢ 5.2.15[16] R bir yakinlik halkasive R nin yakinlik ideallerinin bostan farkli bir
ailesi {Ii 4 eA} olsun. Bu durumda N,,(B)* I, ler “+7 ve “.” islemleri ile birlikte
grupoid olmak iizere,

(. (8 1) (211

ieA ieA

ise ﬂli, R nin bir yakinlk idealidir.

ieA

Rc O bir yakinlik halkast ve S, R nin bir alt yakinlik halkasi olsun. Bu

durumda x,y € R olmak lizere, R nin elemanlar1 arasinda asagidaki gibi bir “~,

bagintis1 tanimlanabilir:
X~y :<:>x+(—y) € SU{OR}.

Teorem 5.2.16 [16] R bir yakinlik halkasi olmak iizere; “~, > bagntis1 R tizerinde bir

sag zayif esdegerlik bagitisidir.

3 b

Herhangi bir xe R igin, “~, ” sag zayif esdegerlik bagintistnin R yakinlk

r

halkasinda belirttigi sinif

X ={s+x|seS,xeRs+xeR}U{x]

dir.
Tamm 5.2.17 [16] R bir yakinlik halkasi olmak {izere, “~ * sag zayif esdegerlik

r

bagmtisinin R de belirttigi siniflara yakin sag zayif kalan sinifi denir.

Herhangi bir x € R i¢in yakin sag zayif kalan siift S+x ile gosterilir, yani

S+x={s+x|seS,xeR,s+xeR}U{x}
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dir.
Benzer olarak x,y € R olmak {lizere, R yakinlik halkasinin elemanlar1 arasinda

asagidaki gibi bir “~,” bagintis1 tanimlanabilir:

X~ y:<:>(—x)+yeSu{0}.

Teorem 5.2.18 [16] R bir yakinlik halkas1 olmak iizere, “~,” bagintis1 R {izerinde bir
sol zayif esdegerlik bagmtisidir.

Herhangi bir xe R igin, “~,” sol zayif esdegerlik bagintisinin R yakinhk

halkasinda belirttigi sinif

X, ={x+s|seS,xeRx+seR}U{x}

dir.
Tamim 5.2.19 [16] R bir yakinlik halkas1 olmak iizere, “~,” esdegerlik bagintisinin R

de belirttigi siiflara yakin sol zayif kalan sinifi denir.

Herhangi bir x € R i¢in yakin sol zayif kalan siifi x+.§ ile gosterilir, yani

x+S8={x+s|seS,xeR x+seR}U{x}

dir.
(R,+) degismeli yakinlik grubu oldugundan X, =%, olur. Bu durumda X, ve

X, notasyonlar1 yerine sadece X kullanilir.

R bir yakinlik halkasi ve S, R nin bir alt yakinlik halkas1 olmak tizere,

R/_ ={x+S|xeR}
R nin § ile belirlenen tim yakin sol zayif kalan siniflarinin kiimesidir. Burada R
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yerine N, (B) R alinursa,

r

(N, (B) R)/.={x+S|xeN,(B) R}
elde edilir. Bu durumda
x+S={x+s|seS,xeNr(B)* R.x+s eR}u{x}

olur.
Tamm 5.2.20 [16] R bir yakinlik halkasi ve S, R nin bir alt yakinlik halkas1 olsun.

x,y € R olmak tizere, x+S ve y+S sirasiyla x ve y elemanlarinin belirledigi

yakin sol zayif kalan smiflar olsun. Budurumda x+ye N, ( B)* R elemaninin belirledigi

iki yakin sol zay1f kalan sinifinin toplami

{(x+y)+s|s eS,x+yeN,,(B)* R,(x+y)+seR}u{x+y}
ile tanimlidir ve
(x+S)(-B(y+S)=(x+y)+S

seklinde gosterilir.
Tamim 5.2.21 [16] R bir yakinlik halkasi ve S, R nin bir alt yakinlik halkasi olsun.

x,y€R olmak iizere, x+S ve y+ S swrasiyla x ve y elemanlarimin belirledigi

yakin sol zayif kalan siniflar olsun. Bu durumda x-y e N, (B )* R elemaninin belirledigi

iki yakin sol zayif kalan siifinin ¢arpimi
{(x~y)+s|s eS,x~yeNr(B)* R,(x-y)+seR}u{x-y}

ile tanimlidir ve
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(x+S)®(y+S):(x~y)+S

seklinde gosterilir.

Tamim 5.2.22 [16] O algilanabilen nesneler kiimesi, R = O bir yakinlik halkasi ve S

de R nin bir alt yakinlik halkasi olsun. R/_, R nin § ile belirlenen tiim yakin zayif

kalan smiflarinin kiimesi ve &, (A) , AEP(O) kiimesinin tanimsal yakimlik kiime

ailesi olmak tizere,

N (B) (R)=" U &(4)

A)NR/_#D
o )g ~*

kiimesine R/_ min iist yaklasimi denir.

Teorem 5.2.23 [16] R bir yakinlik halkasi; S, R nin bir alt yakinlik halkasive R/_,

R nin § ile belirlenen tim yakin zay1f kalan siniflariin kiimesi olsun. Bu durumda

(N, (B) R)/.< N, (B) (R/.)

ise R/_,her x,y€R igin

(x+8)D(y+S)=(x+y)+S
ve

(x+S)®(y+S):(x~y)+S

ile taniml1 islemlerle birlikte bir yakinlik halkasidir.

Tamim 5.2.24 [16] R bir yakinlik halkasi ve S, R nin bir alt yakinlik halkasi olsun.

R/_ yakmlik halkasina R nin S ile belirlenen tiim yakin zayif kalan siiflarimin
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yakinlik halkast denir ve R/ S seklinde gosterilir.

Tamm 5.2.25[16] R,,R, = O iki yakinlik halkasi olsun. Her x,y € R, igin

n(x+y)=n(x)+n(y)

Ve

n(x-y)=n(x)n(y)

olacak sekilde bir
n:N, (B) R —>N,(B) R,

fonksiyonu varsa 7 ya yakinlik halka homomorfizmas: denir. R, ve R, yakinlk

halkalarina da yakin homomorfiktir denir ve R, >~ R, ile gosterilir.

n, N (B)* R, den Nr(B)* R, ye tanimli bir yakinlik halka homomorfizmasi

I

olmak tizere,

(i) n birebirise n yayakinlik halka monomorfizmasi,

(1) n Ortenise n ya yakinlik halka epimorfizmasi,

(iii) n birebir ve Orten ise 5 ya yakinlik halka izomorfizmasi
denir.

Teorem 5.2.26 [16] R,,R, <O iki yakinlik halkasi ve 7, N, (B) R, den N, (B) R,

ye bir yakinlik halka homomorfizmasi olsun. Bu durumda

() o r, €N, (B) R,, R, nin yakimlik sifir eleman1 olmak iizere, 77(0 R ) =0 &,

dir.
(2) Her xeR, igin n(—x)=-n(x) dir.

Teorem 5.2.27 [16] R,R, O iki yakinlik halkasi ve 7, N,(B) R, den N,(B) R,

I
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ye bir yakinlik halka homomorfizmasi olsun. (Nr (B)'S, +) ve (N,, (B) S,-) birer
grupoid olmak iizere, asagidaki 6zellikler saglanir:
() S, R in alt yakmik halkasi ve 7(N,(B)'S)=N,(B) n(s) ise
n(S)={n(x)lxeS}, R, ninaltyakinlik halkasidr.
(2) S, R indegismeli alt yakinlik halkasi ve 7 (N,, (B) S ) =N, (B) n(S) ise
n (S ) , R, nin degismeli alt yakinlik halkasidir.

Tamm 5.2.28 [16] R,R, <O iki yakinlik halkasi ve 7, N, (B) R den N,(B) R,

ye yakinlik halka homomorfizmasi olsun. 0 R, > R, nin yakinlk sifir elemani olmak

uzere,

{xeRl |77(x)= ORz}
kiimesine 7 yakinlik halka homomorfizmasinin ¢ekirdegi denir ve Kern ile gosterilir.

r r

Teorem 5.2.29 [16] R,R, O iki yakinlik halkast ve 5, N,(B) R, den N,(B) R,

(13 [T

ye yakinlik halka homomorfizmasi olsun. N, (B) Kern, “+7 ve ikili islemleri ile
birlikte grupoid olmak iizere, Kern R, in yakinlik idealidir.

Tanim 5.2.30 [16] R < O bir yakinlik halkasi ve S de R nin bir alt yakinlik halkasi
olmak  tlizere,  her xeN, (B )* R icin [(x)=x+S ile  tanimlh
IT: N, (B) R—N, (B)* (R /,S ) yakinlik halka homomorfizmasma dogal yakinlik

halka homomorfizmas: denir.
Tamm 5.2.31 [16] R,,R, <O iki yakinlik halkas1 ve § de R in bostan farkli bir alt

kiimesi olsun.
2:N (B)R >N, (B)R,
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bir fonksiyon ve

SN, (B) R,

X, ="

kisitlanmig fonksiyon olmak iizere, her x,y €S igin

x(x+y)=x (x+y)=x (x)+ 2 (¥)=2(x)+2(¥)

Ve

x(xy)=x (x)=x (x) 2, (¥)=2(x) 2(»)

N N N

ise y fonksiyonuna kisitlanmis yakinlik halka homomorfizmasi denir. Bu durumda R,

R, ye kisitlanmis yakin homomorfiktir denir ve R, ~ R, seklinde gosterilir.

Teorem 5.2.32 [16] R,R, c O iki yakinlk halkasi ve y, N,

I

(B) R den N,(B) R,
ye tamimlt bir yakinlik halka homomorfizmasi olsun. (Nr(B)* Ker ;(,+) ve
(Nr(B)*Ker;(,-) birer grupoid ve (NV(B)*R,)/N, N,(B) R in Kery tarafindan

belirlenen yakin zayif kalan siniflarinin kiimesi olmak {izere,

(N, (B) R )/ <N, (B) (R, Kery)

ve
N.(B) 7(R)= 2(N,(8) &)
ise
Rl /w Kel"l 2rn Z(Rl)
dir.
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6. YAKIN HALKALAR
6.1 Temel Bilgiler

Halka kavraminin genellestirilmis bir hali olan yakin-halka kavraminin
halkadan farki, halkada birinci islemin degismeli olmasi gerekirken yakin-halkada
birinci islemin degismeli olmasinin gerekmemesidir. Ayrica, halkada ikinci iglemin
birinci islem iizerine soldan ve sagdan dagilmali olmasi gerekirken yakin-halkada
ikinci islemin birinci islem iizerine sadece bir taraftan dagilma Ozelligine sahip
olmasidir.

Yakin-halkalar ile ilgili ilk ¢alisma, 1905 yilinda Dickson [19,20] tarafindan
aksiyomatik olarak verilmistir. Dickson tarafindan bir tarafli dagilma 6zelligine sahip
cisimlerin varlig1 gosterilmis ve bu tiir cisimler yakin-cisim olarak adlandirilmastir.
Yakin-halka kavram ilk defa 1936 yilinda Zassenhaus [21] tarafindan kullanilmig ve
biitiin sonlu yakin-cisimler belirlenmistir. Halkalar teorisindeki bazi temel teoremler
yakin-halkalar icin de ifade edilebilir.

Yakin-halka teorisi ile ilgili ¢calisgan matematik¢ilerin géz oniine aldigi en
temel kaynak, Pilz’in [22] Near-Rings adli kitab1 olup, bu béliimde yer alan biitiin
bilgiler bu kitaptan alinmistir.

Tanmm 6.1.1 [22] Bos olmayan bir N kiimesi tlizerinde "+" ve "-" ikili islemleri
tanimlansin. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanirsa N ye bir yakin-halka denir:

(1) ( N ,+) bir gruptur (degismeli olmasi gerekmez).
(ii) (N ,-) bir yari-gruptur.
(1)  Her n,,n,,n, € N i¢in (n, +n,)-n, =n, -n, +n, -n, tur.
Not 6.1.2 Yukaridaki tanim dikkate alindiginda, (iii) den dolayr yakin-halka

kavrami yerine sag yakin-halka kavrami kullanilabilir. Ayrica, (ii7) nin yerine her

n,n,,n, €N igin n -(n,+mn,)=n -n,+n -n, 0zelligi yazilirsa, bu durumda sol
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yakin-halka kavrami tanimlanir. Bu c¢alisma boyunca sag yakin-halka kavrami

kullanilacaktir.

Not 6.1.3 Genellikle (N,+) grubunun etkisiz elemant, (N,+,-) yakin-halkasinin

sifirt olarak tanimlanir. Ayrica, biitiin yakin-halkalarin kiimesi N ile gosterilir.

Ornek 6.1.4 [22] (F,+) bir grup ve M (F) da T dan T' ya olan tiim doniisiimlerin
kiimesi olsun. Bu durumda doniisiimlerin toplami ve carpimi (bileskesi anlaminda)

islemlerine gore, (M (F),+,0) bir yakin-halkadir. Gergekten,

. (M(F),+) bir gruptur: Her f}, f, € M(T) ve her xeT icin

(/i +£)(x)=£(x)+ fi(x) el

oldugundan, M (F ) kiimesinde " +" islemine gore kapalilik 6zelligi saglanir.

Her f,, /5, /;€M(T) ve her xeT igin

dir. Bu durumda ( fi+ f2)+ L=h +( fh+ f;) olur ve dolayisiyla M (F) kiimesinde
"+" islemine gore birlesme 6zelligi gecerlidir.

Her xeI i¢in 9()6):0F seklinde tanimlanan 0:T —> T donisimi goz
Oniine alinirsa, her feM(F) icin f+0=6+ f=f dir. O zaman 0, M(F) nin

"+" islemine gore etkisiz elemanidir.
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Her xel igin (—f)(x) = —f(x) seklinde tanimlanan —f:I'>T
doniisiimii dikkate alinirsa, her feM (F) icin f +(— f ) =(— f )+ f =6 dir. Bu
durumda —f, feM (F) nin "+" islemine gore tersidir, yani "+" islemine gore

ters eleman 6zelligi saglanir.

3 (M(F),O) bir yari-gruptur: Her f,, f, EM(F) ve her xeT i¢in

(fio £)(x)= £ £(x)) T

oldugundan, M (F) kiimesinde "o " iglemine gore kapalilik 6zelligi gecerlidir.

Her f,, /5, /5 eM(F) ve her xeT igin

((fiefi)e f5)(¥)=(Sfio(fao3))()

olup, fio(foofy)=(fi°/,)e f; tiir. O halde M(F) kiimesinde "o" islemine gore

birlesme 6zelligi saglanir.

e Her 1,15, 1, EM(F) ve her xeT igin

=
(o]
SN
N—
—_
=

dir. O zaman (f;+f,)o f;=(f;o/f;)+(f,° f;) olur, yani sagdan dagilma Szelligi

gecerlidir.

Not 6.1.5 Yukarida verilen (M (F),+,O) cebirsel yapisi bir yakin-halka olmasina

ragmen, bu cebirsel yapi icin soldan dagilma o6zelligi saglanmadigindan M (F) bir

halka degildir.
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Yakin-halkalar ile ilgili farkli 6rnekler asagida verilmistir.

Ornek 6.1.6 [22]

1) (,+) bir grup ve MO(F)={feM(F)‘ f(OF)=OF} olsun. Bu
durumda doniisiimlerin toplami ve ¢arpimi (bileskesi anlaminda) islemlerine

gore, (MO (F),+,0) bir yakin-halkadir.
2) (T,+) bir grup ve M, ()= {f eM(T)| f sabit} olsun. Bu durumda

dontigiimlerin toplami ve carpimi (bileskesi anlaminda) islemlerine gore,

(M . (F) ,+, 0) bir yakin-halkadir.

3) (T,+) bir grup ve

0. , =0
fé,(]/):{él: yior’ger}
’ r

olsun. O halde doniisiimlerin toplami ve carpimi (bileskesi anlaminda)

e (F)={fseM(F)

islemlerine gore, (M CO (F),+,o) bir yakin-halkadir.

Lemma 6.1.7 [22] N yakin-halkasi i¢in asagidaki 6zellikler saglanir:

(1) Her ne N i¢in 0, -n=0,, dir.

(2) Her n,n'e N i¢in (—n)~n' :—(n~n') diir.
Not 6.1.8 N bir yakin-halka olmak iizere, her n,n'e N i¢in n-0, =0, ve
n-(-n")=—(n-n") esitlikleri saglanmayabilir. Ornegin, Ornek 6.1.4 te verilen
(M (F),+,0) yakin-halkas1 dikkate alimirsa, her feM (F) icin fo0=0
olabilmesi i¢in f (Or) =0, kosulu saglanmalidir ve ayrica, her f, f, e M (F) icin

Jio (— f,)= —( fio f,) olabilmesi igin f; tek fonksiyon olmalidir.
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Tanmm 6.1.9 [22] N bir yakin-halka olsun. O zaman N, ={neN| n-0, :ON}

kiimesine N nin sifir-simetrik kismi ve N, = {n eN | n-0, = n} kiimesine de N nin

sabit kismi denir.

Not 6.1.10 N, ve N,, N lizerinde tanimlanan "+" ve "-" islemlerine gore birer
yakin-halkadir. Ayrica, N =N, ise N ye sifir-simetrik yakin-halka ve N =N, ise
N ye sabit yakin-halka denir. Ayrica, biitiin sifir-simetrik yakin-halkalarin kiimesi

NG ve biitiin sabit yakin-halkalarin kiimesi de N ile gosterilir.

Ornek 6.1.11 [22] (M (T')), = M, (T') ve (M (T')) =M (T) dir. Gergekten,

c

(M (D)), =1 €M (T)] £o0=0}={1 <M (T)| £(0:)=0:} = ,(T)

Ve

(M(T)),={feM(T)| fo0=r}={feM(T)|vVyel, f(r)=1(0,)
={feM(T)| f sabit
=M, (T)

dir.

Not 6.1.12 Halka teorisinde kullandigimiz etkisiz (birim) eleman, tersinir eleman,
kisaltilabilir eleman, sifir-bélen, idempotent eleman ve nilpotent eleman kavramlari,

yakin-halka teorisinde benzer sekilde tanimlanabilir.
Her n,n'eN i¢in d-(n+n'y=d-n+d-n' ise d elemanina distribiitif
(dagilmalr) eleman denir. Ayrica, biitiin birimli yakin-halkalarin kiimesi : ve biitiin

distribiitif elemanlarin kiimesi de N, ile gosterilir.
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Teorem 6.1.13 [22] N bir yakin-halka ve e€ N bir idempotent eleman olsun. Bu

durumda her mneN i¢cin n=x+y olacak bicimde tek tiirlii belirlenen

xe{n eN| n-e:ON} ve y € Ne elemanlar vardir.

Sonug¢ 6.1.14 [22] N bir yakin-halka olsun. Bu durumda her ne N i¢in n=n,+n,

olacak bigimde tek tiirlii belirlenen n,e N, ve n, e N, elemanlar1 vardir, yani

(N,+)=(Ny,+)®(N,,+) dur.

Tanim 6.1.15 [22] N bir yakin-halka olsun. O zaman

(1) (N,+) abel ise N ye abel yakin-halka denir.
(i)  (N,:) degismeliise N ye degismeli yakin-halka denir.
(i) N =N, ise N ye distribiitif yakin-halka denir.
(iv) N, 0, nin sifirdan farkli bolenlerine sahip degilse N ye tam yakin-
halka denir.
(V) (N —{ON} ,-) bir grup ise N ye yakin-cisim denir.
Ornek 6.1.16
1) (F,+) bir abel grup ise (M(F),+) bir abel gruptur. Boylece M(F)
bir abel yakin-halkadir.
2) (F,+) bir grup olmak iizere, I' da her «,fel icin a*xf=a
seklinde tanimlanan "*" islemi dikkate alinirsa (F, +,*) bir tam yakin-
halkadir.
3) Z, mod 2 kalan smiflarinin kiimesi olmak iizere, (Z2,+) bir gruptur.
Ayrica, 7, deher 7 Z, igin 0-a=0 ve 1-a=1 seklinde tamimlanan "-"

islemi dikkate alinirsa (Zz,+,-) bir yakin-cisimdir.
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6.2 N-Gruplar

Halka teorisindeki modiil kavramina, yakin-halka teorisinde karsilik gelen

N -grup kavramimni goz Oniine alacagiz.

Tanim 6.2.1 [22] (F, +) bir grup ve N bir yakin-halka olsun. Bu durumda

U NxI' >T | y((n,y)):n;/
seklinde tanimlanan dis carpimi dikkate alindiginda, asagidaki ozellikler saglanirsa
(F, ,u) ikilisine bir N -grup (veya N de bir yakin-modiil) denir:

Her y €T ve her n,n' € N igin

(n+n)y=ny+n'y ve (n-n)y=n(ny).

N -grup kavramu kisaca T ile gosterilir. Ayrica, biitiin N -gruplarin kiimesi

G ile gosterilir.

Ornek 6.2.2 [22]

1) (N, +,-) bir yakin-halka ise N bir N -gruptur.
2) R bir halka ve M de bir (sol) R -modiil ise M bir R -gruptur.
3) (F, +) bir grup olsun. O zaman I,

u:M(T)xI —>T ,U((f:?/)):f(V)

seklinde tanimlanan dig carpimi ile bir M (F) -gruptur.

Tamm 6.2.3 [22] Vi ve T G olmak tizere, her y €l igin 1y =y ise T ya
bir diniter (birimsel) N -grup denir.

Lemma 6.2.4 [22] N bir yakin-halka ve I' bir N -grup olsun. Bu durumda

asagidaki ozellikler saglanir:

(1) Her yeI' 1¢in 0, =0 dir.
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(2) Her yeI" veher ne N i¢in (—n)]/z—n}/ dir.
(3) Her ne N, i¢in n0. =0, dir.

(4) Her y eI veher ne N, igin ny =n0, dir.
6.3 Alt Yapilar

Tanmm 6.3.1 [22] N bir yakin-halka ve (M , +) , (N ,+) nin bir alt grubu olsun. Bu

durumda M -M < M ise M ye N nin bir alt yakin-halkas: denir.

Ornek 6.3.2 [22] N, ve N,, N yakin-halkasmin birer alt yakin-halkasidur.

Gergekten,

. (N0,+) , (N,+) grubunun bir alt grubudur: Her x,y € N, i¢in

(x_y)'ON =x-0y,—»-0y,=0,—-0,=0,
oldugundan x—y e N, dir.

e N,-N,c N, dir: Her x,y e N, i¢in

(x-¥)-0y =x-(y-0,)=x-0,=0,

olup, x-y e N, dir.
Béylece N,, N nin bir alt yakin-halkasidir. Benzer sekilde N, nin de N nin

bir alt yakin-halkas1 oldugu kolayca gosterilebilir.

Tanmm 6.3.3 [22] N bir yakin-halka ve ' bir N -grup olsun. O zaman ' nin

NA c A kosulunu saglayan bir A alt grubuna, I' nin bir N -alt grubu denir.
6.4 Homomorfizmalar ve Idealler

Tanm 6.4.1 [22] N,N' €N ve I',T" € »G olsun. Bu durumda
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(i) Her m,ne N ig¢in

p(m+n)=p(m)+¢(n) ve p(m-n)=g(m)-¢(n)
ise ¢: N — N' doniigtimiine bir yakin-halka homomorfizmas: denir.

(i) Her a,f el veher ne N igin

v(a+p)=vy(a)+y(B) ve y(na)=ny(a)
ise w:T' > T doniisiimiine bir N -homomorfizmas: denir.

Benzer sekilde yakin-halka teorisinde ve yakin-modiil teorisinde

monomorfizma, epimorfizma ve izomorfizma kavramlari tanimlanabilir. N, N' e N/

ve I,I" evG olmak iizere, N den N’ ye biitiin yakin-halka homomorfizmalarin

kiimesi Hom(N, N ') ve I' dan I" ye biitin N -homomorfizmalarin kiimesi de
Hom, (T',I") ile gosterilir.

N,N"eN olmak iizere, N den N’ ye bir monomorfizma varsa N, N’ ye
gomiilebilir denir.
Ornek 6.4.2 [22] N bir yakin-halka ve T' bir N -grup olsun. O zaman her y eI’
icin W (n):n}/ seklinde tanimlanan w:N —I  donisimii bir N-

homomorfizmasidir, yani € Hom,, (N ,F) dir.

Tamm 6.4.3 [22] N bir yakin-halka ve 7, (N ,+) nin bir normal alt grubu olsun. Bu

durumda
(i) I-Nc,

(ii) Her n,n" € N ve her ael igin n-(n'+a)—n-n’e[

kosulu saglaniyorsa I ya N nin ideali denir ve I <N ile gosterilir.
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Ayrica, sadece (i) kosulunu saglayan 7 ya N nin sag ideali denir (I < N )

ve sadece (ii) kosulunu saglayan / ya N nin sol ideali denir (I <, N ) .

Tamm 6.4.4 [22] N bir yakin-halka ve T" bir N -grup olsun. O zaman A, I' nin bir

normal alt grubu olmak iizere, her y€l', her €A ve her neN igin
n(}/+§)—n7€A kosulu saglaniyorsa A ya I' nin ideali denir ve A<, I' ile

gosterilir.

Ornek 6.4.5 [22] N bir yakin-halka ve T bir N -grup olsun. Bu durumda {ON} , N

ve {Or}, I' sirasiyla N ve I' nin idealleri olup, bu ideallere triviyal ideal denir.

Not 6.4.6 N bir yakin-halka ve / da N nin bir ideali olsun. O zaman n,n' € N

olmak iizere,

nEn'(modl) <= n-nel

' n_mn

seklinde tanimlanan "=" bagintis1 bir kongriians bagintisidir. Bu durumda "=

bagintis1 bir denklik bagintis1 oldugundan, bu bagintiya gore denklik (kalan) siniflari

neN icin m=n+l= {n | n=n'(mod 1)} seklindedir. Biitiin denklik (kalan)
smiflarmin kiimesi N/I = {ﬁ| neN } ile gosterilir.

N bir yakin-halka, T" bir N -grup ve A da T" nin bir ideali olmak iizere,
benzer sekilde «, S €T i¢in

a=f(modA) = a-feA

biciminde "=" kongriians bagintisi ve dolayisiyla denklik (kalan) smiflarinin

/A= {77 | VS F} kiimesi tanimlanabilir.

Teorem 6.4.7 [22] N bir yakin-halka ve / da N nin bir ideali olsun. O zaman

N /1 tizerinde, N deki "+" ve "-" islemlerine paralel olmak {izere,
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(m+])+(n+])=(m+n)+1 ve (m+1)-(n+]):(m-n)+l
seklinde tanimlanan "+" ve "-" islemlerine gére N/I bir yakin-halkadir.

Tammm 6.4.8 [22] Yukarida belirtilen (N/I ,+,~) yakin-halkasina, N yakin-

halkasinin / idealine gore béliim yakin-halkas: denir.

Tamim 6.4.9 [22] N,N' e N've ¢ € Hom(N,N') olmak iizere,

Ker(pz{neN‘ go(n)zON,}

kiimesine ¢ yakin-halka homomorfizmasinin ¢ekirdegi denir.
Teorem 6.4.10 [22] N ve N' iki yakin-halka ve ¢:N — N’ bir yakin-halka
homomorfizmasi olsun. Bu durumda
(1) K, N nin bir alt yakin-halkasi ise (p(K) da N’ niin bir alt yakin-
halkasidir.
(2) I, N nin bir ideali ve ¢ orten ise () da N’ niin bir idealidir.
(3) K', N' niin bir alt yakin-halkas1 (ideali) ise (p_l(K') de N nin bir alt

yakin-halkasidir (idealidir).

Teorem 6.4.11 [22] (Homomorfizma Teoremi) N ve N' iki yakin-halka olsun. O
zaman

(1) I <N ise N/I, N nin bir homomorfik goriintiisiidiir.
(2) @:N —> N' bir yakin-halka epimorfizmasi ise Ker¢, N nin bir
idealidir ve N/Kerp = N' diir.

Teorem 6.4.12 [22] N ve N’ iki yakin-halka ve ¢@:N — N’ bir yakin-halka
epimorfizmasi olsun. O zaman N nin Ker¢ yi kapsayan alt yakin-halkalari

(idealleri) ile N' niin alt yakin-halkalar1 (idealleri) arasinda birebir esleme vardir.
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Teorem 6.4.13 [22] N ve N’ iki yakin-halka ve ¢@:N — N’ bir yakin-halka

epimorfizmast olsun. O zaman N nin Ker¢ yi kapsayan [ idealleri igin

N/I=¢(N)/p(I) du.
Teorem 6.4.14 [22] N bir yakin-halka ve /,J <N olsun. Bu durumda J </ olmak

" NIJ/ .
lizere, // J=N /1 dir.

Not 2.4.15 Yukarida verilen izomorfizma teoremleri N -gruplar i¢in de gegerlidir.
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7. BULGULAR ve TARTISMA
7.1 Yakinhk Yakin-Halkalar

Bu boliimde yakinlik yakin-halka kavrami tanimlanmis ve ilgili 6rneklere yer
verilmigtir. Ayrica, alt yakinlik yakin-halka, yakinlik N-grup ve yakinlik yakin-
halkasinin ideali ve yakinlik yakin-halka homomorfizmasi kavramlar1 tanimlanarak,

bu kavramlar ile alakali baz1 sonuglar elde edilmistir.

Tanmm 7.1.1 (O’F’~B,.’Nr' (B)’VN,_) yakln yaklaSIm uzayi; “L”oye “.”’ O

tizerinde ikili islemler ve M < O olsun. Asagidaki 6zellikler saglaniyorsa M ye

yakin yaklasim uzayt iizerinde yakin-halka veya kisaca yakinlik yakin-halka denir:
(YNl) (M , +) bir yakinlik gruptur (degismeli olmas1 gerekmez).
(W\fz) (M ,-) bir yakinlik yari-gruptur.
(YN,) Her x,y,zeM icin (x+y)-z=(x-z)+(y-z) ozelligi N, (B) M de

saglanir.

Ayrica, her x,yeM i¢in x-y=y-x ise M ye degismeli yakinlik yakin-
halka ve her xe M igin 1,,-x=x-1,, = x olacak bigimde 1, € N, (B)' M varsa M

ye birimli yakinlik yakin-halka denir.
Not 7.1.1 Yukaridaki tanim dikkate alindiginda, (YN3) ten dolayr yakinlik yakin-
halka kavrami yerine yakinlik sag yakin-halka kavrami kullanilabilir. Ayrica, (YN3)

in yerine her x,y,zeM igin x~(y +Z) = (x~y) +(x- Z) ozelligi yazilirsa, bu

durumda yakinlik sol yakin-halka kavrami tanimlanir. Bu ¢alisma boyunca yakinlik

sag yakin-halka kavrami kullanilacaktir.

Not 7.1.2 Genellikle (M ,+) grubunun etkisiz elemant, (M , +,-) yakilik yakin-

halkasinin sifir1 olarak tanimlanir. Ayrica, biitiin yakinlik yakin-halkalarinin kiimesi
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M ile gosterilir.

Bir M yakinlik yakin halkasinda, (YN,)—(YN,) 6zellikleri N, (B)' M de
gecerli olmak zorundadir. M deki elemanlarin sonlu tane toplami veya ¢arpimi her

zaman N, (B) M ye ait olmayabilir. Bu nedenle her x e M ve bazt ne Z" ler igin

x"eN,(B)'M veya nxeN,(B) M oldugunu sdylemek her zaman miimkiin

degildir. Buna ragmen (N (B) M,+) ve (NV(B)*M,-) birer grupoid ise her

xeM veher neZ" lerigin x" € N, (B) M veyaher xe M ve her neZ ler igin
nxeN,(B) M olur.

M birimli bir yakinhk yakin-halka ve xeM olmak lzere, y-x=1,,
(x-z=1,,) olacak sekilde bir ye N, (B)" M (z eN, (B) M) varsa X elemanina
sol (sag) yakin tersinirdir ve y (z) elemanina x elemaninin sol (sag) yakin tersi

denir. xe M hem sol hem de sag yakin tersinir ise o zaman X elemanina yakin

tersinirdir denir.

Lemma 7.1.3 Her yakin halka bir yakinlik yakin-halkadir.

Ispat. M cO bir yakin-halka olmak iizere, M < N,(B) M oldugundan

(YN,)—(YN,) saglanir. Boylece M bir yakinlik yakin-halkadir.

Lemma 7.1.4 Her yakinlik halka bir yakinlik yakin-halkadir.
Ispat. M < O bir yakinlik halka olsun. Tanim 5.2.1 geregince M nin bir yakinlik

yakin-halka oldugu kolayca goriilebilir.

Ornek 7.1.5 (’):{a,b,c,d,e, f } algilanabilen  nesnelerin  kiimesi  ve

B= {q)] , gpz} c F ¢ikarim fonksiyonlarinin kiimesi olsun.

00>V, ={a,a,},
@, OV, ={B,p,. b}
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¢ikarim fonksiyonlar1 Tablo 7.1 deki gibi tanimlansin.

4 @ @ a @ & &
2 B B, b B B B
Tablo 7.1
Bununla birlikte O algilanabilen nesnelerin kiimesi tizerinde “+” «.” ikili

islemleri Tablo 7.2 ve Tablo 7.3 teki gibi verilsin.

+ a b ¢ d e f
a a b ¢ d e f
b b ¢ a f d e
c c a b e f d
d d e f a b c
e e f d ¢ a b
f fd e b ¢ a
Tablo 7.2
a b ¢ d e f

S
S Q
S Q
S Q
S Q
S
S

c c ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
d d d d d d d
e e e e e e e

frNr o5 r r 5 s

Tablo 7.3

Tablo 7.2 den d +(e+e)#(d+e)+e oldugundan (O,+) bir grup degildir.

Bu nedenle (O, +,") bir halka degildir.
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M = {a, d,e, | } , O nun bir alt kiimesi olmak {izere, M {izerinde “+” ve “.”

ikili iglemleri Tablo 7.4 ve Tablo 7.5 teki gibi olur.

+ a e f
a a e f
d d a b ¢
e e c a b
f f b ¢ a
Tablo 7.4
a d e f
a a a a a
d d d d d
e e e e e
f0r r 5 f
Tablo 7.5

Bu durumda

[a], = ¥ < Olg, (+)= 0, (a)= ]
= {a,b,C} = [b](pl = [C](p] ’
[4], = ¥ <Ol (+)= 0, (d)= .}

“ldefi=[e], ~[/],
dir. Boylece &, Z{[Cl](A ,[d]q} olur.

[a]% = {x’ eO |q02 (x")=¢,(a)= ﬂl}

- {a).
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{xe(’)|(p2(x) @, (b)= ﬂz}
tbej=[

{xe@|§02(x) @,(d)= 5}
de.fi=[el, =11,

dir. Buradan f(pz ={[a] o ,[le2 ,[d](pz} olur. O zaman r=1 i¢in O algilanabilir

nesneler kiimesinin ayrigimlarinin kiimesi N, (B) = {fw, Lo, } elde edilir. Boylece

NBYM= | [x],

[x]w,' NGz

={a,b,c}u{d,e, f}u{a}

={a,b,c,d,e,f}=

olur. Bu durumda

(YN,):

(YG)) Her x,yeM icin x+yeN,(B) M dir.

(YGZ) Her x,y,ze M igin (x+y)+z = x+(y+z) dzelligi N, (B) M de
saglanir.

(YG,) Her xe M igin x+e, =e, +x=x olacak bigimde bir e, € N, (B) M
yakin birim elemant vardir ki, e,, =a dur.

(YG4) Her xe M igin x+ y = y+ x =a olacak bi¢imde bir y € M vardir, yani
-a=a,—-d=d, -e=eve —f=f dir.

Ayrica, Tablo 7.4 ten e+ f=b, f+e=c ve b#c oldugundan, “+” ikili
islemine gore degisme 6zelligi saglanmaz.

O halde (M , +) degismeli olmayan bir yakinlik grubudur.

63



7. BULGULAR ve TARTISMA Abdurrahman GENC

(YN,):
(YS,) Her x,ye M igin x-yeN,(B) M dir.

(YSz) Her x,y,zeM igin (x-y)-Z:x-(y-Z) ozelligi N, (B) M de
saglanir.

O zaman (M , ) bir yakinlik yari-gruptur.

(YN,): Her x,y,zeM igin (x+y)-z=(x-z)+(y-z) dzelligi N, (B) M
de saglanir.

Boylece (M 7+ ) bir yakinlik yakin-halkadir.
Lemma 7.1.6 M < O bir yakinlik yakin-halkasi ve 0,, € M olsun. Bu durumda her
xeM igin 0,, -x,x-0,, € M ise asagidaki 6zellikler saglanir:

(1) Her xeM 1i¢in 0,, -x=0,, dir.

(2) Her x,yeM igin (—x)-y=—(x-y) dir.

Ispat. (1) Her xe M igin

0, -x:(OM +0M)-x:0M x+0,,-x

olur ve “+” iglemine gore mevcut olan etkisiz elemanin tekliginden dolay1

0, -x=0,, dir.
(7) (1) den dolay1, her yeM igin 0,, -y =0,, dir. Bu durumda
0, =OM-y=((—x)+x)-y=(—x)-y+x-y

olup, “+” islemine gore mevcut olan ters elemanin tekliginden dolay1

(—x)-y = —(x-y) dir.

Not 7.1.7 M bir yakinlik yakin-halka olmak tizere, her x,y € M igin x-0,, =0,, ve

X- (— y) = —(x . y) esitlikleri saglanmayabilir.
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Tanim 7.1.8 M bir yakinlik yakin-halka olsun. O zaman M, = {x eM | x-0,, =0 M}
kiimesine M nin sifir-simetrik kismi ve M, = {x eM|x-0, = x} kiimesine de M

nin sabit kismi denir.

Not 7.1.9 M =M, ise M ye sifir-simetrik yakinlik yakin-halka ve M =M, ise M
ye sabit yakinlik yakin-halka denir. Ayrica, biitiin sifir-simetrik yakinlik yakin-

halkalarinin kiimesi M, ve biitiin sabit yakinlik yakin-halkalarmin kiimesi de M. ile

gosterilir.
Her x,yeM ic¢in d-(x+y)=d-x+d-y bzelligi N, (B) M de gegerli ise
d elemanina distribiitif (dagilmali) eleman denir. Ayrica, biitiin birimli yakinlik

yakin-halkalarmmn kiimesi M, ve biitiin distribiitif elemanlarmn kiimesi de M, ile

gosterilir. M =M, 1se M ye distribiitif yakinlik yakin-halka denir.
7.2 Yakinhik M-Gruplar ve Alt Cebirsel Yapilar

Tanmm 7.2.1 (G,+) bir yakinlik grup ve M bir yakinlik yakin-halka olsun. Bu

durumda

n:N,(B) MxG—>N,(B) G , n((x,g))zxg

seklinde tanimlanan dis carpim dikkate alindiginda, asagidaki ozellikler N, (B) G

de saglanirsa (G,n) ikilisine bir yakinlik M -grup (veya yakinlik yakin-modiil)

denir:
Her g € G ve her x,ye M igin
(x+y)g=xg+yg ve (x-y)g=x(yg).
Yakinhk M -grup kavrami kisaca | G ile gosterilir. Ayrica, biitiin yakinlik
M -gruplarin kiimesi +§ ile gosterilir.
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Ornek 7.2.2 (M ,+,-) bir yakinlik yakin-halkasi ise M bir yakinlik M -gruptur.

Tanmm 7.2.3 M € Mive ,G e mG olmak iizere, her g€ G icin 1, g =g 0Ozelligi

N, (B) G de gegerliise , G ye bir iiniter (birimsel) yakinlik M -grup denir.

Lemma 7.2.4 M bir yakinlik yakin-halka ve G bir yakinlik M -grup olsun. O
zaman asagidaki ozellikler saglanir:

(1) Her geG i¢in 0,,g =0, dir.

(2) Her geG veher xe M igin (—x)g=-xg dir.
(3) Her xe M i¢in x0, =0, dir.

(4) Her g G veher xe M, igin xg =x0,, dir.

Ispat. (1) Her g € G igin

OMg:(OM+OM)g=OMg+OMg

olur ve “+” islemine gore mevcut olan etkisiz elemanin tekliginden dolay1 0,,g =0,
dir.
(2) (1) den dolayi, her g € G igin 0,, g =0, dir. O zaman

0, =0Mg=((—x)+x)g:(—x)g+xg

olup, “+” islemine gére mevcut olan ters elemanin tekliginden dolay1 (—x) g=-xg
dir.
(3) Her xe M, i¢in x-0,, =0,, olup, (1) den dolay1

x0, =x(0Mg):(x-OM)g:OMg:OG

elde edilir.
(4) Her xe M i¢in x-0,, = x dir. O halde (1) den dolay1
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xgz(x-OM)g:x(OMg)=x0G
olur.
Tammm 7.2.5 M bir yakinlik yakin-halka ve (K,+), (M ,+) nin bir alt yakinhik
grubu olsun. Bu durumda K-K = N, (B) K ise K ya M nin bir alt yakinlik yakin-

halkast denir.

Ornek 7.2.6 (M ,+,-) bir yakinlik yakin-halka olsun. O zaman M, ve M., M

‘6"’

lizerinde tanimlanan “+” ve islemlerine gore birer alt yakinlik yakin-halkadir.

Teorem 7.2.7 M bir yakinlik yakin-halka ve K da M nin bostan farkli bir alt
kiimesi olsun. (N. (B)* K,+) ve (Nr (B)* K,-) birer grupoid olsun. Bu durumda K

¥

nin M yakinlik yakin-halkasinin bir alt yakinlik yakin-halkasi olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul, her x € K i¢in —x € K olmasidir.

Ispat. (:>) K nin M yakinlik yakin-halkasinin bir alt yakinlik yakin-halkasi
olsun. Bu durumda (K,+) bir yakinlik grubudur. Boylece her x € K icin —x e K
dir.

(<:): Hipotezden (NF(B)* K,+) bir grupoid ve K c M oldugundan ve
Teorem 5.1.15 geregince (K,+) bir yakinlik grubudur. (Nr (B) K ,-) bir grupoid ve
K c M oldugundan, her x,y,ze K ig¢in x-yeN, (B)*K ve (x-y)-z=x(y-z)
birlesme 6zelligi N, (B) K de saglanir. O zaman (K,-) bir yakinlik yari-gruptur.
Ayrica, (Nr(B)* K,+) ve (NF(B)* K,-) birer grupoid ve M bir yakinlik yakin-

halka oldugundan, her X,y,z€K i¢in (x+y)-z=(x-z)+(y-z) dzelligi N, (B) K

da saglanir. Béylece K, M nin bir alt yakinlik yakin-halkasidir.
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Ornek 7.2.8 Ornek 7.1.5 te verilen (M ,+,-) yakinlik yakin-halkasinin K = {a, f } alt

“"’

kiimesi dikkate alindiginda; K, M {izerinde tanimlanan “+” ve islemlerine gore

bir alt yakinlik yakin-halkasidir.
Tamim 7.2.9 M bir yakinlik yakin-halka ve G bir yakinhik M -grup olsun. H,

(G,+) nm bir alt yakinlik grubu olsun. O zaman H-M cN,(B) H kosulu

saglanmiyorsa H ye G nin bir alt yakinlik M -grubu denir.
Tamim 7.2.10 M bir yakinlik yakin-halka ve 7, (M ,+) nin bir alt yakinlik grubu

olsun. ( N B*I,+ ve | N B*I,~ birer grupoid olsun. Bu durumda
(N, (B) 1,+) ve (N, (B) L") birer grup

(i) I'-McN,(B) I,
(i) Her x,yeM veher ael i¢in x-(y+a)-x-yeN, (B) I

kosullar1 saglaniyorsa I ya M nin bir yakinlik ideali denir.
Ayrica, sadece (i) kosulunu saglayan / ya M nin sag yakinlik ideali denir ve

sadece (i1) kosulunu saglayan / ya M nin sol yakinlik ideali denir.

Ornek 7.2.11 Ornek 7.1.5 te verilen (M ,+,-) yakinlik yakin-halkasinin K :{a, f }

alt kiimesi dikkate alindiginda; K, M fizerinde tanimlanan “+” ve “-” iglemlerine
gore bir yakinlik idealidir.
Tamm 7.2.12 M bir yakinlik yakin-halka ve G bir yakinlik M -grup olsun. O

zaman H, G nin bir alt yakinlik M -grubu olmak iizere, her g€ G, her he H ve
her xeM ic¢in x(g+h)-xgeN,(B) H kosulu saglaniyorsa H ye G nin bir

vakinlik ideali denir.
7.3 Yakin Zayif Kalan Simiflarimin Yakinhk Yakin-Halkasi

M < O bir yakinlik yakin-halka ve K, M nin bir alt yakinlik yakin-halkas1
olsun. Bu durumda x,y € M olmak {izere, M nin elemanlar1 arasinda asagidaki gibi

bir “~  bagntis1 tanimlanabilir:
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x~, y:ox+(-y)eKu{0,}.

Teorem 7.3.1 M bir yakinlik yakin-halka olmak iizere; “~ > bagintis1 M {lizerinde
bir sag zayif esdegerlik bagintisidir.

ispat. (M,+) bir yakinlik grubu oldugundan, her xeM ig¢in -xeM dir.
x+(-x)=0, € Ku{0,} oldugundan x~, x olur. Her x,yeM igin x~, y ise
x+(-y)eKu{0,}, yani x+(-y)eK veya x+(-y)e{0,} olur. x+(-y)eK
ise (K , +) , (M ,+) nn  bir alt yakinhik grubu  oldugundan
~(x+(-y))=y+(-x)e K dir. Béylece y~, x bulunur. Ayrica, x+(-y)e{0,}
ise x+(-y)=0, dir. Buradan y+(-x)=-(x+(-y))=-0, =0, ve bdylece
y~.x olur. Sonu¢ olarak, “~ > bagmtis1 M {izerinde bir sag zayif esdegerlik

bagintisidir.

Herhangi bir x e M igin, “~ 7 sag zayif esdegerlik bagintisinin M yakinlik

yakin-halkasinda belirttigi sinif

X, ={k+x|keK,xeM,k+xeM}u{x}
dir.

13

Tanmmm 7.3.2 M bir yakinlik yakin-halka olmak iizere, “~, ” sag zayif esdegerlik

bagintisinin M de belirttigi siniflara yakin sag zayif kalan sinifi denir.

Herhangi bir x € M i¢in yakin sag zayif kalan sinifi K + x ile gosterilir, yani
K+x= {k+x| keK,xeM,k+x eK} u{x}
dir.

Benzer olarak x,yeM olmak iizere, M yakinlik yakin-halkasinin

elemanlar: arasinda asagidaki gibi bir “~,” bagintis1 tanimlanabilir:
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x~, y:&(—x)+ye KU{0}.

Teorem 7.3.3 M bir yakinlik yakin-halka olmak tizere, “~,” bagintis1 M {lizerinde
bir sol zayif esdegerlik bagintisidir.

Ispat. (M , +) bir yakinlik grubu oldugundan, her xeM i¢cin -xeM dir.
(-x)+x=0, € Ku{0,} oldugundan x~, x olur. Her x,yeM igin x~,y ise
(—x)+y € KU{OM}, yani (—x)+y e K veya (—x)+y € {OM} olur. (—x)+y ek
ise (K , +) , (M ,+) nn  bir alt yakinhik grubu  oldugundan
~((-x)+y)=(-y)+xe K dir. Béylece y~, x bulunur. Ayrica, (-x)+ye{0,}

ise (-x)+y=0, dir. Buradan (-y)+x=-((-x)+y)=-0, =0, ve bdylece

¥ ~, x olur. Sonug olarak, “~,” bagmtis1 M {lizerinde bir sag zayif esdegerlik
bagintisidir.
Herhangi bir x € R igin, “~,” sol zayif esdegerlik bagintisinin M yakinlik

yakin-halkasinda belirttigi sinif

X, ={x+k|keK,xeM,x+k eM}u{x}
dir.

Tanmm 7.3.4 M bir yakinlik yakin-halka olmak iizere, “~,” esdegerlik bagintisinin

M de belirttigi siiflara yakin sol zayif kalan sinifi denir.

Herhangi bir x € M i¢in yakin sol zayif kalan sinifi x+ K ile gosterilir, yani
x+K={x+k|k eK,xeM,x+k eM} u{x}
dir.

(M ,+) yakinlik grubu degismeli ise X, = X, olur. Fakat yakinlik yakin-halka

tanim1 geregince (M ,+) yakinlik grubunun degismeli olmas: gerekmediginden X,

70



7. BULGULAR ve TARTISMA Abdurrahman GENC

ile X, birbirine esit olmayabilir.

M bir yakinlik yakin-halka ve K, M nin bir alt yakinlik yakin-halkasi

olmak tizere,

M/N/: ={x+K|xeM}

M nin K ile belirlenen tiim yakin sol zayif kalan siiflarinin kiimesidir. Burada M

yerine N, (B) M aliirsa,

r

(V. (B) M)/ ={x+K|xeN,(B) M|
elde edilir. Bu durumda
x+K={x+k|keK,xeNr(B)*M,x+keM}u{x}

olur.

Tammm 7.3.5 M bir yakinlik yakin-halka ve K, M nin bir alt yakinlik yakin-

halkasi olsun. x,y € M olmak iizere, x+K ve y+K sirasiyla X ve y elemanlarinin

belirledigi yakin sol zayif kalan siiflar olsun. Bu durumda x+yeNr(B)*M

elemaninin belirledigi iki yakin sol zayif kalan sinifinm toplami
{(x+y)+k| keK,x+yeNr(B)*M,(x+y)+keM} U{x+y)
ile tanimlidir ve
(x+K)®(y+K)=(x+y)+K

seklinde gosterilir.

Tammm 7.3.6 M bir yakinhik yakin-halka ve K, M nin bir alt yakinlik yakin-

halkas1 olsun. x,y € M olmak tizere, x+ K ve y+K sirastyla x ve y elemanlarinin
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belirledigi yakin sol zayif kalan smiflar olsun. Bu durumda x-yeN, (B) M
elemaninin belirledigi iki yakin sol zayif kalan sinifinin ¢arpimi
{(x-y)+k| keK,x-yeNr(B)*M,(x-y)+keM}u{x-y}

ile tanimlidir ve

(x+K)®(y+K) =(x-y)+K
seklinde gosterilir.

Tanmim 7.3.7 O algilanabilen nesneler kiimesi, M — O bir yakinlik yakin-halka ve
K, M nin bir alt yakinlik yakin-halkas1 olsun. M / ~,» M nin K ile belirlenen tiim

yakin sol zayif kalan siniflarinin kiimesi ve &, (A) , A 677(0) kiimesinin tanimsal

yakinlik kiime ailesi olmak iizere,

MEY ML) U

§<1>(A)8M/~f 0

kiimesine M /_ nin iist yaklasimi denir.

Teorem 7.3.8 M bir yakinlik yakin-halka; K, M nin bir alt yakinlik yakin-halkas1

ve M/_, M nin K ile belirlenen tiim yakin sol zayif kalan siiflarimin kiimesi

olsun. Bu durumda

ise M/w ,her x,ye M i¢in

(x+K)®(y+K)=(x+y)+K

Ve
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(x+K)®(y+K)=(x-y)+K

ile taniml1 iglemlerle birlikte bir yakinlik yakin-halkadir.
Ispat. (YNI) : (YGI) (M ,+) bir yakinlik grubu oldugundan, x+yeN,(B) M ve

x+K,y+KeM/_ igin

(x+K)@(y+K)=(x+y)+Ke(N,(B) M)/

/

dir. Hipotezden, x+K, y+K eM/_ igin

(x+K)@®(y+K)=(x+y)+KeN,(B) (M/,)
olur.
(YGZ) (M ,+) bir yaknlk grubu oldugundan, her x,y,ze€ M igin birlesme

ozelligi N, (B)* M de gegerlidir. Bu durumda x+K, y+K,z+KeM/_ igin

((x+K)(-B(y+K))G—)(Z+K)=((x+y)+K)€|-)(Z+K)

esitligi (Nr (B)*M )/N/ de saglanir. O zaman hipotez  geregince,

x+K,y+K,z+KeM/_ iginbirlesme ozelligi N, (B)* (M /., ) de gecerlidir.

(YG3) (M,+) bir yakinlik grubu oldugundan, her xeM igin

x+0,, =0, +x=x olacak sekilde bir 0, € N, (B)' M vardir. Bu durumda her

x+KeM/_ igin
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(x+K)®(0,,+K)=(x+0,, ) +K=x+K,

(0, +K)®(x+K)=(0,, +x)+K=x+K

bulunur. Boylece 0M+Ke(Nr(B)*M)/N€gNr(B)*(M/N/), M/ nin “®”

islemine gore yakin birim elemanidir.

(YG4) (M,+) bir yakinlk grubu oldugundan, her xeM igin

x+y=y+x=0,, olacak sekilde bir y=-xeM vardir. Bu durumda her

x+K eM/N/ icin
(x+K)®((—x)+K)=(x+(-x))+K =0, +K,
((—x)+K)®(x+K)=((-x)+x)+K =0, +K
olur. Buradan (—x) +K, x+K nin “®” iglemine gore yakin tersidir.

Boylece (M /. ,(—B) bir yakinlik grubudur.

(YN,):(YS,)) (M,-) bir yakinlik yari-grup oldugundan, x-ye N, (B) M

ve x+K,y+KeM/_ igin

(x+K) & (y+K)=(x-y)+K &[N, (B) M)/

‘

dir. Hipotezden, x+ K, y+K eM/_ igin
(x+K)O(y+K)=(x-y)+K e N,(B) (M/Nf)
olur.

(YSZ) (M,-) bir yakmhk yar-grup oldugundan, her x,y,zeM igin

birlesme dzelligi N, (B) M de gegerlidir. Bu durumda x+K, y+K,z+KeM/_

i¢in
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((x+K)®(y+K))®(z+K) =((x~y)+K)®(z+K)

esitligi (N, (BY M) /_ de saglanir.
O zaman hipotez geregince, x+K, y+K,z+K eM/_ igin birlesme 6zelligi

N, (B)* (M /., ) de gecerlidir. Boylece (M /s O) bir yakinlik yari-gruptur.

(YN3) : M bir yakinlik yakin-halka oldugundan, her x,y,z e M igin sagdan
dagilma &zelligi N, (B) M de gegerlidir. Bu durumda x+K, y+K,z+K eM/_

1¢in

(x+K)®(y+K))O(z+K)=((x+y)+K)O(z+K)

x+y)-z)+K
x-z)+(y- )+K

((
(
((x z +K) ( y- z)+K)
(

x+K)O(z+K))®((y+K)O(z+K))

esitligi (Nr (B)* M ) /., de saglanur.

O zaman hipotezden, x+K, y+K,z+K eM/_ icin sagdan dagilma 6zelligi
N, (B) (M /., ) de gegerlidir.

Sonug olarak, (YNl)—(YN3) ozellikleri saglandigindan M /_ bir yakinlik

yakin-halkadir.
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Tammm 7.3.9 M bir yakinlik yakin-halka ve K, M nin bir alt yakinlik yakin-

halkasi olsun. M /_ yakinlik yakin-halkasima M nin K ile belirlenen tiim yakin sol

zayif kalan siniflarimin yakinlik yakin-halkas: denir ve M / K seklinde gosterilir.

7.4 Homomorfizmalar
Tamm 7.4.1 M ,M, c O iki yakinlk yakin-halka olsun. Her x,y € M, i¢in

w(x+y)=w(x)+y(y)

Ve

v(xy)=w(x)w(y)

olacak sekilde bir

w:N,(B) M, > N,(B) M,

fonksiyonu varsa y ye yakinlik yakin-halka homomorfizmas: denir. M, ve M,

yakinlik yakin-halkalarma da yakin homomorfiktir denir ve M, ~ M, ile gosterilir.

w, N,(B) M, den N,(B) M, ye bir yakinlik yakin-halka homomorfizmasi
olmak iizere,

(1) w birebir ise v ye yakinlik yakin-halka monomorfizmasi,

(i) w Orten ise w ye yakinlik yakin-halka epimorfizmast,

(ii1) yw birebir ve orten ise ' ye yakinlik yakin-halka izomorfizmasi
denir.

N,(B)M, den N, (B)M, ye bitin yakinlik yakn-halka

r

homomorfizmalarnin kiimesi Hom ( N,.(B )* M,,N, (B )* M, ) ile gosterilir.

Tanmm 7.4.2 M bir yakinlhk yakin-halka ve G, ile G, iki yakinlik M -grup olsun.
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Her g,h € G, veher xe M i¢in

n(g+h)=u(g)+mp(h)

Ve

u(xg)=xu(g)

olacak sekilde bir

u:N.(B) G, —>N,(B) G,

fonksiyonu varsa u ye yakinlik M -homomorfizmasi denir. G, ve G, yakinlik M -

gruplarma da yakin M -homomorfiktir denir ve G, ~ G, ile gosterilir.

U, N

r

(B) G, den N,(B) G, ye bir yakinlik M -homomorfizmas: olmak

lizere,

(1) u birebirise u ye yakinlik M -monomorfizmasi,

(i) u Ortenise u ye yakinlik M -epimorfizmasi,

(ii1) u birebir ve orten ise u ye yakinlik M -izomorfizmasi
denir.

N,(B) G, den N,(B) G, ye biitin yakinhk A -homomorfizmalarinin
kiimesi Hom,, (N, (B)* G.N, (B)* Gz) ile gosterilir.

Ornek 7.4.3 M bir yakinlik yakin-halka ve G bir yakinlik M -grup olsun. O zaman

her geG ve her xeM igin ,u(x) =xg  seklinde tanimlanan

p:N,(B) M - N, (B) G fonksiyonu bir yakinlik M -homomorfizmasidir, yani

pe Hom, (N, (B) M, N, (B) G) dir.

r

Teorem 7.4.4 M M,cO iki yakinlk yakin-halka ve y, N,(B) M, den
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N, (B) M, ye bir yakinlik yakin-halka homomorfizmasi olsun. Bu durumda
(1) 0,, €N, (B ) M,, M, nin yakin sifir elemanm1 olmak {zere,
w(0,,)=0,, dir.
(2) Her xe M, igin l//(—x) =—1//(x) dir.
Ispat. (1) 0,, =0,, +0,, olup, bu esitlige y yakinlhk yakin-halka homomorfizmasi

uygulanirsa

{0 ) = (0, 404 ) =w (01 )+ v (0
elde edilir. Boylece M, deki “+” islemine gdére mevcut olan etkisiz elemanin
tekliginden dolay1 y/(0,, ) =0, dir.
(2) xe M, olmak izere, 0, =x+(—x) dir. Bu esitlige  yakinlik yakin-

halka homomorfizmasi uygulanir ve (1) kullanilirsa

0y, = (04) = (3 (=) = (x) +y ()
olur. Benzer sekilde, x € M, i¢in 0, =y (—x) +y (x) oldugu gosterilebilir. Boylece
M, deki “+” islemine gore l//(x) elemaninin mevcut olan tersinin tekliginden dolay1
w(—x)=—y(x) dir
Tamm 7.4.5 M| ,M, c O iki yakinlk yakin-halka ve
e Hom(N, (B) M.\, (B) M,)
olmak tizere,
Kery :{xeMl ‘ w(x)= OMz}

kiimesine ¥ yakinlik yakin-halka homomorfizmasinin ¢ekirdegi denir.
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Teorem 7.4.6 M ,M,cO iki yakinlk yakin-halka ve y, N, (B) M, den
N, (B) M, ye bir yakinlik yakin-halka homomorfizmas: olsun. Bu durumda
(Nr(B)* Kerl//,+) ve (Nr(B)* Kerl//,~) birer grupoid olmak lizere; Kery , M, in

bir alt yakinlik yakin-halkasidir.
Ispat. x € Kery olsun. O zaman i (x) =0,, dir. Ayrnica, M,,M, c O iki yakinhk

yakin-halka oldugundan 0, € N,(B) M, ve 0, €N, (B) M, olup, Teorem 7.4.4

(1) den y(0,, ) =0, dir. Bu durumda

0,, :z//(OMl):l//(x+(—x)):l//(x)+l//(—x)

olur ki, l,//()c)ZOM2 oldugundan (//(—)C)ZOM2 elde edilir. O zaman ¥ yakinhk

yakin-halka homomorfizmasinin c¢ekirdeginin tanimi geregince —x e Kery dir.
Boylece Teorem 7.2.7 dikkate alinirsa Kery, M, in bir alt yakinlik yakin-
halkasidir.

Teorem 7.4.7 M,,M, = O iki yakinlik yakin-halka, K = M, ve v, N, (B) M, den
N, (B) M, ye bir yakinlik yakin-halka homomorfizmasi olsun. Bu durumda
(Nr (B) K,+) ve (N,(B)* K,-) birer grupoid olmak {izere; K, M, in alt yakinlik

yakin-halkas1 ve

ise (K)= {l,//(x) |xeK } , M, nin bir alt yakinlik yakin-halkasidir.
Ispat. MM, cO iki yaknlk yakin-halka oldugundan 0, eN,(B) M, ve

0,, €N, (B) M, olup, Teorem 7.4.4 (1) den l,//(OMl ) =0,, dir. O zaman
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0y, =w(0,, )=y (N, (B) K)=N,(B) w(K)

elde edilir ki, N,(B) w(K)=@ ve dolayisiyla y(K)#& olur. xe K olmak
lizere; K, M, in bir alt yakinlik yakin-halkasi oldugundan, Teorem 7.2.7 geregince

—x € K dir. Bunedenle Teorem 7.4.4 (2) den, her i (x) ey (K ) igin

v (x)=y(-x)ew(K)

bulunur. Boylece Teorem 7.2.7 dikkate alindiginda w(K ), M, nin bir alt yakinlik

yakin-halkasidir.

Teorem 7.4.8 M,,M, = O iki yakinlik yakin-halka, L = M, ve y, N,(B) M, den

N, (B) M, ye bir yakinhk yakin-halka homomorfizmasi olsun. Bu durumda
(Nr (B)* L,+) ve (Nr (B)* L,-) birer grupoid olmak lizere; L, M, nin alt yakinhk

yakin-halkas1 ise ' (L) = {x eM,| l//(x) € L} , M, nin bir alt yakinlik yakin-
halkasidir.

ispat. xey ™ (L) olsun. Bu durumda (x) eL olup; L, M, nin bir alt yakinlik
yakin-halkasi oldugundan, Teorem 7.2.7 gere§ince —i (x) € L elde edilir. O zaman
Teorem 7.4.4 (2) den W(—x)eL ve dolayisiyla —xel//_l(L) bulunur. Boylece

Teorem 7.2.7 dikkate alinirsa v~ (L) = {x eM,| 1//(x) € L} , M, nin bir alt yakinlik

yakin-halkasidir.
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8. SONUCLAR ve ONERILER

Giliniimliz matematik ve miihendislik diinyasinda fuzzy kiimeler, yaklasimli
kiimeler, yakin kiimeler ve ilgili cebirsel yapilar 6nemli bir yere sahiptir. Bu nedenle
lisanstistii seviyede aragtirmalar yapmak ve yeni sonuclar elde etmek amaciyla,
yakinlik cebirsel yapilar ile ilgili calismalar incelenmistir. Bu incelemeler sonucunda
yakin-halka kavrami dikkate alinarak, yakin yaklasim uzayinda halka kavrami
genellestirilmis ve bazi 6zgiin sonuglar elde edilmistir. Boylece literatiire yeni bir

kaynak kazandirilmigtir.
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