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bahsedilmistir. Ikinci boliimde, bu calismanin amacina uygun olarak literatiir 6zeti
sunulmustur.

Ugiincii béliimde, yakin kiimeler, yakin yaklasim uzaylari, yakinlik gruplari,
yakinlik halkalar1 ve gamma halkalar ile ilgili baz1 sonuglar verilmistir.

Doérdiincii boliimde, yakinlik gamma halka tanimlanmis ve bazi temel
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halkasindan bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yakin kiime; Yakin yaklagim uzayi; Yakinlik halkasi;
Gamma halka; Yakinlik gamma halkasi



ABSTRACT

MSc Thesis

NEARNESS GAMMA RINGS

Ramazan EROL

Adiyaman University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor : Assist. Prof. Dr. Mustafa UCKUN
Year : 2019, Number of Pages: 55 + vi

Jury : Prof. Dr. Ahmet ARIKAN
Assist. Prof. Dr. Mustata UCKUN
Assist. Prof. Dr. Ebubekir INAN

In the first chapter of this study, the aim and importance of the study are
mentioned. In the second chapter, a summary of the literature is presented in
accordance with the purpose of this study.

In the third chapter, some results are given about near sets, nearness
approximation spaces, nearness groups, nearness rings and gamma rings.

In the fourth chapter, the nearness gamma ring is also defined, and some basic
features are investigated. Moreover, the nearness gamma ring of the near weak cosets
is introduced.

Key Words: Near set; Nearness approximation space; Nearness ring; Gamma
ring; Nearness gamma ring

II



BEYAN

“Yakinhk Gamma Halkalar” baslikli tezimde c¢alismalarin tamamen
akademik kurallara ve etik degerlere sadik kalinarak yiiriitiildiigiinii ve yazimda
yararlandigim eserlerin kaynakcada gosterilenlerden olustugunu ve ayrica,

alintilardan bilimsel etige uygun atif yaparak yararlanmis oldugumu beyan ederim.

Ramazan EROL

III



TESEKKUR

Tez konumu belirleyen ve bu tezi hazirlarken bilgisini ve tecriibesini
esirgemeyen tez damgmanim Sayin Dr. Ogr. Uyesi Mustafa UCKUN’a minnet ve
stikranlarimi1 sunarim. Bu calismada verilen orijinal sonuglarin kontrol edilmesinde
destegini ve teknik yardimlarini esirgemeyen Sayim Dr. Ogr. Uyesi Ebubekir INAN’a

en icten tesekkiirlerimi sunarim.

1Y%



ICINDEKILER

OZET ot [
ABSTRACT ...ttt ettt ettt et e e be e taeebeestbeensaessseesseassseenseesnsaans II
BE Y AN et a e e e e e e a e e e e e e e e eanraes III
TESEKKUR ......oooviiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt esesesese sttt v
TCINDEKILER ..ottt ettt \Y
SIMGELER ..ottt VI
Lo GIRIS ettt 1
2. ONCEKI CALISMALAR........c.cooootiiiteieieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeveveeeee e 2
3. MATERYAL Ve YONTEM.......coooooiiiieiriiieiiieieieieieisie i 3
3.1. Yaki Kiimeler ve Yakin Yaklagim Uzaylart ........cccoccceevievciienienciieniiecieenens 3
3.2, YaKinlik Gruplart c...oo.eoceviiniiiiiiccteecce et 11
3.3. Yakinlik HalKalart ...........coooviiiiiiiiiiiccieccecee et 23
3.4, Gamma HalKalar ............ccoooiiiiiiiiii e 31
4. BULGULAR VETARTISMA ..ottt 34
4.1. Yakinlik Gamma HalKasi............ccoouiiiiiiiiiiiiiec e 34
4.2. Yakin Zayif Kalan Smiflarinin Yakinlik Gamma Halkasi............ccccceoeneee. 43
5. SONUCLAR ve ONERILER..........ccciiiiieieeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 51
KAYNAKLAR .ottt ettt et e et s ae bt e ssaeetaesnseenseessseensaens 52
KISISEL BILGILER ..o 55



SIMGELER

Simgeler

R : Reel sayilar kiimesi

@ : Algilanabilen nesnelerin kiimesi

F : Nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden ¢ikarim
fonksiyonlariin kiimesi

(00 : Cikarim fonksiyonu

~5 : Ayirt edilemezlik bagintisi

[X]B : Yakinlik sinifi

& : Boliim kiimesi

N, (B) : Aynigimlarin kiimesi

N, (B)* X - N, (B) -alt yaklagimi
N. (B)* X 1 N,(B)-iist yaklagim

S : Yakinlik yari-grup

G : Yakinlik grup

~ : Sag zayif esdegerlik bagintisi

~ : Sol zayif esdegerlik bagintis

G/ ~, : Sol zayif esdegerlik bagintisinin G de belirttigi tiim yakin sol zayif
kalan siniflarinin kiimesi

R : Yakinlik halka

M : Yakinlik gamma halka

VI



1. GIRIS

Yakin kiime teorisi, ayrik kiimelerdeki nesnelerden elde edilen benzer bilgilerin
kullanilabilmesini saglar, yani nesnelerin gozlemlenmesi, karsilastirllmas: ve
siniflandirilmasi i¢in yakin kiime teorisi kullanilir. Yakin kiimelerin kesfi, gdzlemlenen
nesneler i¢in uygun bir tanimlama yontemi secilmesi ile baglar. Bu ise gozlemlenen
nesnelerin 6zelliklerini temsil eden fonksiyonlarin se¢imi ile miimkiin olmaktadir. Bu
fonksiyonlar icin ilk model Pavel tarafindan, dijital ~ goriintiilerin
siniflandirilmasi i¢in verilmistir [1].

Yakin kiime teorisinde nesnelerin ayirt edici Ozelliklerini temsil eden cikarim
fonksiyonlar1 bir nesneden, gozlemlenebilen 6zelliklerin degerine karsilik gelen bir reel
saytya tanimlidir [2].

Yakin kiimeler, miihendislik ve doga problemlerinin yani sira 6zellikle goriintii
isleme, goriintii analizi gibi insan algisi ile ilgili problemlerin ¢6ziimii icin ideal bir yap1
sunar. Yakin kiime teorisindeki algi kavrami, felsefik algi fikri ile psikofizikteki [3] alg1
fikrinin kombinasyonlarindan olusur [4].

Bu ¢alismanin birinci boliimiinde, aragtirmanin amaci ve 6neminden bahsedilmistir.
Ikinci boliimde, bu calismanin amacina uygun olarak literatiir 6zeti sunulmustur. Uciin-
cii boliimde, yakin kiimeler, yakin yaklasim uzaylari, yakinlik gruplari, yakinlik halka-
lar1 ve gamma halkalar ile ilgili baz1 sonuglar verilmistir. Dordiincii boliimde, yakinlik
gamma halka tanimlanmig ve bazi temel 6zellikler incelenmistir. Ayrica, yakin zayif

kalan siniflarinin yakinlik gamma halkasindan bahsedilmistir.

1



2. ONCEKI CALISMALAR

2002 yilinda Peters, yaklagimli kiime kavraminin bir genellestirmesi olarak yakin
kiime kavramini tanimladi. Yakin kiime teorisi ile ilgili bilgiler i¢in [5] ve [2] kaynaklar1
incelenebilir.

Kiime teorisi dikkate alindiginda yakin kiime kavramimin Cantor’un klasik kiime
kavramini tamamlayan ve belirsizlik durumlarinin modellenmesine yardimc1 olan bir
kavram oldugu goriilmektedir.

Nobusawa [6] halka kavramindan daha genel olan gamma halka
kavramim1 tanimladi.  Daha sonra Barnes, Nobusawa anlaminda gamma halka
kavraminin tanimindaki kosullar biraz zayiflatmig ve gamma halka kavramini yeniden
tanimladi [7]. Bircok matematik¢i gamma halkasinin yapisini incelemeye devam etmis
ve halka teorisindeki sonugclar ile ilgili olarak bazi genellestirmeler elde etmistir [8, 9].

Giinlimiiz matematik ve miihendislik diinyasinda kiime teorisi ve cebirsel yapilar
onemli bir yere sahiptir [10-12]. Bu nedenle lisansiistii (yiiksek lisans) programda
bu eksikligi gidermek amaciyla, 6zellikle asagida belirtilen [13—18] kaynaklar dikkate
aliarak, yakin kiime teorisinde cebirsel yapilar ile ilgili calismalar incelenmis ve

yakinlik halkalari, yakinlik gamma halkalarina genellestirilmigtir.



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1 Yakn Kiimeler ve Yakin Yaklasim Uzaylar:

Bu kisimda yakin kiime kavraminin temelleri, ¢ikarim fonksiyonlari, yakin kiimeler ve

bu kavramlarla ilgili baz1 6zellikler verilecektir [2].

Tamm 3.1.1. /2, 19] Algilanabilen nesnelerin ayirt edici ozelliklerini temsil eden reel

degerli fonksiyonlara ¢itkarim fonksiyonu denir.

Cikarim fonksiyonlar1 nesneler arasinda oldugu gibi benzer nesnelerden olusan
kiimeler arasinda da benzerlikler kurar [20]. Nesnelerin aralarindaki benzerlikler
dikkate alinirsa birbirlerine yakin olduklar1 gézlemlenir. Benzer sekilde nesnelerin
olusturdugu kiimeler de benzerlikler yoniiyle birbirlerine belli derecelerde yakin olurlar.
Bir ¢ikarim, ¢evremizdeki nesnelerin gézlemlenebilen fiziksel karakteristiklerini olger.
Diger bir ifade ile ¢ikarim fonksiyonu, genellikle karakteristik ozelliklerin ¢ikarimi
olarak adlandirilan igin temelidir [21].

Cikarim fonksiyonlarimin kiimesi ve algilanabilen nesnelerin kiimesi yakin kiime
teorisinin temelinde yer alir. Bu iki kavram birlikte diisiiniildiiglinde ortaya bilgi sistemi

dedigimiz yap1 ¢ikar [4].

Aksiyom 3.1.1. [4] Bir nesne algilanabilirdir ancak ve ancak bu nesne

tamumlanabilirdir.

Merleau-Ponty nin goriisiine gore bir nesne tanimlanabildigi olciide algilanabilir.

Diger bir deyimle bir nesne ne kadar tanimlanabiliyorsa o kadar algilanabilir. Poincaré
3



3. MATERYAL ve YONTEM Ramazan EROL

[22] deki bir duyunun kavranmasi ve yakin kiime teorisinden bir ¢ikarim fonksiyonu

icin bir fiziksel model [23, 24], gorsel algr acisindan Zeeman tarafindan agiklanmistir
[25]. Yapilan bu  tespitler yakin kiime teorisindeki  ¢ikarim

fonksiyonlarinin nasil belirlenebilecegi ile ilgili yapisal bir model olusturur [2,4,23].

Aksiyom 3.1.2. [4] Nesne tamimlamalarin formiillestirmek nesnelerin matematiksel

olarak algilanmasin saglar.

Yakin kiime kavraminda, kiimelerin yakinlig1 algilanabilen sistemler dikkate
aliarak incelenir [23]. Poincaré’in, bir fiziksel zaman-mekan siirekliligindeki dijital
goriintiiler gibi nesnelerin algilanmas: fikri, algilanabilir bilgi sistemleri ile benzer olan

ancak ayni olmayan algilanabilir sistemler ile miimkiin olabilmektedir [23,24].

Tanim 3.1.2. [2] O algilanabilen nesnelerin bostan farkli sonlu bir kiimesi ve F
nesnelerin ayurt edici ozelliklerini temsil eden ¢itkarim fonksiyonlarinin bos olmayan

bir kiimesi olmak iizere (O, F) ye bir algilanabilir sistem denir.

Cikarim fonksiyonlar1 daha genel olarak reel degerli olmayan fonksiyonlar olarak
da dikkate alinabilir, yani V' bostan farkli herhengi bir kiime, X C O algilanabilen

nesnelerin kiimesi olmak iizere, ¢ikarim fonksiyonu

p: X —V

seklinde tanimlanabilir [26]. Reel degerli ¢ikarim fonksiyonlar: kullanilarak her
ne kadar cebirsel yapilar calisilabilse de, bu tanim yakin kiimeler teorisinde mantik ve
cebirsel yapilarin teorik olarak da ¢aligilabilmesine imkan saglar.

Nesneler ancak matematiksel bir takim tanimlamalar yardimiyla bilgisayar
sistemleri tarafindan algilanabilirler. Bir x € X nesnesinin tanimi, ¢ikarim
fonksiyonlar1 yardimiyla belirlenen & (z) fonksiyonu ile belirlenir. Burada dnemli
konulardan biri de ¢; € B c¢ikarim fonksiyonlarimin, nesnelerin hangi yoniiyle
tanimlandig1 dikkate alinarak belirlenmesidir. B C F, X C O oOrnek nesnelerin

ayirt edici 6zelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlarinin kiimesi ve ¢; : O —
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R olmak iizere, ¢; € B olsun. Nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden ¢;

fonksiyonlarinin, ; (z) degerlerinin bilegimi dikkate alinirsa, tanim uzunlugu |®| = L

olan ® : ©® — R’ nesne tanimlamasi elde edilir, yani

P (x) = (o1 (x), 02 (), 03(x), ..., 05 (), ..., oL (7))

vektorii bir nesne tanimlamasidir. Bu kavramlar Tablo 3.1 de verilmistir.

Sembol

Anlama

R
(@)
X

Reel sayilar kiimesi,

Algilanabilir nesnelerin kiimesi,

X C O, ornek nesnelerin kiimesi,

x € O, ornek nesne,
Nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden
cikarim fonksiyonlarinin kiimesi,

B CF,

Tanim uzunlugu,

i<L,LelZ,

v; + O — R, ¢ikarim fonksiyonu,

® : O — R, nesne tanimlamast,

@ (x) = (o1 (2), 2 (2), 03 (), -y 0i () 5 ooy 0 (2))

Tablo 3.1

X C O kiimelerindeki nesneler benzer tanimlamalara sahip ise o zaman nesneler

birbirlerine yakindirlar. Her bir ¢, bir nesnenin ayirt edici bir 6zelligini belirtir (Tablo

3.1). Budurumda z, 2" € O olmak iizere, A, farki

Ag, = i (2) = @i ()]

seklinde tanimhidir. A, farki, Pawlak tarafindan tanimlanan ayirt edilemezlik bagin-

tisim belirler [27].
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Tanmmm 3.1.3. [2] z, 2’ € O ve B C F olsun. i < |®| tanmum uzunlugu olmak iizere,
{(z,2) e OxO| Vp, e B A, =0}

ile tamimlanan bagintiya O tizerinde ayirt edilemezlik bagintist denir ve “~p, 7 ile

gosterilir.

Bu kavramlar Tablo 3.2 de verilmistir.

Sembol | Anlama

~p | ~p={(x,2) | f(z) = f ('), Vf € B}, ayirt edilemezlik bagintist,
[z]g | [z]g={2" € X | x ~p &'}, yakinlik sinifi,

O/ ~p| 0/ ~pg={lz]z | z € O}, bolim kiimesi,
g |&8=0/~p,

©; Ay = lpi (') — i (2)

, ¢ikarim fonksiyonlarinin farki.

Tablo 3.2

Yakin kiime yaklagiminda nesnelerin taninmasi i¢in temel diisiince, nesne tanimla-

malarinin kargilastirilmasidir.

Tanimm 3.14. [2] X, X' C O ve B C F olsun. Bu durumda » € X, ' € X'

icin &~y @' olacak sekilde p; € B varsa X kiimesi X' kiimesine yakindur denir.
Teorem 3.1.1. [2] £ = O ~p ayrisinindaki her bir sinif yakin kiimedir.
Teorem 3.1.2. [2] &g ayrisimu bir yakin kiimedir.

O algilanabilir nesnelerin kiimesi ve F kiimesi de nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini
temsil eden ¢ikarim fonksiyonlarinin kiimesi olsun.
r, kisitlanmis B, C B C F alt kiimesinin kardinalitesi olmak iizere; ~p_,

yaklagimli kiime teorisinden B, C B alt kiimesine kisitlanmigi olan ayirt edilemezlik
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bagitisidir. B, kiimesinin her se¢imi, “~p " ayirt edilemezlik bagintisinin O algilanabilir
nesneler kiimesinin farkli bir ayrigiminin tanimlanmasina yol acar. Bu se¢im |B|, B
deki fonksiyonlarin sayis1 ve r, B, kiimesinin kardinalitesi olmak iizere, ('Jf |) farkl
sekilde yapilabilir.

“~p, 7 ayirt edilemezlik bagintisi, O algilanabilir nesneler kiimesini ikiser ikiger
ayrik olan [z, yakinhk siiflarma ayir. Bu simflarn O/ ~p = {[z]; |z € O}
kiimesi bolim kiimesidir. £p g, ayrnisimi o g, = O,/ ~p, dir. Ayrnsimlarin bir
kiimeler ailesi olan N, (B) kiimesi de N, (B) = {0 5, | B, C B} dir.

Ayrica, vy, yakinlik fonksiyonu vy, : ©(O) x p(O) — [0, 1] seklindedir.
Yakinlik fonksiyonu bir kiime ¢iftinden, [0, 1] arali§ina taniml bir fonksiyon olup, vy,

yakinlik fonksiyonu B, C B deki fonksiyonlar yardimiyla 6zellikleri belli olan nesne
kiimeleri arasindaki yakinlik derecesini temsil eder [28].

Nesne Ozelliklerini temsil eden B, € B C F alt kiimelerinin herbirinin (lf |)
farkli se¢imi, birer farkli ~p = {(z,2') € O x O |V, € B,, ¢; (v) = ¢; (¢’)} ayirt
edilemezlik bagmtsi, (7], = {2' € O |Vp € B,, p(2') = ¢ (v)} denklik simflar,
o5, aynsimi, N, (B) = {fop, | B, C B} kiimesi ve vy, yakinlik fonksiyonu
belirler. Bu durumda (x,z') € ~p. ise x ve z’ nesnelerine B, deki tim ¢ikarim

fonksiyonlarina gore B-ayirt edilemezdir denir.

Tanim 3.1.5. [2] O, algilanabilen nesnelerin kiimesi; F, nesnelerin ayirt edici dzellik-
lerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlarimin kiimesi ve r < |B| olmak iizere, “~p_ "
O nesneler kiimesinin B, C B C F ile ilgili {o p, = O/ ~p, ayrigimin belirleyen
bir ayirt edilemezlik baginnisi, N, (B) = { 0.5, | B, C B} ayrisumlarin kiimesi ve vy,
yakinlik fonksiyonu olsun. (O, F,~p_ , N,,vy,) yapisina yakin yaklasim uzayt N AS

(Nearness Approximation Space) denir.
Teorem 3.1.3. [2] Ayrisimlarin ailesi olan N, (B) kiimesi bir yakin kiimedir.

Tammm 3.1.6. [2] O nesneler kiimesi ve X C O olmak iizere, X kiimesinin B C F ile
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ilgili N, (B)-alt yaklasim,

seklinde tanimlidir.

Tanimm 3.1.7. [2] O nesneler kiimesi ve X C O olmak iizere; X kiimesinin B C F ile

ilgili N, (B)-iist yaklasumi,

seklinde tamimlidur.

Tanim 3.1.8. /2] Bir X C O kiimesinin sumir bolgesi,

= {:B € N, (B)*X |z ¢ NT(B)*X}

seklinde tanimlidir.

Bu kavramlar Tablo 3.3 te 6zetlenmistir.
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Sembol Anlama
B BCUF,
(“f') @; € B fonksiyonlarmin sayisinin 7 li kombinasyonu,
B, r<|B|,
~pB, B, yardimiyla tanimlanan ay1rt edilemezlik bagintisi,
2], (2], = {7 € O |z ~p, o'}, yakinlik simfi,
O/ ~p, O/ ~p,={lz]y |z € O}, boliim kiimesi,
§o.B, o5, =0/ ~p,,
N, (B) N, (B) ={¢o.B, | B- C B}, ayngimlarmn kiimesi,
UN, vn, - 9 (0) x 9 (O) — [0, 1], yakinlhk fonksiyonu
N,.(B),X |N.(B),X = UMBTQX [z] 5, yakin alt yaklagim,
N.(BX |N,(B)'X = U[w}BﬂX?f@ [z] 5, » yakin iist yaklagim,
Bndy, gy (X) | Ny (B X\, (B),X ={z € N,(B)'X |z ¢ N, (B), X}
yakin smur bolgesi.

Tablo 3.3

Ramazan EROL

Tanmm 3.1.9. X C O, r < |B| ve B, C F olmak iizere; ~p., O iizerinde bir ayurt
edilemezlik bagintist olsun. Her x,y € X icin [z] [ylp = [vy]y ise “~p, " ayut

edilemezlik bagintisina O iizerinde tam ayirt edilemezlik bagintist denir.

Teorem 3.1.4. [15,18](O, F,~p., N,, vy, ) yakin yaklasim uzayi ve X, Y C O olsun.
Bu durumda asagidaki ozellikler saglanir:

(1) N, (B), (X) € X € N, (B) (X).

(2) N. (B)' (X UY) = N, (B) (X) UN, (B) (V).

(3) N (B), (X 1Y) = N, (B), (X) N N, (B), (V)

(4) X CYise N, (B),(X) C N, (B), (Y)dir

(5) X CYise N, (B)"(X)C N, (B)"(Y) dir.
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(6) N, (B),

(XUY) 2 N, (B)
(7) N, (B)" (XN N,

Y)

N

O algilanabilir nesneler kiimesi ve X C O olmak iizere; bir x € X algilanabilir
nesnesinin tanimi, nesnenin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlari
yardimiyla belirlenen ® (x) fonksiyonu ile belirlidir. B C F 6rnek nesnelerin ¢ikarim
fonksiyonlarinin kiimesi ve ¢; : O — R olmak iizere, ¢; € B olsun. Nesnelerin ayirt
edici ozelliklerini temsil eden ; fonksiyonlarinin, ¢; (z) degerlerinin bilesimi dikkate

alinirsa, tanim uzunlugu |®| = L olan ® : O — RE,

P ({L’) = (901 ($) ) P2 ({L’) » P3 (.Z‘) 3oy Pi (33) 7o PL ([L’))

nesne tantmlamasi elde edilir. Algilanabilir elemanlardan olusan kiimelerdeki eleman-
larin tanimlamalarinin dikkate alinmasi, tanimsal tabanli kiime islemlerinin ¢ikig nokta-
stdir.  Bu kisimdaki tiim kiimeler algilanabilir nesnelerden olusan kiimelerdir.
Genel olarak, ® tanimlama fonksiyonu V' bostan farkli herhengi bir kiime olmak iizere,

® : O — VI seklindedir.
Tanim 3.1.10. [29] O algilanabilir nesneler kiimesi, X C O ve ® () € VL olsun.
Q(X) ={®(x) [z € X}

kiimesine X in kiime tanimlamasi denir.

Tanim 3.1.11. [30] O algilanabilir nesneler kiimesi ve X, Y C O olsun.

XLéJY: {a e XUY |®(a) € Q(X) veya®(a) € Q(Y)}

kiimesine X ve Y kiimelerinin tanimsal birlesimi denir.

Tanim 3.1.12. /29, 31] O algilanabilir nesneler kiimesi ve X,Y C O olmak iizere,

XQY: {a e XUY |®(a) € Q(X) ve®(a) € Q(Y)}

kiimesine X ve Y kiimelerinin tamimsal arakesiti denir.
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3. MATERYAL ve YONTEM Ramazan EROL

3.2 Yakinhk Gruplan

(O, F,~pg,, N,,vy,) bir yakin yaklasim uzay1 (Nearness Aproximation Spaces - N AS)
ve “.”, O iizerinde taniml bir ikili islem olmak iizere, bu kisimda her z,y € O i¢in

“x -y yerine “zy” kullanilmistir.

Tanmm 3.2.1. [15,18] (O, F,~p,., N,,vy,) yakin yaklasim uzayi; “-”, O iizerinde bir
ikili islem ve S C O olsun. Asagidaki ozellikler saglantyorsa S ye yakin yaklasim
uzayt tizerinde yari grup veya kisaca yakinlik yart grubu denir:

(1) Her x,y € Sicinz -y € N, (B)" S.

(2) Her x,y,z € Sigin (x-y) -z =x - (y - 2) 6zelligi N, (B)" S de saglamr.

N, (B) aynigimlarin kiimesi » = 1 olmak iizere, N, (B) = {{o.5, | B1 C B}
seklinde tanimlidir. Burada N; (B), B deki ¢ikarim fonksiyonlarinin birli kombinasyon-
lar (“13 |) kullanilarak elde edilir, yani her bir ¢ikarim fonksiyonu i¢in tek bir ayrigim
elde edilir. » = 2 i¢in ¢ikarim fonksiyonlariin ikili kombinasyonlar1 dikkate alinarak

ayrisimlar hesaplanir.

Tamm 3.2.2. [15, 18](O, F,~p,, N, vn,) bir yakin yaklasim uzayi, S yakinlik yart
grubu ve I, S nin bostan farkll bir alt kiimesi olsun. N, (B)" (I), S yakinlik yart
grubunun bir sol(sag, iki yanlt) ideali ise, bu durumda I, S yakinlik yart grubunun bir

sol(sag, iki yanli) yakinlik idealidir.

Teorem 3.2.1. [15,18] (O, F,~p,, N, vn,) bir yakin yaklasim uzayi ve S C O olmak
lizere,

(1) S bir yart grup ise bu durumda S bir yakinlik yart grubudur.

(2) I, S yakinlik yart grubunun bir sol(sag, iki yanl) ideali ise bu durumda I, S
yvakinlik yart grubunun bir yakinlik sol(sag, iki yanli) idealidir.

Teorem 3.2.1 dikkate alinirsa, yakinlik yar1 grubu ve yakinlik sol (sag veya iki yanli)
ideal kavramlari, yar1 grup ve yar1 grubun sol (sag veya iki yanl) ideal kavramlarinin

genellestirmeleridir.

11



3. MATERYAL ve YONTEM Ramazan EROL

Teorem 3.2.2. [15, 18] ~p,, O iizerinde tam ayirt edilemezlik bagintist olmak iizere,
(O, F,~g,, Ny, vn,) bir yakin yaklasim uzayi, S C O bir yart grup ve A C S olsun.
(1) A, S yart grubunun bir alt yar: grubu ise N, (B), (A) bostan farkli olmak iizere,
S nin bir alt yart grubudur.
(2) I, S nin bir sol (sag veya iki yanl) ideali ise N, (B), (I) bostan farkli olmak
iizere, N, (B), (S) nin bir sol (sag veya iki yanl) idealidir.

Tanim 3.2.3. [13,18] (O, F,~p., N,,vy,) yakin yaklasim uzayi; “-”, O iizerinde bir
ikili islem ve G C O olsun. Asagidaki ozellikler saglantyorsa G ye yakin yaklasim
uzayt tizerinde grup veya kisaca yakinlik grubu denir:

(YGy) Her z,y € Giginz -y € N, (B)" G dir.

(YGy) Her x,y,2 € Gigin (x - y) - 2 = x - (y - 2) ozelligi N, (B)" G de saglamr.

(YG3) Herx € Giginx-eq = eq-x = x olacak bicimde bir e € N, (B)* G vardir
(burada e¢, G nin yakin birim elemanidur).

(YG4) Her x € Gicinx -y = y - x = eg olacak bicimde bir y € G vardir (burada

y, G deki x elemaninin yakin tersidir).

Ornek 3.2.1. [13,18] O = {a,b,c,d,e, f, g, h,i,j} algilanabilen nesnelerin kiimesi
ve B = {1, p2, 03} C F cikarim fonksiyonlarimin kiimesi olsun. o1, ps, p3 ¢ikarim
fonksiyonlart

Q1 - 00— V1 = {041,052,053},

@21 O — Vo = {a1, a2},

03:0 — Vs ={a1,0,03,a4}

Tablo 3.4 teki gibi tamimlansin.

a b ¢ d e f g h 1 j

Y1 | a3 Qg Q2 1 o] Q3 01 Q2 Q3
p2 |01 Q2 Q1 Q2 Q1 Q01 Q2 Q1 Q1 Q9

Y3 |3 1 Q3 3 4 Q2 Qg 04 Q3 Q]

Tablo 3.4
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3. MATERYAL ve YONTEM Ramazan EROL

O algilanabilen nesnelerin kiimesi iizerinde bir “-” ikili islemi Tablo 3.5 teki gibi

verilsin.

a b c de f g h i j
ala b ¢ d e f g h i j
b|b ¢ d e f g h i j a
cle d e f g h i j a b
did e f g h i 7 a b c
ele f g h i 5 a b ¢ d
flf g h i j a b c d e
glg h i 5 a b ¢ d e f
hih ¢+ j a b ¢ d e f g
111 jJ a b ¢ d e f g h
jljg a b ¢ d e f g h i

Tablo 3.5

&« »

O algilanabilen nesneler kiimesinin islemi ile bir grup oldugu kolayca
goriilebilir. G = {a,b, ¢, [, i, j} algilanabilen nesneler kiimesinin bir alt kiimesi olmak

iizere G C Q iizerinde “-” ikili islemi Tablo 3.6 daki gibi olur.

a b c f i j
ala b ¢ f i j
b|b ¢ d g j a
clc dd h a b
flf g h a d d
11t 7 a d g h
jlg a b d 7

Tablo 3.6
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Bu durumda

[al,, ={"€O]pi(@)=1(a) =ar}
={a,c,d,i} = [c o = [d]@l = [i]%,

bl,, ={"€0]p1(2)=¢1(b) =03}
={b.9,5} = lgl,, = Ui,y

le]l,, ={z'€0|pi(@)=0wi(e)=ai}
={e, f,h} =11, = [h],,

dir. O zaman &, = {[a]w1 [0, [e]w} dir.

[al,, ={2"€Ofpa(a) =¢2(a) = an}

={a,ce [ by iy = e, = lel,, = [fl,, = M, = li,,
bl,, ={2"€O[pa(2) = p2(b) = a2}

={b,d,g,5} = ldl,, = lgl,,, = U],

dir. Buradan &, = {[a]w2 , [b]w} olur. Son olarak,

la],, ={2'€O|ps3(2')=ps(a) = as}
={a,c,d,i} = [c s [al]sa3 = [z’]%,

bl,, ={2"€0|ps(2')=p3(b) =0}
={b,j} = Ul

lel,, ={2"€O0|p3(2) =ps(e) =au}
= {e,h} = [h],,,

[fl,, =12 €0 p3(2) =p3(f) = s}
={f.9} =1dl,,

tiir ve dolayistyla & ,, = {[a]m [l 5 €]y, 5 [f]%} elde edilir.

Boylece r = 1 i¢in O algilanabilir nesneler kiimesinin ayrigimlarinin kiimesi

N1 (B) = {5%175@275%3} tiir.
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Bu durumda

N (B)'G = U[;c]%m(;yé@ [x]%
= [a],, U], Ulel,, Uldl,, U[b],, U], UILf],
={a,c,d,i} U{b,g,5} U{e, f,h} U{a,c,e, f, h,i}
U{b,d, g,5} U{b,j} U{f g}
={a,b,c,d,e, f,g,h,i,j} =O
elde edilir. Bununla birlikte
(YG,) Her v,y € Gicinz -y € N, (B) "G ={a,b,c,d,e, f,qg,h,i,j} dir
(YGs) Her x,y,2 € Gigin (- y) -z = x - (y - 2) ézelligi N, (B)" G de saglanr.
(YG3) Her z € G igin x - e = e - © = x olacak bigimde bir e = a € N, (B)" G
yakin birim elemani vardir.
(YGy) Her x € Gicinx -y = y - © = a olacak bicimde en az bir y € G vardur,
yania t=a, b t=j,c =i fl=Ffitl=cvej ! =bdir

O halde O algilanabilir nesneler kiimesinin G alt kiimesi bir yakinlik grubudur:

Uyan 3.2.1. [13, 18] Tamum 3.2.3 te (Y G1) ve (Y G2) ozellikleri G nin iist yaklagim
N, (B)" G de saglanmak zorundadir. Bazi durumlarda bu dzellikler O \ N, (B)" G de

saglanabilir. Bu durumda G, bir yakinlik grubu olamaz.

Ornek 3.2.2. [13, 18] G = {a,b,c, f,i,j} yakin grubunun bir alt kiimesi
H ={a,c, f,i} olsun. H C QO iizerinde “-” ikili islemi Tablo 3.7 deki gibi tamimlansin.

a c f i
ala c f i
clc e h a
flf h ad
111 a d g

Tablo 3.7

Ornek 3.2.1 den, r = 1 icin O algilanabilir nesneler kiimesinin bir ayrisimi,
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N1 (B) = {41+ Epss Eps | tiir: Boylece

Ni(B)'H = U[x}{%}ﬁH#@ [37]{%-}
={a,c,d,i} U{e, f,h} U{a,c,e, f,h,i} U{f, g}
={a,c,d,e, f,g9,h,i} #O
olur. ¢, f € H C Oigin (c- f)-c=c-(f-c) birlesme izelligine bakilirsa j = j
dir. Ancak j € O\ Ny (B)" H oldugundan birlesme ozelligi N, (B)" H de saglanmaz.
Bu durumda Uyart 3.2.1 den H bir yakinlik grubu olamaz.

Uyan 3.2.2. [13, 18] G C O daki elemanlarin sonlu sayidaki ¢carpimlart her zaman
N, (B)" G ye ait olmayabilir, yani her v € G ve bazi n € N icin her zaman x" €
N, (B)* G gegerli degildir. O zaman (N, (B)" G, ") grupoid ise, her x € G ve her
n € N icinz" € N, (B)" G dir.

Lemma 3.2.1. [13, 18] G bir yakinlik grubu olsun. Bu durumda
(i) G nin bir ve yalmz bir yakin birim elemani (e € N, (B)" G) vardur.
(ii) Her x € G icinx -y = y - x = eq olacak sekilde bir tek y € G elemani vardr
ve y = x~! seklinde gosterilir.
(i) Her z € G igin (z~4) "' = z dir.
(iv) Her x,y € G icin (x-y) " =y~ ' - a2~ dir
Lemma 3.2.2. [13, 18] G bir yakinlik grubu olmak iizere, her a,x,x’,y,y’ € G icin
(Ja-z=a- -2 isex =1,
(i)y-a=y -aisey =1y
olur.

Tanim 3.2.4. [13, 18] H, G yakinlik grubunun bostan farkl bir alt kiimesi olsun. H,
G deki “-” islemi ile yakinlik grubu ise H ye G nin alt yakinlik grubu denir.

Uyan 3.2.3. [13, 18] G yakinlik grubunun kesin olarak sadece bir tane asikar alt
yakinlik grubu vardir. Bu agsikar alt yakinlik grubu G nin kendisidir. Ayrica {eq} nin
G yakinlik grubunun agsikar alt yakinlik grubu olmast icin gerek ve yeter kosul e; € G

olmasidr.
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Teorem 3.2.3. [13, 18] G bir yakinlik grubu, H; G nin bostan farkli bir alt kiimesi
ve N, (B)" H grupoid olsun. Bu durumda H nin G yakinltk grubunun bir alt yakinlik

grubu olmast icin gerek ve yeter kosul her v € H icin x~' € H olmasidur.

Ornek 3.2.3. [13, 18] O = {o,p,r,s,t,v,y, 2} algilanabilen nesnelerin kiimesi ve

B = {1, 02} C F cikarum fonksiyonlarimin kiimesi olsun.

©1: 0 — Vi ={aq, a2, 03,04},

Y2 - 0O — ‘/2 = {/817/62763}

ctkarim fonksiyonlar: Tablo 3.8 deki gibi tanimlansin.

o p r s t v w x

@1 | Qg Qg p Qo Q1 Q3 Qg Q3

o2 |Br B3 B2 Bz Bo B3 B B
Tablo 3.8

Bununla birlikte, O algilanabilen nesnelerin kiimesi iizerinde “+” ikili islemi

Tablo 3.9 daki gibi verilsin.

+lo p r s t v w

-
-
<
g
8
S

i
=
VA

viv w x p o T s 1
p r s t w

r|lx o p r s t v w

Tablo 3.9

Tablo 3.9 dan s + (v +v) # (s + v) + v oldugundan (O, +) bir grup degildir.
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Ramazan EROL

G = {r,t,w} algilanabilen nesneler kiimesinin bir alt kiimesi olmak iizere, G

tizerinde “+ " ikili islemi Tablo 3.10 daki gibi olur.

Bu durumda

[0l

[pl,,

Il

[v]%

dir. Boylece &, = {[o]w1 ]y, s [Vl [w](pl} olur.

={2" € O]y (2') = p2(0) = A}

[O] P2

+1r t w
r|it w o
tlw o r
wlo r ¢

Tablo 3.10

={2' € 0|1 (2) =1 (0) = au}

= {0, w}

- [w]SOl ’

={7' € O] 1 (2) =i (p) = a2}

= {p, s}

- [SLM ’

={2' €O (2) =1 (r) =1}

= {nt}

- [t]% ’

={7' € 0|1 (2) =1 (v) = a3}

= {'Uv w}

- [x]em

= {07 w}

- [w]sﬁz >

18
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pl,, ={2" € O] ¢2(z') = @2 (p) = Bs}

= {p787/07',’c}

[, ={2" € O] 2 (2') = @2 (r) = B}
= {Tvt}

- [t] P2

dir. Buradan &,, = <lo| ., |p|. ., |r olur ve dolayistyla r = 1 icin O
P2 ©2 ©2 ©2

algilanabilir nesneler kiimesinin ayrisimlarinin kiimesi Ny (B) = {&,,,&,, } elde edilir.

Boylece
x~v_ Ul
N (B) G = [2],,, N G+
= {r,t} U{o,w} U{o,w} U {rt}
={o,r t,w} # O
olur.

(YG,) Her z,y € G icinz + vy € N, (B)" G dir.

(YGs) Her z,y,z € G igin (x+y) + 2 = x + (y+ 2) dzelligi N, (B)" G de
saglanmr.

(YGs) Her z € G icin x+eg = eg+x = x olacak bigimde bireg = o € N, (B)" G
yakin birim elemani vardir.

(YGy) Her x € G igin x +vy = y + x = o0 olacak bicimde en az bir y € G vardir,
yani —r = w, —t =t ve —w = r dir.

O halde O algilanabilir nesneler kiimesinin G alt kiimesi bir yakinlik grubudur.

G yakinlik grubunun H = {r,w} alt kiimesi dikkate alinsin. Bu durumda
Ny (B)" H = {o,r,t,w}ve (N1 (B)" H,+) grupoid olur. Teorem 3.2.3 dikkate alinirsa
—r =w, —w =1 € H oldugundan H, G yakinlik grubunun bir alt yakinlik grubudur.
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Yakinlik gruplart ile gruplar arasindaki énemli farklardan biri agsagidaki teoremde

verilmisgtir.

Teorem 3.2.4. [13, 18] G bir yakinlik grubu, H, ve Hy, G nin iki alt yakinlik grubu
olsun. Bu durumda N, (B)* Hy, ve N, (B)" Hy grupoid olmak iizere,

(N (B)" Hi) N (N (B)" Ha) = N, (B)" (Hy N H)
ise H N Hy, G nin bir alt yakinlitk grubudur.

Tamim 3.2.5. [13, 18] G bir yakinltk grubu olmak iizere, her x,y € Gicinx -y =y -x
ozelligi N, (B)" G de saglantyorsa G ye degismeli yakinlik grubu denir.

Ornek 3.2.4. [13, 18] Ornek 3.2.1 deki yakinlik grubu, degismeli yakinlik grubudur.

(O, F,~pg,, N,,vy,) yakin yaklagim uzayi, G C O bir yakinlik grubu ve H, G nin
bir alt yakinlik grubu olsun. a, b € G olmak iizere, GG nin elemanlar1 arasinda agagidaki
gibi bir “~,.”” bagintis1 tanimlanabilir:

a~ybie=a-b'ec HU{e}.

Teorem 3.2.5. [13, 18] G bir yakinlik grubu olmak iizere, “~,” bagintist G iizerinde
bir sag zayif esdegerlik bagintisidir.

Herhangi bir a € G igin “~,” sag zay1f esdegerlik bagintisinin G yakinlik grubunda

belirttigi sinif

a ={h-a|lh€H, acG, h-aeG}U{a}

dir.

Tanim 3.2.6. [13, 18] G bir yakinlik grubu ve H, G nin alt yakinlik grubu olsun. “~,.”
sag zayif esdegerlik bagintistmin G yakinlik grubunda belirttigi simiflara yakin zayif sag
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kalan sinif denir. Herhangi bir a elemant icin yakin zayif sag kalan siniflar H - a ile

gosterilir, yani
H-a={h-a|lhe€eH, acG, h-aeG}U{a}
dir.

(O, F,~pg,, N,,vy,) yakin yaklasim uzayi, G C O bir yakinlik grubu ve H, G
nin bir alt yakinlik grubu olsun. Bu durumda G yakinlik grubunun elemanlari arasinda

asagidaki gibi bir “~,” bagintis1 tanimlanabilir:

a~pb: = a'-bec HU{e}.

Teorem 3.2.6. [13, 18] G bir yakinlik grubu ve H, G nin alt yakinlik grubu olsun.

“«

G bir yakinlik grubu olmak tizere, “~;,” bagintisi G iizerinde bir sol zayif esdegerlik

bagintisidir.

Tanmm 3.2.7. [13, 18]“~,;” sol zayif esdegerlik bagintistmin G yakinlik grubunda
belirttigi siniflara yakin zayif sol kalan sinmiflar denir. Herhangi bir a elemani icin

yvakin zayif sol kalan siniflar a - H ile gosterilir, yani
a-H={a-h|he€eH acG, a-heG}U{a}
seklindedir.

Uyan 3.2.4. [13, 18] Genel olarak, yakinlik grubunun ikili islemi her zaman degisme

L3

ozelligini saglamayabilir. Bundan dolayr “~,” ve “~,” zayif esdegerlik bagintilari

farklidir. Sonug olarak, yakin sol zayif ve yakin sag zayif kalan siniflari da farklidir.

Teorem 3.2.7. [13, 18] G bir yakinlitk grubu ve H, G nin bir alt yakinlik grubu olmak

lizere, yakin sag zayif ve yakin sol zayif kalan suniflarinin sayilart aymdir.

Tanim 3.2.8. [13, 18] G bir yakinlik grubu ve H, G nin bir alt yakinlik grubu olmak
lizere, yakin sol zayif kalan siniflarinin veya yakin sag zayif kalan siniflarinin sayisina

H alt yakinlik grubunun G deki indeksi denir ve |G : H| ile gisterilir.
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G bir yakinlik grubu; H, GG nin bir alt yakinlik grubu ve a € G olmak iizere, bundan
sonra GG nin H ile belirlenen tiim yakin sol zayif kalan siniflarinin kiimesi i¢in “a - H”

yerine “afd” kullanilmistir.

G nin H ile belirlenen tiim yakin sol zayif kalan siniflarinin kiimesi

G/.,={aH |a € G}
dir. Burada G yerine N, (B)" G alinirsa
(N: (B)" G) /~, = {aH | a € N, (B)" G}

elde edilir. Bu durumda

aH={a-h|he€eH aeN,(B)"G, a-heG}U{a}
olur.

Tanmim 3.2.9. [13, 18] G bir yakinlik grubu ve H, G nin bir alt yakinlik grubu olsun.

a,b € G olmak iizere, aH ve bH sirastyla a ve b elemanlarinin belirledigi yakin zayif
sol kalan siiflar olsun. Bu durumda a-b € N, (B)" G elemaninn belirledigi iki yakin

zayif sol kalan sinifinin carpimi
(a-b)H={(a-b)h|heH, a-be N, (B)"G, (a-b)-heG}U{a-b}
ile tamimhdir ve
aH®bH =(a-b)H
seklinde gosterilir.

Tanim 3.2.10. /13, 18] O algilanabilen nesneler kiimesi, G C O bir yakinlik grubu
ve H, G nin bir alt yakinlik grubu olsun. G/., G nin H ile belirlenen tiim yakin
zayif sol kalan simiflarinin kiimesi ve o (A), A € P (O) kiimesinin tanimsal yakinlik
kolleksiyonu olmak iizere,

Nr (B)* (G/Nz) - U é-q) (A)

€a(A) NG/~ #0
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kiimesine G/ .., nin iist yaklasimi denir.

Teorem 3.2.8. [13, 18] G bir yakinlik grubu; H, G nin bir alt yakinlik grubu ve G/ .,,

G nin H ile belirlenen tiim yakin zayif sol kalan simiflarinin kiimesi olsun. O zaman
(N (B)"G) [~y € Ni (B) (G/ )

ise her a,b € G igin
aH ®©bH = (a-b)H

ile tammli islemle G/ .., bir yakinlik grubudur.

Tanim 3.2.11. [13, 18] G bir yakinlik grubu ve H, G nin bir alt yakinlik grubu olsun.
G/, yakinlik grubuna G nin H ile belirlenen tiim yakin zayif sol kalan siniflarinin

yakinlik grubu denir ve G /., H seklinde gisterilir.

3.3 Yakinhk Halkalar:

Bu kisimda yakinlik halkalar1 ve alt yakinlik halkalar1 kavramlar1 verilecektir. Bir
yakinlik halkasinin bogtan farkli bir alt kiimesinin alt yakinlik halkasi ve iki (veya
sonlu sayida) alt yakinlik halkalarinin (ideallerinin) arakesitlerinin yine bir alt yakinlik

halkas1 (ideali) olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosullara yer verilecektir.

Tamm 3.3.1. [18] (O, F,~p., N,,vn,) yakin yaklasim uzayi; “+” ve “-” O iizerinde
ikili islemler ve R C O olsun. Asagidaki ozellikler saglaniyorsa R ye yakin yaklasim
uzayi tizerinde halka veya kisaca yakinlik halkasi denir:

(YHy) R, “+” ikili iglemi ile birlikte bir degismeli yakinlik grubudur.

(Y Hs) R, “” ikili islemi ile birlikte bir yakinlik yart grubudur.

(YH;) Her x,y,z € Riginz - (y+2)=(x-y)+(x-2), (r+y)-z2=(x-2)+
(y-2)

ozellikleri N, (B)* R de saglanir.

Buna ek olarak,

(YHy) Her x,y € Ricinx -y =1y - x ise R ye degismeli yakinlik halkast,
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(YHs) Herx € Rigin 1p-x = x - 1gr = x olacak sekilde 1 € N, (B)* Rvarsa R
ye birimli yakinlik halkast denir.

Bir R yakinlik halkasinda, (Y H;)-(Y Hj) ozellikleri N, (B)* R de saglanmak zorun-
dadir. Bu 6zellikler bazi durumlarda O\ N, (B)" R de saglanabilir. Bu durumda R
yakinlik halkas1 olamaz. R deki elemanlarin sonlu tane toplami1 veya carpimi her zaman
N, (B)" R ait olmayabilir. Boylece her zaman, her € R ve bazi n € Z* ler i¢in
2" € N,(B)" R veyanz € N,(B)" R oldugu sdylenemez. Eger (N, (B)" R, +) ve
(N, (B)" R, ) grupoidlerse, o zaman her x € R ve hern € Z" leriginz" € N, (B)" R
veyaher x € Rvehern € Zleriginnz € N, (B)" R olur.

R birimli bir yakinlik halkasi ve x € R olmak iizere, y -z = 1z (z - 2 = 1R)
olacak sekilde biry € N, (B)* R (z € N, (B)" R) varsa z elemanna sol (sag) yakin
tersinirdir denir. y (z) elemanina x elemaninin sol (sag) yakin tersi denir. x € R
hem sol hem de sag yakin tersinir ise bu durumda z elemanina yakin tersinirdir denir.

[I3RA]

Birimli bir R yakinlik halkasinin yakin tersinir elemanlarindan olusan kiime “-” iglemi

ile bir yakinlik grubudur.

Tamim 3.3.2. [18] Bir R yakinlik halkasinda (R\ {0} ,-) bir yakinlik grubu, yani R
deki sifirdan farkli her eleman yakin tersinir ise R ye yakinlik boliim (division) halkasi

denir.

Tamim 3.3.3. [18] Bir R yakinlik halkasinda (R\ {0}, -) bir degismeli yakinlik grubu

ise R ye yakinlik cismi denir.

Yakinlik halkasinin elemanlarinin ikili islemlerle ilgili bazi1 temel 6zellikleri, klasik
halkalarda oldugu gibi her zaman saglanmayabilir. N, (B)" R yaklagimi klasik halka
olarak dikkate alinirsa, o zaman yakinlik halkasinin elemanlar ikili iglemlerle ilgili

temel 6zellikleri saglar.

Lemma 3.3.1. [18] Yakin yaklasim uzay: iizerindeki her halka yakinlik halkasidir.

24



3. MATERYAL ve YONTEM Ramazan EROL

Ispat. R C O yakin yaklagim uzayi iizerinde bir halka olmak iizere, R C N, (B)* R
oldugundan (Y H,) — (Y Hj) saglanir. Boylece R bir yakinlik halkasidur. O

Ornek 3.3.1. [18] O = {o,p,r,8,t,v,y, 2} algilanabilen nesnelerin kiimesi ve B =

{¢1, 02} C F cikarum fonksiyonlarinn kiimesi olsun.

P1 - O — ‘/1 = {a17a27a37a4};

w21 O — Vo = {1, B2, B3}

ctkarim fonksiyonlar: Tablo 3.11 deki gibi tanimlansin.

o p r s t v w «x

P1|0g Q2 1 Qg Q1 Q3 Q4 O3

w2 | B1 Bz B2 B3 P2 B3 B Bs

Tablo 3.11

Bununla birlikte, O algilanabilen nesnelerin kiimesi iizerinde “+” ve “-” ikili

islemleri Tablo 3.12 ve Tablo 3.13 teki gibi verilsin.

+lo p r s t v w x o p r s t v w x
olo p r s t v w x olo o o o o o o o
plp r s t v w x o plo p r s t v w
r|ir s t v w x o0 P rlio r t w o r t w
s|ls t v w x o p T slo s w p t o r w
t |t v w x o p r S8 t lot o t ot o 1
vi|iv w x p o r s t v|io v r x t p w s
wlw x o p r § t w wlo w t r o w t r
x|lx o p r s t v w r|lo x w v t s r D
Tablo 3.12 Tablo 3.13
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Tablo 3.12 denr + (s + s) # (r + s) + s oldugundan (O, +) bir grup degildir. O
halde (O, +, -) bir halka degildir.
R = {r,t,w} algilanabilen nesneler kiimesinin bir alt kiimesi olmak iizere, R

lizerinde “+4” ve “-” ikili islemleri Tablo 3.14 ve Tablo 3.15 teki gibi olur.

+1r T w lr tow
r|t w o T t o t
tlw o r tlo o o
wlo r t w|t o t
Tablo 3.14 Tablo 3.15
Ornek 3.2.3 ten v = 1 icin O algilanabilir nesneler kiimesinin ayrisimlarinin

kiimesi Ny (B) = {&,,,&,,} dikkate alinirsa

v p_ Ul
N (B)' R = [x]wm}?;&z

={o,rt,w} # O

elde edilir. Bununla birlikte Tanim 3.3.1 den,

(YHy) R, “+” islemi ile bir yakinlik grubudur.

(Y Hs) R, “” iglemi ile bir yakinlik yart grubudur.

(YH3)Her x,y,z € Ricinz - (y+2) = (z-y)+(x-2), (x+y)-z2=(z-2)+
(y-2)

ozellikleri N, (B)* R de saglanir.

O halde O algilanabilir nesneler kiimesinin R alt kiimesi bir yakinlik halkasidur.

Lemma 3.3.2. [18] R C O bir yakinlik halkasi ve O € R olsun. Or -z, x-0r € R ise
her x,y € R icin

(I)x-0r =0g -2 =0g,

2)x-(—y)=(-2x)-y=—(r-y)

(3)(—z)-(—y)=z-y

dir.
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Tanim 3.3.4. [18] R bir yakinlik halkast ve S, R nin bostan farkl bir alt kiimesi olsun.
S, R deki “+7 ve “-” ikili islemleri ile yakinlik halkast ise S ye R nin alt yakinlik

halkasi denir.

Teorem 3.3.1. [18] R bir yakinlik halkasi, S, R nin bostan farkli bir alt kiimesi ve
(N, (B)"S,+) ile (N, (B)" S, -) birer grupoid olsun. Bu durumda S nin R yakinlik
halkasimin bir alt yakinlik halkast olmast icin gerek ve yeter kosul her x € S icin

—x € S olmasidir.

Teorem 3.3.2. [18] R bir yakinlik halkasive Sy ile Sy de R nin iki alt yakinlik halkast

olsun. Bu durumda N, (B)" Sy ve N,. (B)" Sy, “+” ve “-” islemleri ile birlikte grupoid
olmak iizere,

(NT (B)* Sl) N (NT (B)* 52) - NT (B)* (Sl N SQ)

ise S1 N Sy, R nin bir alt yakinlik halkasidir.

Sonu¢ 3.3.1. [I8] R bir yakinlik halkast ve R nin alt yakinlik halkalarinin bostan
farkly bir ailesi {S; : i € A} olsun. Bu durumda N, (B)* S; ler “+7 ve “-” islemleri
ile birlikte grupoid olmak tizere,

n v 8y 5) =3 87 (0)5))

ieA ieA

ise () S, R nin bir alt yakinlik halkasidur.
i€A

Tanim 3.3.5. [18] R bir yakinlik halkast ve I, R nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun.
Herz,y € I,r € Rigcinz+y € N, (B)'I, —w € I r-x € N, (B)" I (x-r € N, (B)"I)
ise I ya R nin sol(sag) yakinlik ideali denir. I hem sol hem de sag yakinlik ideali ise
bu durumda I ya R nin yakinlik ideali denir.

Uyan 3.3.1. [18] R yakinlik halkasimin kesin olarak sadece bir tane asikar yakinlik
ideali vardir. Bu agikar yakinlik ideali R nin kendisidir. Ayrica {Or} nin R yakinlik

halkasuin asikar alt yakinlik halkast olmasi icin gerek ve yeter kosul Or € R olmasidir.
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Lemma 3.3.3. [18] I, R yakinlik halkasimin bir yakinlik ideali olsun. (N, (B)*I,+)
ve (N, (B)"I,-) grupoid ise I, R yakinlik halkasimin bir alt yakinlik halkasidr.

Bazi1 durumlarda yakinlik halkasinin bir alt yakinlik halkasi, yakinlik ideali olabilir.

Teorem 3.3.3. [18] R bir yakinlik halkasi ve I ile I, de R nin iki yakinlik ideali olsun.
Bu durumda N, (B)" I ve N, (B)" I, “+” ve “-” islemleri ile birlikte grupoid olmak
lizere,

(N (B)" 1) N (N (B)" I2) = N (B)" (I1 N 12)
ise Iy N Iy, R nin bir yakinlik idealidir.
Sonug 3.3.2. [18] R bir yakinlik halkasi ve R nin yakinlik ideallerinin bostan farkli bir

ailesi {I; : i € A} olsun. Bu durumda N, (B)" I, ler “+” ve “-” islemleri ile birlikte

grupoid olmak iizere,

N o8y 1) =N (1)

ieA €A
ise () 1;, R nin bir yakinlik idealidir.
ieA

R C O bir yakinlik halkas1 ve S, R nin bir alt yakinlik halkasi olsun. Bu durumda
x,y € R olmak iizere, R nin elemanlar1 arasinda asagidaki gibi bir “ ~,” bagintisi

tanimlanabilir:

T~y e x+ (—y) € SU{OR}.
Teorem 3.3.4. [18] R bir yakinlik halkast olmak iizere, “~,” bagintisi R iizerinde bir

sag zayif esdegerlik bagintisidrr.

(13 2

Herhangi bir x € R i¢in “~,” sag zayif esdegerlik bagitisinin R yakinlik

halkasinda belirttigi siniflar

T, ={s+x|seS reR, s+xreRU{x}

ile belirlidir.
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Tanmm 3.3.6. [I8] R bir yakinlik halkast olmak iizere, “~g” sag zayif esdegerlik
bagintisimin R de belirttigi siniflara yakin sag zayif kalan siniflar denir.

Herhangi bir x € R i¢in yakin sag zayif kalan siniflar S + x ile gosterilir, yani
S+r={s+z|seS, zeR, s+zxecR}U{z}
olur.

Benzer olarak =,y € R olmak ilizere, R yakinlik halkasinin elemanlar1 arasinda

asagidaki gibi bir “ ~;” bagintis1 tanimlanabilir:

r~y e (—x)+y e SU{0r}.

Teorem 3.3.5. [18] R bir yakinlik halkast olmak iizere, “ ~;” bagintisi R tizerinde bir
sol zayif esdegerlik bagintisidrr.

Tanim 3.3.7. [18] R bir yakinlik halkast olmak iizere, “~;” esdegerlik bagintisinin R
de belirttigi siniflara yakin sol zayif kalan siniflar denir.

Herhangi bir x € R icin yakin sol zayif kalan siniflar x + S ile gosterilir, yani
r+S={r+s|seS, xeR, v+sec R}U{z}
seklindedir.

Burada 7; = = + S ve &, = S + z oldugu kolayca goriiliir. (R,+) degismeli
yakinlik grubu oldugundan z; = Z, olur. Bu durumda z; ve , notasyonlar1 yerine
sadece 7 kullanilir.

R bir yakinlik halkasi ve S, R nin bir alt yakinlik halkas1 olmak iizere,
R/.={x+ S|z € R}

R nin S ile belirlenen tiim yakin sol zayif kalan siniflarinin kiimesidir. Burada R yerine

N, (B)* R alinirsa

(N, (B)'R) /~ = {z + S |2 € N, (B)" R}
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elde edilir. Bu durumda

r+S={z+s|s€S €N, (B)'R, +s € R} U{z}
olur.
Tanmmm 3.3.8. [18] R bir yakinlik halkast ve S, R nin bir alt yakinlik halkast olsun.
x,y € R olmak iizere, x + S ve y + S swrasiyla x ve y elemanlarimin belirledigi yakin

sol zayif kalan suiflar olsun. Bu durumda x +y € N, (B)" R elemamimin belirledigi

iki yakin sol zayif kalan sinifinin toplami
{(z+y)+slseS 2+yeN(B)R, (z+y)+s€RtU{z+y}
ile tanimlidir ve
(z+S)Dy+9S)=(@+y +5
seklinde gosterilir.
Tanim 3.3.9. [18] R bir yakinlik halkast ve S, R nin bir alt yakinlik halkast olsun.
x,y € R olmak tizere, x + S ve y + S sirastyla x ve y elemanlarinin belirledigi yakin

zayif sol kalan siniflar olsun. Bu durumda x -y € N, (B)" R elemanimin belirledigi iki

yvakin sol zayif kalan sinifinin carpimi
{(-y)+s|seS a-yeN(B) R, (v-y)+seRU{z y}
ile tamimlidir ve
(z+S)oW+S)=(@-y)+S5

seklinde gosterilir.

Tanim 3.3.10. [18] O algilanabilen nesneler kiimesi, R C O bir yakinlik halkast ve
S de R nin bir alt yakinlik halkast olsun. R/, R nin S ile belirlenen tiim yakin zayif
kalan simiflarinin kiimesi ve g (A), A € P (O) kiimesinin tanimsal yakinlik kiime ailesi

olmak iizere,

N.(B)'(R/-)= U &)

¢a(A) 0 R/~#0
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kiimesine R /. nin iist yaklagimi denir.

Teorem 3.3.6. [18] R bir yakinlik halkast ve S de R nin bir alt yakinlik halkasi olsun.
O zaman R/.., de R min S ile belirlenen tiim yakin zayif sol kalan siniflarinin kiimesi

olmak iizere,

(N:(B)" R) /~ € N:.(B)" (R/~,)
ise bu durumda R/, her z,y € R icin

(z+9)®(y+9)=(r+y)+5,

(z+S)oy+9S)=(@-y)+S
ile tamimli iglemlerle birlikte bir yakinlik halkasidur.

Tamim 3.3.11. /18] R bir yakinlik halkast ve S, R nin bir alt yakinlik halkast olsun.
R/ .. yakinlik halkasina R nin S ile belirlenen tiim yakin zayif sol kalan suiflarinin

yakinlik halkast denir ve R/.,S seklinde gosterilir.

3.4 [I'-Halkalar

Tanmm 3.4.1. [7] M = {a,b,c,..} ve ' = {«, 5,7, ...} degismeli toplamsal gruplar
olmak iizere, (—,—,—) : M x I' x M — M, (a,a,b) — aab islemi dikkate alinsin.

Her a,b,c € M ve her o, B € I icin

e (a+ b)ac = aac + bac, e a(a + B)b = aab + afbh,
e aa(b+ ¢) = aab + aac, e (aab)fBc = aa(bfc)

sartlart saglaniyorsa M ye (Barnes anlaminda) bir I'-halka denir.
Ornek 3.4.1. [7] X ve Y degismeli toplamsal gruplar olmak iizere,
M =Hom(X,Y)={f: X =Y : f homomorfizma}

ve

I'=Hom(Y,X)={a:Y — X : o homomorfizma}
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olsun. Bu durumda (—,—,—) : M x ' x M — M, (a,a,b) — aabd (bileske)
islemi dikkate alindiginda, M bir I'-halkadir. Ger¢cekten, M ve I iizerinde tanimlanan
toplama islemi, doniisiimlerin toplami anlaminda (sirasiyla her f,g € M ve her v € X
icin (f +9)(z) = f(x) + g(z) ve her a, 3 € T've her y € Y icin (o + B)(y) =
a(y) + B(y) ) olmak iizere, M ve I mn birer degismeli toplamsal grup oldugu kolayca

gosterilebilir. Simdi M nin Barnes anlaminda bir I'-halkast oldugunu gosterelim.

e Her f,g € M, her a € I' ve her x,y € X icin

fag(z +y) =fa( (z) + 9y

oldugundan fag € M olur.

e Her f,g,h € M, her a, B € I' ve her x € X i¢in

oldugundan fa(g + h) = fag+ fah olur.
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oldugundan f(a + f)h = fah + fBh elde edilir.

e Her f,g,h € M, her a, 5 € " ve her x € X icin

((fag)Bh)(z) = (fag)B(h(z)
= fag(B(h(x))
= fa(g(B(h(z)
= (fa(gBh))(z

oldugundan (fag)ph = fa(gBh) bulunur.

)
)
)))
)

Tanim 3.4.2. [7] M bir I'-halka ve U, M nin toplamsal bir alt grubu olsun. Bu
durumda MT'U C U (UI'M C U) ise U ya M nin bir sol (sag) ideali denir. U,

M nin hem sol hem de sag ideali ise U ya kisaca M nin bir ideali denir.
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4.1 Yakimnlhk ['-Halkas1

Bu kisimda yakinlik I'-halkas1 ve alt yakinlik I'-halkas1 kavramlar1 6rneklerle birlikte
verilecektir. Bir yakinlik I'-halkasinin bogstan farkli bir alt kiimesinin alt yakinlik
I'-halkas1 ve iki (veya sonlu sayida) alt yakinlik I'-halkasinin (idealinin) arakesitinin
yine bir alt yakinlik I'-halkas1 (ideali) olabilmesi icin gerek ve yeter kosullara yer

verilecektir.

Tanim4.1.1. M = {a,b,c,...}, ' = {a, 8,7, ...} C O ikitoplamsal degismeli yakinltk
grubu ve her a,b,c € M ve her o, B € 1 icin asagidaki kosullar saglanirsa M ye bir
yvakinlik I'-halka denir:

(YGH,) aab € N, (B)* M,

(YGH,) (aab) fc = aa (bBc),

(YGHj3) (a+b) ac = aac+bac, a(a+ )b = acb+afb, ax (b + ¢) = aab+acnc

ozellikleri N, (B)* M de saglanir.

Buna ek olarak,

(YGH,) Her a,b € M ve her o € T igin aab = baa ise M ye degismeli yakinlik
I'-halka,

(YGH;5) Her a € M ve her a € T igin 1yyaa = aaly = a olacak sekilde
1y € N, (B)* M varsa M ye birimli yakinlik T'-halka denir.

Bir M yakinlik T-halkasinda, (Y GH,)-(Y G Hs) dzellikleri N, (B)* M de saglan-
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mak zorundadir. Bu ozellikler bazi durumlarda O\ N, (B)" M de saglanabilir. Bu
durumda M yakinlik I'-halka olamaz. M deki elemanlara sonlu tane islem
uygulandiginda elde edilen sonug her zaman N, (B)" M ye ait olmayabilir. Boylece her
a € M,a €Tl vebazin € Z" lerigin a" € N, (B)" M veyana € N, (B)" M oldugu
her zaman sylenemez. O zaman N, (B)" M bir toplamsal grupoid ve ayni zamanda
bir I'-grupoid ise 0 zaman hera € M, a € T' ve hern € Z" i¢in a" € N, (B)" M veya
hera € M ve her n € Z igin na € N, (B)* M olur.

M bir birimli yakinlik I'-halka ve a € M, a € T' olmak {iizere, bava = 1, (acc =
1,r) olacak sekilde bir b € N, (B)" M (c € N, (B)* M) varsa a elemanina sol (sag)
yakin tersinirdir denir. b (c) elemanina a elemaninin sol (sag) yakin tersi denir. a € M
hem sol hem de sag yakin tersinir ise bu durumda a elemanina yakin tersinirdir denir.

Yakinlik I'-halkasinda islemlerle ilgili bazi1 temel ozellikler, klasik I'-halkasinda

oldugu gibi her zaman saglanmayabilir.
Lemma 4.1.1. Yakin yaklagim uzayinda her I'-halka bir yakinlik I'-halkadir.

Ispat. M C (O yakin yaklasim uzayi iizerinde bir I'-halka olmak iizere,
M C N, (B)" M oldugundan (YGH,) — (YGHj3) saglanir. Béylece M bir yakinlik
['-halkadir. 0

Ornek 4.1.1. O = {a;; | 0 <4, j < 4} algilanabilen nesnelerin kiimesive B = {¢} C

F ¢ikarum fonksiyonlarimin kiimesi olsun.
28 O — ‘/1 == {xla X2, X3, Ty, X5, Le, L7, X8, .Z'g} ’
ctkarim fonksiyonu da Tablo 4.1 deki gibi tanimlansin.

Qoo Ap1 Qo2 Ap3 Qo4 A1p Q11 A12 Q13 A14

Y| T T2 X1 T3 T3 T1 T2 T3 T4 s

Qo0 QA21 QA22 QA23 Q24 G390 31 32 A33 A34

@ | T4 T3 Tg T4 Ty T3 Tq T T L9
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‘a40 g1 Q42 Q43 QA44

80‘1’3 Ty T1 X9 s

Tablo 4.1
Bu durumda
lag], ={a € O lp(a)=¢(ap) =21}
= {GOOa o2, 410, a42} = [a02]<p = [amho = [&42]¥,,

[ao1], ={a € Olp(a) = (an) =z}

= {(101,0611} = [a11]¢,

aos], ={a € O |p(a)= ¢ (ap) = 3}
= {aogy o4, A12, G421, 430, a40}

= [CL04L0 = [a12]§0 = [6121]@ = [@30]¢ = [a4o]¥,,

[a13]¢ ={a € Olp(a) =p(a3) = x4}
= {G13, 20, @23, A31, a41}

= [CL20]@ = [azs]g; = [a31]¢ = [a41]¢,

laa], ={a € Olp(a) =y (as) =5}

= {6614, CL44} = [Cl44]¢,

ass], ={a € Op(a) =p(axn)=
= {G22},

[azd], ={a € O |p(a)= ¢ (au)= 7}

= {a24,a32} = [a32]¥,,

azs], ={a€ O |p(a)=p(ass) = s}
= {a33},

az], ={a€ O |p(a)=p(az) =9}

={ass,a43} = [a43]<p
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dir. Boylece

&= {lawl, . [an, .l lans),  anil, oz, oz, fass],  fasd], }

olur. Dolayistyla r = 1 igin O kiimesinin ayrisimlarimin kiimesi Ny (B) = {{,}
elde edilir. Boylece
M = {ap1,a10}, I' = {asn} C O alt kiimeleri igin

* _ Uld,
N (B)' M = lal, N M#&

= {ao, aoz2, a10, @42} U {ag1, arr }

= {@00, o1, Ap2, G410, A11, (142}

ve
N (B)'T = [a}gr%;fa
= {aoo, a2, a0, a2}
elde edilir.

Bununla birlikte, M C O kiimesi iizerinde toplama islemi,

OxQO — O
+1 . »
(aij7 amn) — Q5 +1 Gy,

Qjj +1 Ay, = Ay, 1+ m =p (mod 2) ve j +n = r (mod 2)

ile tamimlansin. Bu durumda M, “+17” islemi ile birlikte bir abel yakinlik grubudur.

Ayrical' = {aqo} C O kiimesi iizerinde toplama islemi,

Ox0O — 0
+2 . )
(a'ija amn) — Qi +2 G

Qij 2 Qpp = ag 1+ m = s (mod4)ve j+n=t(mod4)

ile verilsin. Bu durumda U, “+2" iglemi ile birlikte bir abel yakinlik grubudur.
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Burada M C O “+:1” iglemi ile birlikte, apy + a9 = a1n ¢ M oldugundan bir
grup degildir ve dolayisiyla M bir I'-halka olamaz.

Bundan bagska
OxI'xO — O

)

(@ijy Okl Q) — Qi Ak Qmn
QjjAkGmn = Quy , w=min{i, k,m} ve v =min{j,[,n}

ile tamimlanan islem dikkate alinirsa, Tanim 4.1.1 den,

(YGH,) aab € N, (B)" M,

(YGH,) (aab) fe = aa (bBc),

(YGH3) (a4 b) ac = acc+bac, a (o + ) b = aab+afb, aa (b + ¢) = aab+aac
ozellikleri N, (B)" M de saglanir.

O halde M kiimesi bir yakinlik I'-halkadir.

Lemma 4.1.2. M C O bir yakinlik I'-halkast ve Oy; € M olsun. 0yraa, aa0y € M
ise her a,b € M ve o € T icin
(1) ac0p; = 0pyaa = Oy,
(2) ac (—b) = (—a) ab = — (aab),
(3) (—a) a(=b) = aad
dir.
Ispat. (1) a0y, € M olmak iizere, a € M ve o € I igin
ac0p; = aa (0pr + 0py)
= aaly; + a0y
dir. a0y, € M nin toplamsal tersi olan — (aa0y;) € M vardir. Bu durumda
— (aa0ypr) + acaly = — (aa0yr) + a0y + a0y,
= 0p = 0p7 + a0y
= 0y = aalyy

elde edilir. Benzer sekilde 0;,aa = 0j; oldugu da gosterilebilir. Dolayisiyla

aaOM = OMoza = OM
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olur.
(2) IIk olarak ac (—b) = (—a) ab oldugunu gosterelim.
aa0yr = 0y
= aa(b+ (=b)) =0n
= (aab) + (aa(—=b)) =0y
dir. (M, +) yakinlik grubu oldugundan aab elemaninin toplamsal tersi vardir ve
ters elemanin tekliginden
ac (—b) = — (aab)
olur. Benzer bigimde (—a) ab = — (aab) oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla

ac (—=b) = (—a) ab = — (aad)

dir.
(3) (2) kullanilirsa

(—a) a(=b) = —(aa(=b)) = —(=(aab)),
(—a) a(=b) = =((—a)ab) = —(=(aab))
dir. Burada —(—(aab)) = aab oldugunu gosterirsek ispat tamamlanmis olur.
M yakinlik I'-halkasi oldugundan aab elemaninin toplamsal tersi vardir ve —(aab)
dir, yani
aab + (—(aab)) = —(aab) + aab = 0y
olur. Benzer sekilde —(aab) elemaninin da toplamsal tersi vardir ve —(—(aab))
dir, yani
—(aab) + [=(=(aab))] = —(=(aad)) + (= (aabd)) = Ou
olur. Bu durumda
—(—(aabd)) = —(—(aabd)) + 0y
= —(—(aad)) + (—(aab)) + (acb)
= 0pr + (acrh)
= aab

= —(—(aab)) = aab
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dir. Bu durumda (—a) o (—b) = aab olur. O

Tanim 4.1.2. M bir yakinlik I'-halkast ve S de M nin bostan farkli bir alt kiimesi
olsun. S, M deki islemler ile yakinlik I'-halkast ise S ye M nin alt yakinlik I'-halkast

denir.

Teorem 4.1.1. M bir yakinlik U'-halkasi, S, M nin bostan farkli bir alt kiimesi,
(N, (B)" S, +) grupoid ve N, (B)* S T'-grupoid olsun. Bu durumda S nin M yakinlik
I-halkasinn bir alt yakinlik T'-halkast olmasi icin gerek ve yeter kosul her x € S icin

—x € S olmasidir.

Ispat. (=) Kabul edelim ki S, M yakinlik I'-halkasinin bir alt yakinlik I'-halkast
olsun. Bu durumda Tanim 4.1.1 den S bir yakinlik I'-halkasidir. Boylece her = € S
icin —x € S dir.

(<) Hipotezden S C M ve (N, (B)" S, +) grupoid oldugundan, Teorem 3.2.3 ten
(S, +) abel yakinlik grubudur. S C M ve N, (B)* S T'-grupoid oldugundan birlesme
ozelligi N, (B)* S de saglanir. Her 2,9, 2 € Sve a, f € Tigin v +y, raz, yaz, raz +
yaz € N, (B)*S dir. M yakinlik I'-halkasi oldugundan (z + y)az = zaz + yaz
ozelligi N, (B)* S de saglanir. Benzer olarak, z(a+ 3)y = zay +xfy ve za(y+2) =
ray + xaz ozellikleri de N, (B)" S de saglanir. Boylece S, M yakinlik I'-halkasinin
bir alt yakinlik I'-halkasidir. [

Ornek 4.1.2. Ornek 4.1.1 den, M = {ao1, a10} yakinlik T-halkast dikkate alinsin.

S = {aw}, M yakinlik I'-halkasuun bir alt kiimesi olmak iizere,

rq _ Uld,
N (B)"S T [, NS+

= {a007 o2, A10, CL42}

elde edilir. Budurumda N, (B)* S, “+1” islemi ile birlikte bir grupoid ve N, (B)" S
['-grupoid olur. Ayrica —ayy = ayg € S oldugundan Teorem 4.1.1 den S, M yakinlik
I'-halkasinin bir alt yakinlik I'-halkasidir.
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Teorem 4.1.2. M bir yakinlik I'-halkaswve S, ile S5 de M nin iki alt yakinlik T'-halkast
olsun. Bu durumda N, (B)* Sy ve N, (B)* Sy grupoid ve I'-grupoid olmak iizere,

(N (B)"81) N (N, (B)" Sp) = Ny (B)™ (51N S2)
ise S1 N Sy, M nin bir alt yakinlik I'-halkasidur.

Ispat. S; ve S, R nin iki alt yakinlik I'-halkas1 olsun. S; N Sy C M oldugu agiktir.
N, (B)" Si, N, (B)"Sy M deki islemler ile birlikte grupoid ve I'-grupoid oldugu
dikkate alimirsa, (N, (B)*S;) N (N, (B)*S;) = N, (B)"(S1NSy) geregince
N, (B)" (S1 N Sy) de M deki islemler ile birlikte bir grupoid ve I'-grupoid olur. x €
S1NS;y olmak iizere, Sy ve S alt yakinlik I'-halkalar1 oldugundan —x € S} ve —x € S5,
yani —z € 57 NS, dir. Sonug olarak, Teorem 4.1.1 den .S; N S, M nin bir alt yakinlik
['-halkasidir. 0

Sonuc¢ 4.1.1. M bir yakinlik I'-halkast ve , M nin alt yakinlik T'-halkalarinin bostan
farkli bir ailesi {S; |i € A} olsun. Bu durumda N, (B)"S; ler M deki islemler ile
birlikte grupoid ve I'-grupoid olmak iizere,

N v (8)" 50 =8 () (0)8:)

€A i€EA

ise (| Si, M nin bir alt yakinlik T'-halkasidur.
ieA

Tanmm 4.1.3. M bir yakinlik I'-halkast ve (& #) 1 C M olsun. Her z,y € I ve her
m € M icin

(i)z+ye N, (B) I,

(ii) —x € I,

(iii) max € N, (B)" I (xam € N, (B)"I)

ise I ya M nin sol(sag) yakinlik T'-ideali denir. I hem sol hem de sag yakinlik
I'-ideali ise bu durumda I ya M nin yakinlik I'-ideali denir.

Uyan 4.1.1. M yakinlik U'-halkasinin kesin olarak sadece bir tane agsikar yakinlik
U-ideali vardir. Bu agikar yakinlik T-ideali M nin kendisidir. Ayrica {0y} nin M

41



4. BULGULAR ve TARTISMA Ramazan EROL

yakinlik T'-halkasimin agsikar alt yakinlik T'-halkast olmasi icin gerek ve yeter kosul

Oy € M olmasidir.

Yakinlik I'-halkasinin tanimi ve Teorem 4.1.1 dikkate alindiginda, Lemma 4.1.3

ispatsiz verilebilir.

Lemma 4.1.3. I, M yakinlik T-halkasimin bir yakinlik T-ideali olsun. N, (B)*I

grupoid ve I'-grupoid ise I, M yakinlik I'-halkasimin bir alt yakinlik T'-halkasidir.

Ornek 4.1.3. Ornek 4.1.1 ve Ornek 4.1.2 den, M = {agy, a1} yakinlik T-halkast ve M
nin S = {ayo} alt yakinlik T'-halkast dikkate alinsin. Her x,y € S ve her m € M icin
r+y € N, (B)"S, —x € Sve her a € T'icinmax € N, (B)" S vexam € N, (B)* S
oldugu goriiliir. Boylece Tanim 4.1.3 ten S, M nin bir yakinlik I'-idealidir.

Teorem 4.1.3. M bir yakinlik I'-halkast ve I, ile 15 de M nin iki yakinlik '-ideali
olsun. Bu durumda N, (B)* I, ve N, (B)" I,, M deki islemler ile birlikte grupoid ve

I'-grupoid olmak iizere,
(N, (B)" ) N (N, (B)" ) = N, (B)' (I, N I
ise Iy N Iy, M nin bir yakinlik I'-idealidir.

ispat. I, ve I, M nin iki yakinlik ['-ideali olsun. /; N I C M oldugu aciktir. z,y €
I; N I, olmak iizere, I ve I, yakinlik I'-idealleri oldugundan, her x,y € I; N I5 ve her

m € M igin

r+y €N, (B)'L, —xz €l vemazr € N, (B)" I,

r+y €N, (B)' I, —z € lyvemazr € N, (B)" I

olur. Budurumda z +y € (N, (B)"I,) N (N, (B)" L), —z € I, N I, ve max €
(N, (B)* )N(N, (B)" L) elde edilir. (N, (B)* L)N(N, (B) I,) = N, (B)* (I, N I

oldugundan,

:1:+yENT(B)*(]1ﬁ]2), —xE]1ﬂ[2vemax€Nr(B)*(Ilﬂ]2)
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dir. Benzer sekilde ;M /5 nin sag yakinlik I'-ideali oldugu da gosterilebilir. Boylece
Tanim 4.1.3 ten Iy N I3, M nin bir yakinlik I'-idealidir. ]

Sonuc 4.1.2. M bir yakinlik I'-halkast ve M nin yakinlik 1'-ideallerinin bostan farkl
bir ailesi {I; | i € A} olsun. Bu durumda N, (B)" I; ler M deki islemler ile birlikte
grupoid ve I'-grupoid olmak iizere,

N o8y =Ny ()

(ASTAN i€EA

ise () I;, M nin bir yakinlik T'-idealidir.
€A

4.2 Yakin Zayif Kalan Simiflarinin Yakinhik Gamma Halkasi

Bu kisstmda M C O yakinlik I'-halkas tizerinde zayif esdegerlik bagintisinin tanimina
ve zayif esdegerlik bagintisinin M yakinlik I'-halkasinda belirttigi yakin zayif kalan
siflarina yer verilmistir. 1ki yakin zayif kalan sinifinin M deki islemlerle ilgili
tanimlar1 verilmistir. Bu islemlerle birlikte yakinlik I'-ideallerine gerek kalmaksizin
yakin zayif kalan siniflarinin yakinlik I'-halkasinin hangi sartlar altinda var oldugu

gosterilerek ornekler incelenmistir.

M C O bir yakinlik I'-halkasi ve .S, M nin bir alt yakinlik I'-halkasi olsun. Bu

durumda x,y € M olmak lizere, M nin elemanlar1 arasinda agagidaki gibi bir * ~,

bagintist tanimlanabilir:

Ty e+ (—y) € SU{0y}.
Teorem 4.2.1. M bir yakinlik I'-halkast olmak iizere, “~,” bagintist M iizerinde bir
sag zayif esdegerlik bagintisidir.

Ispat. M bir yakinlik I'-grubu oldugundan her z € M igin —x € M dir. z + (—x) =
0ps oldugundan = ~, x olur. Her z,y € M i¢in x ~, yise x + (—y) € SU{0y}, yani
r+ (—y) € Sveyax+ (—y) € {Op} olur. 2+ (—y) € Sise S, M nin bir alt yakinlik
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[-halkas1 oldugundan — (z + (—y)) = y + (—z) € S dir. Boylece y ~, z bulunur.
Ayrica x + (—y) € {0y} ise x+ (—y) = Oy dir. Buradan y+ (—z) = — (z + (—y)) =
—0p = 0j7 ve boylece y ~,. x olur. Sonug olarak, “~,” bagintis1 M {lizerinde bir sag

zayif esdegerlik bagintisidir. 0

Herhangi bir x € M icin “~,” sag zayif esdegerlik bagintisinin M yakinlik
I'-halkasinda belirttigi siniflar

B ={yeM]|y~ x}
={yeM|y+(—z) € SU{0pn}}
—{ye M |y+ (—z) € Sveyay + (—z) € {On}}
={yeM|yeS+axveyay+ (—z) =0y}
={yeM|yeS+zveyax =y}
={s+a|seS, zeM, s+xze M}U{z}

ile belirlidir.

Tanim 4.2.1. M bir yakinlik I'-halkast olmak iizere, “~,” sag zayif esdegerlik baginti-
stmin M de belirttigi siniflara yakin sag zayif kalan siniflar denir. Herhangi bir x € M

icin yakin sag zayif kalan siniflar S + x ile gosterilir ve
S+r={s+z|seS,zeM, s+xeM}U{x}
dir.
Benzer olarak z,y € M olmak iizere, M yakinlik I'-halkasinin elemanlar1 arasinda

asagidaki gibi bir “ ~,” bagintis1 tanimlanabilir:

xrpy e (—x)+ye SU{0n}.

Teorem 4.2.2. M bir yakinlik I'-halkast olmak iizere, “ ~;” bagintist M iizerinde bir

sol zayif esdegerlik bagintisidrr.
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Ispat. M bir yakinlik I'-halkas1 oldugundan her 2 € M icin —z € M dir. z + (—z) =
0ps oldugundan = ~; z olur. Her z,y € M i¢in x ~, yise (—x) +y € SU{0y}, yani
(—x)+y € Sveya(—z)+y € {0y} olur. (—z) +y € Sise S, M nin bir alt yakinlik
I-halkas1 oldugundan — ((—z) +y) = (—y) + « € S dir. Boylece y ~, z bulunur.
Ayrica (—x)+y € {0y} ise (—x)+y = 0y dir. Buradan (—y)+2 = — ((—z) + y) =
—0p; = 0y, ve boylece y ~; z olur. Sonug olarak, “~,” bagintis1 M iizerinde bir sol

zayif esdegerlik bagintisidir. O

13 2

Herhangi bir x+ € M i¢in “~,” sol zayif esdegerlik bagintistmin M yakinlik

['-halkasinda belirttigi siniflar

o o={yeM|y~,a}
={ye M| (-2) +yeSu{on}}
={yeM|(—x)+ye Sveya (—z)+y € {0np}}
={yeM|yex+Sveya (—z) +y =0y}
={yeM|yex+Sveyay=x}
={r+s|seS, veM v+seM}U{z}

ile belirlidir.

Tanim 4.2.2. M bir yakinlik I'-halkasi olmak iizere, “~,” esdegerlik bagintistnin M
de belirttigi siiflara yakin sol zayif kalan siniflar denir. Herhangi bir x € M icin yakin

sol zayif kalan siniflar x + S ile gosterilir, yani
r+S={r+s|seS,zeM, x+seM}U{x}
seklindedir.

Burada 7y = z+ S ve &, = S+ax dir. (M, +) degismeli yakinlik grubu oldugundan
Zy = Z, olur. Bu durumda 7, ve Z, notasyonlar1 yerine sadece  kullanilir.

M bir yakinlik ['-halkasi ve .S, M nin bir alt yakinlik I'-halkas1 olmak iizere,

M/.={x+ S|z e M}
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M nin S ile belirlenen tiim yakin sol zayif kalan siniflarinin kiimesidir. Burada M

yerine N, (B)" M alinirsa
(N, (B)*M)/.={x+S|xze N, (B)" M}

elde edilir. Bu durumda

r+S={z+s|s€S, ze€N.(B)M, x+s€ M}U{x}
olur.

Tanim 4.2.3. M bir yakinlik I'-halkast ve S de M nin bir alt yakinlik I'-halkasi olsun.
x,y € M olmak tizere, v + S ve y + S swrasiyla x ve y elemanlarimin belirledigi yakin
sol zayif kalan siiflar olsun. Bu durumda x +y € N, (B)" M elemanimin belirledigi

iki yakin sol zayif kalan sinifinin toplami
{(z+y)+s|seS, a+ye N, (B M, (x+y)+se M}U{x+y}

ile tanimlidir. Buna sol zayif kalan siniflarinin toplami denir ve

(z+S)®y+S)=(x+y +5
seklinde gosterilir.

Tanim 4.2.4. M bir yakinlik I'-halkast ve S de M nin bir alt yakinlik I'-halkasi olsun.
x,y € M, « € " olmak iizere, x+ S ve y+ S sirastyla x ve y elemanlarinin belirledigi
yakin sol zayif kalan simiflar olsun. Bu durumda xay € N, (B)" M elemanimin belirle-

digi iki yakin sol zayif kalan sinifi

{(zay) +s|s €S, zay € N, (B)" M, (zay)+se M} U{zay}

ile tamimlidir ve

(x+S)a(y+S) = (ray)+ S

seklinde gosterilir.
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Tanmm 4.2.5. O algilanabilen nesneler kiimesi, M C O bir yakinlik I'-halkast ve S
de M nin bir alt yakinlik T'-halkast olsun. M/., M nin S ile belirlenen tiim yakin
zayif kalan siniflarimin kiimesi ve g (A), A € P (O) kiimesinin tanmimsal yakinlik kiime

ailesi olmak iizere,

N.(B) (M= | &

kiimesine M /.. nin iist yaklasmm denir.

Teorem 4.2.3. M bir yakinlik I'-halkasive S de M nin bir alt yakinlik I'-halkast olsun.
O zaman M/, M nin S ile belirlenen tiim yakin sol zayif kalan sumiflarin kiimesi

olmak iizere,

(N: (B)" M)/~ € N, (B)" (M/~)

ise M/, herz,y € M, o € T igin

(z+S)®y+9S)=(@+y) +5S,

(z+S5)a(y+5) = (zay) + 5
ile tamimly iglemlerle birlikte bir yakinlik I'-halkasidtr.

Ispat. (YGH,) (N, (B)*M) /. C N,(B)"(M/.) olsun. M bir yakinlik [-halkast
oldugundan Teorem 3.2.8 den (M/.,®), M nin S ile belirlenen tiim yakin sol zayif
kalan simiflarinin abel yakinlik grubudur.

(YGH,) M yakinlik I-halkast oldugundan, her z,y € M , a € I, zay €
N, (B)*M veher (x+S),(y+S) € M/.igin (x4 S)a(y+S) = (zay) + S €
(N, (B)" M) /. dir. Hipotezden her (z + S), (y + S) € M/.igin (x + S) a (y + S) =
(zay) +S € N, (B)* (M/..) bulunur.

Her z,y,2 € M, o, € T igin (zay) Bz = za (yBz) ozelligi N, (B)" M de
saglandifindan, her (z + S), (y+ S5),(z + 5) € M/, o, f € I i¢in

(z+9aly+95)8(z+95) =((zay)+5)5(z+5) = ((xay) Bz) + 5
= (za(yfz)) + 5 = (x+5) a((yhz) +9)
=@+ 5)a(ly+5)B(z+59))
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esitligi (N, (B)" M) /. de saglanir. Boylece hipotezden, her (z+ S), (y + S)
(z+8) e M/ igin

(z+S5)a(y+9))B(z+5)=(x+S5)ally+5)5(z+5))

ozelligi N, (B)* (M/..) de saglanir.
(YGH3) M bir yakinlik I'-halkasi oldugundan, N, (B)" M de soldan dagilma ozelligi
saglanir. Her (z + 5),(y + 5), (¢ +S) € M/ i¢in

(z+S)a(y+S)@(z+9) =@+9ally+z)+5)
= (za(y+2)) + 5 = ((ray) + (zaz)) + S
= ((zay) + 5) & ((zaz) + 5)

=((@+S)ay+9) e (z+S5)a(z+9))

olur. Béylece (N, (B)* M) /.. de soldan dagilma dzelligi saglanir. Benzer iglemlerle
her (x +5),(y+95),(¢+S5) € R/ i¢in

(z+SYeW+9)o:z+S)=(z+80:=+9)d(z+S)®(2+29))

sagdan dagilma dzeliginin de (N, (B)* R) /.. de saglandid1 gosterilebilir. Benzer olarak

@+ 95 (@+B)y+5) =(r+5aly+9)+(z+95)(+59)
((zay) +5) + ((xBy) + 5)
((zay) + (zfy)) + S

= (@ (a+p)y)+5

olur. Boylece (N, (B)" M) /. de, yani hipotezden N, (B)" (M/.) de dagilma
ozellikleri saglanir. Sonug olarak, M /.. bir yakinlik I'-halkasidur. U

Tanim 4.2.6. M bir yakinlik I'-halkast ve S de M nin bir alt yakinlik I'-halkast olsun.
M/ .. yakinlik T'-halkasina M nin S ile belirlenen tiim yakin sol zayif kalan suniflarinin

yakinlik T'-halkast denir ve M /,,S seklinde gosterilir.

Ornek 4.2.1. M = {ao1, a0} yakinlik T-halkasiun S = {ayo} alt kiimesini dikkate
alalim. Ornek 4.1.2 den S, M yakinlik T-halkasimn alt yakinlik T-halkasidur.
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Bu durumda M nin S ile belirlenen tiim yakin sol zayif kalan siniflart yazilabilir.

Yakin sol zayif kalan sinifinin tanimindan,

apr +S =0U{an} = {an},

aio + S = {aop} U {aw} = {aoo, aio}

elde edilir. Boylece M/ = {ap + S, a9 + S} olur.
Ny (B)* M = {ag, ao1, ao2, a1g, a1, asz } oldugundan Ny (B)* M nin S ile belirle-
nen tiim yakin sol zayif kalan siniflar iistte yazdiklarimiza asagida yazacaklarimizi

ilave edersek;

ago + S = {ao} U{ao} = {ae, a1},
ape + S = {aw} U{ap} = {ap2, a10},
ajy + S = {ao } U{a} = {ap1,an},

ags + S = {a} U{asw} = {ai, as}

dir. BO’ylece (N1 (B)* M) /N = {6101 + S, Qoo + S, a1g + S, ap + S, Q49 + S} -
P (O) elde edilir.
M/ . iizerinde tamimli islemlerle, Tanim 4.2.3 ve Tamim 4.2.4 kullamilarak, Tablo

4.2 ve Tablo 4.3 teki gibi tamimlansin.

EB CL01+S CL10+S

CL01+S (100+S CL11+S
ayp+S|an+S ap+S

Tablo 4.2

(6] CL01+S (Il()‘l'S

apr + S| apn +95 ap+ S
a10+S a00+8 a10+S

Tablo 4.3
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4. BULGULAR ve TARTISMA Ramazan EROL

(N.(B)"M) /. C N, (B)"(M/.) oldugunu géstermek icin (N, (B)* M) /.. den

alinan her elemamin Ny (B)* (M/ ) de oldugunu géstermek yeterlidir.

QM/.) ={2(A)|Ae M/ }
={® (ao1 + 5),® (a0 + S)},
= {¢ (ao1) , ¥ (am), ¥ (aw0)},

= {z1, 72}

oldugundan
Ny (B)" (M/.) = {ao1 + S, a10 + S, ago + S, ap2 + S, a11 + S, asp + S}

bulunur. Béylece (N, (B)" M) /. € N, (B)" (M/ ) oldugundan Teorem 4.2.3 ten
M/ .. bir yakinlik T'-halkasidur.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Giiniimiiz matematik ve miihendislik diinyasinda kiime teorisi ve cebirsel yapilar
onemli bir yere sahiptir. Yakin yaklagim uzaylari iizerinde tanimlanan yakinlik gruplari,
yakinlik halkalarigibi yakinlik cebirsel yapilar son zamanlarda calisilmaktadir. Bu
tezde, yakinlik cebirsel yapilar ile ilgili calismalar incelemis ve yakinlik halkalari,
yakinlik gamma halkalarina genellestirilmistir. Boylece literatiire yeni bir kaynak

kazandirilmagtir.
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