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Bu çalışmanın birinci bölümünde, araştırmanın amacı ve öneminden 

bahsedilmiştir. İkinci bölümde, bu çalışmanın amacına uygun olarak literatür özeti 
sunulmuştur. 

Üçüncü bölümde, yakın kümeler, yakın yaklaşım uzayları, yakınlık grupları, 
yakınlık halkaları ve gamma halkalar ile ilgili bazı sonuçlar verilmiştir. 

Dördüncü bölümde, yakınlık gamma halka tanımlanmış ve bazı temel 
özellikler incelenmiştir. Ayrıca, yakın zayıf kalan sınıflarının yakınlık gamma 
halkasından bahsedilmiştir. 
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In the first chapter of this study, the aim and importance of the study are 

mentioned. In the second chapter, a summary of the literature is presented in 
accordance with the purpose of this study. 

In the third chapter, some results are given about near sets, nearness 
approximation spaces, nearness groups, nearness rings and gamma rings. 

In the fourth chapter, the nearness gamma ring is also defined, and some basic 
features are investigated. Moreover, the nearness gamma ring of the near weak cosets 
is introduced. 
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1. GİRİŞ

Yakın küme teorisi, ayrık kümelerdeki nesnelerden elde edilen benzer bilgilerin

kullanılabilmesini sağlar, yani nesnelerin gözlemlenmesi, karşılaştırılması ve

sınıflandırılması için yakın küme teorisi kullanılır. Yakın kümelerin keşfi, gözlemlenen

nesneler için uygun bir tanımlama yöntemi seçilmesi ile başlar. Bu ise gözlemlenen

nesnelerin özelliklerini temsil eden fonksiyonların seçimi ile mümkün olmaktadır. Bu

fonksiyonlar için ilk model Pavel tarafından, dijital görüntülerin

sınıflandırılması için verilmiştir [1].

Yakın küme teorisinde nesnelerin ayırt edici özelliklerini temsil eden çıkarım

fonksiyonları bir nesneden, gözlemlenebilen özelliklerin değerine karşılık gelen bir reel

sayıya tanımlıdır [2].

Yakın kümeler, mühendislik ve doğa problemlerinin yanı sıra özellikle görüntü

işleme, görüntü analizi gibi insan algısı ile ilgili problemlerin çözümü için ideal bir yapı

sunar. Yakın küme teorisindeki algı kavramı, felsefik algı fikri ile psikofizikteki [3] algı

fikrinin kombinasyonlarından oluşur [4].

Bu çalışmanın birinci bölümünde, araştırmanın amacı ve öneminden bahsedilmiştir.

İkinci bölümde, bu çalışmanın amacına uygun olarak literatür özeti sunulmuştur. Üçün-

cü bölümde, yakın kümeler, yakın yaklaşım uzayları, yakınlık grupları, yakınlık halka-

ları ve gamma halkalar ile ilgili bazı sonuçlar verilmiştir. Dördüncü bölümde, yakınlık

gamma halka tanımlanmış ve bazı temel özellikler incelenmiştir. Ayrıca, yakın zayıf

kalan sınıflarının yakınlık gamma halkasından bahsedilmiştir.
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR

2002 yılında Peters, yaklaşımlı küme kavramının bir genelleştirmesi olarak yakın

küme kavramını tanımladı. Yakın küme teorisi ile ilgili bilgiler için [5] ve [2] kaynakları

incelenebilir.

Küme teorisi dikkate alındığında yakın küme kavramının Cantor’un klasik küme

kavramını tamamlayan ve belirsizlik durumlarının modellenmesine yardımcı olan bir

kavram olduğu görülmektedir.

Nobusawa [6] halka kavramından daha genel olan gamma halka

kavramını tanımladı. Daha sonra Barnes, Nobusawa anlamında gamma halka

kavramının tanımındaki koşulları biraz zayıflatmış ve gamma halka kavramını yeniden

tanımladı [7]. Birçok matematikçi gamma halkasının yapısını incelemeye devam etmiş

ve halka teorisindeki sonuçlar ile ilgili olarak bazı genelleştirmeler elde etmiştir [8, 9].

Günümüz matematik ve mühendislik dünyasında küme teorisi ve cebirsel yapılar

önemli bir yere sahiptir [10–12]. Bu nedenle lisansüstü (yüksek lisans) programda

bu eksikliği gidermek amacıyla, özellikle aşağıda belirtilen [13–18] kaynaklar dikkate

alınarak, yakın küme teorisinde cebirsel yapılar ile ilgili çalışmalar incelenmiş ve

yakınlık halkaları, yakınlık gamma halkalarına genelleştirilmiştir.
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3. MATERYAL ve YÖNTEM

3.1 Yakın Kümeler ve Yakın Yaklaşım Uzayları

Bu kısımda yakın küme kavramının temelleri, çıkarım fonksiyonları, yakın kümeler ve

bu kavramlarla ilgili bazı özellikler verilecektir [2].

Tanım 3.1.1. [2, 19] Algılanabilen nesnelerin ayırt edici özelliklerini temsil eden reel

değerli fonksiyonlara çıkarım fonksiyonu denir.

Çıkarım fonksiyonları nesneler arasında olduğu gibi benzer nesnelerden oluşan

kümeler arasında da benzerlikler kurar [20]. Nesnelerin aralarındaki benzerlikler

dikkate alınırsa birbirlerine yakın oldukları gözlemlenir. Benzer şekilde nesnelerin

oluşturduğu kümeler de benzerlikler yönüyle birbirlerine belli derecelerde yakın olurlar.

Bir çıkarım, çevremizdeki nesnelerin gözlemlenebilen fiziksel karakteristiklerini ölçer.

Diğer bir ifade ile çıkarım fonksiyonu, genellikle karakteristik özelliklerin çıkarımı

olarak adlandırılan işin temelidir [21].

Çıkarım fonksiyonlarının kümesi ve algılanabilen nesnelerin kümesi yakın küme

teorisinin temelinde yer alır. Bu iki kavram birlikte düşünüldüğünde ortaya bilgi sistemi

dediğimiz yapı çıkar [4].

Aksiyom 3.1.1. [4] Bir nesne algılanabilirdir ancak ve ancak bu nesne

tanımlanabilirdir.

Merleau-Ponty nin görüşüne göre bir nesne tanımlanabildiği ölçüde algılanabilir.

Diğer bir deyimle bir nesne ne kadar tanımlanabiliyorsa o kadar algılanabilir. Poincaré
3



3. MATERYAL ve YÖNTEM Ramazan EROL

[22] deki bir duyunun kavranması ve yakın küme teorisinden bir çıkarım fonksiyonu

için bir fiziksel model [23, 24], görsel algı açısından Zeeman tarafından açıklanmıştır

[25]. Yapılan bu tespitler yakın küme teorisindeki çıkarım

fonksiyonlarının nasıl belirlenebileceği ile ilgili yapısal bir model oluşturur [2, 4, 23].

Aksiyom 3.1.2. [4] Nesne tanımlamalarını formülleştirmek nesnelerin matematiksel

olarak algılanmasını sağlar.

Yakın küme kavramında, kümelerin yakınlığı algılanabilen sistemler dikkate

alınarak incelenir [23]. Poincaré’in, bir fiziksel zaman-mekan sürekliliğindeki dijital

görüntüler gibi nesnelerin algılanması fikri, algılanabilir bilgi sistemleri ile benzer olan

ancak aynı olmayan algılanabilir sistemler ile mümkün olabilmektedir [23, 24].

Tanım 3.1.2. [2] O algılanabilen nesnelerin boştan farklı sonlu bir kümesi ve F

nesnelerin ayırt edici özelliklerini temsil eden çıkarım fonksiyonlarının boş olmayan

bir kümesi olmak üzere ⟨O,F⟩ ye bir algılanabilir sistem denir.

Çıkarım fonksiyonları daha genel olarak reel değerli olmayan fonksiyonlar olarak

da dikkate alınabilir, yani V boştan farklı herhengi bir küme, X ⊆ O algılanabilen

nesnelerin kümesi olmak üzere, çıkarım fonksiyonu

φ : X −→ V

şeklinde tanımlanabilir [26]. Reel değerli çıkarım fonksiyonları kullanılarak her

ne kadar cebirsel yapılar çalışılabilse de, bu tanım yakın kümeler teorisinde mantık ve

cebirsel yapıların teorik olarak da çalışılabilmesine imkan sağlar.

Nesneler ancak matematiksel bir takım tanımlamalar yardımıyla bilgisayar

sistemleri tarafından algılanabilirler. Bir x ∈ X nesnesinin tanımı, çıkarım

fonksiyonları yardımıyla belirlenen Φ (x) fonksiyonu ile belirlenir. Burada önemli

konulardan biri de φi ∈ B çıkarım fonksiyonlarının, nesnelerin hangi yönüyle

tanımlandığı dikkate alınarak belirlenmesidir. B ⊆ F , X ⊆ O örnek nesnelerin

ayırt edici özelliklerini temsil eden çıkarım fonksiyonlarının kümesi ve φi : O −→

4



3. MATERYAL ve YÖNTEM Ramazan EROL

R olmak üzere, φi ∈ B olsun. Nesnelerin ayırt edici özelliklerini temsil eden φi

fonksiyonlarının, φi (x) değerlerinin bileşimi dikkate alınırsa, tanım uzunluğu |Φ| = L

olan Φ : O −→ RL nesne tanımlaması elde edilir, yani

Φ (x) = (φ1 (x) , φ2 (x) , φ3 (x) , ..., φi (x) , ..., φL (x))

vektörü bir nesne tanımlamasıdır. Bu kavramlar Tablo 3.1 de verilmiştir.

Sembol Anlamı

R Reel sayılar kümesi,

O Algılanabilir nesnelerin kümesi,

X X ⊆ O, örnek nesnelerin kümesi,

x x ∈ O, örnek nesne,

F
Nesnelerin ayırt edici özelliklerini temsil eden

çıkarım fonksiyonlarının kümesi,

B B ⊆ F ,

L Tanım uzunluğu,

i i ≤ L, L ∈ Z+,

φi φi : O −→ R, çıkarım fonksiyonu,

Φ Φ : O −→ RL, nesne tanımlaması,

Φ (x) Φ (x) = (φ1 (x) , φ2 (x) , φ3 (x) , ..., φi (x) , ..., φL (x))

Tablo 3.1

X ⊆ O kümelerindeki nesneler benzer tanımlamalara sahip ise o zaman nesneler

birbirlerine yakındırlar. Her bir φ, bir nesnenin ayırt edici bir özelliğini belirtir (Tablo

3.1). Bu durumda x, x′ ∈ O olmak üzere, ∆φi
farkı

∆φi
= |φi (x

′)− φi (x)|

şeklinde tanımlıdır. ∆φ farkı, Pawlak tarafından tanımlanan ayırt edilemezlik bağın-

tısını belirler [27].

5



3. MATERYAL ve YÖNTEM Ramazan EROL

Tanım 3.1.3. [2] x, x′ ∈ O ve B ⊆ F olsun. i ≤ |Φ| tanım uzunluğu olmak üzere,

{(x, x′) ∈ O ×O | ∀φi ∈ B ∆φi
= 0 }

ile tanımlanan bağıntıya O üzerinde ayırt edilemezlik bağıntısı denir ve “∼Br ” ile

gösterilir.

Bu kavramlar Tablo 3.2 de verilmiştir.

Sembol Anlamı

∼B ∼B= {(x, x′) | f (x) = f (x′) , ∀f ∈ B} , ayırt edilemezlik bağıntısı,

[x]B [x]B = {x′ ∈ X | x ∼B x′} , yakınlık sınıfı,

O� ∼B O� ∼B= {[x]B | x ∈ O} , bölüm kümesi,

ξB ξB = O� ∼B ,

∆φi
∆φi

= |φi (x
′)− φi (x)| , çıkarım fonksiyonlarının farkı.

Tablo 3.2

Yakın küme yaklaşımında nesnelerin tanınması için temel düşünce, nesne tanımla-

malarının karşılaştırılmasıdır.

Tanım 3.1.4. [2] X,X ′ ⊆ O ve B ⊆ F olsun. Bu durumda x ∈ X, x′ ∈ X ′

için x ∼{φi} x
′ olacak şekilde φi ∈ B varsa X kümesi X ′ kümesine yakındır denir.

Teorem 3.1.1. [2] ξB = O� ∼B ayrışımındaki her bir sınıf yakın kümedir.

Teorem 3.1.2. [2] ξB ayrışımı bir yakın kümedir.

O algılanabilir nesnelerin kümesi ve F kümesi de nesnelerin ayırt edici özelliklerini

temsil eden çıkarım fonksiyonlarının kümesi olsun.

r, kısıtlanmış Br ⊆ B ⊆ F alt kümesinin kardinalitesi olmak üzere; ∼Br ,

yaklaşımlı küme teorisinden Br ⊆ B alt kümesine kısıtlanmışı olan ayırt edilemezlik

6



3. MATERYAL ve YÖNTEM Ramazan EROL

bağıntısıdır. Br kümesinin her seçimi, “∼Br ” ayırt edilemezlik bağıntısının O algılanabilir

nesneler kümesinin farklı bir ayrışımının tanımlanmasına yol açar. Bu seçim |B|, B

deki fonksiyonların sayısı ve r, Br kümesinin kardinalitesi olmak üzere,
(|B|

r

)
farklı

şekilde yapılabilir.

“∼Br ” ayırt edilemezlik bağıntısı, O algılanabilir nesneler kümesini ikişer ikişer

ayrık olan [x]Br
yakınlık sınıflarına ayırır. Bu sınıfların O� ∼Br=

{
[x]Br

| x ∈ O
}

kümesi bölüm kümesidir. ξO,Br ayrışımı ξO,Br = O� ∼Br dir. Ayrışımların bir

kümeler ailesi olan Nr (B) kümesi de Nr (B) = {ξO,Br | Br ⊆ B} dir.

Ayrıca, νNr yakınlık fonksiyonu νNr : ℘ (O) × ℘ (O) −→ [0, 1] şeklindedir.

Yakınlık fonksiyonu bir küme çiftinden, [0, 1] aralığına tanımlı bir fonksiyon olup, νNr

yakınlık fonksiyonu Br ⊆ B deki fonksiyonlar yardımıyla özellikleri belli olan nesne

kümeleri arasındaki yakınlık derecesini temsil eder [28].

Nesne özelliklerini temsil eden Br ⊆ B ⊆ F alt kümelerinin herbirinin
(|B|

r

)
farklı seçimi, birer farklı ∼Br= {(x, x′) ∈ O ×O | ∀φi ∈ Br, φi (x) = φi (x

′)} ayırt

edilemezlik bağıntısı, [x]Br
= {x′ ∈ O | ∀φ ∈ Br, φ (x′) = φ (x)} denklik sınıfları,

ξO,Br ayrışımı, Nr (B) = {ξO,Br | Br ⊆ B} kümesi ve νNr yakınlık fonksiyonu

belirler. Bu durumda (x, x′) ∈ ∼Br ise x ve x′ nesnelerine Br deki tüm çıkarım

fonksiyonlarına göre B-ayırt edilemezdir denir.

Tanım 3.1.5. [2] O, algılanabilen nesnelerin kümesi; F , nesnelerin ayırt edici özellik-

lerini temsil eden çıkarım fonksiyonlarının kümesi ve r ≤ |B| olmak üzere, “∼Br ”

O nesneler kümesinin Br ⊆ B ⊆ F ile ilgili ξO,Br = O� ∼Br ayrışımını belirleyen

bir ayırt edilemezlik bağıntısı, Nr (B) = {ξO,Br | Br ⊆ B} ayrışımların kümesi ve νNr

yakınlık fonksiyonu olsun. (O,F ,∼Br , Nr, νNr) yapısına yakın yaklaşım uzayı NAS

(Nearness Approximation Space) denir.

Teorem 3.1.3. [2] Ayrışımların ailesi olan Nr (B) kümesi bir yakın kümedir.

Tanım 3.1.6. [2] O nesneler kümesi ve X ⊆ O olmak üzere, X kümesinin B ⊆ F ile

7



3. MATERYAL ve YÖNTEM Ramazan EROL

ilgili Nr (B)-alt yaklaşımı,

Nr (B)∗X =
∪

[x]Br
⊆X

[x]Br

şeklinde tanımlıdır.

Tanım 3.1.7. [2] O nesneler kümesi ve X ⊆ O olmak üzere; X kümesinin B ⊆ F ile

ilgili Nr (B)-üst yaklaşımı,

Nr (B)∗ X =
∪

[x]Br
∩X ̸=∅

[x]Br

şeklinde tanımlıdır.

Tanım 3.1.8. [2] Bir X ⊆ O kümesinin sınır bölgesi,

BndNr(B) (X) = Nr (B)∗ X�Nr (B)∗ X

= {x ∈ Nr (B)∗X | x /∈ Nr (B)∗ X}

şeklinde tanımlıdır.

Bu kavramlar Tablo 3.3 te özetlenmiştir.
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Sembol Anlamı

B B ⊆ F ,(|B|
r

)
φi ∈ B fonksiyonlarının sayısının r li kombinasyonu,

Br r ≤ |B| ,

∼Br Br yardımıyla tanımlanan ayırt edilemezlik bağıntısı,

[x]Br
[x]Br

= {x′ ∈ O | x ∼Br x
′} , yakınlık sınıfı,

O� ∼Br O� ∼Br=
{
[x]Br

| x ∈ O
}

, bölüm kümesi,

ξO,Br ξO,Br = O� ∼Br ,

Nr (B) Nr (B) = {ξO,Br | Br ⊆ B} , ayrışımların kümesi,

νNr νNr : ℘ (O)× ℘ (O) −→ [0, 1] , yakınlık fonksiyonu

Nr (B)∗ X Nr (B)∗X =
∪

[x]Br
⊆X [x]Br

, yakın alt yaklaşım,

Nr (B)∗ X Nr (B)∗X =
∪

[x]Br
∩X ̸=∅ [x]Br

, yakın üst yaklaşım,

BndNr(B) (X) Nr (B)∗X�Nr (B)∗ X = {x ∈ Nr (B)∗ X | x /∈ Nr (B)∗ X}

yakın sınır bölgesi.

Tablo 3.3

Tanım 3.1.9. X ⊆ O, r ≤ |B| ve Br ⊆ F olmak üzere; ∼Br , O üzerinde bir ayırt

edilemezlik bağıntısı olsun. Her x, y ∈ X için [x]Br
[y]Br

= [xy]Br
ise “∼Br ” ayırt

edilemezlik bağıntısına O üzerinde tam ayırt edilemezlik bağıntısı denir.

Teorem 3.1.4. [15,18](O,F ,∼Br , Nr, νNr) yakın yaklaşım uzayı ve X,Y ⊂ O olsun.

Bu durumda aşağıdaki özellikler sağlanır:

(1) Nr (B)∗ (X) ⊆ X ⊆ Nr (B)∗ (X).

(2) Nr (B)∗ (X ∪ Y ) = Nr (B)∗ (X) ∪Nr (B)∗ (Y ).

(3) Nr (B)∗ (X ∩ Y ) = Nr (B)∗ (X) ∩Nr (B)∗ (Y ).

(4) X ⊆ Y ise Nr (B)∗ (X) ⊆ Nr (B)∗ (Y ) dir.

(5) X ⊆ Y ise Nr (B)∗ (X) ⊆ Nr (B)∗ (Y ) dir.

9
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(6) Nr (B)∗ (X ∪ Y ) ⊇ Nr (B)∗ (X) ∪Nr (B)∗ (Y ).

(7) Nr (B)∗ (X ∩ Y ) ⊆ Nr (B)∗ (X) ∩Nr (B)∗ (Y ).

O algılanabilir nesneler kümesi ve X ⊆ O olmak üzere; bir x ∈ X algılanabilir

nesnesinin tanımı, nesnenin ayırt edici özelliklerini temsil eden çıkarım fonksiyonları

yardımıyla belirlenen Φ (x) fonksiyonu ile belirlidir. B ⊆ F örnek nesnelerin çıkarım

fonksiyonlarının kümesi ve φi : O −→ R olmak üzere, φi ∈ B olsun. Nesnelerin ayırt

edici özelliklerini temsil eden φi fonksiyonlarının, φi (x) değerlerinin bileşimi dikkate

alınırsa, tanım uzunluğu |Φ| = L olan Φ : O −→ RL,

Φ (x) = (φ1 (x) , φ2 (x) , φ3 (x) , ..., φi (x) , ..., φL (x))

nesne tanımlaması elde edilir. Algılanabilir elemanlardan oluşan kümelerdeki eleman-

ların tanımlamalarının dikkate alınması, tanımsal tabanlı küme işlemlerinin çıkış nokta-

sıdır. Bu kısımdaki tüm kümeler algılanabilir nesnelerden oluşan kümelerdir.

Genel olarak, Φ tanımlama fonksiyonu V boştan farklı herhengi bir küme olmak üzere,

Φ : O −→ V L şeklindedir.

Tanım 3.1.10. [29] O algılanabilir nesneler kümesi, X ⊆ O ve Φ (x) ∈ V L olsun.

Q (X) = {Φ (x) | x ∈ X}

kümesine X in küme tanımlaması denir.

Tanım 3.1.11. [30] O algılanabilir nesneler kümesi ve X,Y ⊆ O olsun.

X ∪
Φ
Y = {a ∈ X ∪ Y | Φ (a) ∈ Q (X) veya Φ (a) ∈ Q (Y )}

kümesine X ve Y kümelerinin tanımsal birleşimi denir.

Tanım 3.1.12. [29, 31] O algılanabilir nesneler kümesi ve X,Y ⊆ O olmak üzere,

X ∩
Φ
Y = {a ∈ X ∪ Y | Φ (a) ∈ Q (X) ve Φ (a) ∈ Q (Y )}

kümesine X ve Y kümelerinin tanımsal arakesiti denir.
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3. MATERYAL ve YÖNTEM Ramazan EROL

3.2 Yakınlık Grupları

(O,F ,∼Br , Nr, νNr) bir yakın yaklaşım uzayı (Nearness Aproximation Spaces - NAS)

ve “·”, O üzerinde tanımlı bir ikili işlem olmak üzere, bu kısımda her x, y ∈ O için

“x · y” yerine “xy” kullanılmıştır.

Tanım 3.2.1. [15, 18] (O,F ,∼Br , Nr, νNr) yakın yaklaşım uzayı; “·”, O üzerinde bir

ikili işlem ve S ⊆ O olsun. Aşağıdaki özellikler sağlanıyorsa S ye yakın yaklaşım

uzayı üzerinde yarı grup veya kısaca yakınlık yarı grubu denir:

(1) Her x, y ∈ S için x · y ∈ Nr (B)∗ S.

(2) Her x, y, z ∈ S için (x · y) · z = x · (y · z) özelliği Nr (B)∗ S de sağlanır.

Nr (B) ayrışımların kümesi r = 1 olmak üzere, N1 (B) = {ξO,B1 | B1 ⊆ B}

şeklinde tanımlıdır. Burada N1 (B), B deki çıkarım fonksiyonlarının birli kombinasyon-

ları
(|B|

1

)
kullanılarak elde edilir, yani her bir çıkarım fonksiyonu için tek bir ayrışım

elde edilir. r = 2 için çıkarım fonksiyonlarının ikili kombinasyonları dikkate alınarak

ayrışımlar hesaplanır.

Tanım 3.2.2. [15, 18](O,F ,∼Br , Nr, νNr) bir yakın yaklaşım uzayı, S yakınlık yarı

grubu ve I , S nin boştan farklı bir alt kümesi olsun. Nr (B)∗ (I), S yakınlık yarı

grubunun bir sol(sağ, iki yanlı) ideali ise, bu durumda I , S yakınlık yarı grubunun bir

sol(sağ, iki yanlı) yakınlık idealidir.

Teorem 3.2.1. [15,18] (O,F ,∼Br , Nr, νNr) bir yakın yaklaşım uzayı ve S ⊆ O olmak

üzere,

(1) S bir yarı grup ise bu durumda S bir yakınlık yarı grubudur.

(2) I , S yakınlık yarı grubunun bir sol(sağ, iki yanlı) ideali ise bu durumda I , S

yakınlık yarı grubunun bir yakınlık sol(sağ, iki yanlı) idealidir.

Teorem 3.2.1 dikkate alınırsa, yakınlık yarı grubu ve yakınlık sol (sağ veya iki yanlı)

ideal kavramları, yarı grup ve yarı grubun sol (sağ veya iki yanlı) ideal kavramlarının

genelleştirmeleridir.
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Teorem 3.2.2. [15, 18] ∼Br , O üzerinde tam ayırt edilemezlik bağıntısı olmak üzere,

(O,F ,∼Br , Nr, νNr) bir yakın yaklaşım uzayı, S ⊆ O bir yarı grup ve A ⊆ S olsun.

(1) A, S yarı grubunun bir alt yarı grubu ise Nr (B)∗ (A) boştan farklı olmak üzere,

S nin bir alt yarı grubudur.

(2) I , S nin bir sol (sağ veya iki yanlı) ideali ise Nr (B)∗ (I) boştan farklı olmak

üzere, Nr (B)∗ (S) nin bir sol (sağ veya iki yanlı) idealidir.

Tanım 3.2.3. [13, 18] (O,F ,∼Br , Nr, νNr) yakın yaklaşım uzayı; “·”, O üzerinde bir

ikili işlem ve G ⊆ O olsun. Aşağıdaki özellikler sağlanıyorsa G ye yakın yaklaşım

uzayı üzerinde grup veya kısaca yakınlık grubu denir:

(Y G1) Her x, y ∈ G için x · y ∈ Nr (B)∗G dir.

(Y G2) Her x, y, z ∈ G için (x · y) · z = x · (y · z) özelliği Nr (B)∗ G de sağlanır.

(Y G3) Her x ∈ G için x ·eG = eG ·x = x olacak biçimde bir e ∈ Nr (B)∗G vardır

(burada eG, G nin yakın birim elemanıdır).

(Y G4) Her x ∈ G için x · y = y · x = eG olacak biçimde bir y ∈ G vardır (burada

y, G deki x elemanının yakın tersidir).

Örnek 3.2.1. [13, 18] O = {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j} algılanabilen nesnelerin kümesi

ve B = {φ1, φ2, φ3} ⊆ F çıkarım fonksiyonlarının kümesi olsun. φ1, φ2, φ3 çıkarım

fonksiyonları

φ1 : O −→ V1 = {α1, α2, α3} ,

φ2 : O −→ V2 = {α1, α2} ,

φ3 : O −→ V3 = {α1, α2, α3, α4}

Tablo 3.4 teki gibi tanımlansın.

a b c d e f g h i j

φ1 α2 α3 α2 α2 α1 α1 α3 α1 α2 α3

φ2 α1 α2 α1 α2 α1 α1 α2 α1 α1 α2

φ3 α3 α1 α3 α3 α4 α2 α2 α4 α3 α1

Tablo 3.4
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O algılanabilen nesnelerin kümesi üzerinde bir “·” ikili işlemi Tablo 3.5 teki gibi

verilsin.

· a b c d e f g h i j

a a b c d e f g h i j

b b c d e f g h i j a

c c d e f g h i j a b

d d e f g h i j a b c

e e f g h i j a b c d

f f g h i j a b c d e

g g h i j a b c d e f

h h i j a b c d e f g

i i j a b c d e f g h

j j a b c d e f g h i

Tablo 3.5

O algılanabilen nesneler kümesinin “·” işlemi ile bir grup olduğu kolayca

görülebilir. G = {a, b, c, f, i, j} algılanabilen nesneler kümesinin bir alt kümesi olmak

üzere G ⊆ O üzerinde “·” ikili işlemi Tablo 3.6 daki gibi olur.

· a b c f i j

a a b c f i j

b b c d g j a

c c d d h a b

f f g h a d d

i i j a d g h

j j a b d h i

Tablo 3.6
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Bu durumda

[a]φ1
= {x′ ∈ O | φ1 (x

′) = φ1 (a) = α2}

= {a, c, d, i} = [c]φ1
= [d]φ1

= [i]φ1
,

[b]φ1
= {x′ ∈ O | φ1 (x

′) = φ1 (b) = α3}

= {b, g, j} = [g]φ1
= [j]φ1

,

[e]φ1
= {x′ ∈ O | φ1 (x

′) = φ1 (e) = α1}

= {e, f, h} = [f ]φ1
= [h]φ1

dir. O zaman ξφ1 =
{
[a]φ1

, [b]φ1
, [e]φ1

}
dir.

[a]φ2
= {x′ ∈ O | φ2 (x

′) = φ2 (a) = α1}

= {a, c, e, f, h, i} = [c]φ2
= [e]φ2

= [f ]φ2
= [h]φ2

= [i]φ2
,

[b]φ2
= {x′ ∈ O | φ2 (x

′) = φ2 (b) = α2}

= {b, d, g, j} = [d]φ2
= [g]φ2

= [j]φ2

dir. Buradan ξφ2 =
{
[a]φ2

, [b]φ2

}
olur. Son olarak,

[a]φ3
= {x′ ∈ O | φ3 (x

′) = φ3 (a) = α3}

= {a, c, d, i} = [c]φ3
= [d]φ3

= [i]φ3
,

[b]φ3
= {x′ ∈ O | φ3 (x

′) = φ3 (b) = α1}

= {b, j} = [j]φ3
,

[e]φ3
= {x′ ∈ O | φ3 (x

′) = φ3 (e) = α4}

= {e, h} = [h]φ3
,

[f ]φ3
= {x′ ∈ O | φ3 (x

′) = φ3 (f) = α2}

= {f, g} = [g]φ3

tür ve dolayısıyla ξφ3 =
{
[a]φ3

, [b]φ3
, [e]φ3

, [f ]φ3

}
elde edilir.

Böylece r = 1 için O algılanabilir nesneler kümesinin ayrışımlarının kümesi

N1 (B) = {ξφ1 , ξφ2 , ξφ3} tür.
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Bu durumda

N1 (B)∗G =
∪

[x]φi
∩G ̸=∅ [x]φi

= [a]φ1
∪ [b]φ1

∪ [e]φ1
∪ [a]φ2

∪ [b]φ2
∪ [b]φ3

∪ [f ]φ3

= {a, c, d, i} ∪ {b, g, j} ∪ {e, f, h} ∪ {a, c, e, f, h, i}

∪ {b, d, g, j} ∪ {b, j} ∪ {f, g}

= {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j} = O

elde edilir. Bununla birlikte

(Y G1) Her x, y ∈ G için x · y ∈ Nr (B)∗G = {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j} dir.

(Y G2) Her x, y, z ∈ G için (x · y) · z = x · (y · z) özelliği Nr (B)∗ G de sağlanır.

(Y G3) Her x ∈ G için x · eG = eG ·x = x olacak biçimde bir eG = a ∈ Nr (B)∗ G

yakın birim elemanı vardır.

(Y G4) Her x ∈ G için x · y = y · x = a olacak biçimde en az bir y ∈ G vardır,

yani a−1 = a, b−1 = j, c−1 = i, f−1 = f , i−1 = c ve j−1 = b dir.

O halde O algılanabilir nesneler kümesinin G alt kümesi bir yakınlık grubudur.

Uyarı 3.2.1. [13, 18] Tanım 3.2.3 te (Y G1) ve (Y G2) özellikleri G nin üst yaklaşımı

Nr (B)∗ G de sağlanmak zorundadır. Bazı durumlarda bu özellikler O \Nr (B)∗ G de

sağlanabilir. Bu durumda G, bir yakınlık grubu olamaz.

Örnek 3.2.2. [13, 18] G = {a, b, c, f, i, j} yakın grubunun bir alt kümesi

H = {a, c, f, i} olsun. H ⊂ O üzerinde “·” ikili işlemi Tablo 3.7 deki gibi tanımlansın.

· a c f i

a a c f i

c c e h a

f f h a d

i i a d g

Tablo 3.7

Örnek 3.2.1 den, r = 1 için O algılanabilir nesneler kümesinin bir ayrışımı,
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N1 (B) = {ξφ1 , ξφ2 , ξφ3} tür. Böylece

N1 (B)∗H =
∪

[x]{φi}∩H ̸=∅ [x]{φi}

= {a, c, d, i} ∪ {e, f, h} ∪ {a, c, e, f, h, i} ∪ {f, g}

= {a, c, d, e, f, g, h, i} ̸= O

olur. c, f ∈ H ⊂ O için (c · f) · c = c · (f · c) birleşme özelliğine bakılırsa j = j

dir. Ancak j ∈ O \N1 (B)∗H olduğundan birleşme özelliği N1 (B)∗ H de sağlanmaz.

Bu durumda Uyarı 3.2.1 den H bir yakınlık grubu olamaz.

Uyarı 3.2.2. [13, 18] G ⊆ O daki elemanların sonlu sayıdaki çarpımları her zaman

Nr (B)∗ G ye ait olmayabilir, yani her x ∈ G ve bazı n ∈ N için her zaman xn ∈

Nr (B)∗ G geçerli değildir. O zaman (Nr (B)∗G, ·) grupoid ise, her x ∈ G ve her

n ∈ N için xn ∈ Nr (B)∗ G dir.

Lemma 3.2.1. [13, 18] G bir yakınlık grubu olsun. Bu durumda

(i) G nin bir ve yalnız bir yakın birim elemanı (eG ∈ Nr (B)∗ G) vardır.

(ii) Her x ∈ G için x · y = y · x = eG olacak şekilde bir tek y ∈ G elemanı vardır

ve y = x−1 şeklinde gösterilir.

(iii) Her x ∈ G için (x−1)
−1

= x dir.

(iv) Her x, y ∈ G için (x · y)−1 = y−1 · x−1 dir.

Lemma 3.2.2. [13, 18] G bir yakınlık grubu olmak üzere, her a, x, x′, y, y′ ∈ G için

(i) a · x = a · x′ ise x = x′,

(ii) y · a = y′ · a ise y = y′

olur.

Tanım 3.2.4. [13, 18] H , G yakınlık grubunun boştan farklı bir alt kümesi olsun. H ,

G deki “·” işlemi ile yakınlık grubu ise H ye G nin alt yakınlık grubu denir.

Uyarı 3.2.3. [13, 18] G yakınlık grubunun kesin olarak sadece bir tane aşikar alt

yakınlık grubu vardır. Bu aşikar alt yakınlık grubu G nin kendisidir. Ayrıca {eG} nin

G yakınlık grubunun aşikar alt yakınlık grubu olması için gerek ve yeter koşul eG ∈ G

olmasıdır.
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Teorem 3.2.3. [13, 18] G bir yakınlık grubu, H; G nin boştan farklı bir alt kümesi

ve Nr (B)∗H grupoid olsun. Bu durumda H nin G yakınlık grubunun bir alt yakınlık

grubu olması için gerek ve yeter koşul her x ∈ H için x−1 ∈ H olmasıdır.

Örnek 3.2.3. [13, 18] O = {o, p, r, s, t, v, y, z} algılanabilen nesnelerin kümesi ve

B = {φ1, φ2} ⊆ F çıkarım fonksiyonlarının kümesi olsun.

φ1 : O −→ V1 = {α1, α2, α3, α4} ,

φ2 : O −→ V2 = {β1, β2, β3}

çıkarım fonksiyonları Tablo 3.8 deki gibi tanımlansın.

o p r s t v w x

φ1 α4 α2 α1 α2 α1 α3 α4 α3

φ2 β1 β3 β2 β3 β2 β3 β1 β3

Tablo 3.8

Bununla birlikte, O algılanabilen nesnelerin kümesi üzerinde “+” ikili işlemi

Tablo 3.9 daki gibi verilsin.

+ o p r s t v w x

o o p r s t v w x

p p r s t v w x o

r r s t v w x o p

s s t v w x o p r

t t v w x o p r s

v v w x p o r s t

w w x o p r s t v

x x o p r s t v w

Tablo 3.9

Tablo 3.9 dan s+ (v + v) ̸= (s+ v) + v olduğundan (O,+) bir grup değildir.
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G = {r, t, w} algılanabilen nesneler kümesinin bir alt kümesi olmak üzere, G

üzerinde “+” ikili işlemi Tablo 3.10 daki gibi olur.

+ r t w

r t w o

t w o r

w o r t

Tablo 3.10

Bu durumda

[o]φ1
= {x′ ∈ O | φ1 (x

′) = φ1 (o) = α4}

= {o, w}

= [w]φ1
,

[p]φ1
= {x′ ∈ O | φ1 (x

′) = φ1 (p) = α2}

= {p, s}

= [s]φ1
,

[r]φ1
= {x′ ∈ O | φ1 (x

′) = φ1 (r) = α1}

= {r, t}

= [t]φ1
,

[v]φ1
= {x′ ∈ O | φ1 (x

′) = φ1 (v) = α3}

= {v, x}

= [x]φ1

dir. Böylece ξφ1 =
{
[o]φ1

, [r]φ1
, [v]φ1

, [w]φ1

}
olur.

[o]φ2
= {x′ ∈ O | φ2 (x

′) = φ2 (o) = β1}

= {o, w}

= [w]φ2
,
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[p]φ2
= {x′ ∈ O | φ2 (x

′) = φ2 (p) = β3}

= {p, s, v, x}

= [s]φ2
= [v]φ2

= [x]φ2
,

[r]φ2
= {x′ ∈ O | φ2 (x

′) = φ2 (r) = β2}

= {r, t}

= [t]φ2

dir. Buradan ξφ2 =
{
[o]φ2

, [p]φ2
, [r]φ2

}
olur ve dolayısıyla r = 1 için O

algılanabilir nesneler kümesinin ayrışımlarının kümesi N1 (B) = {ξφ1 , ξφ2} elde edilir.

Böylece

N1 (B)∗ G =
∪

[x]φi
[x]φi

∩ G ̸=∅

= {r, t} ∪ {o, w} ∪ {o, w} ∪ {r, t}

= {o, r, t, w} ̸= O

olur.

(Y G1) Her x, y ∈ G için x+ y ∈ Nr (B)∗G dir.

(Y G2) Her x, y, z ∈ G için (x+ y) + z = x + (y + z) özelliği Nr (B)∗G de

sağlanır.

(Y G3) Her x ∈ G için x+eG = eG+x = x olacak biçimde bir eG = o ∈ Nr (B)∗ G

yakın birim elemanı vardır.

(Y G4) Her x ∈ G için x + y = y + x = o olacak biçimde en az bir y ∈ G vardır,

yani −r = w, −t = t ve −w = r dir.

O halde O algılanabilir nesneler kümesinin G alt kümesi bir yakınlık grubudur.

G yakınlık grubunun H = {r, w} alt kümesi dikkate alınsın. Bu durumda

N1 (B)∗H = {o, r, t, w} ve (N1 (B)∗H,+) grupoid olur. Teorem 3.2.3 dikkate alınırsa

−r = w, −w = r ∈ H olduğundan H , G yakınlık grubunun bir alt yakınlık grubudur.

19



3. MATERYAL ve YÖNTEM Ramazan EROL

Yakınlık grupları ile gruplar arasındaki önemli farklardan biri aşağıdaki teoremde

verilmiştir.

Teorem 3.2.4. [13, 18] G bir yakınlık grubu, H1 ve H2, G nin iki alt yakınlık grubu

olsun. Bu durumda Nr (B)∗ H1 ve Nr (B)∗ H2 grupoid olmak üzere,

(Nr (B)∗ H1) ∩ (Nr (B)∗H2) = Nr (B)∗ (H1 ∩H2)

ise H1 ∩H2, G nin bir alt yakınlık grubudur.

Tanım 3.2.5. [13,18] G bir yakınlık grubu olmak üzere, her x, y ∈ G için x · y = y · x

özelliği Nr (B)∗G de sağlanıyorsa G ye değişmeli yakınlık grubu denir.

Örnek 3.2.4. [13, 18] Örnek 3.2.1 deki yakınlık grubu, değişmeli yakınlık grubudur.

(O,F ,∼Br , Nr, νNr) yakın yaklaşım uzayı, G ⊆ O bir yakınlık grubu ve H , G nin

bir alt yakınlık grubu olsun. a, b ∈ G olmak üzere, G nin elemanları arasında aşağıdaki

gibi bir “∼r” bağıntısı tanımlanabilir:

a ∼r b :⇐⇒ a · b−1 ∈ H ∪ {e} .

Teorem 3.2.5. [13, 18] G bir yakınlık grubu olmak üzere, “∼r” bağıntısı G üzerinde

bir sağ zayıf eşdeğerlik bağıntısıdır.

Herhangi bir a ∈ G için “∼r” sağ zayıf eşdeğerlik bağıntısının G yakınlık grubunda

belirttiği sınıf

ã = {h · a | h ∈ H, a ∈ G, h · a ∈ G} ∪ {a}

dır.

Tanım 3.2.6. [13,18] G bir yakınlık grubu ve H , G nin alt yakınlık grubu olsun. “∼r”

sağ zayıf eşdeğerlik bağıntısının G yakınlık grubunda belirttiği sınıflara yakın zayıf sağ
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kalan sınıf denir. Herhangi bir a elemanı için yakın zayıf sağ kalan sınıflar H · a ile

gösterilir, yani

H · a = {h · a | h ∈ H, a ∈ G, h · a ∈ G} ∪ {a}

dır.

(O,F ,∼Br , Nr, νNr) yakın yaklaşım uzayı, G ⊆ O bir yakınlık grubu ve H , G

nin bir alt yakınlık grubu olsun. Bu durumda G yakınlık grubunun elemanları arasında

aşağıdaki gibi bir “∼ℓ” bağıntısı tanımlanabilir:

a ∼ℓ b : ⇐⇒ a−1 · b ∈ H ∪ {e} .

Teorem 3.2.6. [13, 18] G bir yakınlık grubu ve H , G nin alt yakınlık grubu olsun.

G bir yakınlık grubu olmak üzere, “∼ℓ” bağıntısı G üzerinde bir sol zayıf eşdeğerlik

bağıntısıdır.

Tanım 3.2.7. [13, 18]“∼ℓ” sol zayıf eşdeğerlik bağıntısının G yakınlık grubunda

belirttiği sınıflara yakın zayıf sol kalan sınıflar denir. Herhangi bir a elemanı için

yakın zayıf sol kalan sınıflar a ·H ile gösterilir, yani

a ·H = {a · h | h ∈ H, a ∈ G, a · h ∈ G} ∪ {a}

şeklindedir.

Uyarı 3.2.4. [13, 18] Genel olarak, yakınlık grubunun ikili işlemi her zaman değişme

özelliğini sağlamayabilir. Bundan dolayı “∼r” ve “∼ℓ” zayıf eşdeğerlik bağıntıları

farklıdır. Sonuç olarak, yakın sol zayıf ve yakın sağ zayıf kalan sınıfları da farklıdır.

Teorem 3.2.7. [13, 18] G bir yakınlık grubu ve H , G nin bir alt yakınlık grubu olmak

üzere, yakın sağ zayıf ve yakın sol zayıf kalan sınıflarının sayıları aynıdır.

Tanım 3.2.8. [13, 18] G bir yakınlık grubu ve H , G nin bir alt yakınlık grubu olmak

üzere, yakın sol zayıf kalan sınıflarının veya yakın sağ zayıf kalan sınıflarının sayısına

H alt yakınlık grubunun G deki indeksi denir ve [G : H] ile gösterilir.
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3. MATERYAL ve YÖNTEM Ramazan EROL

G bir yakınlık grubu; H , G nin bir alt yakınlık grubu ve a ∈ G olmak üzere, bundan

sonra G nin H ile belirlenen tüm yakın sol zayıf kalan sınıflarının kümesi için “a ·H”

yerine “aH” kullanılmıştır.

G nin H ile belirlenen tüm yakın sol zayıf kalan sınıflarının kümesi

G/∼ℓ
= {aH | a ∈ G}

dir. Burada G yerine Nr (B)∗ G alınırsa

(Nr (B)∗G) /∼ℓ
= {aH | a ∈ Nr (B)∗G}

elde edilir. Bu durumda

aH = {a · h | h ∈ H, a ∈ Nr (B)∗G, a · h ∈ G} ∪ {a}

olur.

Tanım 3.2.9. [13, 18] G bir yakınlık grubu ve H , G nin bir alt yakınlık grubu olsun.

a, b ∈ G olmak üzere, aH ve bH sırasıyla a ve b elemanlarının belirlediği yakın zayıf

sol kalan sınıflar olsun. Bu durumda a · b ∈ Nr (B)∗G elemanının belirlediği iki yakın

zayıf sol kalan sınıfının çarpımı

(a · b)H = {(a · b)h | h ∈ H, a · b ∈ Nr (B)∗G, (a · b) · h ∈ G} ∪ {a · b}

ile tanımlıdır ve

aH ⊙ bH = (a · b)H

şeklinde gösterilir.

Tanım 3.2.10. [13, 18] O algılanabilen nesneler kümesi, G ⊂ O bir yakınlık grubu

ve H , G nin bir alt yakınlık grubu olsun. G/∼ℓ
, G nin H ile belirlenen tüm yakın

zayıf sol kalan sınıflarının kümesi ve ξΦ (A), A ∈ P (O) kümesinin tanımsal yakınlık

kolleksiyonu olmak üzere,

Nr (B)∗ (G/∼ℓ
) =

∪
ξΦ(A) ∩

Φ
G/∼L

̸=∅

ξΦ (A)
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kümesine G/∼ℓ
nin üst yaklaşımı denir.

Teorem 3.2.8. [13, 18] G bir yakınlık grubu; H , G nin bir alt yakınlık grubu ve G/∼ℓ
,

G nin H ile belirlenen tüm yakın zayıf sol kalan sınıflarının kümesi olsun. O zaman

(Nr (B)∗ G) /∼L
⊆ Nr (B)∗ (G/∼L

)

ise her a, b ∈ G için

aH ⊙ bH = (a · b)H

ile tanımlı işlemle G/∼ℓ
bir yakınlık grubudur.

Tanım 3.2.11. [13, 18] G bir yakınlık grubu ve H , G nin bir alt yakınlık grubu olsun.

G/∼ℓ
yakınlık grubuna G nin H ile belirlenen tüm yakın zayıf sol kalan sınıflarının

yakınlık grubu denir ve G/wH şeklinde gösterilir.

3.3 Yakınlık Halkaları

Bu kısımda yakınlık halkaları ve alt yakınlık halkaları kavramları verilecektir. Bir

yakınlık halkasının boştan farklı bir alt kümesinin alt yakınlık halkası ve iki (veya

sonlu sayıda) alt yakınlık halkalarının (ideallerinin) arakesitlerinin yine bir alt yakınlık

halkası (ideali) olabilmesi için gerek ve yeter koşullara yer verilecektir.

Tanım 3.3.1. [18] (O,F ,∼Br , Nr, νNr) yakın yaklaşım uzayı; “+” ve “·” O üzerinde

ikili işlemler ve R ⊆ O olsun. Aşağıdaki özellikler sağlanıyorsa R ye yakın yaklaşım

uzayı üzerinde halka veya kısaca yakınlık halkası denir:

(Y H1) R, “+” ikili işlemi ile birlikte bir değişmeli yakınlık grubudur.

(Y H2) R, “·” ikili işlemi ile birlikte bir yakınlık yarı grubudur.

(Y H3) Her x, y, z ∈ R için x · (y + z) = (x · y) + (x · z), (x+ y) · z = (x · z) +

(y · z)

özellikleri Nr (B)∗R de sağlanır.

Buna ek olarak,

(Y H4) Her x, y ∈ R için x · y = y · x ise R ye değişmeli yakınlık halkası,
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(Y H5) Her x ∈ R için 1R · x = x · 1R = x olacak şekilde 1R ∈ Nr (B)∗ R varsa R

ye birimli yakınlık halkası denir.

Bir R yakınlık halkasında, (Y H1)-(Y H5) özellikleri Nr (B)∗R de sağlanmak zorun-

dadır. Bu özellikler bazı durumlarda O\Nr (B)∗R de sağlanabilir. Bu durumda R

yakınlık halkası olamaz. R deki elemanların sonlu tane toplamı veya çarpımı her zaman

Nr (B)∗ R ait olmayabilir. Böylece her zaman, her x ∈ R ve bazı n ∈ Z+ ler için

xn ∈ Nr (B)∗ R veya nx ∈ Nr (B)∗ R olduğu söylenemez. Eğer (Nr (B)∗ R,+) ve

(Nr (B)∗ R, ·) grupoidlerse, o zaman her x ∈ R ve her n ∈ Z+ ler için xn ∈ Nr (B)∗R

veya her x ∈ R ve her n ∈ Z ler için nx ∈ Nr (B)∗ R olur.

R birimli bir yakınlık halkası ve x ∈ R olmak üzere, y · x = 1R (x · z = 1R)

olacak şekilde bir y ∈ Nr (B)∗R (z ∈ Nr (B)∗ R) varsa x elemanına sol (sağ) yakın

tersinirdir denir. y (z) elemanına x elemanının sol (sağ) yakın tersi denir. x ∈ R

hem sol hem de sağ yakın tersinir ise bu durumda x elemanına yakın tersinirdir denir.

Birimli bir R yakınlık halkasının yakın tersinir elemanlarından oluşan küme “·” işlemi

ile bir yakınlık grubudur.

Tanım 3.3.2. [18] Bir R yakınlık halkasında (R\ {0} , ·) bir yakınlık grubu, yani R

deki sıfırdan farklı her eleman yakın tersinir ise R ye yakınlık bölüm (division) halkası

denir.

Tanım 3.3.3. [18] Bir R yakınlık halkasında (R\ {0} , ·) bir değişmeli yakınlık grubu

ise R ye yakınlık cismi denir.

Yakınlık halkasının elemanlarının ikili işlemlerle ilgili bazı temel özellikleri, klasik

halkalarda olduğu gibi her zaman sağlanmayabilir. Nr (B)∗R yaklaşımı klasik halka

olarak dikkate alınırsa, o zaman yakınlık halkasının elemanları ikili işlemlerle ilgili

temel özellikleri sağlar.

Lemma 3.3.1. [18] Yakın yaklaşım uzayı üzerindeki her halka yakınlık halkasıdır.
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İspat. R ⊆ O yakın yaklaşım uzayı üzerinde bir halka olmak üzere, R ⊆ Nr (B)∗R

olduğundan (Y H1)− (Y H3) sağlanır. Böylece R bir yakınlık halkasıdır.

Örnek 3.3.1. [18] O = {o, p, r, s, t, v, y, z} algılanabilen nesnelerin kümesi ve B =

{φ1, φ2} ⊆ F çıkarım fonksiyonlarının kümesi olsun.

φ1 : O −→ V1 = {α1, α2, α3, α4} ,

φ2 : O −→ V2 = {β1, β2, β3}

çıkarım fonksiyonları Tablo 3.11 deki gibi tanımlansın.

o p r s t v w x

φ1 α4 α2 α1 α2 α1 α3 α4 α3

φ2 β1 β3 β2 β3 β2 β3 β1 β3

Tablo 3.11

Bununla birlikte, O algılanabilen nesnelerin kümesi üzerinde “+” ve “·” ikili

işlemleri Tablo 3.12 ve Tablo 3.13 teki gibi verilsin.

+ o p r s t v w x

o o p r s t v w x

p p r s t v w x o

r r s t v w x o p

s s t v w x o p r

t t v w x o p r s

v v w x p o r s t

w w x o p r s t v

x x o p r s t v w

· o p r s t v w x

o o o o o o o o o

p o p r s t v w x

r o r t w o r t w

s o s w p t o r v

t o t o t o t o t

v o v r x t p w s

w o w t r o w t r

x o x w v t s r p

Tablo 3.12 Tablo 3.13
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Tablo 3.12 den r + (s+ s) ̸= (r + s) + s olduğundan (O,+) bir grup değildir. O

halde (O,+, ·) bir halka değildir.

R = {r, t, w} algılanabilen nesneler kümesinin bir alt kümesi olmak üzere, R

üzerinde “+” ve “·” ikili işlemleri Tablo 3.14 ve Tablo 3.15 teki gibi olur.

+ r t w

r t w o

t w o r

w o r t

· r t w

r t o t

t o o o

w t o t

Tablo 3.14 Tablo 3.15

Örnek 3.2.3 ten r = 1 için O algılanabilir nesneler kümesinin ayrışımlarının

kümesi N1 (B) = {ξφ1 , ξφ2} dikkate alınırsa

N1 (B)∗R =
∪

[x]φi
[x]φi

∩ R ̸=∅

= {o, r, t, w} ̸= O

elde edilir. Bununla birlikte Tanım 3.3.1 den,

(Y H1) R, “+” işlemi ile bir yakınlık grubudur.

(Y H2) R, “·” işlemi ile bir yakınlık yarı grubudur.

(Y H3)Her x, y, z ∈ R için x · (y + z) = (x · y) + (x · z), (x+ y) · z = (x · z) +

(y · z)

özellikleri Nr (B)∗R de sağlanır.

O halde O algılanabilir nesneler kümesinin R alt kümesi bir yakınlık halkasıdır.

Lemma 3.3.2. [18] R ⊆ O bir yakınlık halkası ve 0R ∈ R olsun. 0R ·x, x · 0R ∈ R ise

her x, y ∈ R için

(1) x · 0R = 0R · x = 0R,

(2) x · (−y) = (−x) · y = − (x · y),

(3) (−x) · (−y) = x · y

dir.
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Tanım 3.3.4. [18] R bir yakınlık halkası ve S, R nin boştan farklı bir alt kümesi olsun.

S, R deki “+” ve “·” ikili işlemleri ile yakınlık halkası ise S ye R nin alt yakınlık

halkası denir.

Teorem 3.3.1. [18] R bir yakınlık halkası, S, R nin boştan farklı bir alt kümesi ve

(Nr (B)∗ S,+) ile (Nr (B)∗ S, ·) birer grupoid olsun. Bu durumda S nin R yakınlık

halkasının bir alt yakınlık halkası olması için gerek ve yeter koşul her x ∈ S için

−x ∈ S olmasıdır.

Teorem 3.3.2. [18] R bir yakınlık halkasıve S1 ile S2 de R nin iki alt yakınlık halkası

olsun. Bu durumda Nr (B)∗ S1 ve Nr (B)∗ S2, “+” ve “·” işlemleri ile birlikte grupoid

olmak üzere,

(Nr (B)∗ S1) ∩ (Nr (B)∗ S2) = Nr (B)∗ (S1 ∩ S2)

ise S1 ∩ S2, R nin bir alt yakınlık halkasıdır.

Sonuç 3.3.1. [18] R bir yakınlık halkası ve R nin alt yakınlık halkalarının boştan

farklı bir ailesi {Si : i ∈ ∆} olsun. Bu durumda Nr (B)∗ Si ler “+” ve “·” işlemleri

ile birlikte grupoid olmak üzere,

∩
i∈∆

(Nr (B)∗ Si) = Nr (B)∗
(∩

i∈∆
Si

)
ise

∩
i∈∆

Si, R nin bir alt yakınlık halkasıdır.

Tanım 3.3.5. [18] R bir yakınlık halkası ve I , R nin boştan farklı bir alt kümesi olsun.

Her x, y ∈ I , r ∈ R için x+y ∈ Nr (B)∗ I , −x ∈ I r·x ∈ Nr (B)∗ I (x·r ∈ Nr (B)∗ I)

ise I ya R nin sol(sağ) yakınlık ideali denir. I hem sol hem de sağ yakınlık ideali ise

bu durumda I ya R nin yakınlık ideali denir.

Uyarı 3.3.1. [18] R yakınlık halkasının kesin olarak sadece bir tane aşikar yakınlık

ideali vardır. Bu aşikar yakınlık ideali R nin kendisidir. Ayrıca {0R} nin R yakınlık

halkasının aşikar alt yakınlık halkası olması için gerek ve yeter koşul 0R ∈ R olmasıdır.
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Lemma 3.3.3. [18] I , R yakınlık halkasının bir yakınlık ideali olsun. (Nr (B)∗ I,+)

ve (Nr (B)∗ I, ·) grupoid ise I , R yakınlık halkasının bir alt yakınlık halkasıdır.

Bazı durumlarda yakınlık halkasının bir alt yakınlık halkası, yakınlık ideali olabilir.

Teorem 3.3.3. [18] R bir yakınlık halkası ve I1 ile I2 de R nin iki yakınlık ideali olsun.

Bu durumda Nr (B)∗ I1 ve Nr (B)∗ I2, “+” ve “·” işlemleri ile birlikte grupoid olmak

üzere,

(Nr (B)∗ I1) ∩ (Nr (B)∗ I2) = Nr (B)∗ (I1 ∩ I2)

ise I1 ∩ I2, R nin bir yakınlık idealidir.

Sonuç 3.3.2. [18] R bir yakınlık halkası ve R nin yakınlık ideallerinin boştan farklı bir

ailesi {Ii : i ∈ ∆} olsun. Bu durumda Nr (B)∗ Ii ler “+” ve “·” işlemleri ile birlikte

grupoid olmak üzere, ∩
i∈∆

(Nr (B)∗ Ii) = Nr (B)∗
(∩

i∈∆
Ii

)
ise

∩
i∈∆

Ii, R nin bir yakınlık idealidir.

R ⊆ O bir yakınlık halkası ve S, R nin bir alt yakınlık halkası olsun. Bu durumda

x, y ∈ R olmak üzere, R nin elemanları arasında aşağıdaki gibi bir “ ∼r” bağıntısı

tanımlanabilir:

x ∼r y :⇔ x+ (−y) ∈ S ∪ {0R} .

Teorem 3.3.4. [18] R bir yakınlık halkası olmak üzere, “∼r” bağıntısı R üzerinde bir

sağ zayıf eşdeğerlik bağıntısıdır.

Herhangi bir x ∈ R için “∼r” sağ zayıf eşdeğerlik bağıntısının R yakınlık

halkasında belirttiği sınıflar

x̃r = {s+ x | s ∈ S, x ∈ R, s+ x ∈ R} ∪ {x}

ile belirlidir.
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Tanım 3.3.6. [18] R bir yakınlık halkası olmak üzere, “∼R” sağ zayıf eşdeğerlik

bağıntısının R de belirttiği sınıflara yakın sağ zayıf kalan sınıflar denir.

Herhangi bir x ∈ R için yakın sağ zayıf kalan sınıflar S + x ile gösterilir, yani

S + x = {s+ x | s ∈ S, x ∈ R, s+ x ∈ R} ∪ {x}

olur.

Benzer olarak x, y ∈ R olmak üzere, R yakınlık halkasının elemanları arasında

aşağıdaki gibi bir “ ∼l” bağıntısı tanımlanabilir:

x ∼l y :⇔ (−x) + y ∈ S ∪ {0R} .

Teorem 3.3.5. [18] R bir yakınlık halkası olmak üzere, “ ∼l” bağıntısı R üzerinde bir

sol zayıf eşdeğerlik bağıntısıdır.

Tanım 3.3.7. [18] R bir yakınlık halkası olmak üzere, “∼l” eşdeğerlik bağıntısının R

de belirttiği sınıflara yakın sol zayıf kalan sınıflar denir.

Herhangi bir x ∈ R için yakın sol zayıf kalan sınıflar x+ S ile gösterilir, yani

x+ S = {x+ s | s ∈ S, x ∈ R, x+ s ∈ R} ∪ {x}

şeklindedir.

Burada x̃l = x + S ve x̃r = S + x olduğu kolayca görülür. (R,+) değişmeli

yakınlık grubu olduğundan x̃l = x̃r olur. Bu durumda x̃l ve x̃r notasyonları yerine

sadece x̃ kullanılır.

R bir yakınlık halkası ve S, R nin bir alt yakınlık halkası olmak üzere,

R/∼ = {x+ S | x ∈ R}

R nin S ile belirlenen tüm yakın sol zayıf kalan sınıflarının kümesidir. Burada R yerine

Nr (B)∗ R alınırsa

(Nr (B)∗R) /∼ = {x+ S | x ∈ Nr (B)∗ R}
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elde edilir. Bu durumda

x+ S = {x+ s | s ∈ S, x ∈ Nr (B)∗R, x+ s ∈ R} ∪ {x}

olur.

Tanım 3.3.8. [18] R bir yakınlık halkası ve S, R nin bir alt yakınlık halkası olsun.

x, y ∈ R olmak üzere, x + S ve y + S sırasıyla x ve y elemanlarının belirlediği yakın

sol zayıf kalan sınıflar olsun. Bu durumda x + y ∈ Nr (B)∗R elemanının belirlediği

iki yakın sol zayıf kalan sınıfının toplamı

{(x+ y) + s | s ∈ S, x+ y ∈ Nr (B)∗R, (x+ y) + s ∈ R} ∪ {x+ y}

ile tanımlıdır ve

(x+ S)⊕ (y + S) = (x+ y) + S

şeklinde gösterilir.

Tanım 3.3.9. [18] R bir yakınlık halkası ve S, R nin bir alt yakınlık halkası olsun.

x, y ∈ R olmak üzere, x + S ve y + S sırasıyla x ve y elemanlarının belirlediği yakın

zayıf sol kalan sınıflar olsun. Bu durumda x · y ∈ Nr (B)∗ R elemanının belirlediği iki

yakın sol zayıf kalan sınıfının çarpımı

{(x · y) + s | s ∈ S, x · y ∈ Nr (B)∗R, (x · y) + s ∈ R} ∪ {x · y}

ile tanımlıdır ve

(x+ S)⊙ (y + S) = (x · y) + S

şeklinde gösterilir.

Tanım 3.3.10. [18] O algılanabilen nesneler kümesi, R ⊂ O bir yakınlık halkası ve

S de R nin bir alt yakınlık halkası olsun. R/∼, R nin S ile belirlenen tüm yakın zayıf

kalan sınıflarının kümesi ve ξΦ (A), A ∈ P (O) kümesinin tanımsal yakınlık küme ailesi

olmak üzere,

Nr (B)∗ (R/∼l
) =

∪
ξΦ(A) ∩

Φ
R/∼ ̸=∅

ξΦ (A)
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kümesine R/∼ nin üst yaklaşımı denir.

Teorem 3.3.6. [18] R bir yakınlık halkası ve S de R nin bir alt yakınlık halkası olsun.

O zaman R/∼l
de R nın S ile belirlenen tüm yakın zayıf sol kalan sınıflarının kümesi

olmak üzere,

(Nr (B)∗R) /∼ ⊆ Nr (B)∗ (R/∼l
)

ise bu durumda R/∼, her x, y ∈ R için

(x+ S)⊕ (y + S) = (x+ y) + S,

(x+ S)⊙ (y + S) = (x · y) + S

ile tanımlı işlemlerle birlikte bir yakınlık halkasıdır.

Tanım 3.3.11. [18] R bir yakınlık halkası ve S, R nin bir alt yakınlık halkası olsun.

R/∼ yakınlık halkasına R nin S ile belirlenen tüm yakın zayıf sol kalan sınıflarının

yakınlık halkası denir ve R/wS şeklinde gösterilir.

3.4 Γ-Halkalar

Tanım 3.4.1. [7] M = {a, b, c, ...} ve Γ = {α, β, γ, ...} değişmeli toplamsal gruplar

olmak üzere, (−,−,−) : M × Γ×M → M , (a, α, b) 7−→ aαb işlemi dikkate alınsın.

Her a, b, c ∈ M ve her α, β ∈ Γ için

• (a+ b)αc = aαc+ bαc, • a(α + β)b = aαb+ aβb,

• aα(b+ c) = aαb+ aαc, • (aαb)βc = aα(bβc)

şartları sağlanıyorsa M ye (Barnes anlamında) bir Γ-halka denir.

Örnek 3.4.1. [7] X ve Y değişmeli toplamsal gruplar olmak üzere,

M = Hom(X,Y ) = {f : X → Y : f homomorfizma}

ve

Γ = Hom(Y,X) = {α : Y → X : α homomorfizma}
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olsun. Bu durumda (−,−,−) : M × Γ × M → M , (a, α, b) 7−→ aαb (bileşke)

işlemi dikkate alındığında, M bir Γ-halkadır. Gerçekten, M ve Γ üzerinde tanımlanan

toplama işlemi, dönüşümlerin toplamı anlamında (sırasıyla her f, g ∈ M ve her x ∈ X

için (f + g)(x) = f(x) + g(x) ve her α, β ∈ Γ ve her y ∈ Y için (α + β)(y) =

α(y) + β(y) ) olmak üzere, M ve Γ nın birer değişmeli toplamsal grup olduğu kolayca

gösterilebilir. Şimdi M nin Barnes anlamında bir Γ-halkası olduğunu gösterelim.

• Her f, g ∈ M , her α ∈ Γ ve her x, y ∈ X için

fαg(x+ y) = fα(g(x) + g(y))

= f(α(g(x)) + α(g(y)))

= f(α(g(x))) + f(α(g(y)))

= fαg(x) + fαg(y)

olduğundan fαg ∈ M olur.

• Her f, g, h ∈ M , her α, β ∈ Γ ve her x ∈ X için

((f + g)αh)(x) = ((f + g)α)(h(x))

= (f + g)(α(h(x)))

= f(α(h(x))) + g(α(h(x)))

= fαh(x) + gαh(x)

olduğundan (f + g)αh = fαh+ gαh dir.

(fα(g + h))(x) = fα((g + h)(x))

= fα(g(x) + h(x))

= f(α(g(x))) + f(α(h(x)))

= fαg(x) + fαh(x)

olduğundan fα(g + h) = fαg + fαh olur.
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(f(α + β)h)(x) = (f(α + β))(h(x))

= f((α + β)h(x))

= f(α(h(x)) + β(h(x)))

= f(α(h(x))) + f(β(h(x)))

= fαh(x) + fβh(x)

olduğundan f(α + β)h = fαh+ fβh elde edilir.

• Her f, g, h ∈ M , her α, β ∈ Γ ve her x ∈ X için

((fαg)βh)(x) = (fαg)β(h(x))

= fαg(β(h(x)))

= fα(g(β(h(x))))

= (fα(gβh))(x)

olduğundan (fαg)βh = fα(gβh) bulunur.

Tanım 3.4.2. [7] M bir Γ-halka ve U , M nin toplamsal bir alt grubu olsun. Bu

durumda MΓU ⊆ U (UΓM ⊆ U ) ise U ya M nin bir sol (sağ) ideali denir. U ,

M nin hem sol hem de sağ ideali ise U ya kısaca M nin bir ideali denir.
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4.1 Yakınlık Γ-Halkası

Bu kısımda yakınlık Γ-halkası ve alt yakınlık Γ-halkası kavramları örneklerle birlikte

verilecektir. Bir yakınlık Γ-halkasının boştan farklı bir alt kümesinin alt yakınlık

Γ-halkası ve iki (veya sonlu sayıda) alt yakınlık Γ-halkasının (idealinin) arakesitinin

yine bir alt yakınlık Γ-halkası (ideali) olabilmesi için gerek ve yeter koşullara yer

verilecektir.

Tanım 4.1.1. M = {a, b, c, ...}, Γ = {α, β, γ, ...} ⊆ O iki toplamsal değişmeli yakınlık

grubu ve her a, b, c ∈ M ve her α, β ∈ Γ için aşağıdaki koşullar sağlanırsa M ye bir

yakınlık Γ-halka denir:

(Y GH1) aαb ∈ Nr (B)∗M ,

(Y GH2) (aαb) βc = aα (bβc),

(Y GH3) (a+ b)αc = aαc+bαc, a (α + β) b = aαb+aβb, aα (b+ c) = aαb+aαc

özellikleri Nr (B)∗M de sağlanır.

Buna ek olarak,

(Y GH4) Her a, b ∈ M ve her α ∈ Γ için aαb = bαa ise M ye değişmeli yakınlık

Γ-halka,

(Y GH5) Her a ∈ M ve her α ∈ Γ için 1Mαa = aα1M = a olacak şekilde

1M ∈ Nr (B)∗M varsa M ye birimli yakınlık Γ-halka denir.

Bir M yakınlık Γ-halkasında, (Y GH1)-(Y GH5) özellikleri Nr (B)∗ M de sağlan-
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mak zorundadır. Bu özellikler bazı durumlarda O\Nr (B)∗ M de sağlanabilir. Bu

durumda M yakınlık Γ-halka olamaz. M deki elemanlara sonlu tane işlem

uygulandığında elde edilen sonuç her zaman Nr (B)∗M ye ait olmayabilir. Böylece her

a ∈ M , α ∈ Γ ve bazı n ∈ Z+ ler için an ∈ Nr (B)∗ M veya na ∈ Nr (B)∗M olduğu

her zaman söylenemez. O zaman Nr (B)∗ M bir toplamsal grupoid ve aynı zamanda

bir Γ-grupoid ise o zaman her a ∈ M , α ∈ Γ ve her n ∈ Z+ için an ∈ Nr (B)∗M veya

her a ∈ M ve her n ∈ Z için na ∈ Nr (B)∗ M olur.

M bir birimli yakınlık Γ-halka ve a ∈ M , α ∈ Γ olmak üzere, bαa = 1M (aαc =

1M ) olacak şekilde bir b ∈ Nr (B)∗M (c ∈ Nr (B)∗M ) varsa a elemanına sol (sağ)

yakın tersinirdir denir. b (c) elemanına a elemanının sol (sağ) yakın tersi denir. a ∈ M

hem sol hem de sağ yakın tersinir ise bu durumda a elemanına yakın tersinirdir denir.

Yakınlık Γ-halkasında işlemlerle ilgili bazı temel özellikler, klasik Γ-halkasında

olduğu gibi her zaman sağlanmayabilir.

Lemma 4.1.1. Yakın yaklaşım uzayında her Γ-halka bir yakınlık Γ-halkadır.

İspat. M ⊆ O yakın yaklaşım uzayı üzerinde bir Γ-halka olmak üzere,

M ⊆ Nr (B)∗ M olduğundan (Y GH1) − (Y GH3) sağlanır. Böylece M bir yakınlık

Γ-halkadır.

Örnek 4.1.1. O = {aij | 0 ≤ i, j ≤ 4} algılanabilen nesnelerin kümesi ve B = {φ} ⊆

F çıkarım fonksiyonlarının kümesi olsun.

φ : O −→ V1 = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9} ,

çıkarım fonksiyonu da Tablo 4.1 deki gibi tanımlansın.

a00 a01 a02 a03 a04 a10 a11 a12 a13 a14

φ x1 x2 x1 x3 x3 x1 x2 x3 x4 x5

a20 a21 a22 a23 a24 a30 a31 a32 a33 a34

φ x4 x3 x6 x4 x7 x3 x4 x7 x8 x9
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a40 a41 a42 a43 a44

φ x3 x4 x1 x9 x5

Tablo 4.1

Bu durumda

[a00]φ = {a ∈ O |φ (a) = φ (a00) = x1}

= {a00, a02, a10, a42} = [a02]φ = [a10]φ = [a42]φ ,

[a01]φ = {a ∈ O |φ (a) = φ (a01) = x2}

= {a01, a11} = [a11]φ ,

[a03]φ = {a ∈ O |φ (a) = φ (a03) = x3}

= {a03, a04, a12, a21, a30, a40}

= [a04]φ = [a12]φ = [a21]φ = [a30]φ = [a40]φ ,

[a13]φ = {a ∈ O |φ (a) = φ (a13) = x4}

= {a13, a20, a23, a31, a41}

= [a20]φ = [a23]φ = [a31]φ = [a41]φ ,

[a14]φ = {a ∈ O |φ (a) = φ (a14) = x5}

= {a14, a44} = [a44]φ ,

[a22]φ = {a ∈ O |φ (a) = φ (a22) = x6}

= {a22} ,

[a24]φ = {a ∈ O |φ (a) = φ (a24) = x7}

= {a24, a32} = [a32]φ ,

[a33]φ = {a ∈ O |φ (a) = φ (a33) = x8}

= {a33} ,

[a34]φ = {a ∈ O |φ (a) = φ (a34) = x9}

= {a34, a43} = [a43]φ
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dir. Böylece

ξφ =
{
[a00]φ , [a01]φ , [a03]φ , [a13]φ , [a14]φ , [a22]φ , [a24]φ , [a33]φ , [a34]φ

}
olur. Dolayısıyla r = 1 için O kümesinin ayrışımlarının kümesi N1 (B) = {ξφ}

elde edilir. Böylece

M = {a01, a10}, Γ = {a42} ⊆ O alt kümeleri için

N1 (B)∗ M =
∪

[a]φ
[a]φ ∩ M ̸=∅

= {a00, a02, a10, a42} ∪ {a01, a11}

= {a00, a01, a02, a10, a11, a42}

ve
N1 (B)∗ Γ =

∪
[a]φ

[a]φ ∩ Γ ̸=∅

= {a00, a02, a10, a42}

elde edilir.

Bununla birlikte, M ⊆ O kümesi üzerinde toplama işlemi,

+1 :
O ×O −→ O

(aij, amn) 7−→ aij +1 amn

,

aij +1 amn = apr , i+m ≡ p (mod 2) ve j + n ≡ r (mod 2)

ile tanımlansın. Bu durumda M , “+1” işlemi ile birlikte bir abel yakınlık grubudur.

Ayrıca Γ = {a42} ⊆ O kümesi üzerinde toplama işlemi,

+2 :
O ×O −→ O

(aij, amn) 7−→ aij +2 amn

,

aij +2 amn = ast , i+m ≡ s (mod 4) ve j + n ≡ t (mod 4)

ile verilsin. Bu durumda Γ, “+2” işlemi ile birlikte bir abel yakınlık grubudur.
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Burada M ⊆ O “+1” işlemi ile birlikte, a01 + a10 = a11 /∈ M olduğundan bir

grup değildir ve dolayısıyla M bir Γ-halka olamaz.

Bundan başka

O × Γ×O −→ O

(aij, akl, amn) 7−→ aijaklamn

,

aijaklamn = auv , u = min {i, k,m} ve v = min {j, l, n}

ile tanımlanan işlem dikkate alınırsa, Tanım 4.1.1 den,

(Y GH1) aαb ∈ Nr (B)∗M ,

(Y GH2) (aαb) βc = aα (bβc),

(Y GH3) (a+ b)αc = aαc+bαc, a (α + β) b = aαb+aβb, aα (b+ c) = aαb+aαc

özellikleri Nr (B)∗M de sağlanır.

O halde M kümesi bir yakınlık Γ-halkadır.

Lemma 4.1.2. M ⊆ O bir yakınlık Γ-halkası ve 0M ∈ M olsun. 0Mαa, aα0M ∈ M

ise her a, b ∈ M ve α ∈ Γ için

(1) aα0M = 0Mαa = 0M ,

(2) aα (−b) = (−a)αb = − (aαb),

(3) (−a)α (−b) = aαb

dir.

İspat. (1) aα0M ∈ M olmak üzere, a ∈ M ve α ∈ Γ için

aα0M = aα (0M + 0M)

= aα0M + aα0M

dir. aα0M ∈ M nin toplamsal tersi olan − (aα0M) ∈ M vardır. Bu durumda

− (aα0M) + aα0M = − (aα0M) + aα0M + aα0M

⇒ 0M = 0M + aα0M

⇒ 0M = aα0M

elde edilir. Benzer şekilde 0Mαa = 0M olduğu da gösterilebilir. Dolayısıyla

aα0M = 0Mαa = 0M
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olur.

(2) İlk olarak aα (−b) = (−a)αb olduğunu gösterelim.

aα0M = 0M

⇒ aα (b+ (−b)) = 0M

⇒ (aαb) + (aα (−b)) = 0M

dir. (M,+) yakınlık grubu olduğundan aαb elemanının toplamsal tersi vardır ve

ters elemanın tekliğinden

aα (−b) = − (aαb)

olur. Benzer biçimde (−a)αb = − (aαb) olduğu gösterilebilir. Dolayısıyla

aα (−b) = (−a)αb = − (aαb)

dir.

(3) (2) kullanılırsa

(−a)α (−b) = −(aα(−b)) = −(−(aαb)),

(−a)α (−b) = −((−a)αb) = −(−(aαb))

dir. Burada −(−(aαb)) = aαb olduğunu gösterirsek ispat tamamlanmış olur.

M yakınlık Γ-halkası olduğundan aαb elemanının toplamsal tersi vardır ve −(aαb)

dir, yani

aαb+ (−(aαb)) = −(aαb) + aαb = 0M

olur. Benzer şekilde −(aαb) elemanının da toplamsal tersi vardır ve −(−(aαb))

dir, yani

−(aαb) + [−(−(aαb))] = −(−(aαb)) + (−(aαb)) = 0M

olur. Bu durumda

−(−(aαb)) = −(−(aαb)) + 0M

= −(−(aαb)) + (−(aαb)) + (aαb)

= 0M + (aαb)

= aαb

⇒ −(−(aαb)) = aαb
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dir. Bu durumda (−a)α (−b) = aαb olur.

Tanım 4.1.2. M bir yakınlık Γ-halkası ve S de M nin boştan farklı bir alt kümesi

olsun. S, M deki işlemler ile yakınlık Γ-halkası ise S ye M nin alt yakınlık Γ-halkası

denir.

Teorem 4.1.1. M bir yakınlık Γ-halkası, S, M nin boştan farklı bir alt kümesi,

(Nr (B)∗ S,+) grupoid ve Nr (B)∗ S Γ-grupoid olsun. Bu durumda S nin M yakınlık

Γ-halkasının bir alt yakınlık Γ-halkası olması için gerek ve yeter koşul her x ∈ S için

−x ∈ S olmasıdır.

İspat. (⇒) Kabul edelim ki S, M yakınlık Γ-halkasının bir alt yakınlık Γ-halkası

olsun. Bu durumda Tanım 4.1.1 den S bir yakınlık Γ-halkasıdır. Böylece her x ∈ S

için −x ∈ S dir.

(⇐) Hipotezden S ⊆ M ve (Nr (B)∗ S,+) grupoid olduğundan, Teorem 3.2.3 ten

(S,+) abel yakınlık grubudur. S ⊆ M ve Nr (B)∗ S Γ-grupoid olduğundan birleşme

özelliği Nr (B)∗ S de sağlanır. Her x, y, z ∈ S ve α, β ∈ Γ için x+y, xαz, yαz, xαz+

yαz ∈ Nr (B)∗ S dir. M yakınlık Γ-halkası olduğundan (x + y)αz = xαz + yαz

özelliği Nr (B)∗ S de sağlanır. Benzer olarak, x(α+β)y = xαy+xβy ve xα(y+z) =

xαy + xαz özellikleri de Nr (B)∗ S de sağlanır. Böylece S, M yakınlık Γ-halkasının

bir alt yakınlık Γ-halkasıdır.

Örnek 4.1.2. Örnek 4.1.1 den, M = {a01, a10} yakınlık Γ-halkası dikkate alınsın.

S = {a10}, M yakınlık Γ-halkasının bir alt kümesi olmak üzere,

N1 (B)∗ S =
∪

[a]φi
[a]φi

∩ S ̸=∅

= {a00, a02, a10, a42}

elde edilir. Bu durumda Nr (B)∗ S, “+1” işlemi ile birlikte bir grupoid ve Nr (B)∗ S

Γ-grupoid olur. Ayrıca −a10 = a10 ∈ S olduğundan Teorem 4.1.1 den S, M yakınlık

Γ-halkasının bir alt yakınlık Γ-halkasıdır.
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Teorem 4.1.2. M bir yakınlık Γ-halkasıve S1 ile S2 de M nin iki alt yakınlık Γ-halkası

olsun. Bu durumda Nr (B)∗ S1 ve Nr (B)∗ S2 grupoid ve Γ-grupoid olmak üzere,

(Nr (B)∗ S1) ∩ (Nr (B)∗ S2) = Nr (B)∗ (S1 ∩ S2)

ise S1 ∩ S2, M nin bir alt yakınlık Γ-halkasıdır.

İspat. S1 ve S2, R nin iki alt yakınlık Γ-halkası olsun. S1 ∩ S2 ⊂ M olduğu açıktır.

Nr (B)∗ S1, Nr (B)∗ S2 M deki işlemler ile birlikte grupoid ve Γ-grupoid olduğu

dikkate alınırsa, (Nr (B)∗ S1) ∩ (Nr (B)∗ S2) = Nr (B)∗ (S1 ∩ S2) gereğince

Nr (B)∗ (S1 ∩ S2) de M deki işlemler ile birlikte bir grupoid ve Γ-grupoid olur. x ∈

S1∩S2 olmak üzere, S1 ve S2 alt yakınlık Γ-halkaları olduğundan −x ∈ S1 ve −x ∈ S2,

yani −x ∈ S1 ∩ S2 dir. Sonuç olarak, Teorem 4.1.1 den S1 ∩ S2, M nin bir alt yakınlık

Γ-halkasıdır.

Sonuç 4.1.1. M bir yakınlık Γ-halkası ve , M nin alt yakınlık Γ-halkalarının boştan

farklı bir ailesi {Si | i ∈ ∆} olsun. Bu durumda Nr (B)∗ Si ler M deki işlemler ile

birlikte grupoid ve Γ-grupoid olmak üzere,

∩
i∈∆

(Nr (B)∗ Si) = Nr (B)∗
(∩

i∈∆
Si

)
ise

∩
i∈∆

Si, M nin bir alt yakınlık Γ-halkasıdır.

Tanım 4.1.3. M bir yakınlık Γ-halkası ve (∅ ̸=) I ⊂ M olsun. Her x, y ∈ I ve her

m ∈ M için

(i) x+ y ∈ Nr (B)∗ I ,

(ii) −x ∈ I ,

(iii) mαx ∈ Nr (B)∗ I (xαm ∈ Nr (B)∗ I)

ise I ya M nin sol(sağ) yakınlık Γ-ideali denir. I hem sol hem de sağ yakınlık

Γ-ideali ise bu durumda I ya M nin yakınlık Γ-ideali denir.

Uyarı 4.1.1. M yakınlık Γ-halkasının kesin olarak sadece bir tane aşikar yakınlık

Γ-ideali vardır. Bu aşikar yakınlık Γ-ideali M nin kendisidir. Ayrıca {0M} nin M
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yakınlık Γ-halkasının aşikar alt yakınlık Γ-halkası olması için gerek ve yeter koşul

0M ∈ M olmasıdır.

Yakınlık Γ-halkasının tanımı ve Teorem 4.1.1 dikkate alındığında, Lemma 4.1.3

ispatsız verilebilir.

Lemma 4.1.3. I , M yakınlık Γ-halkasının bir yakınlık Γ-ideali olsun. Nr (B)∗ I

grupoid ve Γ-grupoid ise I , M yakınlık Γ-halkasının bir alt yakınlık Γ-halkasıdır.

Örnek 4.1.3. Örnek 4.1.1 ve Örnek 4.1.2 den, M = {a01, a10} yakınlık Γ-halkası ve M

nin S = {a10} alt yakınlık Γ-halkası dikkate alınsın. Her x, y ∈ S ve her m ∈ M için

x+ y ∈ Nr (B)∗ S, −x ∈ S ve her α ∈ Γ için mαx ∈ Nr (B)∗ S ve xαm ∈ Nr (B)∗ S

olduğu görülür. Böylece Tanım 4.1.3 ten S, M nin bir yakınlık Γ-idealidir.

Teorem 4.1.3. M bir yakınlık Γ-halkası ve I1 ile I2 de M nin iki yakınlık Γ-ideali

olsun. Bu durumda Nr (B)∗ I1 ve Nr (B)∗ I2, M deki işlemler ile birlikte grupoid ve

Γ-grupoid olmak üzere,

(Nr (B)∗ I1) ∩ (Nr (B)∗ I2) = Nr (B)∗ (I1 ∩ I2)

ise I1 ∩ I2, M nin bir yakınlık Γ-idealidir.

İspat. I1 ve I2, M nin iki yakınlık Γ-ideali olsun. I1 ∩ I2 ⊂ M olduğu açıktır. x, y ∈

I1 ∩ I2 olmak üzere, I1 ve I2 yakınlık Γ-idealleri olduğundan, her x, y ∈ I1 ∩ I2 ve her

m ∈ M için

x+ y ∈ Nr (B)∗ I1, − x ∈ I1 ve mαx ∈ Nr (B)∗ I1,

x+ y ∈ Nr (B)∗ I2, − x ∈ I2 ve mαx ∈ Nr (B)∗ I2

olur. Bu durumda x + y ∈ (Nr (B)∗ I1) ∩ (Nr (B)∗ I2), −x ∈ I1 ∩ I2 ve mαx ∈

(Nr (B)∗ I1)∩(Nr (B)∗ I2) elde edilir. (Nr (B)∗ I1)∩(Nr (B)∗ I2) = Nr (B)∗ (I1 ∩ I2)

olduğundan,

x+ y ∈ Nr (B)∗ (I1 ∩ I2) , − x ∈ I1 ∩ I2 ve mαx ∈ Nr (B)∗ (I1 ∩ I2)
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dir. Benzer şekilde I1∩I2 nin sağ yakınlık Γ-ideali olduğu da gösterilebilir. Böylece

Tanım 4.1.3 ten I1 ∩ I2, M nin bir yakınlık Γ-idealidir.

Sonuç 4.1.2. M bir yakınlık Γ-halkası ve M nin yakınlık Γ-ideallerinin boştan farklı

bir ailesi {Ii | i ∈ ∆} olsun. Bu durumda Nr (B)∗ Ii ler M deki işlemler ile birlikte

grupoid ve Γ-grupoid olmak üzere,

∩
i∈∆

(Nr (B)∗ Ii) = Nr (B)∗
(∩

i∈∆
Ii

)
ise

∩
i∈∆

Ii, M nin bir yakınlık Γ-idealidir.

4.2 Yakın Zayıf Kalan Sınıflarının Yakınlık Gamma Halkası

Bu kısımda M ⊆ O yakınlık Γ-halkası üzerinde zayıf eşdeğerlik bağıntısının tanımına

ve zayıf eşdeğerlik bağıntısının M yakınlık Γ-halkasında belirttiği yakın zayıf kalan

sınıflarına yer verilmiştir. İki yakın zayıf kalan sınıfının M deki işlemlerle ilgili

tanımları verilmiştir. Bu işlemlerle birlikte yakınlık Γ-ideallerine gerek kalmaksızın

yakın zayıf kalan sınıflarının yakınlık Γ-halkasının hangi şartlar altında var olduğu

gösterilerek örnekler incelenmiştir.

M ⊆ O bir yakınlık Γ-halkası ve S, M nin bir alt yakınlık Γ-halkası olsun. Bu

durumda x, y ∈ M olmak üzere, M nin elemanları arasında aşağıdaki gibi bir “ ∼r”

bağıntısı tanımlanabilir:

x ∼r y :⇔ x+ (−y) ∈ S ∪ {0M} .

Teorem 4.2.1. M bir yakınlık Γ-halkası olmak üzere, “∼r” bağıntısı M üzerinde bir

sağ zayıf eşdeğerlik bağıntısıdır.

İspat. M bir yakınlık Γ-grubu olduğundan her x ∈ M için −x ∈ M dir. x + (−x) =

0M olduğundan x ∼r x olur. Her x, y ∈ M için x ∼r y ise x+(−y) ∈ S ∪{0M}, yani

x+ (−y) ∈ S veya x+ (−y) ∈ {0M} olur. x+ (−y) ∈ S ise S, M nin bir alt yakınlık
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Γ-halkası olduğundan − (x+ (−y)) = y + (−x) ∈ S dir. Böylece y ∼r x bulunur.

Ayrıca x+(−y) ∈ {0M} ise x+(−y) = 0M dir. Buradan y+(−x) = − (x+ (−y)) =

−0M = 0M ve böylece y ∼r x olur. Sonuç olarak, “∼r” bağıntısı M üzerinde bir sağ

zayıf eşdeğerlik bağıntısıdır.

Herhangi bir x ∈ M için “∼r” sağ zayıf eşdeğerlik bağıntısının M yakınlık

Γ-halkasında belirttiği sınıflar

x̃r = {y ∈ M | y ∼r x}

= {y ∈ M | y + (−x) ∈ S ∪ {0M}}

= {y ∈ M | y + (−x) ∈ S veya y + (−x) ∈ {0M}}

= {y ∈ M | y ∈ S + x veya y + (−x) = 0M}

= {y ∈ M | y ∈ S + x veya x = y}

= {s+ x | s ∈ S, x ∈ M, s+ x ∈ M} ∪ {x}

ile belirlidir.

Tanım 4.2.1. M bir yakınlık Γ-halkası olmak üzere, “∼r” sağ zayıf eşdeğerlik bağıntı-

sının M de belirttiği sınıflara yakın sağ zayıf kalan sınıflar denir. Herhangi bir x ∈ M

için yakın sağ zayıf kalan sınıflar S + x ile gösterilir ve

S + x = {s+ x | s ∈ S, x ∈ M, s+ x ∈ M} ∪ {x}

dir.

Benzer olarak x, y ∈ M olmak üzere, M yakınlık Γ-halkasının elemanları arasında

aşağıdaki gibi bir “ ∼ℓ” bağıntısı tanımlanabilir:

x ∼ℓ y :⇔ (−x) + y ∈ S ∪ {0M} .

Teorem 4.2.2. M bir yakınlık Γ-halkası olmak üzere, “ ∼ℓ” bağıntısı M üzerinde bir

sol zayıf eşdeğerlik bağıntısıdır.
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İspat. M bir yakınlık Γ-halkası olduğundan her x ∈ M için −x ∈ M dir. x+(−x) =

0M olduğundan x ∼ℓ x olur. Her x, y ∈ M için x ∼ℓ y ise (−x) + y ∈ S ∪ {0M}, yani

(−x) + y ∈ S veya (−x) + y ∈ {0M} olur. (−x) + y ∈ S ise S, M nin bir alt yakınlık

Γ-halkası olduğundan − ((−x) + y) = (−y) + x ∈ S dir. Böylece y ∼ℓ x bulunur.

Ayrıca (−x)+y ∈ {0M} ise (−x)+y = 0M dır. Buradan (−y)+x = − ((−x) + y) =

−0M = 0M ve böylece y ∼ℓ x olur. Sonuç olarak, “∼ℓ” bağıntısı M üzerinde bir sol

zayıf eşdeğerlik bağıntısıdır.

Herhangi bir x ∈ M için “∼ℓ” sol zayıf eşdeğerlik bağıntısının M yakınlık

Γ-halkasında belirttiği sınıflar

x̃l = {y ∈ M | y ∼ℓ x}

= {y ∈ M | (−x) + y ∈ S ∪ {0M}}

= {y ∈ M | (−x) + y ∈ S veya (−x) + y ∈ {0M}}

= {y ∈ M | y ∈ x+ S veya (−x) + y = 0M}

= {y ∈ M | y ∈ x+ S veya y = x}

= {x+ s | s ∈ S, x ∈ M, x+ s ∈ M} ∪ {x}

ile belirlidir.

Tanım 4.2.2. M bir yakınlık Γ-halkası olmak üzere, “∼ℓ” eşdeğerlik bağıntısının M

de belirttiği sınıflara yakın sol zayıf kalan sınıflar denir. Herhangi bir x ∈ M için yakın

sol zayıf kalan sınıflar x+ S ile gösterilir, yani

x+ S = {x+ s | s ∈ S, x ∈ M, x+ s ∈ M} ∪ {x}

şeklindedir.

Burada x̃ℓ = x+S ve x̃r = S+x dir. (M,+) değişmeli yakınlık grubu olduğundan

x̃ℓ = x̃r olur. Bu durumda x̃ℓ ve x̃r notasyonları yerine sadece x̃ kullanılır.

M bir yakınlık Γ-halkası ve S, M nin bir alt yakınlık Γ-halkası olmak üzere,

M/∼ = {x+ S | x ∈ M}
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M nin S ile belirlenen tüm yakın sol zayıf kalan sınıflarının kümesidir. Burada M

yerine Nr (B)∗M alınırsa

(Nr (B)∗ M) /∼ = {x+ S | x ∈ Nr (B)∗ M}

elde edilir. Bu durumda

x+ S = {x+ s | s ∈ S, x ∈ Nr (B)∗M, x+ s ∈ M} ∪ {x}

olur.

Tanım 4.2.3. M bir yakınlık Γ-halkası ve S de M nin bir alt yakınlık Γ-halkası olsun.

x, y ∈ M olmak üzere, x+ S ve y + S sırasıyla x ve y elemanlarının belirlediği yakın

sol zayıf kalan sınıflar olsun. Bu durumda x + y ∈ Nr (B)∗ M elemanının belirlediği

iki yakın sol zayıf kalan sınıfının toplamı

{(x+ y) + s | s ∈ S, x+ y ∈ Nr (B)∗M, (x+ y) + s ∈ M} ∪ {x+ y}

ile tanımlıdır. Buna sol zayıf kalan sınıflarının toplamı denir ve

(x+ S)⊕ (y + S) = (x+ y) + S

şeklinde gösterilir.

Tanım 4.2.4. M bir yakınlık Γ-halkası ve S de M nin bir alt yakınlık Γ-halkası olsun.

x, y ∈ M , α ∈ Γ olmak üzere, x+S ve y+S sırasıyla x ve y elemanlarının belirlediği

yakın sol zayıf kalan sınıflar olsun. Bu durumda xαy ∈ Nr (B)∗ M elemanının belirle-

diği iki yakın sol zayıf kalan sınıfı

{(xαy) + s | s ∈ S, xαy ∈ Nr (B)∗M, (xαy) + s ∈ M} ∪ {xαy}

ile tanımlıdır ve

(x+ S)α (y + S) = (xαy) + S

şeklinde gösterilir.
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Tanım 4.2.5. O algılanabilen nesneler kümesi, M ⊂ O bir yakınlık Γ-halkası ve S

de M nin bir alt yakınlık Γ-halkası olsun. M/∼, M nin S ile belirlenen tüm yakın

zayıf kalan sınıflarının kümesi ve ξΦ (A), A ∈ P (O) kümesinin tanımsal yakınlık küme

ailesi olmak üzere,

Nr (B)∗ (M/∼) =
∪

ξΦ(A) ∩
Φ
M/∼ ̸=∅

ξΦ (A)

kümesine M/∼ nin üst yaklaşımı denir.

Teorem 4.2.3. M bir yakınlık Γ-halkasıve S de M nin bir alt yakınlık Γ-halkası olsun.

O zaman M/∼, M nin S ile belirlenen tüm yakın sol zayıf kalan sınıflarının kümesi

olmak üzere,

(Nr (B)∗ M) /∼ ⊆ Nr (B)∗ (M/∼)

ise M/∼, her x, y ∈ M , α ∈ Γ için

(x+ S)⊕ (y + S) = (x+ y) + S,

(x+ S)α (y + S) = (xαy) + S

ile tanımlı işlemlerle birlikte bir yakınlık Γ-halkasıdır.

İspat. (Y GH1) (Nr (B)∗M) /∼ ⊆ Nr (B)∗ (M/∼) olsun. M bir yakınlık Γ-halkası

olduğundan Teorem 3.2.8 den (M/∼,⊕), M nin S ile belirlenen tüm yakın sol zayıf

kalan sınıflarının abel yakınlık grubudur.

(Y GH2) M yakınlık Γ-halkası olduğundan, her x, y ∈ M , α ∈ Γ, xαy ∈

Nr (B)∗ M ve her (x+ S) , (y + S) ∈ M/∼ için (x+ S)α (y + S) = (xαy) + S ∈

(Nr (B)∗ M) /∼ dir. Hipotezden her (x+ S) , (y + S) ∈ M/∼ için (x+ S)α (y + S) =

(xαy) + S ∈ Nr (B)∗ (M/∼) bulunur.

Her x, y, z ∈ M , α, β ∈ Γ için (xαy) βz = xα (yβz) özelliği Nr (B)∗ M de

sağlandığından, her (x+ S) , (y + S) , (z + S) ∈ M/∼, α, β ∈ Γ için

((x+ S)α (y + S)) β (z + S) = ((xαy) + S) β (z + S) = ((xαy) βz) + S

= (xα (yβz)) + S = (x+ S)α ((yβz) + S)

= (x+ S)α ((y + S) β (z + S))
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eşitliği (Nr (B)∗M) /∼ de sağlanır. Böylece hipotezden, her (x+ S) , (y + S)

,(z + S) ∈ M/∼ için

((x+ S)α (y + S)) β (z + S) = (x+ S)α ((y + S) β (z + S))

özelliği Nr (B)∗ (M/∼) de sağlanır.

(Y GH3)M bir yakınlık Γ-halkası olduğundan, Nr (B)∗ M de soldan dağılma özelliği

sağlanır. Her (x+ S) , (y + S) , (z + S) ∈ M/∼ için

(x+ S)α ((y + S)⊕ (z + S)) = (x+ S)α ((y + z) + S)

= (xα (y + z)) + S = ((xαy) + (xαz)) + S

= ((xαy) + S)⊕ ((xαz) + S)

= ((x+ S)α (y + S))⊕ ((x+ S)α (z + S))

olur. Böylece (Nr (B)∗M) /∼ de soldan dağılma özelliği sağlanır. Benzer işlemlerle

her (x+ S) , (y + S) , (z + S) ∈ R/∼ için

((x+ S)⊕ (y + S))⊙ (z + S) = ((x+ S)⊙ (z + S))⊕ ((x+ S)⊙ (z + S))

sağdan dağılma özeliğinin de (Nr (B)∗ R) /∼ de sağlandığı gösterilebilir. Benzer olarak

(x+ S) (α + β) (y + S) = ((x+ S)α (y + S)) + ((x+ S) β (y + S))

= ((xαy) + S) + ((xβy) + S)

= ((xαy) + (xβy)) + S

= (x (α + β) y) + S

olur. Böylece (Nr (B)∗M) /∼ de, yani hipotezden Nr (B)∗ (M/∼) de dağılma

özellikleri sağlanır. Sonuç olarak, M/∼ bir yakınlık Γ-halkasıdır.

Tanım 4.2.6. M bir yakınlık Γ-halkası ve S de M nin bir alt yakınlık Γ-halkası olsun.

M/∼ yakınlık Γ-halkasına M nin S ile belirlenen tüm yakın sol zayıf kalan sınıflarının

yakınlık Γ-halkası denir ve M/wS şeklinde gösterilir.

Örnek 4.2.1. M = {a01, a10} yakınlık Γ-halkasının S = {a10} alt kümesini dikkate

alalım. Örnek 4.1.2 den S, M yakınlık Γ-halkasının alt yakınlık Γ-halkasıdır.
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Bu durumda M nin S ile belirlenen tüm yakın sol zayıf kalan sınıfları yazılabilir.

Yakın sol zayıf kalan sınıfının tanımından,

a01 + S = ∅ ∪ {a01} = {a01} ,

a10 + S = {a00} ∪ {a10} = {a00, a10}

elde edilir. Böylece M/∼ = {a01 + S, a10 + S} olur.

N1 (B)∗M = {a00, a01, a02, a10, a11, a42} olduğundan N1 (B)∗ M nin S ile belirle-

nen tüm yakın sol zayıf kalan sınıfları üstte yazdıklarımıza aşağıda yazacaklarımızı

ilave edersek;

a00 + S = {a10} ∪ {a00} = {a00, a10} ,

a02 + S = {a10} ∪ {a02} = {a02, a10} ,

a11 + S = {a01} ∪ {a11} = {a01, a11} ,

a42 + S = {a10} ∪ {a42} = {a10, a42}

dir. Böylece (N1 (B)∗ M) /∼ = {a01 + S, a02 + S, a10 + S, a11 + S, a42 + S} ⊂

P (O) elde edilir.

M/∼ üzerinde tanımlı işlemlerle, Tanım 4.2.3 ve Tanım 4.2.4 kullanılarak, Tablo

4.2 ve Tablo 4.3 teki gibi tanımlansın.

⊕ a01 + S a10 + S

a01 + S a00 + S a11 + S

a10 + S a11 + S a00 + S

Tablo 4.2

α a01 + S a10 + S

a01 + S a01 + S a00 + S

a10 + S a00 + S a10 + S

Tablo 4.3
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(Nr (B)∗ M) /∼ ⊆ Nr (B)∗ (M/∼) olduğunu göstermek için (N1 (B)∗ M) /∼ den

alınan her elemanın N1 (B)∗ (M/∼) de olduğunu göstermek yeterlidir.

Q(M/∼) = {Φ(A) | A ∈ M/∼}

= {Φ (a01 + S) ,Φ (a10 + S)} ,

= {φ (a01) , φ (a00) , φ (a10)} ,

= {x1, x2}

olduğundan

N1 (B)∗ (M/∼) = {a01 + S, a10 + S, a00 + S, a02 + S, a11 + S, a42 + S}

bulunur. Böylece (Nr (B)∗ M) /∼ ⊆ Nr (B)∗ (M/∼) olduğundan Teorem 4.2.3 ten

M/∼ bir yakınlık Γ-halkasıdır.
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5. SONUÇLAR ve ÖNERİLER

Günümüz matematik ve mühendislik dünyasında küme teorisi ve cebirsel yapılar

önemli bir yere sahiptir. Yakın yaklaşım uzayları üzerinde tanımlanan yakınlık grupları,

yakınlık halkalarıgibi yakınlık cebirsel yapılar son zamanlarda çalışılmaktadır. Bu

tezde, yakınlık cebirsel yapılar ile ilgili çalışmalar incelemiş ve yakınlık halkaları,

yakınlık gamma halkalarına genelleştirilmiştir. Böylece literatüre yeni bir kaynak

kazandırılmıştır.
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