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1. GIRIS Lokman DUNDAR

1. GIRIS

Aralik analizi sayisal hesaplamalardaki sonucglarin kesinligiyle ilgilenen
nliimerik analizin bir dalidir. Aralik analizinde, niimerik analizdeki reel sayilarin yerine
aralik sayilar1 ve reel aritmetigin yerine ise aralik aritmetigi kullanilir. Aralik analizi,
fiziksel Ol¢limlerdeki yanlisliklar, sayilarin yuvarlanmasi veya kesilmesi nedeniyle
sayisal hesaplamada meydana gelen hatalar i¢cin tam bir hata sinir1 belirler. Hesaplama
sonuglart reel eksen lizerinde kesin dogru cevaptan bilinmeyen bir uzakliktadir.
Hesaplanan sonug ile kesin dogru sonug¢ arasindaki fark hata miktaridir. Genelde
yuvarlama veya kesme hatalarindan kaynaklanan hata miktarlari ¢ok kiiciik
oldugundan 6nemsenmez. Ancak bazi durumlarda bu hata miktarlarinin bilinmesi son
derece onemlidir. Kesin dogru olan hesaplama sonucu bir alt ve bir {ist sinirdan olusan
bir aralik ile belirlenir.

Asagidaki  Ornek aralik analizi  kullanilarak sayisal hesaplamadaki
yuvarlamadan kaynaklanan hatanin hesaplanma yontemini gostermektedir.

x = 0.315 igin

f=1-x+% (1.1)
ifadesini hesaplayacagiz.
f=1-0315+ (032—15)2 = 0.7346125
Bu ifade ti¢ ondalikli olarak yuvarlama yapilirsa f = 0.735 elde edilir. Bu durumda
hatanin bliytikligi
0.735 — 0.7346125 = 0.0003875
olur.

Ayni1 hesab1 ayn1 makinede li¢ ondalia kadar aralik kullanarak yeniden hesaplayalim.
Oncelikle,
x? = (0.315)% = 0.099225 = [0.09, 0.10]

araligini elde ederek bu aralig1 hesaplama siiresince kullanalim. O halde,

(0.315)2 1
f=1-0315+-———— € 0.685 +[0.09,0.10]

€ 0.685 + [0.045,0.050] = [0.730,0.735]
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elde edilir. Boylelikle f’ nin kesin dogru degeri [0.730, 0.735] araliginda bulunur.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Aralik aritmetigi fikri matematikte tamamen yeni degildir. Bu kavram tarih

boyunca farkli isimler altinda ortaya ¢imistir. Ornegin, Arsimet M.O. 3. yiizyilda ©
sayisinin alt ve iist sinirlarini % <mt< 2—72 seklinde hesaplamistir. Bu fikir 20. ylizyilin

baslarinda yeniden kesfedilmis gibi goriiniiyordu. Aralik aritmetiginin bir formu 1924
yilinda J.C. Burkill [20] ile ortaya ¢ikti. 1931 yilinda R.C. Young [19] araliklarla ve
reel sayilarin diger alt kiimeleriyle hesaplama kurallarini gosterdi. Daha sonra dijital
sistemlerin giivenirligini gelistirmek i¢in aralik sayilari {izerinde aritmetik islemler
1951 yilinda Paul S. Dwyer [2] tarafindan gosterildi. 1956 yilinda Mieczyslaw
Warmus [5] araliklarla hesaplamalar i¢in formiiller 6nerdi. 1958 yilinda Teruo Sunaga
[6] tarafindan niimerik analizde aralik cebiri lizerine kapsamli bir makale yayinlandi.
Aralik aritmetiginin modern gelismeleri 1959 yilinda R.E. Moore’ un
yayinladigi [3] teknik rapor ve Moore ve Yang [4] ile basladi. Moore [3] raporunda
bir say1 sistemi gelistirdi ve kapali reel araliklarla bir aritmetik islem ger¢eklestirip bir
bilgisayar iizerinde aralik aritmetiginin nasil uygulanabileceginden bahsetti. O
zamandan beri bir¢ok aragtirma makelesi ve kitap yayinlandi. 2002 yilinda Kuo-Ping
Chiao [17] aralik say1 dizilerini tanitt1 ve aralik say1 dizilerinin alisilmis yakinsakligini
tanimladi. Sengoniil ve Eryilmaz [18] aralik sayilarinin yakinsak ve sinirli dizi
uzaylarim1 tanimlayip bu uzaylarin tam metrik uzay olduklarimmi gosterdiler. Son
zamanlarda, Esi [7-12], Esi ve arkadaslari [13-15] aralik say1 dizilerinin bazi

yakinsakliklarin1 tanimlayip bu dizi uzaylarmin 6zelliklerini ¢alismiglardir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tammm 3.1.1. “V bos olmayan bir kiime olsun. Her x,y € Vvea € F i¢in
V XV denV ye tanimh
+: (x,y) > x+y

fonksiyonu (iglemi) ve F X V den V ye tanimli

-t (a,x) - ax
fonksiyonu (islemi) asagidaki aksiyomlari saglarsa V kiimesine F {izerinde bir vektor
uzay1 denir (. x yerine kisaca ax yazariz).
Her a, € F ve her x,y,z € V i¢in
@Wx+y=y+x,x+Wy+z)=x+y)+z
(b) x + 0 = x olacak sekilde (x den bagimsiz) bir tek 0 € V vardur;
(c) x + (—x) = 0 olacak sekilde bir tek — x € V vardir;
(ix=x a(Bx)=(af)x;
(e alx+y) =ax+ ay, (a + B)x = ax + Bx.
x +y islemine vektdr toplami, ax islemine skaler carpim adi verilir. V nin
elemanlarina nokta veya vektor ad1 verilir ve @, 3, ... € F sayilarina skaler denir. Eger
«a rastgele bir reel sayi ise (yani F = R ise) V ye bir reel vektor uzay adi verilir ve «
rastgele bir kompleks say1 ise (yani F = C ise) V ye bir kompleks vektor uzay adi
verilir.” [21]
Tanim 3.1.2. “V bir vektor uzayi ve @ # U c V olsun. Eger U nun kendisi bir vektor
uzay (vektor toplami ve skaler carpim V deki ile ayni olmak tizere) ise U ya V nin bir
vektor alt uzayi (veya lineer manifold, lineer alt uzayi) denir. Bu tanim her «,f €
F,vex,y € Uicin

ax+pyeu
olma kosulu ile denktir (buna altuzay testi ad1 verilir).” [21]
Tamm 3.1.3. “X bostan farkli bir kiime olsun. X iizerinde taniml1 bir metrik, her x, y €
X icin
(a) d(x,y) = 0;
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(b)d(x,y) =0 ®@x=y
(o) d(x,y) = d(y,x); (simetri)
ve her x,y,z € X icin
(d) d(x,z) <d(x,y) +d(y,z) (iggen esitsizligi)
Ozelliklerini saglayan bir
d: XxX-R
fonksiyonudur. Eger d, X tizerinde bir metrik ise o zaman (X, d) ¢iftine bir metrik uzay
denir.” [21]
Tamim 3.1.4. “X (F lizerinde) bir vektor uzay olsun. X iizerinde bir norm asagidaki
ozellikleri saglayan bir
Il X - R
fonksiyonudur. Her x,y € X ve her a € F igin
@) x|l = 0;
(b) llx|l = 0 ancak ve ancak x = 0;
(©) llex|l = Talllx|l;
(d) llx + yIl < llxl + [lyll.
Uzerinde bir ||-|| normu tanimlanmis olan bir X vektdr uzayma normlu vektdr uzay ya
da sadece normlu uzay adi verilir ve (X, ||-]|) ile gosterilir.” [21]
Tamm 3.1.5. “Bir (X, d) metrik uzayinda bir dizi N dogal sayilar kiimesinden (X, d)
metrik uzay1 ig¢ine tanimu bir f fonksiyonudur. Pratikte yaygin olarak bir dizi i¢in bir
altindis notasyonu kullanilir ve f(n) yerine x, yazilir ve dizi
(Xn) = X1, X2, ey Xy oen
ile gosterilir. O halde eger (x,), X kiimesinde bir dizi ise (x,) ye (X,d) metrik
uzayinda bir dizidir denir.” [21]
Tanim 3.1.6. “(X, d) metrik uzayimnda bir dizi (x,,) olsun. Her € > 0 sayisina karsilik
hern > N igin
d(x,,x) <€
olacak bi¢imde bir N € N varsa (x,,) dizisine x € X ye yakinsiyor denir. Bu durumda
(xy,), x limitli bir yakinsak dizidir deriz ve

n - oicind(x,,x) >0
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yazariz veya yakinsakligi tanimlayan metrik genel durumdan agik¢a anlasilabiliyorsa
basitce
Ai_r)goxn =Xxveyax, > X
yazariz.” [21]
Tanim 3.1.7. “Bir (X, d) metrik uzaymda bir dizi (x,) olsun. Her & > 0 sayisina
karsilik her m,n > N icin
d(x,, xy) < €
olacak bigimde bir N = N(¢) € N sayisi1 varsa (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.”
[21]
Tanmim 3.1.8. “Her Cauchy dizisinin yakinsak oldugu bir metrik uzaya bir tam metrik
uzay denir; yani bir (X, d) metrik uzay1 igindeki her Cauchy dizisi X nin bir elemanina
yakinsarsa X e tamdir denir.” [21]
Tammm 3.1.9. X = Ryada X = C olmak iizere her n = 1,2,3, ...icin x,, € X olan
x = (x,) = (xq, %3, ..., X, ... )) bigimindeki tiim dizilerin kiimesi w olsun.
c0={x=(xn)EW: 7lli_r){}oxn=0}
c={x=(x,) ew: (x,) yakinsak}
lo = {x =(x,) Ew: (x,) sturlt}
seklinde tanimlanan dizi uzaylarina sirasiyla sifira yakinsak, yakinsak ve sinirli dizi
uzay1 denir.
Lemma 3.1.1. Her k igin p, > 0 ve H = supy, py, ax, by € C olsun. Bu takdirde
lay + b [P < Cllag|P* + |by|P¥]
C = max(1,27~1) dir.

Lemma3.1.2. k =1,2,3,...,nve ai, by, = 0 olmak {izere

n n n
Z(ak + bk)pk < Z akp" + Z bkpk
k=1 k k=1

=1

a) 0<p,<1lise

b) p. > 1ise

n 1/pk n 1/pk n 1/pk
{Z (ap + bk)pk} < {Z akpk} + {z bk”k} dir.
k=1
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Lemma 3.1.3. Normlu vektdr uzaydaki toplama ve skalerle carpma (yani lineer uzay

islemleri) bu uzaydaki norm metrigine gore siireklidir.
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4. BULGULAR ve TARTISMA
4.1. Aralik Sayilan

Bu c¢aligmada iki reel say1 ile sinirlanan reel sayilarin kapali bir alt kiimesine
bir aralik sayis1 diyecegiz ve X = [)_(, )_(] = {x ERX<x< Y} seklinde
gosterecegiz. Bu sekilde bir aralik bir climle olarak diisiiniilebilir ve bu sayede
tizerinde climle islemleri ile aritmetik iglemler tanimlanabilir. Tiim aralik sayilarinin
climlesini IR ile gosterecegiz. Burada X ve X, X aralik sayismin sirasi ile alt ve iist
sinirlarini gostermektedir.

Tanim 4.1.1 (Aralik Sayilarimin Esitligi). X,Y € IR aralik sayilar1 i¢in,

X=YeX=Y, X=Y (4.1)
seklinde tanimlanir.
Tamm 4.1.2 (Dejenere Aralik). Eger X = X ise X araligma dejenere aralik denir. Bir
[X, X] dejenere aralig1 X ile gosterilir. Ornegin sifir dejenere araligi asagidaki sekilde
gosterilir.
0= [0,0]
Tanmm 4.1.3 (Kesisim ve Birlesim). X ve Y iki aralik sayisinin kesisimi
XnNnY = [max{{, X} ,min{?, 7}]
seklinde tanimlanir. Eger
Y<XveyaX <Y = XnY =0dir.
X veY iki aralik sayisinin birlesimi ise
XUY = [min{)_(, Z},max{z 7}]
seklinde tanimlanir.
Ornek 4.1.1. X = [—3,3] ve Y = [2,4] aralik sayilar igin,
X NnY = [max{-3,2},min{3,4}] = [2,3]
X UY = [min{-3,2},max{3,4}] = [-3,4]
Kesisimin Onemi : Kesisim aralik analizinde énemli bir rol oynar. Bir hesaplama

sonucunda iki aralik sayis1 elde edildigi zaman kesisim daha dar bir sonug verebilir.
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Ornek 4.1.2. Varsayalim ki fiziksel bir q niceliginin birbirinden bagimsiz bir 6l¢iimii
olsun. Birinci 6l¢iim 0.2° den az bir hata pay1 ile ¢ = 10.3 olsun. Ikinci 6l¢iim ise 0.2’
den az bir hata payi ile ¢ = 10.4 olsun. Bu Ol¢limleri sirastyla
X =[10.1,10.5] ve Y = [10.2,10.6]
aralik sayilar1 olarak yazabiliriz. Bu g degeri X N'Y = [10.2, 10.5] araliginda olur.
Tamim 4.1.4 (Genislik, Mutlak Deger, Orta Nokta). Bir X aralik sayisinin genisligi
wX)=X-X (4.2)
seklinde tanimlanir.
Bir X aralik sayisinin mutlak degeri |X| ile gosterilir ve asagidaki sekilde tanimlanir :
X1 = maxfjx] %] @3)

Bir X aralik sayisinin orta noktasi
1 _
mx) =X +X)

seklinde tanimlanir.
Ornek 4.1.3. X = [0,4] ve Y = [—2,3] olsun.
wX)=4-0=4
w(l)=3-(-2)=5
|X| = max{|0], 4]} = 4
Y| = max{|-2[,[3]} =3

m(X)=%(O+4) =2

1 1
m(Y) =§(—2+3) =§

Tammm 4.1.5 (Swralama Bagintis1). Aralik sayilar i¢in reel sayilardaki " <"
bagintisinin yerini tutan gegisken 6zelligine sahip siralama bagintisi aralik sayilari i¢in
ctimle i¢cermesi seklindedir ve

XcYeX<YveY<X

seklinde tanimlanir.
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4.2. Aralik Aritmetigi

Aralik sayilar {izerinde aritmetik islemler tanimlanabilir. Aralik sayilari
iizerinde yapilan islemler aslinda ciimle iizerinde yapilan islemlerdir. Ornegin iki
aralik sayisini topladigimizda sonu¢ olarak ortaya ¢ikan aralik sayisi bu aralik
sayilarinin i¢indeki tiim ikili sayilarin toplamindan olusan bir ciimledir. X ve Y aralik
sayilart ve © € {+,—,-,:} olsun. Aritmetik islemlerin kiimesi

XOY=xxQy:xeX,yeY}
seklinde genel bir form ile tanimlanir.
Tanim 4.2.1 (Arahk Saylarmmin Toplami). X = [X , Y] veY = [Z, 7] aralik
sayilarinin toplami asagidaki sekilde elde edilir :
XEX=X<x<XVwy€eY=Y<y<VY

oldugundan dolay esitsizlikler toplanirsa

X+Y<x+y<X+Y
ve

x+y€eX+Y

elde edilir. Buradan iki aralik sayisinin toplami

X+Y=[X+Y,X+Y] (4.4)
seklinde tanimlanir.
Ornek 4.2.1. X = [-1,4] ve Y = [—2,2] olsun.

X+Y=[(-1)+(-2),4+2] =[-3,6]
Tanim 4.2.2 (Arahk Sayilarimin Farki). X = [K , Y] veY = [Z, 7] aralik sayilarinin
fark: toplama islemine benzer sekilde asagidaki sekilde elde edilir :
X<x<Xve-Y<-y<-Y

oldugundan dolay1 esitsizlikler toplanirsa

X-Y<x—-y<X-Y
elde edilir ve buradan iki aralik sayisinin farki

X-Y=[X-Y,X-Y]
seklinde tanimlanir. X — Y = X + (—Y) oldugu dikkate alindiginda burada

10



4. BULGULAR ve TARTISMA Lokman DUNDAR

—Y=[-Y,-Y|={y: —yeV}

elde edilir.
Ornek 4.2.2. X = [—2,1] ve Y = [1,3] olsun.
=Y =[-3,—-1] ve
X-Y=X+(-Y)=[-2,1]+[-3,-1] =[-5,0]
elde edilir.

Tanim 4.2.3 (Aralik Sayilarimin Carpim). X = [K , Y] veY = [X, 7] iki aralik sayis1
i¢in ¢arpma islemi,
S = {)ﬂ, K?, YZ, )W} olmak tizere
X.Y = [minS, maxS]
seklinde tanimlanir.
Ornek 4.2.3. X = [-3,—1] ve Y = [0,2] olsun.
S ={-3.0,—3.2,-1.0,—-1.2} = {—6,—2,0} ve
X.Y = [minS, maxS] = [—6,0]
elde edilir.
Tanim 4.2.4 (Arahk Sayilarinin Skalerle Carpim). @ € R ve X = [X, X] herhangi
bir aralik sayis1 i¢in,
aZOiseaXz{xE]R: KSxSY}= [aX, aX]
ve
a<0iseaX={xE]R: YSxSX}= [aX, aX]
seklinde tanimlanir.
Ornek 4.2.4. X = [1, 2] olsun.
a = 3i¢in 3.[1,2] = [3.1,3.2] = [3,6]
a =—2i¢in —2.[1,2] = [-2.2,-2.1] = [—4,—2] olur.
Tanim 4.2.5 (Arahik Sayillarinin Béliimii). X = [X X ] veY = [X, 7] iki aralik sayis1
i¢in bélme islemi,
X/Y =X.(1/Y)
0#Yicinl/Y ={y:1/y €Y} =[1/Y,1/Y]

seklinde tanimlanir.

11
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Ornek 4.2.5. X = [—2,3] ve Y = [2,5] olsun.
1 11
Y~ [E'E
11 3
XY = X.(1/Y) = [-2.3]. [E'E = [-1,3]

elde edilir.
4.3. Aralik Aritmetiginin Cebirsel Ozellikleri

Aralik aritmetiginin islemleri, X ve Y aralik sayilarive © € {+,—,-,: } olmak
uzere
XOQOY={xQy:xeX,yeVY} (4.5)
seklinde genel bir formda tanimlanmisti. Bu aritmetik islemlerin bazi cebirsel
Ozelliklerini inceleyelim.

Teorem 4.3.1. X, Y, Z aralik sayilar1 olmak {izere

Degisme ozelligi: X +Y =Y+ X, X.Y=Y.X (4.6)
Birlesme 6zelligi: X + (Y +2) =X +Y)+Z, X.(Y.2)=(XY).Z 4.7
Toplama isleminin birim eleman : X + 0 =0+ X = X (4.8)
Carpma isleminin yutan elemani : X.0 = 0.X = 0 (4.9)
Carpma isleminin birim eleman1 : X.1 = 1.X = X (4.10)

Soldandagilm: Z(X +Y) C ZX + ZY (4.11)
a) Z = [Z,Z] bir dejenere aralik
b) X=Y=0
C) VxeEXveVy€eYiginxy >0

Bu durumlar hari¢ Z(X + Y) # ZX + ZY dir.
Ispat.
(4.6) : © € {+, -}olsun. Bu durumda,
XOY={xQy:xeX,yeY}
={yOx:yeY,xeX}=YOX
(4.7) : © € {+, -} olsun. Bu durumda,
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XOY0OZ={a®z:aeX®Y,zeZ}
={xOQy)Oz:xeX,yeY,zeZ}
=xOW0O2z2):xeX,yeY,zeZ}
={xOb:xeX,beYOZ}=XO XY O2)

(4.8) ve (4.9) icin © € {+, -} olsun. Bu durumda,
XO00={x®0:x€X,0€0}
={0Ox:0€0,xeX}=00%X

(4.10) :

X1={x1:x€X, 1€1}
={1.x:1€I,xEX}
={x:x€eX}=X

(4.11):

a) : Z = [Z, Z] bir dejenere aralik olmak tizere
Z.X+Y)={Za:a€eX+Y}
={Z(x+y):x€eX,yeY}
={Zx+Zy:xeX,yeY}=ZX+7ZY
elde edilir.
b):Z(0+0)=20=0=2Z20+2Z20
C):X= [K X ] veY = [Y,Y] aralik sayilari icin genelligi bozmadan X > 0ve Y > 0
durumunu diisiinelim. Z = [Z, Z] aralik say1s1 igin eger Z = 0 ise,
ZX+Y)=[2(X+Y),ZX +Y)]
ve
ZX + 7Y = [2X,ZX]| + |2Y, ZY]
=[2(X+Y),Z(X +7)]
Eger Z < 0 ise - Z durumu dikkate alinirsa Z = 0 ile ayn1 durum ve sonug olur. Eger
Z7Z < 0 ise
ZX+Y)=[z(X+Y),Z(X +7)]

ve

13
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ZX + 7Y = [ZX,ZX]| + |2Y, ZY]
=[zX+Y),Z(X+Y)]
elde edilir ve bdylece ispat tamamlanmis olur.
Ornek 43.1.Z = [1,2] ,X =1 =[1,1] ve Y = —1 = [—1, —1] aralik sayilar1 igin
ZX+Y)=[12].(1-1) =[1,2].0=0
ZX+2ZY =[1,2].[1,1] + [1,2].[-1,-1] = [-1,1] # O
Z(X+Y)#+ZX+ ZY olur.
Teorem 4.3.2. Herhangi X,Y ve Z aralik sayilar1 i¢in,
X+Z=Y+7Z= X=Ydir.
Ispat. Herhangi X = [K, Y] Y = [Z, 7] veZ = [Z, Z] aralik sayilari i¢in,
X+Z=Y+7
ise
(X x]+[22] = v, Y] +[27]
[X+zX+z]=[r+2Y+Z]
elde edilir. Aralik sayilarinin esitligi tanimindaki (4.1) ifadesinden
X+Z=Y+ZveX+Z=Y+7Z
olur. X, X Y, 7, Z, Z€ER oldugundan reel sayilarin kisaltma 6zelliginden
X =Y veX =Y elde edilir.
Aralik sayilarinin esitligi tanimindaki (4.1) ifadesinden X = [)_( , Y] = [Z, 7] = Y olur.
Teorem 4.3.3. Herhangi X, Y ve Z aralik sayilari igin,
ZX =27Y
ise X =Y esitligi her zaman dogru olmayabilir.
Ispat. Varsayalim ki herhangi X,Y ve Z aralik sayilar i¢in ZX = ZY olsun. X =Y
esitliginin saglayamayabilecegini asagidaki 6rnekle gosterelim.
X =1[0,1], Y = [1,1] ve Z = [0,2] aralik sayilarin1 alalim. Bu durumda,
[0,2].10,1] = [0,2].[1,1]
[0,2] =[0,2]
elde edilir. Ancak [0,1] # [1,1] oldugundan varsayamimizla gelisir. Boylece ispat

tamamlanmis olur.
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Tamm 4.3.1 (Simetrik Arahiklar). X = [)_( X ] aralik sayis1 olsun. Eger
X=-X
ise X aralik sayisina simetrik aralik denir. Ornegin [—3, 3] ve [—m, ] aralik sayilar1

simetrik araliklardir. Her simetrik aralik O orta noktasina sahiptir.

X bir simetrik aralik sayisi ise (4.2) ve (4.3) ifadelerinden
1
X =ZwX)veX = [X][-1,1]

esitlikleri yazilabilir.
Teorem 4.3.4. X,Y,Z,T aralik sayilarive © € {+,—, -, /}olsun.
XCZveYCSCT=XQOQYCZOT
ifadesi yazilabilir.
Ispat. X € Zve Y < T olsun.
XOY={xxQy:xeX,yeY}
c{zOQt:z€Z,teT}
=Z0T

4.4. Aralik Fonksiyonlari

x € Rve f(x) reel degerli bir fonksiyon olsun. x € R degeri bir X araliginda

yer aldigindan
fQO ={f():x e X}
seklinde f fonksiyonu altinda bu X araliginin bir goriiniitiisii bulunabilir.
Bu f fonksiyonu ¢ok degiskenli bir fonksiyon olarak ele alinirsa daha genel olarak
fXy, o, X)) = {f(xq, X)) 2 x4 € X4, e, X € X}

seklinde yazilabilir.
Simdi f(x) = x?, x € R fonksiyonunu gdz Oniine alalim. Eger X = [K,Y] ise,

f(X) = {x? : x € X} seklinde olacaktir. Bu ciimleyi

f[gz,iz], 0<X<X
fX) = [YZ,XZ], X<X<0
[o.max{x2.X7}], x<o0<X
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seklinde ifade edebiliriz.

4.4.1. Aralik Degiskenli Monoton Fonksiyonlar

Simdi fonksiyonlara aralik degerlerini uygulayalim. X = [K , Y] aralik sayisi
icin
f&) =[O, fX)]
seklinde gosterilir. Ornegin,
f) =exp(x) =e*, (x€R)
fonksiyonunu g6z oniine alalim. Bir x € X degeri [K , Y] araliginda degistiginden tistel
fonksiyon exp(X) ile exp (X) arasinda degerler alir. Bu durum asagidaki sekilde ifade
edilir :
exp(X) = [exp({),exp(f)]
Bu durum logaritmik fonksiyonlar i¢inde benzer sekildedir ve
f(x)=logx, (x> 0)igin

logX = [log(g),log(f) ], X > 0igin
seklinde tanimlanir.
Ustel fonksiyon daha genel bir formda,

x> 0vey > 0icin f(x) = x¥ olmak {izere

XY = [y, Yy], X>0vey > 0icin
seklinde tanimlanir.
Yukarida yazdigimiz fonksiyonlar artan fonksiyonlardir. Azalan bir fonksiyonda sinir

noktalar1 farkli olacaktir. Ornegin x degeri X ile X araliginda arttik¢a exp(—x) degeri

exp(—X) ile exp(—X) araliginda azalir. Bu durumda asagidaki sonug ortaya gikar :

exp(—X) = [exp(—X), exp(—X) |
4.4.2. Reel Fonksiyonlarin Aralik Degerli Uzantisi

X=[x X | olmak iizere f(x) = 1 — x, x € X fonksiyonunu goz niine alalim.
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Bu fonksiyonun aralik degerli uzantisi
X = [K,Y] olmak lizere F(X) =1—-X
seklinde tanimlanir.

Eger aralik dejenere aralik ise f fonksiyonunun aralik uzantisi
F([x,x]) = f(x)

seklindedir.
Reel degerli fonksiyonlar ile aralik degerli fonksiyonlar arasindaki 6zel bir farki bir
ornek tlizerinde gdsterelim :

f(x)=x(1—x), x € [0,1]

gx) = x — x? x € [0,1]
olmak iizere f ve g reel degiskenli fonksiyonlar1 goz oniine alalim.
Reel aritmetikte x(1 — x) = x — x? oldugundan her iki fonksiyon esittir. x degiskeni

0 ile 1 arasinda arttik¢a f(x) ile g(x) fonksiyonlarinin degerleri 0 ile i arasinda artar

ve 0’ a dogru geri azalir. Buradan,

F0.1D) = g(10.1]) = [0,

elde edilir.
Simdi bu f ve g fonksiyonlarmin aralik degerli uzantilarini inceleyelim. Bu
fonksiyonlarin aralik degerli uzantilar

FX)=X(1-X), X =[XX]

G(X) =X —X? X =[XX|
seklindedir. Aralik aritmetiginde X2 # X. X oldugunu biliyoruz.
X = [K, Y] c [0,1] aralig1 i¢in

= [minS , maxS]

S={x(1-X),x1-Xx).X(1-X),X(1 - X)}
Diger yandan,

G(X) = [X,X] - [X,X]?
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X =[0,1] degeri yerine konulursa F(X) # G(X) oldugu gorilir. Ayrica F([0,1]) =
[0,1] ve G([0,1]) = [—1,1] degerlerinin reel degerli fonksiyon degerleri ile esit
olmadig1 da goriiliir. Reel degerli fonksiyonlarda esitligin saglanirken aralik degerli
fonksiyonlarda bu esitligin her zaman saglanmamasinin nedeni aralik aritmetiginde
dagilimin eksikligi ile toplama ve ¢carpma islemlerinin tersinden dolayidir.
Tamim 4.4.2.1. Bir f fonksiyonunun aralik degerli uzantis1 olan F fonksiyonunun
degiskenleri dejenere araliklar ise bu f fonksiyonunun ¢ok degiskenli uzantisi

F(xq, ., xp) = f(xq, e, xp) (4.12)
seklinde tanimlanir.
Tanmm 4.4.1. EgerVi=1,2,..,nicinY; € X; = F(Y;,...,Yn) € F(Xy, ..., Xy) ise
F(X;, ..., Xy) aralik degerli uzantisi izotonik kapsama olarak adlandirilir.
Tanim 4.4.2. Bir rasyonel aralik fonksiyonu, biitiin degerleri aralik degerli aritmetik
islemlerin 6zel bir sonlu dizisiyle tanimlanmais bir aralik degerli fonksiyondur.
Ornek 4.4.1. F(X;,X,) = ([1,2]X; + [0,1]DX, fonksiyonunu alalim. F(X;,X,)
fonksiyonu

T, = [1,2]X,
T, =T, +[01]
F(X1,X2) = T, X,
seklinde aralik aritmetigi islemlerinin sonlu dizisine par¢alanabildiginden F rasyonel
aralikli bir fonksiyondur.
Teorem 4.4.1 (Aralik Analizinin Esas Teoremi). Eger F, f fonksiyonun aralik
uzantisi olan izotonik kapsama ise
fXy, .. Xp) € F(Xq, o, Xn)

olur.
Ispat. Aralik uzantis1 tanimi (4.12) ifadesinden f(xy, ..., X,) = F(xy, ..., x,) dir. Eger
F izotonik kapsama ise 0 zaman (X, ..., X,,) deki her (x4, ..., x,) i¢in F(Xy, ..., X;),

fdegerini igerir.
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Tamim 4.4.3. f fonksiyonunun x reel degiskenleri ile X aralik degiskenlerinin ve reel
aritmetik islemleri ile aralik aritmetigi islemlerinin degistirilmesi sonucunda elde
edilen F uzantis1 dogal aralik uzantisi olarak adlandirilir.
Sonuc¢ 4.4.1. Eger F, rasyonel aralik fonksiyonu ve f fonksiyonunun aralik uzantisi
ise

fXy, ..., Xn) € F(Xy, ..., Xp)
ifadesi yazilabilir.
Ornek 4.4.2.p(x) =1—5x + §x3 polinomu ve 2 < x < 3 aralig verildiginde p(x)
polinomunun alabilecegi degerlerin bir araligini bulalim.

p(x) polinomunun dogal bir aralik uzantisi olan aralik polinomu P (X)
1
1-5X+ §X XX
seklinde yazilir. Buradan,

pqzﬂ)—1—5p3y+1w2ﬂ—[—5%q
) - - ) 3 ) - 3 )

olur. [— 33—4, O] arali@1 p(x) polinomunun gergek degerlerinin bir araligidir.

Simdi p(x) polinomunun farkl bir uzantisi

2

X
A =1-x(5-7)
seklinde yazilabilir. Bu q(x) polinomunun dogal bir aralik uzantisi olan Q (X)
X.X
QX) = 1—X-(5—T)

olur. Buradan,

[4,9] 11
3):1—p3ﬂz§1=1—m4uzp4a—ﬂ

Q([23]) =1—[23] (5 -

olur. [-10, —3] aralig1 birinci aralik olan [—33—4, 0] araligindan daha dar bir aralik

oldugundan p(x) polinomunun alabilecegi degerler i¢in daha iyi bir tahmin saglar.

45. Aralik Dizileri

Tanim 4.5.1. X = [)_( , Y] ve [Z, 7] iki aralik sayisi olmak {izere aralarindaki uzaklik,
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act,v) = maxfx - v],[X - 7))
seklinde tanimlanir.
Eger X = [X,X]veY =[Y,Y] dejenere araliklar1 G6zel olarak secilirse X veY
arasindaki uzaklik reel sayilar arasindaki uzakliga indirgenir ve R’ nin mutlak deger
metrigi
dX,Y) =X —Y]|
elde edilir.
Ornek 4.5.1. X = [1,5] ve Y = [0,2] iki aralik sayis1 arasindaki uzaklik
d(X,Y) =max{|1-0],|5-2[} =3
olur.

iki aralik arasindaki uzaklik fonksiyonu olarak tanimlanan d fonksiyonunun IR
tizerinde bir metrik tanimladig kolaylikla gosterilebilir :
i) d(X,Y) = 0;
iNdX,Y)=0=X=Y;
i) d(X,Y) = d(Y,X);
iv) d(X,Y) <d(X,2) +d(Z,Y).
Ucgen esitsizliginin saglandig1 asagidaki sekilde gosterilebilir :
d(X,2) +d(Z,Y) = max{|X — Z|,|X = Z|} + max{|Z - Y| ,|Z - Y|}
>max{|X - Z| +|Z-Y|,[X - Z| +[Z - Y[}
> max{|X - Y|,[X - Y[}
=d(X,Y)
Tanmm 45.2. f: N> IRilek - f(k) =X, X = (X;) doniisimini tanimlayalim.
X = (Xy) aralik say1 dizisi ve X}, bu aralik say1 dizisinin k. terimi olarak adlandirilir.
Tanmm 4.5.3. X = (X;) bir aralik say1 dizisi ve X, = [XO,YO] bir aralik sayist olsun.
Ve>0 veVk=N icin d(Xx, X,) < ¢ olacak sekilde bir N € N varsa X = (X,,)
aralik say1 dizisi X, = [KO,YO] aralik sayisina yakinsaktir denir ve Ill_l)‘go X, =X, ile
gosterilir. Yani;
lim X = Xo & lim X, = X, ve ;lii?o}k = X,.

k—oo
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Ornek 4.5.2. (X;) = [— %, %] olmak tizere (X} ) aralik say1 dizisini g6z oniine alalim.

lim X, = lim —1,1 =1[0,0]=0

k—oo ko | k' k
olup (Xj) dizisi [0,0] = 0 aralik sayisina yakinsar.
Teorem 4.5.1. Aralik aritmetigindeki {+,—, -, /}islemleri stireklidir.
Ispat. Digerleri benzer sekilde gosterilebileceginden dolay: sadece " + " isleminin
siirekli oldugunu gosterelim. Metrik uzayda dizisel siirekli bir fonksiyonun siirekli
oldugu gerceginden hareket ederek (Xj) ve (Y;) iki aralik say1 dizisini g6z Oniine
alalim ve k— oo i¢in

X=Xy ve Y, =Y,

olsun. Aralik toplamlari dizisi (X, + Y;) olup,

lim (X + ¥;) = Jim [X, + Yo, Xy + 7]

= []lim ()_(k + 1_/1() ,]lim ()_(k + 7,()]

= [Ko + Y, X, +70]

= XO + YO
elde edilir. Boylece + fonksiyonu dizisel siirekli, dolayistyla siireklidir.
Tamim 4.5.4. Her k igin X, S X}, ise (X) dizisine i¢ ige aralik dizisi denir.
Lemma 4.5.1. Her i¢ ice aralik dizisi (X} ) yakinsar ve ]lim X = Np=q Xx -
Ispat. Dizilerin smirlarini ele alalim.

<X, <X < <X;<X,<X,

(X,.) dizisi X, ile iistten smurli reel sayilarin azalmayan bir dizisidir ve I}im& =X

dir. Benzer sekilde (Yk ) dizisi X; ile alttan smurli reel sayilari artmayan bir dizisidir

ve lim X, = X dir. Ayrica her k i¢in X, < X, oldugundan X < X olur. Boylelikle

k—oo

(X)) dizisi X = [)_(,)_(] = N1 Xi © e yakinsar.

Reel terimli tiim aralik say1 dizilerinin kiimesini w ile gosterecegiz. w dizi uzayi

asagidaki 6zellikleri saglayan bir quasi-vektor uzayidir. [22]

LX) + (V) = V) + (Xp)
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2.(Xi) + V) = (X)) + (Zy) ise (Vi) = (Zy)
3.(Xk) + ((Yk) + (Zk)) = ((Xk) + (Yk)) + (Zy)
4. (a + B)(Xi) = a(Xy) + B(Xi)

5. a((Xk) + (Yk)) = a(Xy) + a(Vy)
6-05(.3(Xk)) = (af)(Xy) (apf =0)

7. (X)) = [L1](X)

w nin sifir elemani 0 = [0, 0] seklindedir.
4.6. Aralik Sayillarinin Baz1 Dizi Uzaylar

Co,C ve ly, aralik dizi uzaylan sirasiyla sifira yakinsak, yakinsak ve sinirli aralik say1

dizilerinin uzaylardir. Bu diziler sirasiyla asagidaki sekilde tanimlanir :

EO = {X = (Xk) Ew: ll]ank =0 ,0 = [0;0]}:

c={x=(x)ew: lim X, = ¥, %, € IR},

Lo={x = ew: sup{|e] [%i} < oo}

Co, C ve l, aralik say1 dizi uzaylar1 w uzayimnin alt uzaylaridir. Ayrica her (X,,), (Y;,) €
Co (veya T ve lo,) icin :

dXp, V) = suplznaxﬂ{k — 1_/k| , |Yk — 7k|} (4.13)

seklinde tanimlanan d fonksiyonu metrik aksiyomlarini saglar [18]. Boylece (EO ,E)
(veya (c,d) ve (1o, ,d)) bir metrik uzaydr.

Tamim 4.6.1. Varsayallm ki Y e wve Y = [Y ,7,(] olsun. Eger ¥, =Y, ise Vk €N
icin Y = (Y;) dizisine dejenere aralik dizisi ad1 verilir.

Eger X = (X)) ve Y = (Y;) dejenere aralik dizileri ise (4.13) ifadesinde tanimlanan d
metrigi klasik dizi uzaylarinda (reel veya kompleks sayilarin yakinsak, sifira yakinsak

ve sinirl) tanimli
dXp, Y) = S}‘ipllk ~ Y|

metrigine indirgenir.
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Her reel sayinin ayn1 zamanda bir dejenere aralik olmasindan dolay: tiim reel degerli
dizilerin uzay1 olan w uzaynin tiim aralik say1 dizilerinin uzay1 olan Ww uzayimin
dejenere olmus sekli oldugunu kolaylikla gorebiliriz. Bu nedenle w'nin her alt uzayina
bir dejenere dizi uzayr adi verilir. ¢y, c,l, dizi uzaylart sirasi ile dejenere sifira
yakinsak, dejenere yakinsak ve dejenere sinirli dizi uzaylari olarak adlandirilabilir.

Tanom 4.6.2. X =(X;) €Ewolsun. Ve>0 sayis1 i¢in hern,m =

N icin d(X,, X,) < € olacak sekilde bir N € N var ise X = (X,) aralik say1 dizisine
aralik Cauchy dizisi denir.

Teorem 4.6.1. (EO ,E) , ( Zoo ,E) ve (E ,E) aralik say1 dizi uzaylan (4.13) ifadesinde
tanimlanan metrik ile tam metrik uzaylardir.

Ispat. Yalmzca (EO ,E) uzayiin tam metrik uzay oldugunu gosterelim. Benzer bir
bicimde digerleri de gosterilebilir.

Vn € Nigin (X™) = (X) = (XJ, X}, XZ,..) €cove (X) bir Cauchy dizisi olsun.
Boylece her € > 0 i¢in n,m > N igin E(X,?,X,r(") < & olacak sekilde bir N € N

sayisini bulabiliriz. Dolayistyla,
d(XP XM = supmax{|)_(,? - x|, |Y: —YZL } <e
nm
ve
| X7 —Xi*| <€, |YZ—Ykm|<s
yazilabilir. Boylelikle (X}}) R’de bir Cauchy dizisi olup R de bir Banach uzayi
oldugundan (X}) yakinsaktir. Simdi her k € N i¢in lim X7} = X olsun. Boylece
n-oo

Vn,m =k, igin E(X,?, XY) < & oldugundan
lim d(xp,Xp) = d (Xp, lim XI') = d(XP, X,) < e,
m—oo m—oo
Boylece n — oo igin X™ — X olur. Diger taraftan,
E(Xk,X,’} —-X7) = suplznax{mk - ()_(173 — )_(,’2)| , |)_(k - (Y: — Y:)”
< suplznax{ﬁk — X+ |x7, |Yk —YZ| + YZB
< suplznax{mk - X7, |Yk - Y:H + sup;nax{|§k| , |Yk|}
oldugundan dolay1 X € ¢, 'dir.
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Klasik dizi uzaylarindaki norm fonksiyonu, aralik sayilarinin dizi uzaylarina

genisletilebilir.

Tamm 4.6.3. A, W nin bir alt ciimlesi olsun. A iizerinde bir norm asagidaki ozellikleri
saglayan negatif olmayan ||-||5 : A —» R* U {0} fonksiyonudur.
VaeERveVX,YEA XE X\{O} icin

NL) [1Xl; > 0

N2) ||X]lz =0 e X =6 = [0,0]

N3) [IX + Yl < XI5 + 1IYll;

N4) llaX|l; = lellIXl5

x| normunun reel sayilar dizi uzayindaki x ile 0 arasindaki uzaklik oldugunu
biliyoruz. (E , 3), (EO , 3) ve ( Zoo , E) metrik uzaylarinin da birer normlu uzay haline
getirilebildigi kolaylikla gosterilebilir. Burada

d(X,,0) = sup}:naxﬂ&k — Qk| , |)_(k — §k|} = sup}gnax{|)_(k| , |)_(k|}

6 = [0,0] elemani1 ¢, , ¢ ve I, uzaylarinin birim elemanidir.

Teorem 4.6.2. ¢y, c ve Zoo uzaylari
11l = supmax{|Xi| , X[}
normu ile normlu aralik uzaylardir.
ispat. A =, (veyac, Zoo) ve X,Y € A olsun.
N1) |IX]l; = suplznax{|§k| , |Yk|} oldugundan V X € A\ {0} icin lX]l5 > 0 oldugunu

kolayca goriiriiz.

N2) [IX|lz = 0 < supmax{|X,|,|X,|} =0 < X =6 =[0,0]
k

N3)

IX +Yll; = sup;nax“{k + Xk| , |Yk + 7k|}
< supmax{|Xyc| + [Yel, [Xie| + [V}
= suplznaX{(|§k| Xel) + (1Yl Y]}

< supmax((2e] )} + supmax{([5e] [P])} = Wl + ¥l
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N4)
laXlly = supmaxf|aXy|,|aXy|}
= lal. supmax{|X|, X[}
= lal. X1z

Béoylece || X]l5 A lizerinde bir normdur.
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