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1. GİRİŞ 

 

Aralık analizi sayısal hesaplamalardaki sonuçların kesinliğiyle ilgilenen 

nümerik analizin bir dalıdır. Aralık analizinde, nümerik analizdeki reel sayıların yerine 

aralık sayıları ve reel aritmetiğin yerine ise aralık aritmetiği kullanılır. Aralık analizi, 

fiziksel ölçümlerdeki yanlışlıklar, sayıların yuvarlanması veya kesilmesi nedeniyle 

sayısal hesaplamada meydana gelen hatalar için tam bir hata sınırı belirler. Hesaplama 

sonuçları reel eksen üzerinde kesin doğru cevaptan bilinmeyen bir uzaklıktadır. 

Hesaplanan sonuç ile kesin doğru sonuç arasındaki fark hata miktarıdır. Genelde 

yuvarlama veya kesme hatalarından kaynaklanan hata miktarları çok küçük 

olduğundan önemsenmez. Ancak bazı durumlarda bu hata miktarlarının bilinmesi son 

derece önemlidir. Kesin doğru olan hesaplama sonucu bir alt ve bir üst sınırdan oluşan 

bir aralık ile belirlenir.  

Aşağıdaki örnek aralık analizi kullanılarak sayısal hesaplamadaki 

yuvarlamadan kaynaklanan hatanın hesaplanma yöntemini göstermektedir. 

𝑥 = 0.315 𝑖ç𝑖𝑛 

𝑓 = 1 − 𝑥 +
𝑥2

2
              (1.1) 

ifadesini hesaplayacağız. 

𝑓 = 1 − 0.315 +
(0.315)2

2
= 0.7346125 

Bu ifade üç ondalıklı olarak yuvarlama yapılırsa 𝑓 = 0.735 elde edilir. Bu durumda 

hatanın büyüklüğü 

0.735 − 0.7346125 = 0.0003875  

olur. 

Aynı hesabı aynı makinede üç ondalığa kadar aralık kullanarak yeniden hesaplayalım. 

Öncelikle,  

𝑥2 = (0.315)2 = 0.099225 = [0.09, 0.10]  

aralığını elde ederek bu aralığı hesaplama süresince kullanalım. O halde, 

𝑓 = 1 − 0.315 +
(0.315)2

2
∈ 0.685 +

1

2
[0.09, 0.10] 

∈ 0.685 + [0.045, 0.050] = [0.730, 0.735] 
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elde edilir. Böylelikle 𝑓’ nin kesin doğru değeri [0.730, 0.735] aralığında bulunur. 

 



2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR Lokman DÜNDAR 

3 

2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR 

 

Aralık aritmetiği fikri matematikte tamamen yeni değildir. Bu kavram tarih 

boyunca farklı isimler altında ortaya çımıştır. Örneğin, Arşimet M.Ö. 3. yüzyılda π 

sayısının alt ve üst sınırlarını 
223

71
≤ 𝜋 ≤

22

7
 şeklinde hesaplamıştır. Bu fikir 20. yüzyılın 

başlarında yeniden keşfedilmiş gibi görünüyordu. Aralık aritmetiğinin bir formu 1924 

yılında J.C. Burkill [20] ile ortaya çıktı. 1931 yılında R.C. Young [19] aralıklarla ve 

reel sayıların diğer alt kümeleriyle hesaplama kurallarını gösterdi. Daha sonra dijital 

sistemlerin güvenirliğini geliştirmek için aralık sayıları üzerinde aritmetik işlemler 

1951 yılında Paul S. Dwyer [2] tarafından gösterildi. 1956 yılında Mieczyslaw 

Warmus [5] aralıklarla hesaplamalar için formüller önerdi. 1958 yılında Teruo Sunaga 

[6] tarafından nümerik analizde aralık cebiri üzerine kapsamlı bir makale yayınlandı.  

Aralık aritmetiğinin modern gelişmeleri 1959 yılında R.E. Moore’ un 

yayınladığı [3] teknik rapor ve Moore ve Yang [4] ile başladı.  Moore [3] raporunda 

bir sayı sistemi geliştirdi ve kapalı reel aralıklarla bir aritmetik işlem gerçekleştirip bir 

bilgisayar üzerinde aralık aritmetiğinin nasıl uygulanabileceğinden bahsetti. O 

zamandan beri birçok araştırma makelesi ve kitap yayınlandı. 2002 yılında Kuo-Ping 

Chiao [17]  aralık sayı dizilerini tanıttı ve aralık sayı dizilerinin alışılmış yakınsaklığını 

tanımladı. Şengönül ve Eryilmaz [18] aralık sayılarının yakınsak ve sınırlı dizi 

uzaylarını tanımlayıp bu uzayların tam metrik uzay olduklarını gösterdiler. Son 

zamanlarda, Esi [7-12], Esi ve arkadaşları [13-15] aralık sayı dizilerinin bazı 

yakınsaklıklarını tanımlayıp bu dizi uzaylarının özelliklerini çalışmışlardır. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

 

3.1. Temel Tanım ve Teoremler 

 

Tanım 3.1.1. “𝑉 boş olmayan bir küme olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 𝑣𝑒 𝛼 ∈ 𝐹 için 

𝑉 × 𝑉 𝑑𝑒𝑛 𝑉 𝑦𝑒 tanımlı  

+∶ (𝑥, 𝑦) → 𝑥 + 𝑦 

fonksiyonu (işlemi) ve 𝐹 × 𝑉 𝑑𝑒𝑛 𝑉 𝑦𝑒 tanımlı 

⋅∶ (𝑎, 𝑥) → 𝑎𝑥 

fonksiyonu (işlemi) aşağıdaki aksiyomları sağlarsa 𝑉 kümesine 𝐹 üzerinde bir vektör 

uzayı denir (𝛼. 𝑥 yerine kısaca 𝛼𝑥 yazarız). 

𝐻𝑒𝑟 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹 𝑣𝑒 ℎ𝑒𝑟 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑉 𝑖ç𝑖𝑛 

(𝒂) 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥, 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧; 

(𝒃) 𝑥 + 0 = 𝑥 𝑜𝑙𝑎𝑐𝑎𝑘 ş𝑒𝑘𝑖𝑙𝑑𝑒 (𝑥 𝑑𝑒𝑛 𝑏𝑎ğ𝚤𝑚𝑠𝚤𝑧) 𝑏𝑖𝑟 𝑡𝑒𝑘 0 ∈ 𝑉 𝑣𝑎𝑟𝑑𝚤𝑟; 

(𝒄) 𝑥 + (−𝑥) = 0 𝑜𝑙𝑎𝑐𝑎𝑘 ş𝑒𝑘𝑖𝑙𝑑𝑒 𝑏𝑖𝑟 𝑡𝑒𝑘 − 𝑥 ∈ 𝑉 𝑣𝑎𝑟𝑑𝚤𝑟; 

(𝒅) 1𝑥 = 𝑥, 𝛼(𝛽𝑥) = (𝛼𝛽)𝑥; 

(𝒆) 𝛼(𝑥 + 𝑦) = 𝛼𝑥 + 𝛼𝑦, (𝛼 + 𝛽)𝑥 =  𝛼𝑥 + 𝛽𝑥. 

𝑥 + 𝑦 işlemine vektör toplamı, 𝛼𝑥 işlemine skaler çarpım adı verilir. 𝑉 𝑛𝑖𝑛 

elemanlarına  nokta veya vektör adı verilir ve 𝛼, 𝛽, … ∈ 𝐹 sayılarına skaler denir. Eğer 

𝛼 rastgele bir reel sayı ise (yani 𝐹 = ℝ ise) 𝑉 ye bir reel vektör uzay adı verilir ve 𝛼 

rastgele bir kompleks sayı ise (yani 𝐹 = ℂ ise) 𝑉 ye bir kompleks vektör uzay adı 

verilir.” [21] 

Tanım 3.1.2. “𝑉 bir vektör uzayı ve ∅ ≠ 𝑈 ⊂ 𝑉 olsun. Eğer 𝑈 𝑛𝑢𝑛 kendisi bir vektör 

uzay (vektör toplamı ve skaler çarpım 𝑉 𝑑𝑒𝑘𝑖 ile aynı olmak üzere) ise 𝑈 𝑦𝑎 𝑉 𝑛𝑖𝑛 bir 

vektör alt uzayı (veya lineer manifold, lineer alt uzayı) denir. Bu tanım her 𝛼, 𝛽 ∈

𝐹, 𝑣𝑒 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 𝑖ç𝑖𝑛 

𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∈ 𝑈 

olma koşulu ile denktir (buna altuzay testi adı verilir).” [21] 

Tanım 3.1.3. “𝑋 boştan farklı bir küme olsun. 𝑋 üzerinde tanımlı bir metrik, her 𝑥, 𝑦 ∈

𝑋 𝑖ç𝑖𝑛 

(𝒂) 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0; 
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(𝒃) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦 

(𝒄) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥);  (𝑠𝑖𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖)  

𝑣𝑒 ℎ𝑒𝑟 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 𝑖ç𝑖𝑛 

(𝒅) 𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧) (üç𝑔𝑒𝑛 𝑒ş𝑖𝑡𝑠𝑖𝑧𝑙𝑖ğ𝑖)  

özelliklerini sağlayan bir  

𝑑 ∶ 𝑋 x 𝑋 → ℝ 

fonksiyonudur. Eğer 𝑑, 𝑋 üzerinde bir metrik ise o zaman (𝑋, 𝑑) çiftine bir metrik uzay 

denir.” [21] 

Tanım 3.1.4. “𝑋 (𝐹 ü𝑧𝑒𝑟𝑖𝑛𝑑𝑒) bir vektör uzay olsun. 𝑋 üzerinde bir norm aşağıdaki 

özellikleri sağlayan bir  

‖⋅‖ ∶ 𝑋 → ℝ 

fonksiyonudur. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 𝑣𝑒 ℎ𝑒𝑟 𝛼 ∈ 𝐹 𝑖ç𝑖𝑛  

(a) ‖𝑥‖ ≥ 0; 

(b) ‖𝑥‖ = 0 𝑎𝑛𝑐𝑎𝑘 𝑣𝑒 𝑎𝑛𝑐𝑎𝑘 𝑥 = 0; 

(c) ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖; 

(d) ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖. 

Üzerinde bir ‖⋅‖ normu tanımlanmış olan bir 𝑋 vektör uzayına normlu vektör uzay ya 

da sadece normlu uzay adı verilir ve (𝑋, ‖⋅‖) ile gösterilir.” [21] 

Tanım 3.1.5. “Bir (𝑋, 𝑑) metrik uzayında bir dizi ℕ doğal sayılar kümesinden (𝑋, 𝑑) 

metrik uzayı içine tanımı bir 𝑓 fonksiyonudur. Pratikte yaygın olarak bir dizi için bir 

altindis notasyonu kullanılır ve 𝑓(𝑛) 𝑦𝑒𝑟𝑖𝑛𝑒 𝑥𝑛 yazılır ve dizi 

(𝑥𝑛) ≡ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, … 

ile gösterilir. O halde eğer (𝑥𝑛), 𝑋 kümesinde bir dizi ise (𝑥𝑛) 𝑦𝑒 (𝑋, 𝑑) metrik 

uzayında bir dizidir denir.” [21] 

Tanım 3.1.6. “(𝑋, 𝑑) metrik uzayında bir dizi (𝑥𝑛) olsun. Her 𝜀 > 0 sayısına karşılık 

her 𝑛 > 𝑁 𝑖ç𝑖𝑛 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀 

olacak  biçimde bir 𝑁 ∈ ℕ varsa (𝑥𝑛) dizisine 𝑥 ∈ 𝑋 𝑦𝑒 yakınsıyor denir. Bu durumda 

(𝑥𝑛), 𝑥 limitli bir yakınsak dizidir deriz ve  

𝑛 → ∞ 𝑖ç𝑖𝑛 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) → 0 
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yazarız veya yakınsaklığı tanımlayan metrik genel durumdan açıkça anlaşılabiliyorsa 

basitçe  

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑥𝑛 → 𝑥 

yazarız.” [21] 

Tanım 3.1.7. “Bir (𝑋, 𝑑) metrik uzayında bir dizi (𝑥𝑛) olsun. Her  𝜀 > 0 sayısına 

karşılık her 𝑚, 𝑛 > 𝑁 𝑖ç𝑖𝑛 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 𝜀 

olacak biçimde bir 𝑁 = 𝑁(𝜀) ∈ ℕ sayısı varsa (𝑥𝑛) dizisine bir Cauchy dizisi denir.” 

[21] 

Tanım 3.1.8. “Her Cauchy dizisinin yakınsak olduğu bir metrik uzaya bir tam metrik 

uzay denir; yani bir (𝑋, 𝑑) metrik uzayı içindeki her Cauchy dizisi 𝑋 𝑛𝑖𝑛 bir elemanına 

yakınsarsa 𝑋 𝑒 tamdır denir.” [21] 

Tanım 3.1.9. 𝑋 = ℝ 𝑦𝑎𝑑𝑎 𝑋 =  ℂ olmak üzere ℎ𝑒𝑟 𝑛 = 1,2,3, … 𝑖ç𝑖𝑛 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 olan 

𝑥 = (𝑥𝑛) = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, … )) biçimindeki tüm dizilerin kümesi 𝑤 olsun.  

𝑐0 = {𝑥 = (𝑥𝑛) ∈ 𝑤 ∶  lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0} 

         𝑐 = {𝑥 = (𝑥𝑛) ∈ 𝑤 ∶  (𝑥𝑛) 𝑦𝑎𝑘𝚤𝑛𝑠𝑎𝑘} 

𝑙∞ = {𝑥 = (𝑥𝑛) ∈ 𝑤 ∶  (𝑥𝑛) 𝑠𝚤𝑛𝚤𝑟𝑙𝚤} 

şeklinde tanımlanan dizi uzaylarına sırasıyla sıfıra yakınsak, yakınsak ve sınırlı dizi 

uzayı denir. 

Lemma 3.1.1. Her 𝑘 için 𝑝𝑘 > 0 ve 𝐻 = sup𝑘 𝑝𝑘 , 𝑎𝑘, 𝑏𝑘 ∈ ℂ olsun. Bu takdirde  

|𝑎𝑘 + 𝑏𝑘|
𝑝𝑘 ≤ 𝐶[|𝑎𝑘|

𝑝𝑘 + |𝑏𝑘|
𝑝𝑘] 

𝐶 = max(1, 2𝐻−1) dir. 

Lemma 3.1.2.  𝑘 = 1,2,3, … , 𝑛 𝑣𝑒 𝑎𝑘, 𝑏𝑘 ≥ 0 olmak üzere 

a) 0 < 𝑝𝑘 ≤ 1 ise 

∑(𝑎𝑘 + 𝑏𝑘)
𝑝𝑘 ≤

𝑛

𝑘=1

∑𝑎𝑘
𝑝𝑘 +∑𝑏𝑘

𝑝𝑘

𝑛

𝑘=1

𝑛

𝑘=1

 

b) 𝑝𝑘 ≥ 1 ise 

{∑(𝑎𝑘 + 𝑏𝑘)
𝑝𝑘

𝑛

𝑘=1

}

1/𝑝𝑘

≤ {∑𝑎𝑘
𝑝𝑘

𝑛

𝑘=1

}

1 𝑝𝑘⁄

+ {∑𝑏𝑘
𝑝𝑘

𝑛

𝑘=1

}

1 𝑝𝑘⁄

 𝑑𝑖𝑟. 
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Lemma 3.1.3. Normlu vektör uzaydaki toplama ve skalerle çarpma (yani lineer uzay 

işlemleri) bu uzaydaki norm metriğine göre süreklidir. 
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4. BULGULAR ve TARTIŞMA 

 

4.1. Aralık Sayıları  

 

Bu çalışmada iki reel sayı ile sınırlanan reel sayıların kapalı bir alt kümesine 

bir aralık sayısı diyeceğiz ve  𝑋 = [𝑋, 𝑋] = {𝑥 ∈ ℝ: 𝑋 ≤ 𝑥 ≤ 𝑋} şeklinde 

göstereceğiz. Bu şekilde bir aralık bir cümle olarak düşünülebilir ve bu sayede 

üzerinde cümle işlemleri ile aritmetik işlemler tanımlanabilir. Tüm aralık sayılarının 

cümlesini Iℝ ile göstereceğiz. Burada 𝑋 ve 𝑋, 𝑋 aralık sayısının sırası ile alt ve üst 

sınırlarını göstermektedir.  

Tanım 4.1.1 (Aralık Sayılarının Eşitliği). 𝑋, 𝑌 ∈ Iℝ aralık sayıları için, 

𝑋 = 𝑌 ⟺ 𝑋 = 𝑌 , 𝑋 = 𝑌              (4.1) 

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 4.1.2 (Dejenere Aralık). Eğer 𝑋 = 𝑋 ise 𝑋 aralığına dejenere aralık denir. Bir 

[𝑋, 𝑋] dejenere aralığı 𝑋 ile gösterilir. Örneğin sıfır dejenere aralığı aşağıdaki şekilde 

gösterilir. 

0 = [0, 0] 

Tanım 4.1.3 (Kesişim ve Birleşim). 𝑋 ve 𝑌 iki aralık sayısının kesişimi 

𝑋 ∩ 𝑌 = [𝑚𝑎𝑥{𝑋, 𝑌} ,𝑚𝑖𝑛{𝑋, 𝑌}]           

şeklinde tanımlanır. Eğer  

𝑌 < 𝑋 𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑋 < 𝑌 ⟹ 𝑋 ∩ 𝑌 = ∅ dir. 

𝑋 ve 𝑌 iki aralık sayısının birleşimi ise 

𝑋 ∪ 𝑌 = [𝑚𝑖𝑛{𝑋, 𝑌} ,𝑚𝑎𝑥{𝑋, 𝑌}] 

şeklinde tanımlanır. 

Örnek 4.1.1. 𝑋 = [−3,3] 𝑣𝑒 𝑌 = [2,4] aralık sayıları için, 

𝑋 ∩ 𝑌 = [𝑚𝑎𝑥{−3,2} ,𝑚𝑖𝑛{3,4}] = [2,3] 

𝑋 ∪ 𝑌 = [𝑚𝑖𝑛{−3,2} ,𝑚𝑎𝑥{3,4}] = [−3,4] 

Kesişimin Önemi : Kesişim aralık analizinde önemli bir rol oynar. Bir hesaplama 

sonucunda iki aralık sayısı elde edildiği zaman kesişim daha dar bir sonuç verebilir. 
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Örnek 4.1.2. Varsayalım ki fiziksel bir 𝑞 niceliğinin birbirinden bağımsız bir ölçümü 

olsun. Birinci ölçüm 0.2’ den az bir hata payı ile  𝑞 = 10.3 olsun. İkinci ölçüm ise 0.2’ 

den az bir hata payı ile 𝑞 = 10.4 olsun. Bu ölçümleri sırasıyla 

𝑋 = [10.1 , 10.5] 𝑣𝑒 𝑌 = [10.2 , 10.6] 

aralık sayıları olarak yazabiliriz. Bu 𝑞 değeri 𝑋 ∩ 𝑌 = [10.2 , 10.5] aralığında olur. 

Tanım 4.1.4 (Genişlik, Mutlak Değer, Orta Nokta). Bir 𝑋 aralık sayısının genişliği 

𝑤(𝑋) = 𝑋 − 𝑋              (4.2) 

şeklinde tanımlanır. 

Bir 𝑋 aralık sayısının mutlak değeri |𝑋| ile gösterilir ve aşağıdaki şekilde tanımlanır : 

|𝑋| = 𝑚𝑎𝑥{|𝑋| , |𝑋|}                        (4.3) 

Bir 𝑋 aralık sayısının orta noktası  

𝑚(𝑋) =
1

2
(𝑋 + 𝑋) 

şeklinde tanımlanır. 

Örnek 4.1.3. 𝑋 = [0,4] 𝑣𝑒 𝑌 = [−2,3] olsun. 

𝑤(𝑋) = 4 − 0 = 4 

𝑤(𝑌) = 3 − (−2) = 5 

|𝑋| = 𝑚𝑎𝑥{|0| , |4|} = 4 

|𝑌| = 𝑚𝑎𝑥{|−2| , |3|} = 3 

𝑚(𝑋) =
1

2
(0 + 4) = 2 

𝑚(𝑌) =
1

2
(−2 + 3) =

1

2
 

Tanım 4.1.5 (Sıralama Bağıntısı). Aralık sayıları için reel sayılardaki " < " 

bağıntısının yerini tutan geçişken özelliğine sahip sıralama bağıntısı aralık sayıları için 

cümle içermesi şeklindedir ve  

𝑋 ⊆ 𝑌 ⟺ 𝑋 ≤ 𝑌 𝑣𝑒 𝑌 ≤ 𝑋 

şeklinde tanımlanır.  
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4.2. Aralık Aritmetiği  

 

Aralık sayıları üzerinde aritmetik işlemler tanımlanabilir. Aralık sayıları 

üzerinde yapılan işlemler aslında cümle üzerinde yapılan işlemlerdir. Örneğin iki 

aralık sayısını topladığımızda sonuç olarak ortaya çıkan aralık sayısı bu aralık 

sayılarının içindeki tüm ikili sayıların toplamından oluşan bir cümledir. 𝑋 𝑣𝑒 𝑌 aralık 

sayıları ve ⊙ ∈ {+ , − ,⋅ , : } olsun. Aritmetik işlemlerin kümesi  

𝑋⊙ 𝑌 = {𝑥 ⊙ 𝑦 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑦 ∈ 𝑌} 

şeklinde genel bir form ile tanımlanır. 

Tanım 4.2.1 (Aralık Sayılarının Toplamı). 𝑋 = [𝑋,𝑋] 𝑣𝑒 𝑌 = [𝑌, 𝑌] aralık 

sayılarının toplamı aşağıdaki şekilde elde edilir : 

𝑥 ∈ 𝑋 ⟹ 𝑋 ≤ 𝑥 ≤ 𝑋 ve 𝑦 ∈ 𝑌 ⟹ 𝑌 ≤ 𝑦 ≤ 𝑌 

olduğundan dolayı eşitsizlikler toplanırsa 

𝑋 + 𝑌 ≤ 𝑥 + 𝑦 ≤ 𝑋 + 𝑌  

ve 

𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑋 + 𝑌 

elde edilir. Buradan iki aralık sayısının toplamı 

𝑋 + 𝑌 = [𝑋 + 𝑌 , 𝑋 + 𝑌 ]              (4.4) 

şeklinde tanımlanır.  

Örnek 4.2.1. 𝑋 = [−1,4] 𝑣𝑒 𝑌 = [−2,2] olsun. 

𝑋 + 𝑌 = [(−1) + (−2) , 4 + 2] = [−3,6] 

Tanım 4.2.2 (Aralık Sayılarının Farkı). 𝑋 = [𝑋, 𝑋] 𝑣𝑒 𝑌 = [𝑌, 𝑌] aralık sayılarının 

farkı toplama işlemine benzer şekilde aşağıdaki şekilde elde edilir : 

𝑋 ≤ 𝑥 ≤ 𝑋 𝑣𝑒 − 𝑌 ≤ −𝑦 ≤ −𝑌 

olduğundan dolayı eşitsizlikler toplanırsa 

𝑋 − 𝑌 ≤ 𝑥 − 𝑦 ≤ 𝑋 − 𝑌 

elde edilir ve buradan iki aralık sayısının farkı 

𝑋 − 𝑌 = [𝑋 − 𝑌 , 𝑋 − 𝑌] 

şeklinde tanımlanır. 𝑋 − 𝑌 = 𝑋 + (−𝑌) olduğu dikkate alındığında burada 
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−𝑌 = [−𝑌 , −𝑌] = {𝑦 ∶  −𝑦 ∈ 𝑌} 

elde edilir. 

Örnek 4.2.2. 𝑋 = [−2,1] 𝑣𝑒 𝑌 = [1,3] olsun. 

−𝑌 = [−3,−1] ve 

𝑋 − 𝑌 = 𝑋 + (−𝑌) = [−2 , 1] + [−3 , −1] = [−5 , 0]  

elde edilir. 

Tanım 4.2.3 (Aralık Sayılarının Çarpımı). 𝑋 = [𝑋, 𝑋] 𝑣𝑒 𝑌 = [𝑌, 𝑌] iki aralık sayısı 

için çarpma işlemi, 

𝑆 = {𝑋𝑌, 𝑋𝑌, 𝑋𝑌, 𝑋𝑌} olmak üzere 

𝑋. 𝑌 = [𝑚𝑖𝑛𝑆,𝑚𝑎𝑥𝑆] 

şeklinde tanımlanır. 

Örnek 4.2.3. 𝑋 = [−3,−1] 𝑣𝑒 𝑌 = [0,2] olsun. 

𝑆 = {−3.0, −3.2, −1.0, −1.2} = {−6,−2, 0} ve  

𝑋. 𝑌 = [𝑚𝑖𝑛𝑆,𝑚𝑎𝑥𝑆] = [−6, 0] 

elde edilir. 

Tanım 4.2.4 (Aralık Sayılarının Skalerle Çarpımı). 𝛼 ∈ ℝ  ve 𝑋 = [𝑋, 𝑋] herhangi 

bir aralık sayısı için, 

𝛼 ≥ 0 𝑖𝑠𝑒 𝛼𝑋 = {𝑥 ∈ ℝ ∶  𝑋 ≤ 𝑥 ≤ 𝑋} = [𝛼𝑋, 𝛼𝑋] 

ve 

𝛼 < 0 𝑖𝑠𝑒 𝛼𝑋 = {𝑥 ∈ ℝ ∶  𝑋 ≤ 𝑥 ≤ 𝑋} = [𝛼𝑋, 𝛼𝑋] 

şeklinde tanımlanır. 

Örnek 4.2.4. 𝑋 = [1, 2] olsun. 

𝛼 = 3 için 3. [1,2] = [3.1, 3.2] = [3, 6] 

𝛼 = −2 için −2. [1, 2] = [−2.2, −2.1] = [−4,−2] olur. 

Tanım 4.2.5 (Aralık Sayılarının Bölümü). 𝑋 = [𝑋, 𝑋] 𝑣𝑒 𝑌 = [𝑌, 𝑌] iki aralık sayısı 

için bölme işlemi, 

𝑋 𝑌⁄ = 𝑋. (1 𝑌⁄ ) 

0 ≠ 𝑌 𝑖ç𝑖𝑛 1/𝑌 = {𝑦 ∶ 1/𝑦 ∈ 𝑌} = [1/𝑌, 1/𝑌] 

şeklinde tanımlanır. 



4. BULGULAR ve TARTIŞMA Lokman DÜNDAR 

12 

Örnek 4.2.5. 𝑋 = [−2,3] 𝑣𝑒 𝑌 = [2,5] olsun. 

1

𝑌
= [

1

5
,
1

2
] 

𝑋/𝑌 = 𝑋. (1 𝑌⁄ ) = [−2,3]. [
1

5
,
1

2
] = [−1,

3

2
] 

elde edilir.  

 

4.3. Aralık Aritmetiğinin Cebirsel Özellikleri  

 

Aralık aritmetiğinin işlemleri, 𝑋 𝑣𝑒 𝑌 aralık sayıları ve ⊙ ∈ {+ , − ,⋅ , : } olmak 

üzere 

𝑋⊙ 𝑌 = {𝑥 ⊙ 𝑦 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑦 ∈ 𝑌}              (4.5) 

şeklinde genel bir formda tanımlanmıştı. Bu aritmetik işlemlerin bazı cebirsel 

özelliklerini inceleyelim.  

Teorem 4.3.1. 𝑋, 𝑌, 𝑍 aralık sayıları olmak üzere 

Değişme özelliği : 𝑋 + 𝑌 = 𝑌 + 𝑋,      𝑋. 𝑌 = 𝑌. 𝑋                                                              (4.6) 

Birleşme özelliği : 𝑋 + (𝑌 + 𝑍) = (𝑋 + 𝑌) + 𝑍,      𝑋. (𝑌. 𝑍) = (𝑋. 𝑌). 𝑍                 (4.7) 

Toplama işleminin birim elemanı : 𝑋 + 0 = 0 + 𝑋 = 𝑋                                             (4.8) 

Çarpma işleminin yutan elemanı : 𝑋. 0 = 0. 𝑋 = 0                                                       (4.9) 

Çarpma işleminin birim elemanı : 𝑋. 1 = 1. 𝑋 = 𝑋                                                      (4.10) 

Soldan dağılım : 𝑍(𝑋 + 𝑌) ⊆ 𝑍𝑋 + 𝑍𝑌                                                                             (4.11) 

a) 𝑍 = [𝑍, 𝑍] bir dejenere aralık 

b) 𝑋 = 𝑌 = 0 

c) ∀ 𝑥 ∈ 𝑋 𝑣𝑒 ∀ 𝑦 ∈ 𝑌 için 𝑥𝑦 ≥ 0  

Bu durumlar hariç 𝑍(𝑋 + 𝑌) ≠ 𝑍𝑋 + 𝑍𝑌 dir. 

İspat.  

(4.6) : ⊙ ∈  {+ , ⋅} olsun. Bu durumda, 

𝑋⊙ 𝑌 = {𝑥 ⊙ 𝑦 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑦 ∈ 𝑌} 

           = {𝑦 ⊙ 𝑥 ∶ 𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑥 ∈ 𝑋} = 𝑌 ⊙ 𝑋 

(4.7) : ⊙ ∈  {+ , ⋅} olsun. Bu durumda, 
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(𝑋 ⊙ 𝑌) ⊙ 𝑍 = {𝑎 ⊙ 𝑧 ∶ 𝑎 ∈ 𝑋 ⊙ 𝑌 , 𝑧 ∈ 𝑍} 

       = {(𝑥 ⊙ 𝑦)⊙ 𝑧 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑧 ∈ 𝑍} 

             = {𝑥 ⊙ (𝑦⊙ 𝑧) ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑧 ∈ 𝑍} 

             = {𝑥 ⊙ 𝑏 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑏 ∈ 𝑌 ⊙ 𝑍} = 𝑋⊙ (𝑌⊙ 𝑍) 

(4.8) ve (4.9) için ⊙ ∈  {+ , ⋅} olsun. Bu durumda, 

𝑋⊙ 0 = {𝑥 ⊙ 0 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 ,0 ∈ 0} 

         = {0⊙ 𝑥 ∶ 0 ∈ 0 , 𝑥 ∈ 𝑋} = 0⊙ 𝑋 

(4.10) :  

𝑋. 1 = {𝑥. 1 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 ,1 ∈ 1} 

            = {1. 𝑥 ∶ 1 ∈ 1 , 𝑥 ∈ 𝑋} 

            = {𝑥 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋} = 𝑋 

(4.11) : 

a) : 𝑍 = [𝑍, 𝑍] bir dejenere aralık olmak üzere 

𝑍. (𝑋 + 𝑌) = {𝑍. 𝑎 ∶ 𝑎 ∈ 𝑋 + 𝑌} 

      = {𝑍. (𝑥 + 𝑦) ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑦 ∈ 𝑌} 

        = {𝑍. 𝑥 + 𝑍. 𝑦 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑦 ∈ 𝑌} = 𝑍𝑋 + 𝑍𝑌 

elde edilir. 

b) : 𝑍(0 + 0) = 𝑍0 = 0 = 𝑍0 + 𝑍0 

c) : 𝑋 = [𝑋,𝑋] 𝑣𝑒 𝑌 = [𝑌, 𝑌] aralık sayıları için genelliği bozmadan 𝑋 ≥ 0 𝑣𝑒 𝑌 ≥ 0 

durumunu düşünelim. 𝑍 = [𝑍, 𝑍] aralık sayısı için eğer 𝑍 ≥ 0 ise, 

𝑍(𝑋 + 𝑌) = [𝑍(𝑋 + 𝑌), 𝑍(𝑋 + 𝑌)] 

ve 

𝑍𝑋 + 𝑍𝑌 = [𝑍𝑋, 𝑍𝑋] + [𝑍𝑌, 𝑍𝑌] 

                = [𝑍(𝑋 + 𝑌), 𝑍(𝑋 + 𝑌)] 

Eğer 𝑍 ≤ 0 ise – 𝑍 durumu dikkate alınırsa 𝑍 ≥ 0 ile aynı durum ve sonuç olur. Eğer 

𝑍𝑍 < 0 ise  

𝑍(𝑋 + 𝑌) = [𝑍(𝑋 + 𝑌), 𝑍(𝑋 + 𝑌)] 

ve 
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𝑍𝑋 + 𝑍𝑌 = [𝑍𝑋, 𝑍𝑋] + [𝑍𝑌, 𝑍𝑌] 

              = [𝑍(𝑋 + 𝑌), 𝑍(𝑋 + 𝑌)] 

elde edilir ve böylece ispat tamamlanmış olur. 

Örnek 4.3.1. 𝑍 = [1,2] , 𝑋 = 1 = [1,1] 𝑣𝑒 𝑌 = −1 = [−1,−1] aralık sayıları için  

𝑍(𝑋 + 𝑌) = [1,2]. (1 − 1) = [1,2]. 0 = 0 

𝑍𝑋 + 𝑍𝑌 = [1,2]. [1,1] + [1,2]. [−1,−1] = [−1,1] ≠ 0 

𝑍(𝑋 + 𝑌) ≠ 𝑍𝑋 + 𝑍𝑌 olur. 

Teorem 4.3.2.  Herhangi 𝑋, 𝑌 𝑣𝑒 𝑍 aralık sayıları için, 

𝑋 + 𝑍 = 𝑌 + 𝑍 ⟹ 𝑋 = 𝑌 dir. 

İspat. Herhangi 𝑋 = [𝑋, 𝑋] , 𝑌 = [𝑌, 𝑌] 𝑣𝑒 𝑍 = [𝑍, 𝑍] aralık sayıları için, 

𝑋 + 𝑍 = 𝑌 + 𝑍 

ise 

[𝑋, 𝑋] + [𝑍, 𝑍] = [𝑌, 𝑌] + [𝑍, 𝑍] 

[𝑋 + 𝑍, 𝑋 + 𝑍] = [𝑌 + 𝑍, 𝑌 + 𝑍] 

elde edilir. Aralık sayılarının eşitliği tanımındaki (4.1) ifadesinden  

𝑋 + 𝑍 = 𝑌 + 𝑍 𝑣𝑒 𝑋 + 𝑍 = 𝑌 + 𝑍 

olur. 𝑋, 𝑋, 𝑌, 𝑌, 𝑍, 𝑍 ∈ ℝ olduğundan reel sayıların kısaltma özelliğinden 

𝑋 = 𝑌 𝑣𝑒 𝑋 = 𝑌 elde edilir. 

Aralık sayılarının eşitliği tanımındaki (4.1) ifadesinden 𝑋 = [𝑋, 𝑋] = [𝑌, 𝑌] = 𝑌 olur. 

Teorem 4.3.3. Herhangi 𝑋, 𝑌 𝑣𝑒 𝑍 aralık sayıları için, 

𝑍𝑋 = 𝑍𝑌 

ise 𝑋 = 𝑌 eşitliği her zaman doğru olmayabilir. 

İspat. Varsayalım ki herhangi 𝑋, 𝑌 𝑣𝑒 𝑍 aralık sayıları için 𝑍𝑋 = 𝑍𝑌 olsun. 𝑋 = 𝑌 

eşitliğinin sağlayamayabileceğini aşağıdaki örnekle gösterelim. 

𝑋 = [0,1], 𝑌 = [1,1] 𝑣𝑒 𝑍 = [0,2] aralık sayılarını alalım. Bu durumda, 

[0,2]. [0,1] = [0,2]. [1,1] 

[0,2] = [0,2] 

elde edilir. Ancak [0,1] ≠ [1,1] olduğundan varsayamımızla çelişir. Böylece ispat 

tamamlanmış olur. 
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Tanım 4.3.1 (Simetrik Aralıklar). 𝑋 = [𝑋, 𝑋] aralık sayısı olsun. Eğer  

𝑋 = −𝑋 

ise 𝑋 aralık sayısına simetrik aralık denir. Örneğin [−3, 3] 𝑣𝑒 [−𝜋, 𝜋] aralık sayıları 

simetrik aralıklardır. Her simetrik aralık 0 orta noktasına sahiptir.  

𝑋 bir simetrik aralık sayısı ise (4.2) ve (4.3) ifadelerinden 

|𝑋| =
1

2
𝑤(𝑋) 𝑣𝑒 𝑋 = |𝑋|[−1, 1] 

eşitlikleri yazılabilir. 

Teorem 4.3.4. 𝑋, 𝑌, 𝑍 , 𝑇 aralık sayıları ve ⊙ ∈  {+ ,− , ⋅ , /} olsun. 

𝑋 ⊆ 𝑍 𝑣𝑒 𝑌 ⊆ 𝑇 ⟹ 𝑋⊙ 𝑌 ⊆ 𝑍⊙ 𝑇 

ifadesi yazılabilir. 

İspat. 𝑋 ⊆ 𝑍 𝑣𝑒 𝑌 ⊆ 𝑇 olsun.   

𝑋⊙ 𝑌 = {𝑥 ⊙ 𝑦 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑦 ∈ 𝑌} 

          ⊆ {𝑧 ⊙ 𝑡 ∶ 𝑧 ∈ 𝑍 , 𝑡 ∈ 𝑇} 

           = 𝑍⊙ 𝑇 

 

4.4. Aralık Fonksiyonları  

 

𝑥 ∈ ℝ 𝑣𝑒 𝑓(𝑥) reel değerli bir fonksiyon olsun. 𝑥 ∈ ℝ değeri bir 𝑋 aralığında 

yer aldığından 

𝑓(𝑋) = {𝑓(𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝑋} 

şeklinde  𝑓 fonksiyonu altında bu 𝑋 aralığının bir görünütüsü bulunabilir. 

Bu 𝑓 fonksiyonu çok değişkenli bir fonksiyon olarak ele alınırsa daha genel olarak 

𝑓(𝑋1, … , 𝑋𝑛) = {𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∶  𝑥1 ∈ 𝑋1, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝑋𝑛} 

şeklinde yazılabilir. 

Şimdi 𝑓(𝑥) = 𝑥2 , 𝑥 ∈ ℝ fonksiyonunu göz önüne alalım. Eğer 𝑋 = [𝑋, 𝑋] ise, 

𝑓(𝑋) = {𝑥2 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋} şeklinde olacaktır. Bu cümleyi 

𝑓(𝑋) =

{
 
 

 
 [𝑋

2, 𝑋
2
] ,                       0 ≤ 𝑋 ≤ 𝑋

[𝑋
2
, 𝑋2],                       𝑋 ≤ 𝑋 ≤ 0

[0,𝑚𝑎𝑥 {𝑋2, 𝑋
2
}],     𝑋 < 0 < 𝑋
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şeklinde ifade edebiliriz. 

 

4.4.1. Aralık Değişkenli Monoton Fonksiyonlar 

 

Şimdi fonksiyonlara aralık değerlerini uygulayalım. 𝑋 = [𝑋, 𝑋] aralık sayısı 

için 

𝑓(𝑋) = [𝑓(𝑋), 𝑓(𝑋)] 

şeklinde gösterilir. Örneğin, 

𝑓(𝑥) = exp(x) = 𝑒𝑥,       (𝑥 ∈ ℝ) 

fonksiyonunu göz önüne alalım. Bir 𝑥 ∈ 𝑋 değeri [𝑋, 𝑋] aralığında değiştiğinden üstel 

fonksiyon exp(𝑋) 𝑖𝑙𝑒 exp (𝑋) arasında değerler alır. Bu durum aşağıdaki şekilde ifade 

edilir : 

exp(𝑋) = [exp(𝑋) , exp (𝑋) ] 

Bu durum logaritmik fonksiyonlar içinde benzer şekildedir ve 

𝑓(𝑥) = log 𝑥 ,      (𝑥 > 0) için 

log 𝑋 = [log(𝑋) , log (𝑋) ],       𝑋 > 0 𝑖ç𝑖𝑛 

şeklinde tanımlanır. 

Üstel fonksiyon daha genel bir formda, 

𝑥 > 0 𝑣𝑒 𝑦 > 0 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑦 olmak üzere 

 𝑋𝑦 = [𝑋𝑦,  𝑋
𝑦
],      𝑋 > 0 𝑣𝑒 𝑦 > 0 𝑖ç𝑖𝑛    

şeklinde tanımlanır. 

Yukarıda yazdığımız fonksiyonlar artan fonksiyonlardır. Azalan bir fonksiyonda sınır 

noktaları farklı olacaktır. Örneğin 𝑥 değeri 𝑋 𝑖𝑙𝑒 𝑋 aralığında arttıkça exp (−𝑥) değeri 

exp(−𝑋) 𝑖𝑙𝑒 exp (−𝑋) aralığında azalır. Bu durumda aşağıdaki sonuç ortaya çıkar : 

exp(−𝑋) = [exp(−𝑋) , exp (−𝑋) ] 

 

4.4.2. Reel Fonksiyonların Aralık Değerli Uzantısı 

 

𝑋 = [𝑋,𝑋] olmak üzere 𝑓(𝑥) = 1 − 𝑥, 𝑥 ∈ 𝑋 fonksiyonunu göz önüne alalım. 
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Bu fonksiyonun aralık değerli uzantısı  

𝑋 = [𝑋, 𝑋] olmak üzere  𝐹(𝑋) = 1 − 𝑋 

şeklinde tanımlanır. 

Eğer aralık dejenere aralık ise 𝑓 fonksiyonunun aralık uzantısı  

𝐹([𝑥, 𝑥]) = 𝑓(𝑥) 

şeklindedir. 

Reel değerli fonksiyonlar ile aralık değerli fonksiyonlar arasındaki özel bir farkı bir 

örnek üzerinde gösterelim : 

𝑓(𝑥) = 𝑥(1 − 𝑥),           𝑥 ∈ [0,1] 

𝑔(𝑥) = 𝑥 − 𝑥2               𝑥 ∈ [0,1] 

olmak üzere 𝑓 𝑣𝑒 𝑔 reel değişkenli fonksiyonları göz önüne alalım. 

Reel aritmetikte 𝑥(1 − 𝑥) = 𝑥 − 𝑥2 olduğundan her iki fonksiyon eşittir. 𝑥 değişkeni 

0 𝑖𝑙𝑒 1 arasında arttıkça 𝑓(𝑥) 𝑖𝑙𝑒 𝑔(𝑥) fonksiyonlarının değerleri 0 𝑖𝑙𝑒
1

4
 arasında artar 

ve 0′ 𝑎 doğru geri azalır. Buradan, 

𝑓([0,1]) = 𝑔([0,1]) = [0,
1

4
 ] 

elde edilir.  

Şimdi bu 𝑓 𝑣𝑒 𝑔 fonksiyonlarının aralık değerli uzantılarını inceleyelim. Bu 

fonksiyonların aralık değerli uzantıları  

𝐹(𝑋) = 𝑋(1 − 𝑋),          𝑋 = [𝑋, 𝑋] 

𝐺(𝑋) = 𝑋 − 𝑋2,              𝑋 = [𝑋, 𝑋] 

şeklindedir. Aralık aritmetiğinde 𝑋2 ≠ 𝑋. 𝑋 olduğunu biliyoruz. 

𝑋 = [𝑋, 𝑋] ⊆ [0,1] aralığı için 

𝐹(𝑋) = [𝑋, 𝑋]([1,1] − [𝑋, 𝑋]) 

          = [𝑋, 𝑋]([1,1] + [−𝑋,−𝑋]) 

           = [𝑋, 𝑋]([1 − 𝑋, 1 − 𝑋]) 

           = [𝑚𝑖𝑛𝑆 ,𝑚𝑎𝑥𝑆] 

𝑆 = {𝑋(1 − 𝑋), 𝑋(1 − 𝑋), 𝑋(1 − 𝑋), 𝑋(1 − 𝑋)} 
Diğer yandan, 

 𝐺(𝑋) = [𝑋, 𝑋] − [𝑋, 𝑋]2 
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      = [𝑋, 𝑋] − [𝑋2, 𝑋
2
] 

     = [𝑋, 𝑋] + [−𝑋
2
, −𝑋2, ] 

      = [𝑋 − 𝑋
2
, 𝑋−𝑋2] 

𝑋 = [0,1] değeri yerine konulursa 𝐹(𝑋) ≠ 𝐺(𝑋) olduğu görülür. Ayrıca 𝐹([0,1]) =

[0,1] 𝑣𝑒 𝐺([0,1]) = [−1,1] değerlerinin reel değerli fonksiyon değerleri ile eşit 

olmadığı da görülür. Reel değerli fonksiyonlarda eşitliğin sağlanırken aralık değerli 

fonksiyonlarda bu eşitliğin her zaman sağlanmamasının nedeni aralık aritmetiğinde 

dağılımın eksikliği ile toplama ve çarpma işlemlerinin tersinden dolayıdır. 

Tanım 4.4.2.1. Bir 𝑓 fonksiyonunun aralık değerli uzantısı olan 𝐹 fonksiyonunun 

değişkenleri dejenere aralıklar ise bu 𝑓 fonksiyonunun çok değişkenli uzantısı 

𝐹(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛)            (4.12) 

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 4.4.1. Eğer ∀ 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 𝑖ç𝑖𝑛 𝑌𝑖 ⊆ 𝑋𝑖 ⟹ 𝐹(𝑌1, … , 𝑌𝑛) ⊆ 𝐹(𝑋1, … , 𝑋𝑛) ise  

𝐹(𝑋1, … , 𝑋𝑛) aralık değerli uzantısı izotonik kapsama olarak adlandırılır. 

Tanım 4.4.2. Bir rasyonel aralık fonksiyonu, bütün değerleri aralık değerli aritmetik 

işlemlerin özel bir sonlu dizisiyle tanımlanmış bir aralık değerli fonksiyondur. 

Örnek 4.4.1. 𝐹(𝑋1, 𝑋2) = ([1, 2]𝑋1 + [0,1])𝑋2 fonksiyonunu alalım. 𝐹(𝑋1, 𝑋2) 

fonksiyonu  

𝑇1 = [1,2]𝑋1 

𝑇2 = 𝑇1 + [0,1] 

 𝐹(𝑋1, 𝑋2) = 𝑇2𝑋2 

şeklinde aralık aritmetiği işlemlerinin sonlu dizisine parçalanabildiğinden 𝐹 rasyonel 

aralıklı bir fonksiyondur. 

Teorem 4.4.1 (Aralık Analizinin Esas Teoremi). Eğer 𝐹, 𝑓 fonksiyonun aralık 

uzantısı olan izotonik kapsama ise 

𝑓(𝑋1, … , 𝑋𝑛) ⊆ 𝐹(𝑋1, … , 𝑋𝑛) 

olur. 

İspat. Aralık uzantısı tanımı (4.12) ifadesinden 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝐹(𝑥1, … , 𝑥𝑛) dir. Eğer 

𝐹 izotonik kapsama ise o zaman (𝑋1, … , 𝑋𝑛) deki her (𝑥1, … , 𝑥𝑛) için 𝐹(𝑋1, … , 𝑋𝑛),

𝑓değerini içerir. 
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Tanım 4.4.3. 𝑓 fonksiyonunun 𝑥 reel değişkenleri ile 𝑋 aralık değişkenlerinin ve reel 

aritmetik işlemleri ile aralık aritmetiği işlemlerinin değiştirilmesi sonucunda elde 

edilen 𝐹 uzantısı doğal aralık uzantısı olarak adlandırılır. 

Sonuç 4.4.1. Eğer 𝐹, rasyonel aralık fonksiyonu ve 𝑓 fonksiyonunun aralık uzantısı 

ise 

𝑓(𝑋1, … , 𝑋𝑛) ⊆ 𝐹(𝑋1, … , 𝑋𝑛) 

ifadesi yazılabilir. 

Örnek 4.4.2. 𝑝(𝑥) = 1 − 5𝑥 +
1

3
𝑥3 polinomu ve 2 ≤ 𝑥 ≤ 3 aralığı verildiğinde 𝑝(𝑥) 

polinomunun alabileceği değerlerin bir aralığını bulalım. 

𝑝(𝑥) polinomunun doğal bir aralık uzantısı olan aralık polinomu 𝑃(𝑋)  

1 − 5𝑋 +
1

3
𝑋. 𝑋. 𝑋 

şeklinde yazılır. Buradan, 

𝑃([2,3]) = 1 − 5. [2,3] +
1

3
[8,27] = [−

34

3
, 0] 

olur. [−
34

3
, 0] aralığı 𝑝(𝑥) polinomunun gerçek değerlerinin bir aralığıdır. 

Şimdi 𝑝(𝑥) polinomunun farklı bir uzantısı 

𝑞(𝑥) = 1 − 𝑥(5 −
𝑥2

3
) 

şeklinde yazılabilir. Bu 𝑞(𝑥) polinomunun doğal bir aralık uzantısı olan 𝑄(𝑋) 

𝑄(𝑋) = 1 − 𝑋. (5 −
𝑋. 𝑋

3
) 

olur. Buradan, 

𝑄([2,3]) = 1 − [2,3] (5 −
[4,9]

3
) = 1 − [2,3] [2,

11

3
] = 1 − [4,11] = [−10,−3] 

olur. [−10,−3] aralığı birinci aralık olan [−
34

3
, 0] aralığından daha dar bir aralık 

olduğundan 𝑝(𝑥) polinomunun alabileceği değerler için daha iyi bir tahmin sağlar. 

 

4.5. Aralık Dizileri 

 

Tanım 4.5.1. 𝑋 = [𝑋,𝑋] 𝑣𝑒 [𝑌, 𝑌] iki aralık sayısı olmak üzere aralarındaki uzaklık, 
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𝑑(𝑋, 𝑌) = 𝑚𝑎𝑥{|𝑋 − 𝑌| , |𝑋 − 𝑌|} 

şeklinde tanımlanır. 

Eğer 𝑋 = [𝑋, 𝑋] 𝑣𝑒 𝑌 = [𝑌, 𝑌] dejenere aralıkları özel olarak seçilirse 𝑋 𝑣𝑒 𝑌 

arasındaki uzaklık reel sayılar arasındaki uzaklığa indirgenir ve ℝ’ nin mutlak değer 

metriği 

𝑑(𝑋, 𝑌) = |𝑋 − 𝑌| 

elde edilir. 

Örnek 4.5.1. 𝑋 = [1,5] 𝑣𝑒 𝑌 = [0,2] iki aralık sayısı arasındaki uzaklık 

𝑑(𝑋, 𝑌) = 𝑚𝑎𝑥{|1 − 0| , |5 − 2|} = 3 

olur. 

İki aralık arasındaki uzaklık fonksiyonu olarak tanımlanan 𝑑 fonksiyonunun Iℝ 

üzerinde bir metrik tanımladığı kolaylıkla gösterilebilir : 

i) 𝑑(𝑋, 𝑌) ≥ 0; 

ii) 𝑑(𝑋, 𝑌) = 0 ⟺ 𝑋 = 𝑌; 

iii) 𝑑(𝑋, 𝑌) =  𝑑(𝑌, 𝑋); 

iv) 𝑑(𝑋, 𝑌) ≤ 𝑑(𝑋, 𝑍) + 𝑑(𝑍, 𝑌). 

Üçgen eşitsizliğinin sağlandığı aşağıdaki şekilde gösterilebilir : 

𝑑(𝑋, 𝑍) + 𝑑(𝑍, 𝑌) = 𝑚𝑎𝑥{|𝑋 − 𝑍| , |𝑋 − 𝑍|} +𝑚𝑎𝑥{|𝑍 − 𝑌| , |𝑍 − 𝑌|} 

          ≥ 𝑚𝑎𝑥{|𝑋 − 𝑍| + |𝑍 − 𝑌| , |𝑋 − 𝑍| + |𝑍 − 𝑌|} 

          ≥ 𝑚𝑎𝑥{|𝑋 − 𝑌| , |𝑋 − 𝑌|} 

          = 𝑑(𝑋, 𝑌) 

Tanım 4.5.2.  𝑓 ∶  ℕ → Iℝ ile 𝑘 → 𝑓(𝑘) = 𝑋 , 𝑋 = (𝑋𝑘) dönüşümünü tanımlayalım.    

𝑋 = (𝑋𝑘) aralık sayı dizisi ve 𝑋𝑘 bu aralık sayı dizisinin 𝑘. terimi olarak adlandırılır.  

Tanım 4.5.3. 𝑋 = (𝑋𝑘) bir aralık sayı dizisi ve 𝑋0 = [𝑋0, 𝑋0] bir aralık sayısı olsun. 

∀ 𝜀 > 0  𝑣𝑒 ∀ 𝑘 ≥ 𝑁 için 𝑑(𝑋𝑘, 𝑋0) < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑁 ∈ ℕ varsa  𝑋 = (𝑋𝑘) 

aralık sayı dizisi 𝑋0 = [𝑋0, 𝑋0] aralık sayısına yakınsaktır denir ve lim
𝑘→∞

𝑋𝑘 = 𝑋0 ile 

gösterilir. Yani; 

lim
𝑘→∞

𝑋𝑘 = 𝑋0 ⟺ lim
𝑘→∞

𝑋𝑘 = 𝑋0 𝑣𝑒 lim
𝑘→∞

𝑋𝑘 = 𝑋0.  
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Örnek 4.5.2. (𝑋𝑘) = [−
1

𝑘
,
1

𝑘
] olmak üzere (𝑋𝑘)  aralık sayı dizisini göz önüne alalım. 

lim
𝑘→∞

𝑋𝑘 = lim
𝑘→∞

[−
1

𝑘
,
1

𝑘
] = [0,0] = 0 

olup (𝑋𝑘) dizisi [0,0] = 0 aralık sayısına yakınsar. 

Teorem 4.5.1. Aralık aritmetiğindeki {+ ,− , ⋅ , /} işlemleri süreklidir. 

İspat. Diğerleri benzer şekilde gösterilebileceğinden dolayı sadece " + " işleminin 

sürekli olduğunu gösterelim. Metrik uzayda dizisel sürekli bir fonksiyonun sürekli 

olduğu gerçeğinden hareket ederek (𝑋𝑘) 𝑣𝑒 (𝑌𝑘) iki aralık sayı dizisini göz önüne 

alalım ve 𝑘→∞ için 

𝑋𝑘→𝑋0  𝑣𝑒 𝑌𝑘→𝑌0 

olsun. Aralık toplamları dizisi (𝑋𝑘 + 𝑌𝑘) olup, 

lim
𝑘→∞

(𝑋𝑘 + 𝑌𝑘) = lim
𝑘→∞

[𝑋𝑘 + 𝑌𝑘 , 𝑋𝑘 + 𝑌𝑘] 

                                           = [ lim
𝑘→∞

(𝑋𝑘 + 𝑌𝑘) , lim
𝑘→∞

(𝑋𝑘 + 𝑌𝑘)] 

                                                           = [𝑋0 + 𝑌0 , 𝑋0 + 𝑌0] 

                                                           = 𝑋0 + 𝑌0 

elde edilir. Böylece + fonksiyonu dizisel sürekli, dolayısıyla süreklidir. 

Tanım 4.5.4. Her 𝑘 için 𝑋𝑘+1 ⊆ 𝑋𝑘 ise (𝑋𝑘) dizisine iç içe aralık dizisi denir. 

Lemma 4.5.1. Her iç içe aralık dizisi (𝑋𝑘) yakınsar ve lim
𝑘→∞

𝑋𝑘 = ⋂ 𝑋𝑘 
∞
𝑘=1 . 

İspat. Dizilerin sınırlarını ele alalım. 

𝑋1 ≤ 𝑋2 ≤ 𝑋3 ≤ ⋯ ≤ 𝑋3 ≤ 𝑋2 ≤ 𝑋1 

(𝑋𝑘) dizisi 𝑋1 ile üstten sınırlı reel sayıların azalmayan bir dizisidir ve lim
𝑘→∞

𝑋𝑘 = 𝑋 

dir. Benzer şekilde (𝑋𝑘 ) dizisi 𝑋1 ile alttan sınırlı reel sayıların artmayan bir dizisidir 

ve lim
𝑘→∞

𝑋𝑘 = 𝑋 dir. Ayrıca her 𝑘 için  𝑋𝑘 ≤ 𝑋𝑘 olduğundan 𝑋 ≤ 𝑋 olur. Böylelikle 

(𝑋𝑘) dizisi 𝑋 = [𝑋 , 𝑋] = ⋂ 𝑋𝑘
∞
𝑘=1  ‘ e yakınsar. 

 

Reel terimli tüm aralık sayı dizilerinin kümesini 𝑤  ile göstereceğiz. 𝑤 dizi uzayı 

aşağıdaki özellikleri sağlayan bir quasi-vektör uzayıdır. [22] 

1. (𝑋𝑘) + (𝑌𝑘) = (𝑌𝑘) + (𝑋𝑘) 
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2. (𝑋𝑘) + (𝑌𝑘) = (𝑋𝑘) + (𝑍𝑘) 𝑖𝑠𝑒 (𝑌𝑘) =  (𝑍𝑘) 

3. (𝑋𝑘) + ((𝑌𝑘) + (𝑍𝑘)) = ((𝑋𝑘) + (𝑌𝑘)) + (𝑍𝑘) 

4. (𝛼 + 𝛽)(𝑋𝑘) = 𝛼(𝑋𝑘) + 𝛽(𝑋𝑘) 

5. 𝛼((𝑋𝑘) + (𝑌𝑘)) = 𝛼(𝑋𝑘) + 𝛼(𝑌𝑘) 

6. 𝛼(𝛽(𝑋𝑘)) = (𝛼𝛽)(𝑋𝑘)   (𝛼𝛽 ≥ 0) 

7. (𝑋𝑘) = [1,1](𝑋𝑘) 

𝑤
′
𝑛𝑖𝑛 sıfır elemanı 0 = [0, 0] şeklindedir. 

 

4.6. Aralık Sayılarının Bazı Dizi Uzayları 

 

𝑐0 , 𝑐 𝑣𝑒 𝑙∞ aralık dizi uzayları sırasıyla sıfıra yakınsak, yakınsak ve sınırlı aralık sayı 

dizilerinin uzaylarıdır. Bu diziler sırasıyla aşağıdaki şekilde tanımlanır : 

𝑐0 = {𝑋 = (𝑋𝑘) ∈ 𝑤 ∶  lim
𝑘
𝑋𝑘 = 𝜃 , 𝜃 =  [0,0]}, 

 𝑐 = {𝑋 = (𝑋𝑘) ∈ 𝑤 ∶  lim
𝑘
𝑋𝑘 = 𝑥0 , 𝑥0 ∈ Iℝ}, 

𝑙∞ = {𝑋 = (𝑋𝑘) ∈ 𝑤 ∶  sup
𝑘
{|𝑋𝑘| , |𝑋𝑘| } < ∞}. 

𝑐0 , 𝑐 𝑣𝑒 𝑙∞ aralık sayı dizi uzayları 𝑤 uzayının alt uzaylarıdır. Ayrıca her (𝑋𝑘), (𝑌𝑘) ∈

𝑐0 (veya 𝑐 𝑣𝑒 𝑙∞) için : 

                             𝑑(𝑋𝑘, 𝑌𝑘) = supmax
𝑘

{|𝑋𝑘 − 𝑌𝑘| , |𝑋𝑘 − 𝑌𝑘|}                      (4.13) 

şeklinde tanımlanan 𝑑 fonksiyonu metrik aksiyomlarını sağlar [18]. Böylece (𝑐0 , 𝑑) 

(𝑣𝑒𝑦𝑎 (𝑐 , 𝑑) 𝑣𝑒 ( 𝑙∞ , 𝑑)) bir metrik uzaydır.  

Tanım 4.6.1. Varsayalım ki 𝑌 ∈ 𝑤 𝑣𝑒 𝑌 = [𝑌𝑘, 𝑌𝑘] olsun. Eğer 𝑌𝑘 = 𝑌𝑘 ise ∀ 𝑘 ∈ ℕ 

için 𝑌 = (𝑌𝑘) dizisine dejenere aralık dizisi adı verilir. 

Eğer 𝑋 = (𝑋𝑘) 𝑣𝑒 𝑌 = (𝑌𝑘) dejenere aralık dizileri ise (4.13) ifadesinde tanımlanan 𝑑 

metriği klasik dizi uzaylarında (reel veya kompleks sayıların yakınsak, sıfıra yakınsak 

ve sınırlı) tanımlı 

𝑑(𝑋𝑘, 𝑌𝑘) = sup
𝑘
|𝑋𝑘 − 𝑌𝑘| 

metriğine indirgenir. 
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Her reel sayının aynı zamanda bir dejenere aralık olmasından dolayı tüm reel değerli 

dizilerin uzayı olan 𝑤 uzayının tüm aralık sayı dizilerinin uzayı olan  𝑤 uzayının 

dejenere olmuş şekli olduğunu kolaylıkla görebiliriz. Bu nedenle 𝑤′𝑛𝑖𝑛 her alt uzayına 

bir dejenere dizi uzayı adı verilir. 𝑐0, 𝑐 , 𝑙∞  dizi uzayları sırası ile dejenere sıfıra 

yakınsak, dejenere yakınsak ve dejenere sınırlı dizi uzayları olarak adlandırılabilir. 

Tanım 4.6.2. 𝑋 = (𝑋𝑘) ∈ 𝑤 𝑜𝑙𝑠𝑢𝑛.  ∀ 𝜀 > 0 sayısı için ℎ𝑒𝑟 𝑛,𝑚 ≥

𝑁 𝑖ç𝑖𝑛 𝑑(𝑋𝑛, 𝑋𝑚) < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑁 ∈ ℕ var ise 𝑋 = (𝑋𝑘) aralık sayı dizisine 

aralık Cauchy dizisi denir. 

Teorem 4.6.1. (𝑐0 , 𝑑) , ( 𝑙∞ , 𝑑) 𝑣𝑒 (𝑐 , 𝑑) aralık sayı dizi uzayları (4.13) ifadesinde 

tanımlanan metrik ile tam metrik uzaylardır. 

İspat.  Yalnızca (𝑐0 , 𝑑) uzayının tam metrik uzay olduğunu gösterelim. Benzer bir 

biçimde diğerleri de gösterilebilir. 

∀ 𝑛 ∈ ℕ için (𝑋𝑛) = (𝑋𝑘
𝑛) = (𝑋0

𝑛, 𝑋1
𝑛, 𝑋2

𝑛, … ) ∈ 𝑐0 ve (𝑥
𝑛
) bir Cauchy dizisi olsun. 

Böylece her 𝜀 > 0 için 𝑛,𝑚 ≥ 𝑁 için 𝑑(𝑋𝑘
𝑛, 𝑋𝑘

𝑚) < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑁 ∈ ℕ 

sayısını bulabiliriz. Dolayısıyla, 

𝑑(𝑋𝑘
𝑛, 𝑋𝑘

𝑚) = supmax
𝑛,𝑚

{|𝑋𝑘
𝑛 − 𝑋𝑘

𝑚| , |𝑋𝑘
𝑛
− 𝑋𝑘

𝑚
|} < 𝜀 

ve 

|𝑋𝑘
𝑛 − 𝑋𝑘

𝑚| < 𝜀 ,         |𝑋𝑘
𝑛
− 𝑋𝑘

𝑚
| < 𝜀 

yazılabilir. Böylelikle (𝑋𝑘
𝑛) ℝ′𝑑𝑒 bir Cauchy dizisi olup ℝ de bir Banach uzayı 

olduğundan (𝑋𝑘
𝑛) yakınsaktır. Şimdi her 𝑘 ∈ ℕ için lim

𝑛→∞
𝑋𝑘
𝑛 = 𝑋𝑘 olsun. Böylece 

∀ 𝑛,𝑚 ≥ 𝑘0 için 𝑑(𝑋𝑘
𝑛, 𝑋𝑘

𝑚) < 𝜀 olduğundan  

lim
𝑚→∞

𝑑(𝑋𝑘
𝑛, 𝑋𝑘

𝑚) = 𝑑 (𝑋𝑘
𝑛, lim
𝑚→∞

𝑋𝑘
𝑚) = 𝑑(𝑋𝑘

𝑛, 𝑋𝑘) < 𝜀. 

Böylece 𝑛 → ∞ için 𝑋𝑛 → 𝑋 olur. Diğer taraftan, 

𝑑(𝑋𝑘, 𝑋𝑘
𝑛 − 𝑋𝑘

𝑛) = supmax
𝑘

{|𝑋𝑘 − (𝑋𝑘
𝑛 − 𝑋𝑘

𝑛)| , |𝑋𝑘 − (𝑋𝑘
𝑛
− 𝑋𝑘

𝑛
)|} 

                                         ≤ supmax
𝑘

{|𝑋𝑘 − 𝑋𝑘
𝑛| + |𝑋𝑘

𝑛| , |𝑋𝑘 − 𝑋𝑘
𝑛
| + |𝑋𝑘

𝑛
|} 

                                         ≤ supmax
𝑘

{|𝑋𝑘 − 𝑋𝑘
𝑛| , |𝑋𝑘 − 𝑋𝑘

𝑛
|} + supmax

𝑘
{|𝑋𝑘| , |𝑋𝑘|} 

olduğundan dolayı 𝑋 ∈ 𝑐0  ′𝑑𝑖𝑟.  
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Klasik dizi uzaylarındaki norm fonksiyonu, aralık sayılarının dizi uzaylarına 

genişletilebilir.  

Tanım 4.6.3. λ,  𝑤 nin bir alt cümlesi olsun. λ üzerinde bir norm aşağıdaki özellikleri 

sağlayan negatif olmayan ‖⋅‖λ ∶  λ → ℝ+ ∪ {0} fonksiyonudur.  

∀ 𝛼 ∈ ℝ 𝑣𝑒 ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ λ, 𝑋 ∈ λ ∖ {0} 𝑖ç𝑖𝑛  

N1) ‖𝑋‖λ > 0 

N2) ‖𝑋‖λ = 0 ⟺ 𝑋 = 𝜃 = [0,0] 

N3) ‖𝑋 + 𝑌‖λ ≤ ‖𝑋‖λ + ‖𝑌‖λ 

N4) ‖𝛼𝑋‖λ = |𝛼|‖𝑋‖λ 

‖𝑥‖ normunun reel sayılar dizi uzayındaki 𝑥 ile 0 arasındaki uzaklık olduğunu 

biliyoruz. (𝑐 , 𝑑), (𝑐0 , 𝑑) 𝑣𝑒 ( 𝑙∞ , 𝑑) metrik uzaylarının da birer normlu uzay haline 

getirilebildiği kolaylıkla gösterilebilir. Burada 

𝑑(𝑋𝑘 , 𝜃) = supmax
𝑘

{|𝑋𝑘 − 𝜃𝑘| , |𝑋𝑘 − 𝜃𝑘|} = supmax
𝑘

{|𝑋𝑘| , |𝑋𝑘|} 

𝜃 = [0,0] elemanı 𝑐0 , 𝑐 𝑣𝑒 𝑙∞ uzaylarının birim elemanıdır. 

Teorem 4.6.2. 𝑐0 , 𝑐 𝑣𝑒 𝑙∞ uzayları  

‖𝑋‖ = supmax
𝑘

{|𝑋𝑘| , |𝑋𝑘|} 

normu ile normlu aralık uzaylarıdır. 

İspat. λ = 𝑐0 (𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑐 , 𝑙∞) 𝑣𝑒 𝑋, 𝑌 ∈ λ olsun. 

N1) ‖𝑋‖λ = supmax
𝑘

{|𝑋𝑘| , |𝑋𝑘|} olduğundan ∀ 𝑋 ∈ λ ∖ {0} 𝑖ç𝑖𝑛 ‖𝑋‖λ > 0 olduğunu 

kolayca görürüz. 

N2) ‖𝑋‖λ = 0 ⟺ supmax
𝑘

{|𝑋𝑘| , |𝑋𝑘|} = 0 ⟺ 𝑋 = 𝜃 = [0,0] 

N3)  

           ‖𝑋 + 𝑌‖λ = supmax
𝑘

{|𝑋𝑘 + 𝑌𝑘| , |𝑋𝑘 + 𝑌𝑘|} 

                            ≤ supmax
𝑘

{|𝑋𝑘| + |𝑌𝑘|, |𝑋𝑘| + |𝑌𝑘|} 

                            = supmax
𝑘

{(|𝑋𝑘| , |𝑋𝑘|) + (|𝑌𝑘| , |𝑌𝑘|)} 

                            ≤ supmax
𝑘

{(|𝑋𝑘| , |𝑋𝑘|)} + supmax
𝑘

{(|𝑌𝑘| , |𝑌𝑘|)} = ‖𝑋‖λ + ‖𝑌‖λ 
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N4)  

‖𝛼𝑋‖λ = supmax
𝑘

{|𝛼𝑋𝑘| , |𝛼𝑋𝑘|} 

= |𝛼|. supmax
𝑘

{|𝑋𝑘| , |𝑋𝑘|} 

= |𝛼|. ‖𝑋‖λ 

Böylece ‖𝑋‖λ , λ üzerinde bir normdur.
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