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Yiiksek Lisans Tezi olarak hazirlanan bu ¢alisma iki béliimden olusmaktadir.
Birinci boliimde; sonraki bolimlerin daha iyi anlagilmasi i¢in yaklagimli kiimeler,
yakin kiimeler, temel yaklasim uzayi, yakin yaklagim uzay1 ve 6zellikleri, yakin yari
gruplar, I' —yar1 gruplar ile ilgili tanim, teoremler ve Orneklere yer verildi. Ayrica
yakinlik yar1 gruplar incelendi. Bu bolimde tam ayirt edilemezlik bagintisi
kavramina ve yakin yaklasim uzaylarinda alt ve list yaklagimlarin bazi 6zelliklerine
yer verilerek, yakin yaklagim uzaylarinda bir kiimenin iist yaklagimi dikkate alinarak,
yakinlik yar1 gruplart ve yakinlik yar1 gruplarmin yakinlik idealleri verildi.
Ikinci boliimde; yakin yaklasim uzaylarinda {ist yaklasimi dikkate almarak;
I' —yakinlik yar1 grubu tanimlandi ve 6rnekler verildi. Bu boliimiin ikinci kisminda,
tam ayirt edilemezlik bagintis1 kavrami ve yakin yaklasim uzaylarinda alt ve iist
yaklasimlarin bazi 6zelliklerine yer verildi. Ayrica I' —yakinlik yar1 grubu dikkate
almarak; I' —yakinlik alt yar1 grubu ve ideali tanimland1 ve bunlarla ilgili teoremler
ifade edilip, ispatlandi.

Anahtar Kelimeler: Yaklagimli Kuime; Yakin Kime; Yakmlik Yar1 Grup;
I' =Yar1 Grup; I' —Yakinlik Yar1 Grup.
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This study which is designed as a graduate thesis consist of two chapters. In
the first chapter, some basic concepts such as rough sets, near sets, fundamental
approximation spaces, nearness approximation spaces and their properties, nearness
I' —semigroups were given for the rest of the thesis to be understood better. Nearness
semigroups were also studied. In this chapter, complete indiscernibility relation and
some properties of lower and upper approximations on nearness approXimation
spaces were abtained and nearness semigroups were studied considering the upper
approximation of nonempty set on nearness aproximation  spaces.
In the second chapter, I' —nearness semigroups were introduced and examples were
given taking into consideration upper approximation in nearness approximation
spaces. In the second section of this chapter, concept of complete indiscernibility
relation and some properties of lower and upper approximations on nearness
approximation spaces were given. I' —nearness subsemigroup and its ideal were
introduced and theorems were abtained taking into consideration I' —nearness
semigroup.
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1. GIRIS

Tez olarak hazirlanan bu calisma bes boliimden olusmaktadir. Birinci
boliimde tezin giris kismi1 bulunmaktadir. Ikinci Béliimde kuramsal temeller baslig
altinda bes kisim yer almaktadir. Birinci kisimda yaklagimli kiimeler ve yakin
kiimelerin tanimi verilip bunlarla ilgili teorem ve &zelliklere yer verildi [5]. Ugiincil
kisminda ise temel yaklasim uzayinda alt yaklasim, iist yaklasim ve sinir bolgesi
tanimi1 yapildi. Bu yaklagimli kiimelerin yakin kiime oldugu teoremlerle ispat edildi
[5]. Dordiincii kisimda da temel yaklagim uzayr genisletilerek yakin yaklasim uzayi
tanimlandi. Yakin yaklagim uzay1 tizerinde alt yaklagim, {ist yaklasim ve siir bolgesi
tanim1 yapildi. Bu kiimelerinde yakin kiime oldugu teoremlerle ispat edildi [5].
Ayrica Ornekler verilerek konunun daha iyi anlasilmasi saglandi. Besinci kisimda
yakin yaklasim uzayr lizerinde yari grup tanimlandi. Yakinlik yari grupla ilgili
teoremlere ve Ozeliklere yer verildi [5]. Bu bdliimiin son kismi olan altinct boliimde
ise gamma yar1 gruplara yer verildi. Gamma yar1 gruplarla ilgili tanim ve 6zelliklere
yer verildi [8]. Uclincii boliimde materyal ve ydéntem hakkinda bilgi verildi.
Dordiincti  Boliimde bulgular baghigi altinda zayif yakin yaklasim uzayi {izerinde
gamma yar1 gruplarin tanimi yapilip teorem ve drneklere yer verildi. Son boliim olan
sonu¢ boliimiinde yapilan ¢alismanin daha 6nce yapilan ¢alismalarla karsilagtirilmasi

yapilmustir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Yaklagimli kiime fikri ilk olarak, 1982 de bilgi sistemindeki eksikligi ve
belirsizligi giderme modellemesinde bir temel arag olarak; Pawlak tarafindan ileri
straldid [20]. Yaklagimli kiime teorisi, bir evrensel kiimesinin bir alt klimesi igin, alt
ve ist yaklagim kullanarak bir kiime ¢ift olarak tanimlanan, kiime teorisinin bir
genisletilmesidir. Pawlak, tarafindan tanimlanan yaklasimli kiime modelindeki temel
kavram denklik bagintisidir. Bir kiimenin alt yaklasimi, kiimenin alt kiimesi olan tiim
denklik smiflarinin birlesimi ve {ist yaklagimi ise kiimeyle kesisimi bos kiime
olmayan tiim denklik siniflarinin birlesimidir.

Yaklasimli kiime iizerinde cebirsel yapinin nasil olusturulacagin ilk fikir
Iwinski tarafindan belirlenmistir [10]. Daha sonra yaklagimli alt gruplar, Biswas ve
Nanda tarafindan ¢alistlmis ve caligmalarinda yaklasimli alt  gruplarin
karakterizasyonlarini incelemislerdir [1]. Kuroki, 1997 de yaptig1 bir ¢calismada, yari
grupta yaklasimli ideal kavramini tanimlayarak idealin karakterizasyonu inceledi
[12]. Bu ¢alismalardan sonra, cebir teorisinde bu konu hala arastirilmaya devam
ediliyor.

2002 de Peters tarafindan yaklasimli kiimelerin genellestirilmesi olarak
“Yakin Kiime” teorisi gelistirilmis ve yaklasimli kiimelerin bir ¢ok kullanim
zorluklarin1 gidermistir. Bu teori de Peters nesnelerin yakinligini tanimlamak igin
nesnelerin 6zelliklerine bagh olan ayirt edilemezlik bagintisini tanimlamis ve bu
bagintiy1 kullanarak “Yakin Kiime” teorisinin temellerini atmistir [23].

2012 de Inan ve Oztiirk “Yakin Kiime” teorisini kullanarak, yakinlik gruplar
kavramini tanimladi ve dzelliklerini arastirdi [6,7]. Ayrica, 2015 de Oztiirk ve inan
yakinlik yar1 gruplar1 ve yakinlik halkalar1 tanimlayip ve bunlarin temel 6zelliklerini
belirleyip, ispatlamiglardir [8,9].

1986 da Sen ve Saha Gamma yar1 gruplar Uzerinde arastirma yaparak,
Gamma yar1 gruplarin o6zelliklerini incelemislerdir [31]. Bu arastirmadan sonra
bir¢ok matematik¢i yar1 grup teorisine paralel olarak, Gamma yar1 gruplar tizerinde

calismalar yapti.
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Bu tez ¢alismasinin son bolimiinde “Yakinlik yar1 gruplar” ve “Gamma yar1
gruplar” konusun daha genisleten “Gamma yakinlik yar1 grup” teorisine giris

yapilmig, temel 6zellikleri incelenmis ve bunlara 6rnekler verilmistir.
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3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda, temel olarak; yaklasimli kiimeler, yakin kiimeler, temel yaklasim
uzay1, yakin yaklasim uzay1 ve ozellikleri, yakin yar1 gruplar, /-yar1 gruplar ile ilgili

tanim, teoremler ve drneklere yer verildi. Ayrica, yakinlik yart gruplar incelendi.

3.1. Yaklasimh Kiimeler

Yaklagimli kiimeler kurami, her nesnenin bilgi ve 6l¢iimlerle tanimlanabildigi
varsayilan evren dikkate alinarak tanimlanmistir [15]. Klasik kiimeler ile yaklagimli
kiimeleri birbirinden ayiran en 6nemli 6zelligi sinir bolgesi kavrami tanimlanmaistir.
Ornegin bir kiimenin {iyeleri ya da tiimleyeninin bilesenleriyle kesinlikle
siniflandirilmayacak nesneler kiimesi ancak smir bolgesi kavrami ile
siiflandirilabilir. Klasik kiimelerde sinir bolgesi kavrami tanimli degildir. Bu ise
sinir bolgelerinin mevcut bilgilerle tam olarak siniflandirilamayacagi anlamina gelir.

Bilgilerin pargali yapisi nesnelerin ayrimini yapmamiza izin vermez ve ayni
veya benzer olarak gozlemlenir. Sonug olarak, yaklasimli kiime kuraminda taniml
kavramlar klasik kime kurami kavramlarinin aksine elemanlarla ilgili bilgiler
cinsinden tanimlanamaz. Bu yiizden Onerilen yéntemle herhangi bir belirsiz kavram,
alt ve tist belirsizlik kavramlari olarak adlandirilan belirli iki kavramla yer degistirir.

Alt yaklasim, nitelik bakimindan ayni1 degerlere sahip nesnelerden olusur. Ust
yaklasim ise nitelik bakimindan ayni degerlere sahip olmasi muhtemel tiim nesneleri
icerir. Buradan simir bolgesi taniminit olusturacak olursak iist yaklasimin alt

yaklasimdan farki bize sinir bolgesini verecektir.

3.1.1. Alt, Ust Yaklasimlar ve Siir Bolgesi

Bos olmayan sonlu U ve A kiimeleri dikkate alinsin. U evrensel kiime, A
nitelikler kimesi ve a € A olmak Uzere; V, niteliklerin degerler kiimesi olsun. A
kiimesinin herhangi bir alt kiimesi B olmak (zere; U iizerinde ayirt edilemezlik

bagintis1 I (B) soyle tanimlanir.
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Bir x nesnesinin a niteligine gére degerlendirilmesi a(x) € V, olmak Uzere;
her a € A igin a(x) = a(y) ise xI(B)y dir. Yani x ve y nesneleri B nin nitelikleri
ile ayirt edilemezdir. Agikga goriilityor ki, /(B) bir denklik bagintisidir. I1(B) nin
biitiin denklik siniflarinin ailesi, yani B tarafindan belirlenen boliim kiimesi U/I(B)
ya da basitce U/B seklinde gosterilir. U/B bolim kimesinde, x in bir denklik sinifi
B(x) ile gosterilir.

Eger (x,y) € I(B) ise x ve y, B —ayirt edilemezdir. I(B) bagintisinin denklik

siiflaria B-temel kiimeleri denir.

Tamim 3.1.1. [16] U evrensel kime ve X < U olsun.
B.(X) = {x e U|B(X) € X}

kiimesine X kumesinin B-alt yaklasimi denir.

Tamm 3.1.2. [16] U evrensel kime ve X € U olsun.
B*(X) = {x e UIB(XX) N X # ¢}

kiimesine X kiimesinin B —iist yaklasimi denir.
Tamim 3.1.3. [16] U evrensel kime ve X < U olsun.
BNp(X) = B*(X) — B.(X)

kiimesine X kiimesinin B-sinir bolgesi denir.

Eger X kiimesinin sinir bolgesi bos kiime ise, yani BNg(X) = 0@ ise, X
kiimesi B ye gore klasik kiimedir. Diger durumda, yani BNg(X) # @ ise, X kiimesi
B ye gore yaklagimli kiimedir.

Yaklagimli kiime, yaklagim kesinlik durumunu belirten

|B.(X)|
|B*(X)]

ag(X) =
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katsayisi ile ifade edilebilir. |B,(X)| ifadesi, B,(X) B —alt yaklasimindaki nesnelerin
sayisidir. Agik¢a 0< ag(X) <1 dir. ag(X) =1 ise X kimesi B ye gore klasiktir.
ag(X) < 1ise X kiimesi B ye gore yaklagimli kiimedir [16].

Yaklagimli kiimeler,

B _ |XﬂB(x)| . .
px(x) = B ile belirlenen
ug U > [01]

yaklagimli iiyelik fonksiyonu kullanarak da tanimlanabilir [15]. Buradan agik¢a
goruliyor ki u2(x) € [0,1] dir.
Yaklagimli tiyelik fonksiyonu yardimiyla bir kiimenin yaklagimlar1 ve sinir

bolgesi asagidaki gibi tanimlidir:
B.(X) = {x € Uluz(x) = 13},
B*(X) = {x € Ulug(x) > 0},

BNg(X) ={x € U| 0 < uf(x) < 1}.

3.2. Yakin Kiimeler

Bu kisimda yakin kiime kavraminin temelleri, ¢ikarim fonksiyonlari, yakin
kiimeler ve bu kavramlarla ilgili baz1 6zellikler verilecektir [17].

Yakin kiime teorisi, ayrik kiimelerdeki nesnelerden olusan benzer bilgilerin
metot olarak kullanilabilmesini  saglar. Yani nesnelerin  gdzlemlenmesi,
karsilastirilmas1 ve siniflandirilmast ig¢in yakin kiime teorisi kullanilir. Yakin
kiimelerin kesfi, gozlemlenen nesnelerin o6zelliklerini temsil eden fonksiyonlarin
secimi ile miimkiin olmaktadir. Bu fonksiyonlar i¢in temel model ilk olarak 1993 te
M. Pavel tarafindan, dijital goriintiilerin siniflandirilmasi i¢in verilmistir [12].

Yakin kiime teorisinde nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden ¢ikarim
fonksiyonlar1 bir nesneden, gézlemlenebilen 6zelliklerin degerine karsilik gelen bir

reel sayiya tanimlidir [17].
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Tanim 3.2.1. (Cikarim Fonksiyonu) [17] Algilanabilen nesnelerin ayirt edici
Ozelliklerini temsil eden reel degerli fonksiyonlara ¢ikarim fonksiyonu denir.
V' bostan farkli herhangi bir kiime, X € O algilanabilen nesnelerin kiimesi

olmak tizere, ¢ikarim fonksiyonu,
p:X-V

seklinde tanimlanabilir. Reel degerli ¢ikarim fonksiyonlar1 kullanarak; her ne kadar
cebirsel yapilar calisilabilse de, bu tanim yakin kiimeler teorisinde mantik ve cebirsel
yapilarin teorik olarak da caligilabilmesine imkan saglar.

Cikarim fonksiyonlar1 nesneler arasinda oldugu gibi benzer nesnelerden
olusan kiimeler arasinda da benzerlik kurar. Nesnelerin aralarindaki benzerlikler
dikkate alinirsa birbirine yakin olduklart gozlemlenir. Benzer sekilde nesnelerin

olusturdugu kiimelerde benzerlik yoniiyle birbirlerine belli derecelerde yakin olurlar.
Aksiyom 3.2.1. Bir nesne algilanabilirdir ancak ve ancak bu nesne tanimlanabilirdir.

Tamm 3.2.2. (Gorsel Cikarim Fonksiyonu) Algilanabilen nesneler yansiyan 151gin
kaynagindaki gorsel cisimlerin ayirt edici ozellikleri olmak {izere, O algilanabilen
nesnelerin kiimesi olsun. R, reel sayilar kiimesi ve X € O olmak Uzere bir ¢ gorsel

¢ikarim fonksiyonu

@:X >R

seklinde tanimlidir. x € X nesnesi i¢in ¢(x), x nesnesinin gorsel algidaki zenginligi

temsil eder.

Aksiyom 3.2.2. Nesne tanimlamalarini formiillestirmek nesnelerin matematiksel

olarak algilanmasini saglar.

Tamm 3.2.3. (4lgilanabilir Sistem) [17] O algilanabilen nesnelerin bostan farkli
sonlu bir kimesi ve F nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden ¢ikarim
fonksiyonlarmnin bos olmayan bir kiimesi olmak tizere, (O,F) ye bir algilanabilir

sistem denir.
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Nesne tanimlamasi asagidaki yapilmistir(Cizelge 3.1).

Cizelge 3.1 Nesne tanimlamasi

Sembol Anlami

Reel sayilar kiimesi,
Algilanabilen nesnelerin kiimesi,
X € 0, 6rnek nesnelerin kiimesi,
x € 0, 6rnek nesne,

Nesnelerin  ayirt  edici  Ozelliklerini  temsil eden  ¢ikarim
fonksiyonlarmin kiimesi,

B C F,

Tanim uzunlugu,

i<LLE€eTZL,

@;: 0 = R, ¢ikarim fonksiyonu,
®: 0 — R nesne tanimlamast,

CD(X) = ((P1(x), @2 (.X'), (P3(x), ‘P4(x): LA (Pi(x)' e (pL(x))

,S B8 ~w N R <XQCH

Nesneler ancak matematiksel bir takim tanimlamalar yardimiyla bilgisayar
sistemleri tarafindan algilanabilirler. Bir x € X nesnesinin tanimi, ¢ikarim
fonksiyonlart yardimiyla belirlenen @(x) fonksiyonu ile belirlenir. Burada 6nemli
konulardan biri de ¢; € B ¢ikarim fonksiyonlarinin, nesnelerin hangi yoniiyle
tanimlandig1 dikkate alinarak belirlenmesidir.B € F,X € O 6rnek nesnelerin ayirt
edici o6zelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlariin kiimesi ve ¢;: O — R olmak
Uzere, ¢; € B olsun. Nesnelerin ayirt edici Ozelliklerini temsil eden ¢;

fonksiyonlarmin, ¢;(x) degerlerinin bilesimi dikkate alinirsa

®:0 = RY, @(x) = (901 (%), 92(x), 93(x), 94 (%), ..., @; (%), ..., 9, (x))

tanim uzunlugu |®| = L olan nesne tanimlamasidir.
X € O kumelerinde ki nesneler benzer tanimlamalara sahip ise o zaman nesneler
birbirine yakindirlar. Her bir ¢, bir nesnenin ayirt edici bir 6zelligini belirtir. Bu

durumda x,x" € O glmak Uzere; A<Pi farki,

Ap, = loi(x") — ;i (x)]
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seklinde tanimlidir. A, farki, Z. Pawlak tarafindan tanimlanan ayirt edilemezlik
bagmtisini belirler.

Tanmm 3.2.4. [17] x,x" € O ve B € F olsun. i < |®| tanim uzunlugu olmak iizere;
{(x,x") €0 x0|Vp; € B,A,, = 0}

seklinde tanimlanan bagintiya O iizerinde ayirt edilemezlik bagintis1 denir ve ~5 ile

gosterilir.

Tammm 3.2.5. [17] B © F, nesnelerin tanimlanmasi ile ilgili ¢ikarim
fonksiyonlarinin kiimesi olsun. x,x" € O olmak Uzere, x ~¢,3 x'(A,, = 0) olacak
sekilde en az bir  ¢; € B var ise x ve x' nesneleri birbirlerine minimal yakindir
denir. Minimal yakmhk, “Yakinlik Tamimlama Ilkesi-NDP” olarak adlandirilir.
Kisaca asagidaki gibi sembollestirilmistir(Cizelge3.2).

Cizelge 3.2 Yakinlik tanimlama ilkesi
Sembol Anlami

B ~p={(x,x")]|p(x) = p(x"),Vp € B}, ayirt edilemezlik bagintisi,
[x]g [x]g = {x" € X|x ~p x'}, yakinlik sinifi,

0/~ |0/~p={[x]g|x € 0}, bolim kimesi,

'SB fBZO/NBi

A

0 Ay, = l9i(x") — 9;(x)], ¢ikarim fonksiyonlarmin farki

Teorem 3.2.1. [17] [x]p € &g sinifindaki nesneler yakin nesnelerdir.

Tanim 3.2.6. [17] X,X' € X ve B € F olsun. Bu durumda x € X ve x" € X' icin
X ~(p X' olacak sekilde ¢; € B varise X kiimesi X' kiimesine yakindir denir.

Tanmm 3.2.7. [17] XSO ve x, x'€X olsun.x, x' nesnesine yakin ise X
kiimesine kendisi ile ilgili yakin kiime veya bu duruma X kiimesinin yansimali

yakinlig1 denir.
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Teorem 3.2.2. [17] &z = O /~p, ayrisimindaki her bir sinif yakin kiimedir.

Ispat: & = 0/~5 = {[x]z|x € O} aynsiminda ki herhangi bir [x]z smifi ayni
tanimlamalara sahip nesnelerin kiimesidir, yani
x,x" € [x]p ise x ~p x' (her ¢; € Bigin A, = |p;(x") — @;(x)| = 0)

olur. Yansimali yakinlik tanim1 dikkate alinirsa, [x]g € g siift yakin kiimedir.
Teorem 3.2.3. &g ayrisimi bir yakin kiimedir.

Ispat: " ~5 ", O nesneler kiimesinin &z = O /~p, ayrisimini tamimlayan bir ayirt
edilemezlik bagintisi olsun. [x]p € g smifinin yakin kiime oldugu ve &g ayrigimi
birbirleriyle yakin olan nesneler igerdiginden &g bir yakin kiimedir.

Tanim 3.2.8. (Yakin kiimelerin hiyerarsisi) [17] X € 0 ve X', X" € X olsun. Bu
durumda X', X" yakin kimeler ise X de bir yakin kiimedir. Buna yakin kiimelerin

hiyerarsisi denir.

Tamim 3.2.9. (Kalitimsal Yakinlik) [17] Yakin kiime igeren herhangi bir kiime

yakin kiimedir. Buna kalitimsal yakinlik denir.
Teorem 3.2.4. [17] Yakin kiime igeren bir kiimenin kendisi de yakin klimedir.

Ispat: X kiimesinin bir yakin kiime icerdigini kabul edelim. Yakin kiimelerin

hiyerarsisi ve kalitimsal yakinlik kavramlari dikkate alinirsa, X bir yakin kiimedir.

3.3. Temel Yaklasim Uzay:

Tamm 3.3.1. (Temel Yaklagim Uzayr) [17] O algilanabilen nesnelerin kiimesi, F
nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlarinin kiimesi ve
"~g", O nesneler kiimesinin B € F ile ilgili {5 = O /~p ayrisimim belirleyen bir
ayirt edilemezlik bagintis1 olmak iizere, (O,F, ~5) yapisina temel yaklasim uzayi

(FAS- Fundamental Approximation Space) denir.

10
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Tamim 3.3.2. (Bir kiimenin alt yaklagimi) [17] O nesneler kimesi olmak tzere; X <
O kimesinin bir yaklagimi, X in alt kimesi olan [x]z =0 /~p smiflarinin
birlesiminden olusur. Bu yaklagima X kimesinin B — alt yaklasimi denir ve
Bx= | ] 1xls

[x]pEX
ile gosterilir. Sonug olarak, B,X bostan farkli ise B,X in her bir sinifindaki nesneler,

X deki nesnelerin tanimlamalari ile eslesen tanimlamalara sahiptir.

Lemma 3.3.1. [17] O nesneler kimesi ve X € O olmak zere; X kiimesinin B — alt

yaklagimi B, X bir yakin kiimedir.

Teorem 3.3.1. [17] O nesneler kiimesi ve X € O olmak Uzere; X bostan farkli bir

B.X alt yaklasimina sahip ise X bir yakin kiimedir.

Ispat: Bostan farkli bir B,X alt yaklasima sahip olan bir X kiimesi dikkate alinsi.
B.X alt yaklasim1 yakin kiime oldugundan ve Teorem 3.2.4 den yakin kiime iceren

bir kiime yakin kiime oldugundan X bir yakin kiimedir.

Tammm 3.3.3. [17] (Bir kiimenin ist yaklasimi) X € O, algilanabilen nesnelerin
kiimesi ve B kumesi de, O daki nesnelerin ayirt edici Ozelliklerini temsil eden
¢ikarim fonksiyonlarinin kiimesi olsun. X € O kiimesinin bagka bir yaklasimi, X
kiimesi ile ara kesiti bostan farkli olan [x]g € O / ~p siiflarinin birlesiminden

olusur. Bu yaklagima X in B — st yaklasimi denir ve

[x]pNX=0

ile gosterilir. Diger bir ifade ile B*X iist yaklasimin X deki bir nesneye tanimi ile
eslesen en az bir nesne tanimi igeren sinifinin birlesiminden olusur.

B.X alt yaklasimi, B*X st yaklasiminin alt kiimesidir. B*X  Ust
yaklasiminin alt kiimesi olmayan bir veya birden fazla [x]z € O / ~p smiflan

olabilir ya da olmayabilir.

11
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Teorem 3.3.2. [17] O nesneler kiimesi ve X € O olmak Uzere; B*X st yaklagimi
ve X kiimesi yakin kiimelerdir.
Tamim 3.3.4. (Sinir bolgesi) [17] Bir X € O olmak Uzere; X yakin kiimesinin sinir

bolgesi

B*X \B.X ={x|x€B*Xvex ¢& BX}
seklinde tamimlidir ve BndgX ile gosterilir. Asagidaki gibi gosterilebilir(Cizelge
3.3).

Cizelge 3.3 Temel yaklagim uzay1
Sembol Anlam:

(0,F,~p) Temel yaklasim uzay1 (FAS), B € F

B.X [x]:gx [x]p, X in B —alt yaklagimy,
BX [x]ngm [x]g, X In B —iist yaklagimu,

BndpX | BndgX = B*X \ B.X = {x|x € B*X ve x ¢ B.X}.

Bostan farkhi Simir Bolgesi olan Yakin Kiime: Bir yakin kiimenin sinir1 bostan
farkl1 oldugunda X kiimesi alt ve iist yaklasima sahip olan kiime olarak dikkate
alinabilir. BndgX # @ ise X, yaklasima sahip olan ya da yaklagik olarak B deki
fonksiyonlarla iligkili olan yakin kiimedir. BndgX # @ ise | BndgX| > 0 dir. Bu

durumda X yaklasima sahip olan yakin kiimedir.

Teorem 3.3.3. (Temel Yakin Kiime Teoremi) [17] O nesneler kiimesi ve X € O

olmak Uzere; | BndgX| = 0 ise X kiimesi yakin kiimedir.

3.4. Yakin Yaklasim Uzay1 ve Ozellikleri

Bu kisimda yakin yaklasim uzay1 kavrami yapisal olarak tiim bilesenleri ile
dikkate aliacaktir. Yakin yaklasim uzaylarinda tanimlanan alt, {ist yaklagim ve sinir
bolgesi kavramlar1 drneklerle birlikte verilecektir. Yakin kiimeler ile yakin yaklagim

uzaylarinda tanimlanan yaklasimlar arasindaki iliskilerden bahsedilecektir [5].

12
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Yakin yaklagim uzay1 tanimlamasi asagidaki gibi sembollestirilebilir(Cizelge 3.4).

Cizelge 3.4 Yakin yaklagim uzayi

Sembol Anlam:
B BCF
T (lfl), yani ¢; € B fonksiyonlarinin sayisinin r li kombinasyonu,
B, r <|B|,
~B, B, yardimiyla tanimlanan ayirt edilemezlik bagintisi,
[x]g, r < |B|,[x]p, = {x" € O| x~p_x} yakinlik smifi,

EO,BT fo,Br =0 /NBrv
N,.B N.B = {$op,|Br © B}, ayrisimlarin kiimesi,

Vy,:#(0) X $(0) - [0,1], yakinlhk fonksiyonu,

N.(B).X |N.(B).X = [x]B{gx [x]5,., alt yaklasim,

N,.(B)*X N,(B)*X = [x]BTLer::tz) [x]g,, list yaklagim,
N-(B)'X \ N;(B).X = {x € N.(B)"X|x & N,(B).X}
Bndy, (g)(X) | yakin sinir bolgesi.

O algilanabilir nesnelerin kiimesi ve F kiimesi de nesnelerin ayirt edici

ozelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlariin kiimesi olsun.

r, kisitlanmig B, € B € F alt kiimesinin kardinalitesi olmak Uzere; "~p ",

yaklagimli kiime teorisinden B, € B alt kiimesine kisitlanmisi olan ayirt edilemezlik

bagintisidir. B, kimesinin her segimi, "~p " ayirt edilemezlik bagmtisiin O
algilanabilir nesneler kiimesinin farkli bir ayrigiminin tanimlanmasina yol agar. Bu
secim; |B|, Bdeki ¢ikarim fonksiyonlarinin sayisi ve r , B, kiimesinin kardinalitesi
olmak tizere, (") farkh sekilde yapilabilir.

"~p." aymrt edilemezlik bagintisi, O algilanabilir nesneler kiimesini ikiger
ikiser ayrik olan [x]p  yakinhk smiflarma aymir. Bu smflarn O/~p =
{[x]Brlx € 0} kiimesi bolim kimesidir. §pp  aynsmmi  &yp = O0/~p  dir.
Ayrigimlarin bir ailesi olan N,.(B) kiimesi de N,.(B) = {EO,BrlBr c B} dir.

Ayrica, vy yakmlik fonksiyonu vy :$(0) X (0) — [0,1] seklindedir.

Yakinlik fonksiyonu bir kiime ciftinden, [0,1] araligina tanimli bir fonksiyon olup,

13
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vy, yakinlik fonksiyonu B, € B deki fonksiyonlar yardimiyla 6zellikleri belli olan
nesne kiimeleri arasindaki yakinlik derecesini temsil eder [25].

Nesne Ozelliklerini temsil eden B, € B € F alt kiimelerinin her birinin ('f')
farkli secimi, birer farkli ~p = {(x,x") € 0 X O|V@; € B, p;(x") = ¢;(x)} ayit
edilemezlik bagmtisi, [x]p = {x’ € O|V@; € B,, ¢;(x") = ¢;(x)} yakmnlik sinfi,
$o,5, aynisimi, Np.(B) = {EO,BrlBr c B} klimesi ve vy _yakinlik fonksiyonu belirler.
Bu durumda (x,x') € ~p ise x ve x' nesnelerine B, deki tim c¢ikarim

fonksiyonlaria gore B —ayirt edilemezdir denir.

Tanmm 3.4.1. O algilanabilir nesneler kiimesi; F, nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini

temsil eden ¢ikarim fonksiyonlarinin kiimesi ve r < |B| olmak (zere; ~g"
O nesneler kimesinin B, € B € F ile ilgili £y 5. = O/~p_ ayrisimin belirleyen bir
ayirt edilemezlik bagintisi, N,(B) = {fO,BJBr c B} ayrisimlarin kiimesi ve vy
yakimlik fonksiyonu olsun. Bu durumda (0O,F, ~p,.» Ny (B),vNT) yapisina yakin

yaklagim uzay1 (NAS-Nearness Approximation Space) denir.
Teorem 3.4.1. [17] Ayrisimlarin ailesi olan N,.(B) kiimesi bir yakin kiimedir.

ispat: $o, = N(B) aynsmm [x]p  smiflarini igerdiginden ve bu siniflar birer
yakin kiime olduklarindan §y 5 bir yakin kiimedir. Boylece N,(B) kumesi bir

yakin kiimedir.

Tanim 3.4.2. O nesneler kiimesi ve X € O olmak uzere, X kiimesinin B € F ile

ilgili N,.(B) — alt yaklagim1

n@x= | s,

[x]B,EX

seklinde tanimlanir.

Tanmmm 3.4.3. O nesneler kiimesi ve X € O olmak Uzere, X kiimesinin B € F ile

ilgili N,.(B) — st yaklagimi

14
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meyx= | i,

[x]g, NX+0
seklinde tanimlanir.

Teorem 3.4.2. [17] O nesneler kimesi ve X € O olmak (zere, X kimesinin

N,.(B) — alt yaklagim1 bir yakin kiimedir.

Ispat: Alt yaklasimin tanimi dikkate alinirsa, N,.(B),.X € X ve N,(B).X, X in alt

kiimeleri olan [x]p simflarindan olusur. [x]p ~ smiflarmin her biri yakin kiime

oldugundan N,.(B),X -alt yaklasimi da bir yakin kiimedir.

Benzer durum {ist yaklasim i¢in de gecerlidir.

Teorem 3.4.3. [17] O nesneler kimesi ve X € O olmak (zere, X kimesinin

N,(B)*X — st yaklagimi bir yakin kiimedir.

Tamim 3.4.4. Bir X € O kiimesinin sinir bolgesi,
BndNr(B)(X) = N, (B)"X \ N.(B).X

={x € O|x € N.(B)*X ve x € N.(B).X}
seklinde tanimlanir.

Teorem 3.4.4. [17] O nesneler kiimesi ve X € O olmak (zere, X klimesinde

|Bndy. 5)(X)| = 0 ise X kiimesi bir yakin kiimedir.

Ispat: |Bndy 5 (X)| >0 ve |Bndy 5 (X)| =0 olmak izere, iki durum sz
konusudur.

Q) |BndNr(B)(X)| >0 (andNT(B) (X)| # 0) olsun. Bostan farkli smnir
bélgesi olan X € O kiimesi dikkate alinsin. Bunun anlami, N,.(B),X < N,.(B)*X yani
N, (B).X alt yaklasimi1 N, (B)*X st yaklasiminin bir alt kiimesi ve ayn1 zamanda
N, (B).X alt yaklasimi X in bir alt kimesidir. Boylece Teorem 1.2.2 den X bir yakin

kiimedir.

15
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(i) |BndNT(B)(X)| =0 ise Bndy,()(X) =0 ve dolaysiyla N,.(B).X =
N,(B)*X ve N,.(B).X < X dir. Bu nedenle N,.(B),X ve X ortak tanimlamalara sahip
nesneler igerir. Her yakinlik smifit bir yakin kiimedir. Alt yaklagimin tanimindan
N,.(B).X deki tim siniflar ayn1 zamanda X in alt klimeleridir. Boylece X bir yakin

kiimedir.
Teorem 3.4.5. [17] Alt veya iist yaklasima sahip olan her kiime bir yakin kiimedir.

Ispat: Teorem 3.2.4 dikkate alimirsa, X kiimesi bir yakin kiimedir ancak ve ancak
|BndNT(B)(X)| >0 dir. |Bnd1vr(3) (X)| >0 ise X kiimesi yaklasima sahip olan
kiimedir, yani X kiimesi bir yakin kiimedir. |Bnd1vr(3) (X)| =0 ise X yakin kiime
olarak dikkate alinabilir, ancak alt veya {ist yaklasima sahip olamaz. Sonug olarak, alt

veya iist yaklagima sahip olan bir kiime yakin kiimedir, ancak her yakin kiime alt

veya list yaklasima sahip degildir.

Ornek 3.4.1. [56] (Bir Kimenin Alt ve Ust Yaklasimlar)) O =
{a,b,c,d,e, f,g,h,i,j} algilanabilen nesnelerin kiimesi ve B = {@4, @5, 3} S F

¢ikarim fonksiyonlarmin kiimesi ve r = 1 olsun. ¢, ¢,, @5 ¢ikarim fonksiyonlari
91.0 > Vi ={ay, a3},
©2.0 -V, = {a},

3.0 » V3 = {a;, ay, as}

Asagidaki gibi tanimlansin(Cizelge 3.5).

Cizelge 3.5 Cikarim fonksiyonu
la b ¢ d e f g h i |j
P11 |y @ G Oy @ 0 A A Ay aq
Y, 1@ @ a; & Oy @ A o; Ay g
Y3 a3 a o3 a3 ay a Ay o a3 A

Bu durumda

l[al,, = {x" € Olo,(x") = @1(a) = a,}

16
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={a,c,d,i} = [cly, = [dly, = [ily,,
[bly, = {x" € Ole1(x") = ¢1(b) = a1}
=1{b,e,f.g9,hj} = lelp, = [flp, = [9lp, = [hly, = Uly,
dir. O zaman ¢, = {[al,,, [b],,} olur.
laly, = {x" € Ole,(x") = ¢2(a) = a1}
={a,b,c,de,f,g,h,1,j} = [bly, = [cly, = [d]p, = [elp, = [fl,
= [glp, = [hly, = [ilp, = [y,
dir. Buradan &, = {[al,,} olur. Son olarak,
[aly, = {x" € Olg3(x") = p3(a) = a3}
={a,c,d,i} = [cly, = [dly, = [ile,,
[bly, = {x" € Oles(x) = @3(b) = a4}
={b,e,h,j} = [ely, = [Mlp, =[]y, .
[flp, = {x" € Olos(x") = 93(f) = a5}
={f,9} = flp, = [glp,

tir ve dolayisiyla ¢, = {[a]%, [b]y, [f]<p3} olur. Boylece r=1 igin O
algilanabilir nesneler kiimesinin ayrigimlarinin kiimesi N;(B) = {f(p l,f(pz,f%} tar.

Budurumda X = {a,c, f,i} S O kiimesinin st yaklagim1

meyx= | b,

[x]q,inX;t(D
= [a]gol U [b]gol U [a]goz U [a]gog U [f]gog

={a,c,d,i}u{b,e f,g,hj}V{ab,cdef,ghijlU{f g}

= {aibﬁcﬁdielf’g’h’i’j} = 0
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dir. X kiimesinin alt yaklagim1

m@x= | ] iy =0
[x](pl.EX
dir. Ayrica, X kiimesinin sinir bolgesi de

Bnle(B)(X) = N;(B)*X \ N,(B).X
={a,b,c,d,e,f,g,hij}I\D
={a,b,c,d,e f,g,hij}

olur.

Tammm 3.45. X< O,r < |B| ve B, € F olmak lzere; ~p,, O lizerinde bir ayrt
edilemezlik bagmtis1 olsun. Her x,y € X i¢gin [x]p [y]p. = [xy]p,. ise ~p aymut

edilemezlik bagintisina O {izerinde tam ayirt edilemezlik bagintis1 denir.

Teorem 3.4.6. [5,6] (O, F, ~g,» Ny, Vi) yakin yaklasim uzay1 ve X,Y € O olsun. Bu

durumda asagidaki 6zellikler gegerlidir.

1) N,(B).X € X S N,(B)*X.

2) N,(B)*(XUY) = N,(B)*X UN,(B)"Y.
3) N.(B).(XNY)=N.(B).XNN,.(B).Y.
4) X CYise N.(B).X € N,(B).Y.

5) X CYise N,.(B)*X < N.(B)"Y.

6) N.(B).(XUY)2N,.(B).XUN,(B).Y.
7) N.(B)*(XNY) < N,.(B)*X n N,(B)"Y.

Ispat: (1) x € N.(B).(X) olsun. Bu durumda x € [x]z. €X oldugundan
N;(B).(X) € X olur. x € X olmak (izere; x € [x]p_ oldugundan [x]p N X # @ dir.
O halde x € N,.(B)*(X) olur. Boylece X < N,.(B)*(X) dir.
(2) xeN,(B)'XUY) e [x]p N(XUY) =0

< ([x]g, NX)U ([x]p. NY) =@

& ([x]z, NX) =0 veya ([x]z NY) =0

18
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< x € N,.(B)*X veyax € N.(B)*Y
& x € (N,(B)*X UN,(B)'Y)
dir. Boylece N,(B)*(XUY) = N,(B)*X UN,(B)*Y elde edilir.

@) x EN.(B).(XnY) & [x]p €XNY
© [x]p, EXvelx]p €Y
& x € N.(B),X ve x € N,(B).Y
© x € (N.(B).X N N.(B).Y)

dir. Sonug olarak, N,.(B).(X nY) = N,.(B).X n N,.(B).Y olur.
(4) X € Y olsun. Budurumda X NnY = X. (3) 6zellik dikkate alinirsa,
Ny (B).X = Ny.(B).(X NY) = N.(B).X N N.(B).Y
olur. Boylece N,.(B).X < N,.(B).Y elde edilir.
(5) X € Y olsun. Budurumda X UY =Y olur. (2) 6zelligi kullanilirsa
N.(B)'Y = N.(B)*(XUY) = N.(B)*X U N,.(B)'Y
dir. Buradan N,.(B)*X S N,.(B)"Y oldugu goriiliir.
(6) XS XUYwveY C X UY oldugundan (4) 6zelligi kullanilirsa
Ny (B).X € Ni.(B).(X UY) ve N.(B).Y € Ny(B).(X UY)
elde edilir. Boylece N,(B).X U N,.(B).Y € N,.(B),.(XUY) olur.
(7)XNY S XveXNnY CY oldugundan (5) 6zelligi kullanilirsa
N,.(B)*(XnY) <€ N,.(B)*X ve N,.(B)*(XnY) < N,.(B)*Y dir. Buradan

N.(B)* (X nY) € N.(B)*X n N, (B)*Y bulunur.
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Teorem 3.4.7. (O,IF, ~g, Ny, VNT) bir yakin yaklasim uzayr olsun. X ve Y, O

algilanabilir nesneler kiimesinin bostan farkli alt kiimeleri olmak tizere,

(N-(B)*X)(N-(B)'Y) € N;.(B)*(XY) dir.

Ispat: x € (N,.(B)*X)(N,(B)*'Y) = x =ab; a € N,(B)*X,b € N,(B)'Y
— [a]BrﬂXJtQ),[b]BTﬂYiQ)
=>a€lalg.ve a€X,b€[blg ve bEY

= x = ab € [a]p, [b]lp, S [ablp ve x =ab € XY

= x =ab € [ablp ve x = ab € XY

= x € [ablg, NXY

= [abls, NXY # @
ve dolayisiyla ab € N,.(B)*(XY) olur. Buradan N, (B)*X N,.(B)*Y < N,.(B)*(XY)
elde edilir.

Teorem 3.4.8. ~5 ,0 Uzerinde tam ayirt edilemezlik bagintisi olsun. X ve Y O nun

bostan farkl: alt kiimeleri olmak tizere

(N, (B).X)( N-(B).Y) € N,(B).(XY) dir.

ispat: x € (N.(B).X)(N,(B).Y) = x = ab; a € N.(B).X, b € N.(B).Y
=>x=ab;a€la]lg, SXVve be[b]lg €Y
= x =ab; ab € [a]p [b]p, = [ab]p, ve ab € XY
= x € [ab]p, = [x]p vex € XY
= [x]p, € XY

olur ve dolayisiyla x € N,.(B).(XY) olur. Buradan da

(N,.(B).X)(N,(B).Y) < N,.(B).(XY) elde edilir.

3.5. Yakinlik Yar1 Gruplar

Bu kisimda yakinlik yar1 grubu ve yakinlik ideali kavramlari 6rneklerle
verilecektir. Ayrica, yakinlik yart grubunun yakinlik sol, sag ve iki yanli ideali

kavramlart ile ilgili baz1 6zellikler incelenecektir [5].
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Tamm 3.5.1. (0,F,~p_,N,,Vy ) yakin yaklasim uzayi; ".", O Uzerinde bir ikili
islem ve S € O olsun. Asagidaki ozellikler saglaniyorsa S ye yakin yaklasim uzayi
tizerinde yar1 grup veya kisaca yakinlik yart grubu denir.

(i) Herx,y € S icinxy € N,.(B)*S,

(ii) Her x,y,z € Sicin x-(yz) = (x-y)z ozelligi N,.(B)*S de saglanilir.

Tamm 3.5.2. (O,F,~p_, Ny, Vy ) bir yakin yaklasim uzay1, S yakinlk yar1 grubu ve
I, S nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. N,.(B)*I, S yakinlik yar1 grubunun bir sol
(sag, iki yanl) ideali ise, bu durumdal, S yakinlik yar1 grubunun bir sol (sag iki

yanli) yakinlik idealidir.

Teorem 3.5.3. (0, F, ~g,, Ny, Vy ) bir yakin yaklasim uzayi ve § € O olmak Uzere;
(i) S bir yar1 grup ise bu durumda S bir yakinlik yar1 grubudur.
(i) 1, S yakinlik yar1 grubunun bir sol (sag iki yanl) ideali ise bu durumda /,
S yakinlik yar1 grubunun bir yakinlik sol (sag iki yanli) idealidir.

Ispat: (i) S bir yar1 grup olsun. S € O oldugundan Teorem 3.4.6.(1) den, @ = S €
N,.(B)*S dir. Boylece her x,y,z€ Sicin x-y € N.(B)*'Sve (x-y)-z=x-(y"z)
ozelligi N,(B)*S de saglanir ve dolayisiyla S bir yakinlik yar1 grubudur.

(i) 1, S yakinlik yar1 grubunun bir sol ideali (SI < I) olsun. S € N,(B)*S,
oldugundan Teorem 3.4.7 ve Teorem 3.4.6.(5) ten

S(N-(B)*I) < (N;(B)*S)(N-(B)"I)

< N.(B)*(SD)

C N,.(B)'I
olur ve dolayisiyla N,.(B)*I, S yakinlik yar1 grubunun bir sol idealidir. O halde; I, S
yakinlik yar1 grubunun bir yakinlik sol idealidir. Diger durumlar benzer yol izlenerek

kolayca gorulir.

Teorem 3.5.4. ~g_, Oiizerinde bir ayit edilemezlik bagintisi olmak iizere

(O0,F, ~p,, Ny, Vi) bir yakin yaklagim uzay1, S € O bir yar1 grup ve A € S olsun.
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(1) A, S yar1 grubunun bir alt yar1 grubu ise N, (B).A bostan farkli olmak
uzere; N,.(B).A, S nin bir alt yar1 grubudur.
(i) I, S nin bir sol (sag veya iki yanl) ideali ise N,.(B),I bostan farkli olmak

uzere; N,-(B).S nin bir sol (sag veya iki yanli) idealidir.

Ispat: (i) A, S yar1 grubunun bir alt yar1 grubu olsun. Bu durumda Teorem 3.4.8 ve
Teorem 3.4.6.(4) kullanilirsa

(N (B).A)(N,(B).A) € N;(B).(AA) € N,(B).A
elde edilir. Boylece N,.(B).A, S nin bir alt yar1 grubudur.

(it) I, S nin bir sol ideali, yani SI < I olsun. Bu durumda Teorem 3.4.8 ve
Teorem 3.4.6.(4) dikkate alinirsa,

(Ny(B).S)(Ny(B).I) € Ny-(B).(SI) € Ny-(B).I

bulunur. Buradan N,-(B).I, N, (B).S nin bir sol idealidir. Diger durumlar benzer yol

izlenerek kolayca gorulur.

Tamim 3.5.5. S € O bir yakinlik yar1 grubu ve I, S nin bostan farkli bir alt kiimesi
olsun. N,.(B).I, S nin bir bi-ideali ise; I ya, S nin bir yakinlik bi-ideali denir.

Teorem 3.5.6. ~p_, O iizerinde bir ayirt edilemezlik bagintis1 ve S € O olsun. Bu

durumda I, S nin bir bi-ideali olmak tzere; I, S nin bir yakinlik bi-idealidir.

Ispat: I, Snin bir bi-ideali olsun. Bu durumda Teorem 3.4.7 ve Teorem 3.4.6.(5)
dikkate alinirsa
(N-(B)*'D)S(N,(B)*I) < (N-(B)")(N-(B)*S)(N(B)'I)

C N,.(B)*(ISI)

C N,.(B)*I

elde edilir. Teorem 3.5.4.(1) den N,.(B)*I, S nin bir bi-idealidir. Boylece; I, S nin bir
yakinlik bi-idealidir.
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Teorem 3.5.7. ~g_, O lizerinde bir tam ayirt edilemezlik bagintis1 ve S € O olsun.

1, S nin bir bi- ideali ise N,.(B).I de N,.(B).S nin bir bi-idealidir.

Ispat: I, S nin bir bi-ideali olsun. Teorem 3.4.8 ve Teorem 3.4.6.(6) dan
(N (B).)(N(B).S)(N,(B).I) € N,(B),(ISI) € Ny(B).I
elde edilir. Teorem 3.5.4.(1) den N,.(B).I; N,(B).S nin bir bi-idealidir.

Teorem 3.5.8. ~g,, O tizerinde bir ayirt edilemezlik bagintist ve S € O olsun. [ ve

J, sirastyla S nin sag ve sol idealleri olmak {izere

N-(B)"(I]) € N.(B)*(I n]) € N.(B)I n N,.(B)"] dir.

Ispat: [ ve J, sirasiyla S nin sag ve sol idealleri olsun. Bu durumda I] € IS € I ve
I] € S] € Jolur. Buradan IJ <€ I nJdir. Boylece, Teorem 3.4.6.(5) ve Teorem
3.4.6.(7) kullanilirsa

N,.(B)*(I)) € N.(B)*(INJ) S N,(B)*I n N,(B)*] elde edilir.

Teorem 3.5.9. ~g_, O iizerinde bir ayirt edilemezlik bagintisi ve S € O olsun. I ve

J, sirastyla S nin sag ve sol idealleri olmak tiizere

N,B.(I)) € Ny(B).I N N,(B).J dir.

Ispat: I ve J sirasiyla S nin sag ve sol idealleri olsun. Bu durumda I] € IS € I ve
I] € §] < Jolur. Buradan IJ < I n ] dir. Sonug olarak; Teorem 3.4.6.(3) ve Teorem
3.4.6.(4) den

N (B).(I]) € Nx(B).(IN]) € N.(B).I N N,(B).J bulunur.

3.6. I'-Yaklasimh Yar1 Gruplar
Bu kisim da ilk olarak I'-yaklagimli yar1 gruplar igin gerekli olan I' —yar1
grubun, 7-alt yar1 grubun, I' —yar1 grubun ideali tanimlar1 ve I' —yar1 grubu Ornegi

verilmistir [24]. Daha sonra [I'-yaklasimli yar1 gruplar hakkinda genel bilgiler

verilmistir [8].
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Tanmm 3.6.1. S={x,y,z ..} ve I'={a,pB,y,..} herhangi iki kime olsun. S
asagidaki ozellikleri saglarsa S ye I' —yar1 grubu denir. Vx,y,z € Sve Va,f €T

(i) xay €8
(ii) xa(yBz) = (xay)pz

Ornek 3.6.2. A+ @veB # @ kiimeler olmak izere,

S ={flf:A - B doniisim}

I' ={yly: B - A doniisim}

kiimeleri verilsin. f,h € Sigin foh & S dir, fakat f,h €Sve y€Tigin foyo
h : A — B doniisiim oldugundan f oy o h € S dir. Bu durumda,

i SXI'XS->S

(fvh)» fyh=feyoh

ikili islem ve

Vf,gh €SveVy,BET fy(gBh) = rg)Bh

dzelligi saglandigindan S bir T' —yar1 grubudur.

Ornek 3.6.3 F bir cisim ve

S={A=(a)|a;jeF;i=12..m, j=12,...,m;mneL}
r={=GPlyjeFi=12..,n, j=12,...mymneL}
olmak Uzere;

2SXI'XS - S

((@s). ). (01)) = ((@47) o 03D s Bid) )

islemi tanimlansin. Bu durumda

1) VA BeES ve VyerT AyB €S

2)VA B CeSvevVy,BET (AyB)SC = Ay(BBC)
Ozellikleri saglandigindan S bir I' — yar1 gruptur.
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Tanmmm 3.6.4. S bir I' —yart grup ve A,S T’ —yart grubunun bos olmayan bir alt
kiimesi olsun. Eger AT'A € A ise A ya S nin bir I’ —alt yar1 grubu denir.

Tammm 3.6.5. S bir I’ —yar1 grup ve A, S I’ —yar1 grubunun bos olmayan bir alt
kiimesi olsun. AI'S € A(STAC A) ise 0 zaman A ya S nin bir sag (sol) ideali
denir.

Tammm 3.6.6. U, bos olmayan bir evrensel kiime ve ©, U (zerinde bir denklik

bagntisi olsun. (U, ©) ciftine yaklagim uzay1 denir.

Tanmm 3.6.7. ©, S I' —yar1 grubun {izerinde bir denklik bagintist olsun. Vx € S ve
Vy €l (a,b) € ® oldugunda (ayx,byx) € ® ve (xya,xyb) € ©® ozellikleri
saglanirsa @ ya S ' —yar1 grubu iizerinde bir kongriient bagintis1 denir.

Herhangi bir a € S elemaninin belirttigi denklik sinifi
a=[a]lg ={x €S|aBx} ilegosterilir.
Tanmm 3.6.8. ©, S I' —yar1 grubun iizerinde bir denklik bagintisi olsun. Va,b €

Svey €T [aley [ble = [ayb]g ise O denklik bagintisina tamdir (complete) denir.

Tamim 3.6.9. A, S ' —yar1 grubunun bos olmayan bir alt kiimesi ve 0, S " —yari

grubu tlizerinde kongriient bagintisi olsun.

0.(4) = {x € Sl[x]e < A}

0*(A) = {x € S|[x]e N A + @}

kiimelerine sirastyla A nin @ —alt yaklasimi ve @ —iist yaklagimi denir.

Onerme 3.6.10. © ve ¥; S I' —yar1 grubunun iizerinde bir kongriient bagimntis1 ve
A, B; S nin bos olmayan alt kiimeleri olsun. Bu durumda asagidaki ozellikler
gecerlidir.

(1 0,(A) cAcO'(4)

(i) ©0*(AUB) =0"(4A) U B*(B)

(i) 0,(AnB)=0,(4)ne6,.(B)
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(ivy AcBise0,(4)<0,B) ve 0°(4) < 06*(B)
(V) 0.(A)ue.kB)co.(AuB)

(vij ©0*(AnB)<0'(A) NO*(B)

(vi) 06cWise W, (A) c0,(4)ved (A c¥*(4)
(viii) ©*(A)I ©*(B) € 6*(AT'B)

(ix) ©tamise o zaman 0,(A)I" 6,.(B) < 0,(AI'B)
x)  (ONP)*(A) € 6 (A) NP (A)

(i) 0.(A) NY.(A) S (6N W).(A)

Ispat: (i) x € 0,(4) olsun. ©,(4) tammindan [x]g S A dir. [x]e = {x € S|a®x} ve
0 kongriient bagintis1 oldugundan yansima o6zelliginden a € S i¢in a®a = a € [a]g
dir. Boylece, x € [x]g = x € A olur. O halde; 0,(4) < A bulunur.
Simdi x € A alalim. x € [x]g oldugundan x € [x]g N A olur ve buradan
[x]o N A # @ dir. ©*(A) tanimindan x € O*(A4) olurve A € ©*(A) elde edilir.
(i) x€e@"(AUB) e [x]oN(AUB) # 0
& Fyelx]lgnN (AUB)
S yExlgve yEAUB
S yE(x]lgve (yEA veyay € B)
o (y€e[xlgvey € A) veya (y € [x]g Ve y € B)
S y€Elx]g NAveya y € [x]g NB
S [x]lg NA+=0Qveyax]lg NB+0

o x €0*(A) veya x € 0°(B)
o x€eO*(A) U O (B)

Ohalde ©*(AUB) =0*(A)UO*(B) eldeedilir.
(iii) x€e0,(AnB) e [x] €SANB
(= [X]@ c Ave [X]@ CB

o x€0,(4)ve x € 0,(B)
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o x€e0,(4)n6O.(B)

Buradan 0,(ANB) =0,(4)n06,(B) eldeedilir.

(iv A< Bolsun. x€0,(A)>[x]g €A SB
= [X]@ €SB
= x € 0,(B)

olur ve buradan ©,(A) € 0,(B) elde edilir.

XEO(A)=>[x]lgnA+0
> FE[x]gNA
>y€E[x]g ve yEACB
>y €E|[x]g ve YEB
>y E|[x]gNB
= [x]oN B+ 0
= x € 0"(B)

olur ve dolayisiyla ©*(4) € ©*(B) dur.

(v) x€0,()u0e,(B)=>x €0,(4)veyax € 0,(B)
= [x]g S Aveya [x]g & B

=>x €0,(AUB)
O halde 0,(4A)U0B,(B)<06,(AUB) eldeedilir.

(vi) x€0*(ANB)= [x]le N(ANB)+
= Fy€x]le N(ANB)
= y€[xl]ovey € (ANB)

= y€[x]ove (y€ Avey €B)
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> (y€lx]l]gveye A)ve(y€E[x]lgvey €B)
= y€E[x]e N Ave y€Elx]lg N B

=[xl N A+ velx]g N B#0
=>x€0"(A)ve x € O*(B)

= x € 6*(A) N 0*(B)

Boylece ©*(AN B) € 0*(A) N ©*(B) elde edilir.

(vii) @ € Wolsun.x € ¥,(A) = [x]y € A olurve ® € ¥ oldugundan a €
[x]g icin(a,x) EOCY = (a,x) E¥Y = a€ [x]y veburadan [x]g S [x]y dir.
Boylece [x]g S A olurvex € 0,(A) dir. O halde ¥,(A) < 0,(A) elde edilir.

XEO(A)=>[xlgNA 0 = FyE[x]gNA = (yE[x]pg Ve yEA) Ve
® € ¥ oldugundan [x]g € [x]y dir ve dolayisiyla y € [x]y ve YEA >y €
[x]lgNA = [x]lg NA+0=x€ W (A)olur. O halde ©*(4) € ¥*(4)

elde edilir.

(viii) x € 0*(A)ro*(B) alahm. Bu durumda x =ayb; a € 0*(4), y €
I',b € 0*(B) dir. Ayrica;

a€@A)>[algnA+0=>Fy€lalgNA=(yElalg Vey € A),
be® (B)=[blgNB+®=>Fz€[blgNA=(z€[blgVe z€EB)

olur. Bu durumda; w = yyz € [alyy[ble S [ayb]y = W € [ayb], dir. Ciinkii;
x' € [aleylble =x"=y'yz';y €lale, yET, z' €[ble =(ay) €O Ve
(b,z') € ® olur ve © kongriient bagintist oldugundan (ayb,y’'yb) € ® ve
(y'yb,y'yz') € ©® = (ayb,y'yz'") € @ = x' = y'yz' € [ayb], dir. Ote yandan w =
yyz € AIB  oldugundan w € [ayb]ly, N ATB = [ayblo NATB +# ® = ayb=x €
O*(AI'B) olur. Buradan @*(A)I"' ®*(B) € 0*(AI'B) elde edilir.

(ix) x €0,(A)re,.(B) olsun. Bu durumda x = ayb; a € 0,(A),y €T',b €
0.(B) a€b,(Ad)>lalpg €A, be€O,(B)= [bloSB ve dolayisiyla =
[aley[ble € ArB dir. Ote yandan ® tam oldugundan [ayble = [aleY[b]e idi. O
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halde  [ayb]ly, € ATB = x = ayb € 6,(AI'B) olur. Boylece 0,(A)'0,(B) <
0,(AT'B) elde edilir.
X) xeE(ONWY)'A= [x]lghwy NA+D
= Jy € [x]enw N A
>y € [x]lgny Ve Yy EA
>xON¥Y)yve ye A
=>xy)eE@ONY)veyeA
= ((x,y)e0ve(x,y) e ¥)ve yeA
= (xOyve y e A)ve (x Py ve y € A)
= (y€E[x]ove yEA) Ve (y € [x]y Ve y € A)
>y€Elx]gnAve y€e[x]g NA
> [xloNA+0 velx]lg NA+0
=>x €0"(A) ve x e ¥*(4)

=>x € 0"(4A) NY*(A)
O halde (@ NW¥)*(A) € 0"(A) NY*(A) elde edilir.

xi)x€0,(AHNY,(A) = x€0,(A)ve¥,(A) = [xlgSAve [xlgS A
= [x]e N [x]y €A dir.
Ote yandan [x]gny = {a € S|a(® N ¥)x}
={a € S|(a,x) € (OBNY)}
={a € S|(a,x) €0 ve(ax) eV}
={a € S| a®x ve a¥x }
={a € S|a®x} N{a € S|la¥x }
= [x]e N [x]w

oldugundan [x]gny € A= x € (0 NW),(A) olur ve istenen elde edilir.
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Tamm 3.6.11. @, S I’ —yan grubunun {iizerinde bir kongriient bagintist ve 4, S nin
bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Bu durumda A nm © —{st (0 —alt) yaklagimu,
S nin bir ' —alt yar1 grubu ise o0 zaman A ya S nin @ —ust (0 —alt) yaklasik (rough)
I" —alt yar1 grubu denir.

Tamim 3.6.12. @, S I' —yan grubunun {iizerinde bir kongriient bagintis1 ve 4, S nin
bos olmayan bir alt kiimesi olsun. A nin @ —Ust (0 —alt) yaklasimi1 S nin sag (sol)

ideali ise 0 zaman A ya S nin @ —st (@ —alt) yaklasik I' —sag (sol) ideali denir.

Teorem 3.6.13. ©, S I' —yar1 grubun iizerinde bir kongriient bagintisi olsun.
(i) Sninbir I' —alt yar1 grubu S nin @ —iist yaklasik I" —alt yar1 grubudur.
(i) S nin her sag (sol) ideali S nin @ —iist yaklasik I' —sag (sol) idealidir.

Ispat: (i) A, Snin bir T —alt yar1 grubu olsun. Bu durumda AI'A € A dir. Onerme
3.6.10.(i) den @ # A € ©*(A) dir. Onerme 3.6.10.(iv) ve Onerme 3.6.10.(viii) den

0" (A)0*(A) S 0" (ATA) S 6% (A) = 0*(A)I*(A) € 6*(4)

elde edilir. Boylece ©*(A), Snin I' —alt yar1 grubudur. Yani A4, S nin @ —ust
yaklagik I" —alt yar1 grubudur.

(i) 4, S nin bir I' —sag (sol) ideali olsun. Bu durumda AI'S € A dir. Onerme
3.6.10.(i), Onerme 3.6.10.(iv) ve Onerme 3.6.10.(viii) den

0*(A)'S S O*(A)I 0*(S) S 0*(AI'S) € 6*(A) = 0*(A)I'S S 6*(4)

dir. Boylece ©*(A), S nin bir I' —sag (sol) idealidir. Yani A, Snin bir 6 —(st
yaklagik I" —sag(sol) idealidir.
Teorem 3.6.14. A, S I' —yar1 grubun bos olmayan bir alt kiimesi, @; S (zerinde tam
kongriient bagintis1 ve Anmn 6 —alt yaklasim1 bos kiimeden farkli olsun. Bu
durumda
(i) A, Snin bir I' —alt yar1 grubu ise A, Snin © —alt yaklasik I" —alt yar1
grubudur.
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(ii) A, S nin bir I' —sag (sol) ideali ise A, S nin @ —alt yaklasik I' —sag (sol)
idealidir.

Ispat: (i) A, Snin bir I' —alt yar1 grubu olsun. Bu durumda AI'A € A dir. Onerme
3.6.10.(iv) ve Onerme 3.6.10.(viii) den

0.(A)r0.(A) <€ 6.(AT'A) € 6,(A) = 0.(A)I6.(4) < 0,(4)

olur ve buradan 6,(A), S nin I' —alt yar1 grubudur. Yani A4, S nin O —alt yaklasik
I' —alt yar1 grubudur.

(i) A, Snin bir I' —sag ideali olsun. Bu durumda AT'S € A dir. x €
0.(A)I'S = x =ays;a€0,(4), yeT, se€S dir. Boylece ©; S (izerinde tam
oldugundan [x]o = [ays]le = [aley[sle € AT'S = [x]y € AI'S = x € 0,(A'S) ve
buradan 6,(A)I'S € 6,(ArS) olur. O halde Onerme 3.6.10.(iv) den

6.(A)T'S S 6,(ATS) € 6,(A)

dir. 0,(A), S nin [ —sag idealidir. Yani A, S nin @ —alt yaklasik I' —sag

idealidir.

Tanmm 3.6.15. S bir I' —yar1 grup ve A da Snin bir I' —alt yar1 grubu olsun.
AI'STA € Aise 0 zaman A ya S nin I' —bi-ideali denir.

Tanim 3.6.16. S I" — yar1 grup ve A da S nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. @, S
tizerinde bir kongriient bagintisi olmak iizere; A nin @ —Ust (O —alt) yaklagimi

S nin bi-ideali ise 0 zaman A da S nin @ —Ust (@ —alt) yaklasik bi-ideali denir.

Teorem 3.6.17. O, S I' —yan1 grup {izerinde kongriient bagintisi ve A da S nin
I' —bi-ideali olsun. Bu durumda
(i) A, Snin bir @ —ist yaklasik I' —bi-idealidir.

(if) © tam ve A nin © —alt yaklasimi bos kiimeden farkli ise o zaman A, S nin
O —alt yaklasik I —bi-idealidir.

Ispat: (i) Onerme 3.6.10.(i), Onerme 3.6.10.(iv) ve Onerme 3.6.10.(viii) den

0*(A)I'STO*(A) € O°(A)I 0°(S)I'O*(A) S 0°(AT'STA) S 6*(4)
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ve buradan

O*(A)rsre=(A) c 0(A)
elde edilir. Boylece Teorem 3.6.13.(i) den @*(4), S nin I’ —bi-idealidir. Yani A nin

O —iist yaklasimi, S nin I —bi-idealidir.

(if) © nin tam oldugunu ve A nin @ —alt yaklasimi bos kiimeden farkli olsun.
A, S nin T —Dbi-ideali oldugundan A'A € ATSTAC A= AI'A C A dir. Yani 4, S
nin I' —alt yart grubudur. Boylece @ # 0,(A) oldugundan Teorem 2.6.14.(i) den A4,
S nin bir @ —alt yaklasik I’ —alt yar1 grubudur. Ayrica; x € 0,(A)I'ST0,(A) alinirsa
x = ayspb; a,b € 0,(A4), vy, B €I, s €S olur. Bu durumda; [x]g = [aysBble =
[ay(sBb)]e = [aley[sBble = lalev[sleBlaley[ble & AT'STA = [x]o S AI'STA
elde edilir. Dolayisiyla x € 0,(AI'STA) dir. Yani 0,(A)IST0.(A) S
0.(AT STA) € 0,(A) = 0,(A)Irsro,(A) < 0,(A) oldugundan A nin O —alt
yaklagimi1 I' —bi-idealdir. Sonug olarak A4, S nin O —alt yaklasik
I' — bi-idealidir.

Teorem 3.6.18. O, S I —yar1 grup tizerinde bir kongriient bagintisi olsun. A ve B
sirasiyla S nin I' —sag ve sol ideali ise 0 zaman

0*(A'B) € 6*(A) N 6*(B) ve 0O.(AI'B) € 0,(A) n 6,(B) dir.

Ispat: A ve B sirastyla S nin I —sag ve sol ideali olsun. Bu durumda

A'BS AIS< A ve AIBSSIBEB

dir. Dolayisiyla ATB € AnB dir. Onerme 3.6.10.(iii), Onerme 3.6.10.(iv) ve
Onerme 3.6.10.(vi) den

0*(AT'B) € 0*(ANB) € 6*(A) N @*(B) ve
0.(AT'B) € 0,(AN B) € 6,(A) N 6,(B)

elde edilir ve ispat biter.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu bolim, iki kisimdan olusmaktadir. Ik kissmda I’ —yakinlik yari grubu
tanimlayip, drnekler verilecektir. Ikinci kistmda ise I' —yakinlik yar1 grubunun sag
ideali (sol ideali) ve bi-ideal kavramlar1 verilerek bu kavramlar ile ilgili bazi

Ozellikler incelenecektir.

4.1. I'— Yakimhk Yar1 Grup ve Ornekler

Bu kisma, (O,T ,~p.» Nr-(B), er) yapisinda, yakin yaklagim uzayi tizerinde
cebirsel yapilar calisirken ihtiyag duyulmayan Vy :$(0) X (0) — [0,1] yakinlik

fonksiyonu dikkate almaksizin asagidaki tanim ile baglayalim.

Tanim 4.1.1. O algilanabilir nesneler kiimesi; F, nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini
temsil eden ¢ikarim fonksiyonlarmin kiimesi ve r < |B| olmak uzere; "~p " ,
O nesneler kimesinin B, € B € F ile ilgili £y 5. = 0/~p_ ayrisimin belirleyen bir
ayirt edilemezlik bagintisi, N,.(B) = {EO,BrlBr c B} ayrisimlarin kiimesi olsun. Bu
durumda (0, F,~p,, Ny (B)) yapisina zay1f yakin yaklagim uzayi denir.

Asagida, ispati Teorem 3.4.6 nm ispatt ile aym1 olan Teoremi ispatsiz

verecegiz.

Teorem 4.1.2. (O,F,~p,N,) zayif yakin yaklasim uzay1 ve X,¥Y € O olsun. Bu
durumda asagidaki 6zellikler gecerlidir.

i) N.(B).X<S X< N,(B)X.

i) N.(B)*(XUY)=N,(B)*XUN,(B)Y.

iii) N.(B).(XUY) 2 N,.(B).X UN,(B).Y.

iv) N.(B)*(XNnY) € N.(B)*X n N.(B)"Y.

V) Ny(B).(XNY)=N,.(B).X nN.(B).Y.

vi) X € Y ise N,.(B)*X € N,.(B)"Y.
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Vii)X C Y ise N,.(B).X € N,(B).Y.

Tanmm 4.1.3. (O0,F,~p,N.(B)) ve (O',F,~g,N.(B)) iki farkli zayif yakin
yaklasim uzayi, S ={x,y,z,..} €0 ve I' ={a,B,y,..} S O" nun alt kimeleri
olsun. Asagidaki ozellikler saglaniyorsa o zaman S ye O—0' zayif yakin yaklasim
uzaylar lizerinde bir I' —yar1 grup veya kisaca S ye bir I’ — yakinlik yart grup
denir.

i) Vx,yeSveVyerl xyy€N,.(B)S,
i) Vx,y,zeSvevy,L el (xyy)Bz=xy(yLz) dzelligi N,.(B)*S
de saglanir.

Uyan 4.14. (O0,F,~g,N.(B)) ve (O',F,~g,N.(B)) iki farkli zayif yakin
yaklagim uzayi, S € O ve I' € O’ nun alt kiimeleri ve S 0—0' zayif yakin yaklagim
uzaylari {izerinde bir I' —yar1 grup olsun. O = 0’ ise 0 zaman S, O zayif yakin

yaklagim uzayi lizerinde bir I' —yar1 gruptur.
Ornek 4.1.5 U = {(aif)zleaif € ZZ} igin
ol e ooy Yoy ool Yool

e=lo ol r=lo dlo=ly ol =l = 3=l 1

olmak tzere; O = {a,B,v,b,c,d,e, f, g, h,i,j} algilanabilen nesneler kiimesi, r = 1,
B = {1,902, @3} S F ¢ikarim fonksiyonlarin kiimesi ve S ={d,e} S0 ve I' =

{8,y} € O olsun. O algilanabilir nesnelerin kiimesi lizerinde "." islemi asagidaki

gibi verilsin(Cizelge 4.1).
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Cizelge 4.1 Algilanabilir nesneler kiimesi lizerinde "." islemi
a By b ¢ d e f g h i ]

a a a a a a a a a a a a a
Bla a a B B B vy v i i a P
yla B yv a L i a vy v I LY
b|la a a b b b e e g g a b
c|la a a ¢ ¢ ¢ f f h a ¢
d|la B y ¢ b j f e h g i d
e | a e a b g a e a g g e
fla ¢ f a c a f a f
gla b e b a e e a g a 9 9
h|la ¢ f ¢ a f f a a h
i a y B a y y a i a 1 l
j|a Y c d e f g h U ]

Ayrica; @4, @,, @3 ¢ikarim fonksiyonlar

91:0 - Vi ={ay, a3, a3},

92:0 >V, ={ay, a3, a4},

©3:0 = V3 = {ay, a3, ay, as}

asagidaki gibi tanimlansin(Cizelge 4.2).

Cizelge 4.2 Cikarim fonksiyonu

a L y b ¢ d e f g h i

QP |a; a az a a az a a; @ a @ A
Q2 | a3 az a, a; a Ay Az Ay az @3 A3
Q3 | a3 a3 @ a4 Ay a4 as @ Q3 Q3 Ay QA3
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Simdi, O daki elemanlarin ~p_bagintisina gore yakinlik smniflarin belirleyelim.

[a](p1 ={x" € 0lp:(x") = p1(a) = a1} ={a,c,f,g,hi,j}

Il
~
(o}
e
hS)
=
Il
=
e
S
=
Il
-~
Q
e
hS)
=
Il
=
>
e
hS)
=
Il
~
i
S
=
Il
—
e
hS)
=

[v]ly, = {x" € Ol (x") = 01(¥) = a3} = {y,d}
= [d]<P1
O zaman &,, = {[aly,, [Bly,, [¥]e,} dir.

lal,, = {x" € Olo,(x") = @,(a) = a;} ={a,c,d}

[Bly, = {x" € Ol (x") = 2(B) = az} ={B,v.f h i)}
= [¥ly, = [fly, = [hly, = [ilp, = [y,

[bly, = {x' € Olgo(x") = @2(b) = ay} = {b,e, g}
= lely, = 9y,

O zaman ¢, = {laly,, [Bly,, [bly,} dir.

l[aly, = {x" € Olps(x") = p3(a) = as} ={a,B,g,hj}
= [Bly, = 9]y, = [hly, = [y,

[V]p, = {x' € Olos(x") = @3(y) = a1} = {y, b, f}
= [bly, = [fly,

[clp, = {x" € Olo3(x") = @3(c) = as} = {c,d, i}

le]ly, = {x’ € Olops(x") = @3(e) = as} = {e}
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O zaman &, = {[aly,, [V]e,, [cle,, [e]l,,} elde edilir.
Boylece r = 1 igin O algilanabilir nesneler kiimesinin ayrisimlarinin kiimesi

Nl(B) = {E(Pl' f‘Pz’ €‘P3} tar.

meys= |,

[x]p,n50
= [Bly, Y [¥ly, Ulaly, U [bly, U lcly, U lel,,
={B,b,e}u{y,d}ufacdiufbeglufcd,i}u{e}
={a,B,v,bcd e g, i)

elde edilir.

(i) Vvd,e eSve VBET d-fe € Ny(B)'S dir. Ciinki,

dyd=1i, dy-e=a, eyd =g, ey-e=a,
d.ﬁ.d:ﬁ' d'ﬁ'e:)/1 e.ﬁ.d:b’ e.ﬁ.e:e.
dir.

(i) vd,e eSveVB,yel df(dye)=(dpd)ye ozelligi N;(B)'S de
saglanir. Clinkii;

dy{dyd) =(dyd)yd=1i ey(dyd)=(eyd)yd=g,
dy(dye)=(dyd)ye=a, ey(dye)=(eyd)ye=a,
dy{eyd)=(dye)yd=a, ey(eyd)=(eye)yd=a,
dy(eye)=(dye)ye=a, ey(eye)=(eye)ye=a,
dy(dBd)=({dyd)Ld=p, ey(dBd)=(eyd)Bd=h,
dy{(dBe)=(dyd)Be=y, ey(dfe)=(eyd)fe=e,
dy{(efd) = (dye)fd=a, ey(efd)=(eye)pd=a,
dy{efe)=(dye)fe=a, ey-(efe) =(eye)fe=a,
dB(dyd)=(bBd)yd=a ef(dyd) = (efd)yd=a,
dB(dye) = (dBd)ye=a, ef(dye)=(efd)ye=a,
df(eyd) = (dfe)yd=1i efleyd)=(efe)yd=yg,
dB(eye)=(dBe)ye=a, efeye)=(efe)ye=a,
dB(df-d) = (dBd)Bd=a, eB(dBd) = (efd)fd=a,
dB(dBe)=(dpd)fe=a, eB(dpe)=(efd)fe=a,
dB-(eBd)=(dBe)Bd=p, eB(epd) = (eBe)pd=b,
dB(eBe)=(dBe)Be=y, efefe)=(efe)fe=e

dir. O halde; S, O zayif yakin yaklagim uzay1 lizerinde bir I' —yar1 gruptur.
Ornek 4.16 U = {(aij)lxglaij € Zz} igin
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a=[0 0 0],b=[0 0 1],c=[0 1 0],d=[0 1 1],e=[1 0 0],
f=[1 0 1l,g=[1 1 0],h=[1 1 1]olmaklzere;

0 ={a,b,c,d,ef,g h} ve

U' = {(aij)gxllaij € ZZ} |(;|n

ol BB

olmak tzere; 0" ={a,pB,y,0,A, 1, 6,0} iki algilanabilen nesneler kiimeleri,
B = {1, 9,3, @3} € F ¢ikarim fonksiyonlarin kiimesi, r =1,S ={b,c} S O vel =
{a,} € O' kimeler olsun. Bu durumda; ¢, ¢,, @3 ¢ikarim fonksiyonlari
01:0 > Vy ={ay, 2z, a3}
©2:0 -V, = {ay, a3}
®3:0 - V3 = {ay, az}
asagidaki gibi tanimlansin(Cizelge 4.3).

Cizelge 4.3 Cikarim fonksiyonu
a b ¢ d e f g h

Y1 | ¢y ap G a3 Az Az A
Y |1 ¢ @y a3 a3z a3z Az a3

Q3 | a a a o, a3z az az das

Bu durumda

lal,, = {x" € Olo,(x") = ¢1(a) = a1} = {a, b, c}

[dlg, = {x" € Olo:(x") = ¢:1(d) = a;} = {d, h}
= [h]§01
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le]p, = {x" € Olp1(x") = @1(e) = a3} ={e, f, g}

O zaman &,, = {[al,,,[d],,,[ely,} dir.

l[al,, = {x" € Olo,(x") = @,(@) = a1} ={a,b, c}

Boylece &, = {[al,,,[d],,} dir.

[aly, = {x" € Olos(x") = ¢3(a) = az} = {a, b, c,d}

ve buradan ¢,. = {[al,,,[el,,} elde edilir.

Boylece r =1 icin O algilanabilir nesneler kiimesinin ayrigimlarinin

kimesi N1(B) = {p,,$p, $p,} tUr. Bu durumda

meys= |,

[x]q,inS;tQ)

= [a]<P1 U [a]<P2 U [a]<P3
={a,b,c}U{a,b,c}U{a,b,c,d}
={a,b,c,d}

olur. Bu arada "a" ve "B" islemi sirasiyla asagidaki gibi verilsin(Cizelge 4.4 ve

Cizelge 4.5).
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Cizelge 4.4 "a" islemi

a b c
b a a
c a a

Cizelge 4.5 "[" islemi

islemi tablolar1 dikkate alinirsa b,c € S ve a, 8 € I" olmak (izere;

bac=a, cab=a,
bfb=a, cfc=c,

b-fc=a,
bab=a,

cBb=h,
ca-c = a.

oldugundan (i) ozelligini saglar. Ayrica, b,c € S ve a,f € I' olmak Uzere;

b-a(b-ab)=(bab)ab=a,
ba(bac)=(bab)ac=a,
b-a(cab)=(bac)ab=a,
ba(cac)=(bac)ac=a,
ba(b-f-b) =(bab)Bb=a,
ba(bf-c)=(bab)pc=a,
b-a-(cfb) = (bac)Bb=a,
ba(cBc)=(bac)fc=a,
bB(b-ab) =(bBb)ab=a,
bB(b-ac)=(b-Lb)ac=a,
bB(cab)=(bL<c)ab=a,
bB(cac)=(bfc)ac=a,
b-(bBb) = (bBb) B =a,
bBbfc) = (bfb)fc=a
bpcfb) = (bfe)fb=a
bB(C,BC) = (bﬁc) .ﬁ.c = q,

ca{b-ab)=(cab)ab=a,
ca(bac)=(cab)ac=a,
ca(cab)=(cac)ab=a,
ca{cac)=(cac)ac=a,
ca(bfb)=(cab)fb=a,
ca{(bBc)=(cab)fc=a,
ca{cpBb) = (cac)fb=a,
ca{cBc)=(cac)fc=a,
cB«(b-ab)=(cBb)ab=a,

cB(bac)=(cBb)ac=a,
cB(cab)=(cBc)ab=a,
cB(cac)=(cpc)ac=a,
B (bBb) = (cb)fb=a
Cﬁ(bﬁc) = (Cﬁb)ﬁc = q,
cB(cBb) = (cBc)fb=b,
cB(cfc)=(Bc)Bc=c.

olur ve boylece (ii) 6zelligi de saglanir. O halde S, O—0' Uzerinde bir I' —yar1

grup (S, bir I' —yakinlik yar1 grup) tur.
4.2. I'— Yakinlik Alt Yar1 Grubun Ozellikleri ve Idealler
Tamm 4.2.1. (0,F,~p ,N.(B)) ve (0',F,~p,N.(B)) iki farkli zayif yakin

yaklagim uzaylari, S € 0, € 0', B< F,r < |B|,B, S F ve ~p,, O Uzerinde bir
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ayirt edilemezlik bagintisi olsun. Bu durumda; S,0—0" Uzerinde bir I' —yar1 grubu

olmak Uzere;

Vx,y,a€S, VY€l x~py= xpa~pyya Veayx~g ayy

ise 0 zaman ~g_ bagintisina kongriians ayirt edilemezlik bagimntis1 denir.

Teorem 4.2.2. (0,F,~p,N.(B)) ve (O, F,~p,N.(B)) iki farkhh zayif yakin
yaklasim uzaylar,, S € O, € 0',B<S F,r <|B|, B € F ve §,0-0" Uzerinde
bir I' —yar1 grup olsun. Bu durumda  ~p, S ilizerinde bir kongriians ayirt

edilemezlik bagintis1 ise o zaman

Vx,y€E€S, Vy €Tl [xlpylyls clxyylp, dur.

Ispat: z € [x]z_y [y]p, alalm. z = ayb;a € [x]g, y €T,b € [y]p. dir. Buradan
I' x~pave y~gpb = xyy~payy Ve ayy~payp = xyy~payb olur ve

dolayistyla z = ayb € [xyy]p, elde edilir.

Tamm 4.2.3. (0,F,~p ,N.(B)) ve (0',F,~p,N.(B)) iki farkli zayif yakin
yaklagim uzaylari, S € 0, € 0', B< F,r < |B|,B, S F ve ~pg,, 0 Uzerinde bir
kongrlans ayirt edilemezlik bagintist olsun. Bu durumda S,0—0" {zerinde bir

I —yar1 grubu olmak iizere;

Vx,y €S, Vy €Tl [x]gy[yls = [xyyls,
ise 0 zaman ~p_Yye S (zerinde tam kongrians ayirt edilemezlik bagintis1 denir.
Onerme 4.2.4. (0,F,~p,N,(B)) ve (0',F,~p,N.(B)) iki farkli zayif yakin

yaklagim uzaylari, S S O ve I' € 0" olsun. Bu durumda S,0—0" {zerinde bir
I —yar1 grubu olmak tizere asagidaki ozellikler gegerlidir.

i) X,YcS ise(N.(B)'X)[(N,-(B)'Y) € N,.(B)*(XTY).

i) X,Y €Sve ~p tamise (N,.(B).X)I'(N.(B).Y) € N,.(B).(XTY).

Ispat: (i) x € (N,.(B)*X)I'(N,.(B)*Y) olsun.
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x =ayb;a € N.(B)'X,y €I',b € N.(B)'Y

a€ N.(BYX=[alp NX#0=>Fy€lalg, nX=>y€Ea]p ve yEX
b€ N.(B)'Y > [blg NY #@=>Fz€[blp NY >z€E[b]lp vezEY

w =yyz € [a]g v [blp,. S [aybls, = w € [ayb]p, dir.

Ayrica, w € XI'Y dir. Boylece = w € [ayblg N XT'Y = [ayblp NXTY + @ =
ayb = x € N,.(B)*(XI'Y) olur.

Buradan (N,(B)*X)I'(N,(B)*Y) € N,.(B)*(XI'Y) elde edilir.

(i) x € (N.(B).X)I'(N,(B).Y) olsun. x = ayb; a € N.(B).X, y €T, b€
N.(B).Y =a€N.(B).X=[alg, €X ve bEN(B).Y= [blsp, CY =
[alg,v[bls. € XI'Y dir. Ote yandan [ayb]g,. = [aley[b]ls. S XI'Y oldugundan
layblp, € XI'Y = x = ayb € N,.(B).(XT'Y) olur. 0] halde,
(N,(B).X)I'(N,(B).Y) € N,(B).(XI'Y) elde edilir.

Tamm 4.2.5. (0,F,~p ,N.(B)) ve (0", F,~p ,N.(B)) iki farkli zayif yakin
yaklasim uzaylari, S; O — O’ Uzerinde bir I' —yar1 grubu ve 4, S nin bos olmayan bir
alt klimesi olsun.
i) ATA<S N,.(B)'A ise A ya S T —yakinlik yar1 grubunun alt I' — yar
grubu denir.

i) (N.(B)*A)I'(N,.(B)*A) € N,.(B)*Aise Aya S I' —yakinlik yar1 grubunun
ust-yakin alt I' —yar1 grubu denir.

Simdi, alt I' — yar1 grup ve Ust-yakin alt I' — yar1 gruplara birer ornek

verelim.

Ornek 4.26 U = {(aij)1X3|al-j € Zz} igin

a=[0 1 1, b=[1 0 0l,c=[1 1 0],d=[0 1 0],e=[1 0 1],
f=[0 0 0]l,g=[0 0 1],Ah=[1 1 1]olmak lzere;

0 ={a,b,c,d, e, f,g, h} ve
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U' = {(aij)gxllaij € ZZ} |(;|n

= o =[ib == lbr=lgh =l - -1o

olmak Uzere; 0' ={a,B,v,0,A\, 1, 6,0} iki algilanabilen nesneler kiimeleri, B =
{@1, 02,03} € F c¢ikarim fonksiyonlarinin kimesi, r =1,S ={a,g} €0, A=
{glcScOverl ={a, B} < O kimeler olsun. Bu durumda; ¢4, @,, @3 c¢ikarim

fonksiyonlar1
$1:0 = Vi = {ay, ap, as}

02:0 =V, = {ay, a3, a,}
©3:0 - V3 = {ay, a3, as}

asagidaki gibi tanimlansin(Cizelge 4.6).

Cizelge 4.6 Cikarim fonksiyonu
a b ¢ d e f g h

Y1 |1 a; ap A a3z az az a;
Y |ay ¢ Oy O3 a3 Az Ay QA3

Q3 | Ay QA g O a3 Az Ay a3

Bu durumda

[aly, = {x’ € Olp1(x") = ¢1(a) = a1} ={a, b, c}
[d],, = {x" € Olo(x") = ¢1(d) = ay} ={d, h}
= [h]§01

le]ly, = {x" € Ol (x") = p1(e) = a3} = {e,f, g}
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O zaman &, = {laly,, [d]y,, [e]y,} dir.

[aly, = {x" € Olp,(x") = ¢2(a) = a,} = {a, g}
= [9ly,

[bly, = {x" € Olps(x") = ¢2(b) = a1} = {b, c}
= lcly,

[d](pz = {xl € 0|§02(xl) = ¢2(d) = a3} = {dr e'fr h}

olur ve dolaysiyla &,, = {[al,,, [b],,, [d],,} dir.

laly, = {x" € Olps(x) = @3(a) = @y} ={a,c, g}
= [cly, = L9y,

[b]y, = {x" € Olp3(x) = 3(b) = a1} = {b,d}
= ldlp,

lely, = {x" € Olp3(x') = @3(e) = as} = {e, f, h}

Buradan ¢, = {[al,,,[b]ly,,[el,,} elde edilir.

Boylece r =1 i¢in O algilanabilir nesneler kiimesinin ayrigimlarinin
kiimesi
Ny (B) = {§,,,0,, €y, } tr. Bu durumda

meys= | w,

[x]q,inS;t(D
= [aly, U [ely, U [aly, U [al,,
={ab,ctufe f,g}u{a g}tuiac g}

={a,b,c,e f,g}

olur. "a" ve "B" islemleri sirasiyla asagidaki gibi verilsin(Cizelge 4.7 ve 4.8).

44



4. BULGULAR ve TARTISMA

Abdurrahman iZ

Cizelge 4.7 "a" islemi

a‘ag
ff
g|la g

Cizelge 4.8 "f" islemi

g|f f

islemi tablolar1 dikkate alinirsa a, g € S ve a, 8 € I' olmak Uzere;

aaa=f,
af-a=a,

aa-g :f’
aB-g=4g,

g.a.a:a’ gag :g,
gBa=f, gBg=rf.

oldugundan (i) ozelligini saglar. Ayricaa,g € S ve a, f € I" olmak lizere;

aa(aaa)=(aaa)aa=
aa(aag) =(aaa)ag=
aa(gaa)=(aag)aa=
aa(gayg)=(aag)ayg
aa(afa)=(aaa)pa
aaap-g)=(aaa)pg
aa(gfa)=(aag)pa
aa{gpf-g)=(aag)Bg
aB(aaa)=(afa)aa=

*ﬁﬁﬁ*ﬁﬁﬁ*

ap(awg) = (afayag =",
ap{gaa) = (afg)aa=a,
af{gag) = (@Bg)ag =g

a.ﬂ.(a.ﬁ.a) = (a.ﬁ.a) .ﬁ.a = q,

ap(ap-g)=(apa)ypg=4g,
ap(gpa)=(apg)pa=f,
ap(gBg)=@pg)Bg="f,

ga(aaa)=(gaa)aa=f,
galaag)=(gaa)ag=f
ga(gaa)=(gag)aa=a,
ga(gag)=(gag)ag=4g,
ga(afa)=(gaa)pa=a,
gaap-g)=(@gaa)ypg=4g,
ga(gpa)=(gag)pa=f,
ga(gﬁg)— (gag)ﬁg ]J:

gﬁ(gag) = (gﬁg)ag
‘a
g-ﬁ-(a'ﬁ-g) = (g-ﬁ-a)ﬁg
‘a
g

gB(gBa)=(Bg)B
gB(gB-g9)=0gBL9)B

olur ve boylece (ii) 6zelligi de saglanir. O halde S, O—0' Uzerinde bir I' —yar1

gruptur.

meya= | i,

[x](pl.nA;t(Z)

= [ely, Ulaly, U [aly,

={e.f,.g}V{a g}V {ac g}

={acef, g}
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VgeAveVa,B €l ATA < N,.(B)*A dir. Ciinkii,
gag=9.9B9=f.
O halde; A, S I' —yakinlik yar1 grubunun bir alt I' —yar1 grubudur.

Va,cef,g EN.(B)A ve VaPB€eTr (N,.(B)*A)I' (N,-(B)*A) <
N,.(B)*A dir. Clinkii;

aaa=f, caa=a, ea-a=a, faa=f, gaa=a,
aac=f, ca-c =c, e =c, fac=f, gac =c,
aae=f, cae=e, eae =e, fae=f, gae=e,
a-a-f=f, C'a'f=f1 e-a-f=f, f'a'f=f’ g'a'f=f1
aayg=f, cag =g, eayg=4g, fag=f, gag=4g
a'ﬁ'a=a1 c-,B-a=a, e'ﬁ'a=f’ f'ﬁ'a=f’ g'ﬁ'a=f!
apc=c, cpc=c, efc=f, fBc=f, gpc=f,
ape=e, cpe=e, efe=f, fBe=f1, gpe=f,
apf=f, cBf=f, eBf=f, fBf=F, gBf=r,
apg=4g cBg =g, eBg=f, fBg=rf gBg=f.

O halde; A, S I' —yakinlik yar1 grubunun bir iist-yakin alt I' —yar1 grubudur.

Ornek 4.2.7. 0 ={a,b,c,d,e, f, g, h,i,j} algilanabilen nesnelerin kiimesi ve B =
{©1, 02, @3, 04} S F cikarim fonksiyonlarinin kiimesi ve r = 2 olsun. @4, ¢@,, @3, P4

¢ikarim fonksiyonlari

$1.0 > Vy ={ay, az, az, ay, as},
$2.0 >V, = {az, ay, as},

@3.0 > Vs = {ay, a3, a3, as},
©04:.0 = Vg = {ay, a3, ay, s}

asagidaki gibi tanimlansin(Cizelge 4.9).
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Cizelge 4.9 Cikarim fonksiyonu
a b ¢ d e f g h i j

Y1 | a3 A Ay A aAs A3 Ay Ay Oy a3
@Y, | a3 az3 oy a3 As Ay Az A3z Ag Ag
Y3 | a, a a3z Oy &y Ay Az Ag A1 A

Py | Ay A1 Ay A5 A5 Ay Ay Ay Ay Ay

Bu durumda
[a ]{(p1 0.} = (X' € Ol (x') = @, (x") = ¢1(a) = @z(a) = a3} = {a}
[elip, 0,y = (X" € Ol@1(x") = @2 (x") = p1(e) = p1(e) = as} = {e}

dir ve buradan E{fﬂﬂﬂz} = {[a]{<P1,<P2}’ [e]{<P1,<P2}} olur.

[Dlipy 05y = {x' € Oy (x") = 3(x") = ¢1(b) = @3(b) = a1} = {b}

dir. O zaman ¢y, p,) = {[blig, gz} OlUI.

[blip, 03 = {x" € Ol (x") = @4(x") = @1(b) = @4(b) = a;} = {b}

le]p, puy = {x" € Olo1(x") = s (x") = @1(e) = @u(e) = as} = {e}

(9]¢, 0.3 = (X" € Olp1(x") = 0u(x") = 01(9) = 94(g) = as} ={g, h, i}
= Wi, 04 = [iligs 04

dir. Boylece é—{<P1,<P4} = {[b]{<P1,<P4}’ [e]{<P1,<P4}’ [g]{<ﬂ1,<ﬂ4}} olur.

[clipapa = (X" € Ol@a(x") = @a(x) = @2(c) = @a(c) = a4} = {c}
[e]ip, 04y = (X € Olea(x") = @u(x') = @2(e) = @y(e) = as} = {e}
dir. Dolayisiyla ¢ip,,p,) = {Ilip,, 0, [€]ips pn} OlUI.
[alip; 0,3 = {x" € Olo3(x") = @a(x") = @3(a) = @4(a) = a3} = {a, f}

=[f ]{<03,<p4}
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[Dlips 04y = 1x" € Olo3(x") = @4(x") = @3(b) = @4(b) = a1} = {b}
[d](p; 041 = (X" € Olos(x") = @a(x") = @3(d) = @4(d) = as} = {d}

dir. O zaman &y 4.3 = {[alip; 0.3 [D](0s 0u) [d0; 0,3} OlUT. Boylece 7 = 2 icin O

algilanabilir nesneler kiimesinin ayrisimlarinin kiimesi N,(B) =

{€{¢1r§02}’€{§01r§03}' $to10a) (@204} E{<P3'<P4}} tir. Bu durumda S={e,f,g}<0O

kiimesinin iist yaklagimi,

nEs= | By

[x]wi,(pj} NS+

= lelprp23 Y [elip100 Y [9]ip100 Y [€lipy00 Y [al g0,
={e}uf{e}ufg hitu{e}uia f}
={aef g.hi}

olur. Ayrica;

N @S = ] i,
[x]{(pi,(pj}nNZ(B)*Si(D

= [a]{<P1.<Pz} U [e]{<P1.<P2} U [e]{<ﬂ1.<ﬂ4} U [g]{<ﬂ1.<ﬂ4} U [e]{<ﬂzj<ﬂ4} U [a]{¢3:¢4}
={a}u{elu{e}u{g hitu{eluia f}
={ae f, g hi}

dir ve buradan N, (B)*(N,(B)*S) = N,(B)*S elde edilir.
Teorem 4.2.8. (O0,F,~p,N.(B)) ve (O, F,~p,N.(B)) iki farkhh zayif yakin
yaklagim uzaylari olmak iizere, S; O — O’ Uzerinde bir I' —yar1 grup olsun. Bu
durumda
) P+ACSveAl'AC A ise 0o zaman A, S nin bir Ust-yakin alt I' —yar1
grubudur.

i) A, S nin bir alt I' —yakinlik yar1 grubu ve N,.(B)*(N,(B)*A) = N,.(B)*A
ise 0 zaman A, S nin bir Ust-yakin alt I" —yar1 grubudur.
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Ispat: (i) ©+AcS ve ArFAcA olsun. Onerme 4.24.() den
(N,(B)*A)I'(N,.(B)*A) € N,.(B)*(Ar'A) dir. Ote yandan, Teorem 4.1.2.(vi) den
N,(B)*(ATr'A) € N.(B)*A bulunur. O halde; (N,(B)*A)I'(N,(B)*A) € N,(B)*A
elde edilir. Boylece 4, S nin Ust-yakin alt I' —yar1 grubudur.

(ii) A, S nin bir alt I' —yar1 grubu olsun. Bu durumda AI'A € N,(B)*A dur.
Boylece; Teorem 4.1.2.(vi) den N,.(B)*(Ar'A) € N,.(B)*(N,(B)*A) = N,.(B)*A dur.
Ote yandan Onerme 4.2.4.(i) den (N,(B)*A)I'( N,.(B)*A) € N,(B)*(Ar'A) dir. O
halde; (N, (B)*A)I'(N,-(B)*A) € N,.(B)*A elde edilir ve dolayisiyla A4, S nin bir Ust-
yakin alt I —yar1 grubudur.

Tamm 4.2.9. (0,F,~p ,N.(B)) ve (0',F,~p ,N.(B)) iki farkli zayif yakin
yaklagim uzaylari, S; O — O’ Uizerinde bir I’ —yar1 grup ve A, S nin alt I' —yar1 grubu
olsun.
i) AI'S € N,.(B)'A (STA < N,(B)*A) ise Aya S I' —yakinlik yar1 grubunun
I' —sag (sol) ideali denir.
i) (N.(B)*A)['S S N,(B)'A (SI'(N,(B)*A) € N,(B)*A) ise A ya S

I' —yakinlik yart grubunun tst-yakin I'-sag(sol) ideali denir.
Ornek 4.2.10. U = {(aij)1x3|al-j € ZZ} icin
a=[0 1 1, b=[1 0 0lc=[1 1 0l,d=[0 1 0le=[1 0 1]
f=[0 0 0l,g=[0 0 1l,h=[1 1 1]

olmak tzere; O = {a,b,c,d,e, f,g,h} ve
U' = {(aij)3><1|aij € ZZ} |§|n

o e A E R B AR R

olmak tzere; 0" ={a,pB,y,0,A, 1, 6,0} iki algilanabilen nesneler kiimeleri,
B = {1, ¢,, @3} € F c¢ikarim fonksiyonlarin kiimesi, r=1,S ={b,h} € 0, A =
{bycScOverl ={y,60 €O kimeler olsun. Bu durumda; ¢4, ¢,, @3 ¢ikarim

fonksiyonlari
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91:0 >V = {ay, a3, a3, a4},

92:0 >V, ={ay, a3, a4},

©3:0 = V3 = {ay, a3, a,}

Asagidaki gibi tanimlansin(Cizelge 4.10).

Cizelge 4.10 Cikarim fonksiyonu
a b ¢ d e f g h

P1 | @1 Gy Oy Oy A3 Ay, A3z Ay

P | Ay Qg Oy ap Az Q4 A3 A

Q3 | Ay Ay @ o a3 a3z aAp; a3

Bu durumda
l[aly, = {x" € Olo,(x") = @1(a) = a1} = {a,c}
= [C]<P1

[bly, = {x" € Olp1(x") = @1(b) = a,} = {b, f, h}

[dly, = {x' € Olps(x") = ¢1(d) = a,} = {d}

[elp, = {x" € Olop1(x") = p1(e) = a3} = {e, g}
= [9]y,

Boylece; &y, = {laly,, [bly,,[d]y,, [e]y,} dir.

laly, = {x" € Olo,(x") = @,(@) = ay} ={a, b, f}

[clp, = {x" € Olo2(x") = 92(c) = a1} = {c,d, h}

= [d]<P2 = [h]<Pz
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le]lp, = {x" € Olp,(x") = @,(e) = az} = {e, g}
= [g]<p2

ve buradan ¢, = {[al,,, [cly,, [e]y,} oOlur.

l[aly, = {x" € Olos(x") = @3(a) = as} = {a, b}
= [bly,

[clp, = {x' € Olo3(x") = @3(c) = az} = {c,d, g}
= [dly, = [9]y,

[e](p3 = {xl € 0|§03(xl) = §03(8) = (l3} = {erf' h}

Dolayistyla;  &,, = {[al,,,[cly.,[e]ly,} elde edilir. Boylece r =1 icin O
algilanabilir nesneler kiimesinin ayrigimlarmin kiimesi Ny(B) = {§,,,¢,,$p,} tUr.

Bu durumda

meys= | ) w,

[x]<pinS¢Q)
= [b]<P1 U [a]<P2 U [C]<P2 U [a]<P3 U [e]<P3
={b,f,h}U{ab,f}U{c,d h}U{a b}VU{ef, h}

={a,b,c,d,e, f,h}

olur. "y" ve "§" islemi sirasiyla agagidaki gibi verilmistir(Cizelge 4.11 ve 4.12).
Cizelge 4.11 "y" islemi Cizelge 4.12 "§" islemi

v | b oh 5|b h

by f f b|b h

h | b h nlp &

islemi tablolar1 dikkate alinirsa b,h € S ve y,§ € I" olmak Uzere;
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byb=f, byh=f hyb=b, hyh=h,
bSb=b, bSh=h hsb=>b, héh=h.

oldugundan (i) 6zelligini saglar. Ayrica, b,h € Svey,§ € I' olmak lzere;

by(byb)=(byb)yb=f, hy(byb) = (hyb)yb=f,
by(byh)=(byb)yh=f, hy(byh) = (hyb)yh=f,
by-(hyb)=(byh)yb=Ff, hy-(hyb) = (hyh)yb=Db,
by(hyh)=byh)yh=f, hy(hyh) = (hyh)yh=nh,
by-(bsb) = (byb)sb=f, hy-(b8b) = (hyb)8b =b,
by-(bsh) = (byb)sh=f, hy-(b8-h) = (hyb)-5-h=h,
by-(h8b) = (byh)sb=f, hy(h-6-b) = (hyh)-6-b =b,
by-(h8h) = (byh)Sh=Ff, hy(h-8-h) = (hyh)-6h=h,
bs(byb)=(bSh)yb=Ff, h6(byb) =(hSb)yb=f,
b5(byh)=(bSh)yh=Ff, h-6(byh)=(hSb)yh=f,
b-5-(hyb) = (b-5h)yb =b, h-8(hyb) = (h-8h)yb =D,
b-5-(hyh) = (b-5h)yh=h, h-8-(hyh) = (h-6h)yh = h,
b-5(b8b) = (b-5b)8b = b, h-8(b-8-b) = (h-8b)-6b =b,
b-5-(b-8-h) = (b-5b)-5-h =h, h-6(b-8-h) = (h-6b)-5-h = h,
b-5-(h-8-b) = (b-5h)-5b = b, h-8(h-6-b) = (h-6+h)-6b = b,
b-5-(h6-h) = (b-5h)-5h=h, h-8(h-6-h) = (h-6+h)-5h = h.

olur ve boylece (ii) ozelligi de saglanir. O halde; S, O0—0' Uzerinde bir I' —yari

gruptur.

meya= | w,

[x]p;nA%0

= [bly, U [aly, U [al,,
={b,f,h}u{a,b,f} U {a,b}
={a,b,f,h}

VbeAve Vy,6 €I ATAS N,.(B)*A dir. Ciinkii;
byb=f, bdb=b.
O halde; A, S I' —yakinlik yar1 grubunun bir alt I" —yar1 grubudur.

Vb EA Vbh €Sve Vy,§ €I AI'S S N,.(B)*A dir. Ciinki;
byb=f, byh=f bdb=b, bSh=h.

O halde; A, S I' —yakinlik yar1 grubunun bir I' —sag idealidir.
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Vb €A, Vbh €S veVy, 6l SITACS N,.(B)*A dir. Cinkii;
byb=f, hyb=b, bs5b=b, h-6b=Dh.

O halde; A, S I' —yakinlik yar1 grubunun bir I' —sol idealidir.

Va,b,f,h € N.(B)*A ve Vy,6el (N.(B)*A)(N,(B)*A) € N,(B)*A
dir.Cunkd;

aya=a, bya=f, fya=f, hy-a = a,

ayb=0>b, byb=f, fyb=f, hyb =b,

ayf =, byf =", frf="F Ry f =f,

ayh=h, byh=f, fyh=f, hy-h = h,

ada=f, bda=a, foa=f, hda=a,

adb=f, b-6-b =b, féb=f, h-6-b =b,

adf =f, béf=f, fof =1, héf =f,
abdh=f, b-6-h = h, foh=f, h-6-h = h.

O halde; A, S I —yakinlik yar1 grubunun Ust-yakin alt I' —yar1 grubudur.

Ya,b,f,h € N.(B)'A,Vb,h €S ve Vy, 6 eI’ (N.(B)'A)I'S € N,.(B)*A dir.
Clnku;

ay-b=b, byb=f, fyb=f, hy-b = b,
ay-h=h, byh=f, fyh=f, hy-h = h,
adb=f, b5-b = b, fé6b=f, h&-b =b,
adh=f, b-5-h = h, f6h=f, h-§-h =h.

O halde; A4, S I' —yakinlik yar1 grubunun Ust-yakin I —sag idealidir.

Va,b,f,h € N,(B)*A, Vb,h €Sve Vy,8 €I S['(N,(B)*A) € N,(B)*A du.
Clnku;

bya=f, byf=Ff, hya=a, hyf=f,
byb=f, byh=f, hyb = b, hyh =h,
b§a=a, bsf=f, hda=a, hésf =f,
b-&b =b, b-6h = h, h&b = b, h-§-h =h.

O halde; A4, S I' —yakinlik yar1 grubunun ist-yakin I —sol idealidir.

Teorem 4.2.11. (O,F,~p_,N,(B)) ve (O',F,~p ,N.(B)) iki farkli zayif
yakin yaklagim uzaylar1 olmak iizere, S; O — O’ Uzerinde bir I' —yar1 grup olsun.
Bu durumda
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)@+ACS ve AISC A(STAC A) ise 0 zaman A, S nin bir Gst-yakin
I —sag(sol) idealidir.
ii) A, S nin bir I' —sag(sol) ideali ve N,(B)*(N,(B)*A) = N,(B)*A ise 0
zaman A, S nin bir Ust-yakin I' —sag(sol) idealidir.
Ispat: (i) @ # A € S ve AI'S € A olsun. Onerme 4.2.4.(i) (N,.(B)*A)I'(N,.(B)*S) €
N,(B)*(ArS) dir. Ote yandan, Teorem 4.1.2.(vi) den N,(B)*(AI'S) € N,(B)*A ve
Teorem 4.1.2.(i) den (N,.(B)*A)I'S) € (N,(B)*A)I'(N,-(B)*S) elde edilir. Boylece
(N,-.(B)*A)I'S < N,(B)*A elde edilir. O halde; A, S nin Ust-yakin I —sag idealidir.
(i) A, Snin bir I —sag ideali olsun. Bu durumda AI'S € N,(B)*A dur.
Boylece; Teorem 4.1.2.(vi) den N,.(B)*(Ar'S) € N,.(B)*(N,(B)*A) = N,.(B)*A dur.
Ote yandan Onerme 4.2.4.()) den (N,(B)*A)I'(N,(B)*S) € N,(B)*(Ar'S) ve
Teorem 4.1.2.(i) den (N,.(B)*A)I'S) € (N,(B)*A)I'(N,.(B)*S) dir. O halde
(N,.(B)*A)I'S € N,(B)*A elde edilir ve dolayisiyla A, S nin bir Ust-yakin I' — sag

idealidir.

Tanmm 4.2.12. (0,F,~p,N,(B)) ve (O',F,~p,N.(B)) iki farkli zayif yakin
yaklagim uzaylari, S; O — O' (izerinde bir I' —yar1 grup ve 4, S nin bir alt I' —yar1
grubu olsun.
1) ATSTAC N,.(B)*A ise A ya S I' —yakilik yar1 grubunun bi-I" —ideali
denir.

i) (N,.(B)*A)I'ST'(N,.(B)*A) € N,.(B)*A ise A ya S I —yakinlik vyari
grubunun Ust-yakin bi-I" —ideali denir.

Ornek 4.2.13. U = {(aij)1x3|al-j € ZZ} icin
a=[0 1 1], b=[1 0 O0],c=[1 1 0],d=[0 1 Ol,e=[1 0 1],
f=[0 0 0l,g=[0 0 1],h=[1 1 1]olmak lzere;

O ={a,b,c,d,e, f,g h} ve

U' = {(aij)3X1|aij € ZZ} |(;|n
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I O P P

olmak Uzere; 0' ={a,B,v,0,A\,1,6,0} iki algilanabilen nesneler kimeleri, B =

{p1, 92, 3} € F ¢ikarim fonksiyonlarin kiimesi, r =1,S ={b,h} € 0, A ={b} C
SCO ve I'={y, 610" kimeler olsun. Bu durumda; ¢4, 9, @3 c¢ikarim
fonksiyonlari

91:0 > Vi ={ay, a3, a3, a4},

©2:0 >V, = {ay, a3, a4, as},

©3:0 = V3 ={a,, a3, ay, as}

asagidaki gibi tanimlansin(Cizelge 4.13).

Cizelge 4.13 Cikarim fonksiyonu
a b ¢ d e f g h

P1 | a1 ay 0y 0y Az QA4 A3 Ay
P | a5 @y Oy ap Az Ay A5 a4

Y3 | Ay s @ a oz az a; as

Bu durumda

laly, = {x" € Olo1(x") = ¢1(a) = a1} = {a,c}
= [cly,

[bly, = {x' € Olp1(x") = ¢1(b) = a,} = {b,f, h}
= [flp, = [hly,

[dly, = {x' € O0lp1(x") = ¢1(d) = a;} = {d}

[e]ly, = {x' € Ol (x") = @1(e) = a3} = {e, g}

= [g]gol
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O zaman &, = {[al,,, [bly,,[d]y,, [e]l,,} dir.
[aly, = {x' € Olp,(x") = @2(@) = a5} = {a, g}

= [9]o,
[bly, = {x" € Olg,(x") = @2(b) = ay} = {b, f}
= [flo,
[clp, = {x" € Ol (x") = @2(c) = a1} = {c,d, h}
= [d]y, = [hly,
lely, = {x" € Ole,(x") = @,(e) = az} = {e}
Boylece; ¢, = {laly,, [bly,, [cly,, [e]y,} dir.
l[aly, = {x" € Olos(x") = @3(a@) = a,} = {a}
[bly, = {x" € Olps(x") = @3(b) = as} = {b}
[clp, = {x' € Olo3(x') = @3(c) = a;} = {c,d, g}
= [dly, =[]y,

le]y, = {x" € Olo3(x') = @3(e) = as} = {e, f, h}

olur ve dolayistyla &,. = {[al,,, [bly,, [cly,. [e]l,,} elde edilir.
Boylece r =1 i¢in O algilanabilir nesneler kiimesinin ayrigimlarinin

klimesi
Ny (B) = {£4,,€0, €.} tlr. Bu durumda

meys= | w,

[x]q,inS;t(D
= [bly, U [bly, U [cly, U [bly, U [e]y,
={b,f,h}u{b,f}u{c,d h}u{b}u{ef,h}

={b,c,d,e, f,h}
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olur. "y" ve "§8" islemi sirasiyla asagidaki gibi verilmistir(Cizelge 4.14 ve 4.15).

Cizelge 4.14 "y" islemi Cizelge 4.15 "6" islemi
y | b h | b h
bl f f b|b h
h | b h h|b h

islemi tablolar1 dikkate alinirsa b,h € S ve y, & € I' olmak Uzere;

b-5-b =b, b-§-h =h, h6-b =b, h-§6-h = h.

oldugundan (i) ozelligini saglar. Ayrica, b,h € Svey,d € I' olmak Uzere;

by(byb) = (byb)yb=Ff, hy«(byb) = (hyb)yb=Ff,
by(byh)=(byb)yh=Ff, hy«(by+h) = (hyb)yh=Ff,
by-(hyb)=(byh)yb=Ff, hy(hyb) = (hyh)yb=b,
by-(hyh)=(byh)yh=f, hy-(hy-h) = (hyh)yh=h,
by(b-8b)=(byb)sb=rf, hy(b-6-b) = (hyb)-6b =b,
by{b-6-h) = (byb)bsh=f, hy{(b-6-h) = (hyb)Sh=h,
by{(h-8-b) = (by-h)-6b = f, hy-(h-6-b) = (hyh)Sb=b,
by{(h-6-h) = (byh)sh=Ff, hy-(h-6-h) = (hyh)Sh=h,
b5(byb)=(bSh)yb=f, h6(byb) = (hSb)yb=f,
bS(byh)=(bSh)yh=Ff, h6(by-h) = (h8b)yh=f,
b-5-(hy-b) = (b-5-h)yb =b, h-6-(hyb) = (h-6-h)yb =b,
b-5-(hy-h) = (b-5-h)yh=h, h-5-(hy-h) = (h-6-h)yh=h,
b-5(b-6-b) = (b-6-b)-6-b = b, h-6(b-6-b) = (h-6-b)6b =b,
b-5(b-6-h) = (b-6b)6h = h, h-5-(b-6-h) = (h-6b)6h = h,
b-5-(h-6-b) = (b-6-h)-5b = b, h-6-(h-6-b) = (h-6-h)-6-b = b,
b-5-(h-6-h) = (b-6-h)6h =h, h-6-(h-6-h) = (h-6-h)-6-h = h.

olur ve boylece (ii) ozelligi de saglanir. O halde; S, O0—0' Uzerinde bir I' —yari

gruptur.

meya= | w,
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=1{b,f,h} U{b,f} U {b}

={b,f,h}
VbeAve Vy,6 €I AT'A S N,(B)*A dur. Cinki;

byb=f, bSsb=>h.
O halde A, S I' —yakinlik yar1 grubunun alt I' —yar1 grubudur.

Vb €A, Vbh €S veVy, 6§ el AI'STAC N,(B)*A dir. Ciinkii;

bSbyb=f, bdShyb=hb, bSb-b6b=b, bSh6b=>b.
O halde; A, S I' —yakinlik yar1 grubunun bir bi-I" — idealidir.

Vb, f,h € N.(B)*A ve Yy,8 €T (N,(B)*A)'(N,(B)*A) S N.(B)*A dur.
Clnku;

bya=f, fya=f, hya=a,
byb=f, fyb=f, hyb = b,
by f=f, fvyf=f1, hyf =f,
byh=Ff, frh=f, hyh=h,
bda=a, foa=f, hdéa=a,
b-6-b =b, féb=f, h-6-b = b,
bsf=f, fof=f, hé-f =f,
b-6-h = h, foh=f, h-6-h = h.

O halde A, S I' —yakinlik yar1 grubunun iist yakin alt I" —yar1 grubudur.

Vb, f,h € N.(B)*A, Vb,heS ve VYy,6€l  (N.(B)*A)IST(N,(B)*A) <
N,.(B)*A

dir. Ciinki;
bybyf=F, fybyf=f, hybyf=f,
byhyf=f, frhyf=f, hyhyf=Ff,
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byhéb=f, fyhéb=f, hyhéSb=b,
byhdsf=f, fyhsf=f, hyhs-f =f,
byhbh=Ff, fyhéh=f, hyhé8h=h,
b-5-byb=f, f8byb=f, h8byb = f,
bSbyf=Ff, f&byf=f, hs-byf =f,
b-5-byh=f, fobyh="f, h-8-byh=f,
b-6-hyb = b, fohyb=f, h-6-hy-b = b,
bShyf=f, f&hyf=f, h-8-hyf =f,
b-6-hy-h =h, fShyh=Ff, h-6-hy-h = h,
b-6-b-6-b = b, fdb6b=f, h-6-b-6-b = b,
b-5b6f =f, f8bsf=f, h8b6f =f,
b-6-b-6-h = h, fob-6h=f, h-6-b-6-h = h,
b-6-h-6-b = b, fOhéb=f, h-6-h-8-b = b,
b-5-hbf =f, fShsf=f, h6héf =f,
b-6-h-6-h = h, fdhbsh=f, h-6-h-8-h = h,

O halde A, S I' —yakinlik yar1 grubunun bir Ust-yakin bi-I" —idealidir.

Teorem 4.2.14. (0,F,~p_,N,(B)) ve (0", F,~p ,N.(B)) iki farkli zayif yakin
yaklagim uzaylar1 olmak tizere, S; O — O’ Uzerinde bir I' —yar1 grup olsun. Bu
durumda
i) p+ACS ve ATSTAC A ise 0 zaman A, S nin bir Ost-yakin bi-
I' —idealidir.

ii) A, S nin bir I' —bi-ideali ve N,.(B)*(N,(B)*A) = N,(B)*A ise 0 zaman A4,
S nin bir Gst-yakin bi-I" —idealidir.
Ispat: (i) @ # A € S ve AI'STA < A olsun. Teorem 4.1.2.(i) den
 (N(BYDIST(N(B)'A) S (N-(B)" A (N, (B)'S)I (N (B)"A)
dir. Ote yandan; Onerme 4.2.4.(i) den

(N (B)"A)I' (N, (B)*S)I"(N(B)"A) < N.(B)"(AI'ST'A)

dir. Boylece, AI'STAS A oldugundan dolayr Teorem 4.1.2.(vi) den
N,.(B)*(AI'STA) € N,(B)*A  olur ve dolayisiyla (N,.(B)*A)I'ST(N,(B)*A) <
N,.(B)*A elde edilir. O halde A, S nin Ust-yakin bi-I" — idealidir.

(ii) A, Snin bir I' — bi-ideali olsun. Bu durumda AI'STA € N,.(B)*A dur.
Boylece; Teorem 4.1.2.(vi) den N,(B)*(AIr'STA) < N,(B)*(N,(B)*A) = N,.(B)*A
dir.  Ote yandan Teorem 4.1.2.(i) den (N.(B)*A)I'SI'N,.(B)*A) S
(N.(B)*A)I(N,(B)* S)[( N.(B)*A) dir. Ayrica Onerme 4.2.4.() den
(N,.(B)*A)T (N,.(B)*S)I'(N,.(B)*A) € N,(B)*(AI'STA). O halde
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(N,.(B)*A)I'ST(N,(B)*A) € N,(B)*A elde edilir ve dolayistyla A, S nin bir Ust-
yakin bi-I" —idealidir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Tezde, kiime teorisi alaninda yeni bir yontem olarak arastirmalara konu olan
yakin yaklasim uzaylari tizerinde, bir kiimenin st yaklasimi kullanilarak yeni bir
cebirsel yap1 ortaya koyma fikri esas alinmistir. Bu noktadan hareketle yakin
yaklasim uzaylar1 lizerinde yakin gamma yari gruplarin tanimlanmasi ve teorik
ozelliklerinin incelenmesi yapilmustir.

Bu tezde 6zgiin sonuglar olup, tezde elde edilen sonuglar teorik altyapiyi
giiclendirici ve bundan sonra bu alanda yapilabilecek olan diger arastirmalara

kaynak olabilecek niteliktedir.
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