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Bu tezde matris esitsizlikleri lizerine ¢alisilmistir.

Tezin ilk kisminda Cauchy-Schwarz esitsizligi, Kantorovich esitsizligi,
Lowner-Heinz esitsizligi gibi bazi 6nemli esitsizlikler verilmis ve pozitif tanimli
matris ve pozitif lineer doniisim kavramlar1 tamtilmistir. Ozellikle pozitif lineer
dontistim ile ilgili esitsizlikler incelenmistir.

Tezin esas kisminda ise pozitif ¢oklu lineer doniisiimler lizerinde durulmus ve
bu doniistimleri i¢eren esitsizlikler elde edilmistir.
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In this thesis, matrix inequalities are studied.

In the first part of our thesis, some important inequalities such as Cauchy-
Schwarz inequality, Kantorovich inequality, Lowner-Heinz inequality have been
given and positive definite matrices and positive linear mappings are introduced.
Particularly inequalities related to positive linear mappings are examined.

In the main part of thesis, positive multilinear mappings are emphasized and
inequalities involving this mappings have been obtained
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M, . n. mertebeden kompleks matrisler kiimesi
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1. GIRIS

Tez olarak hazirlanan bu calisma bes boliimden olugmaktadir. Birinci
béliimde tezin giris kismi1 bulunmaktadir. Tkinci bdliimde iizerinde ¢alistigimiz konu
ile ilgili daha once yapilan calismalar incelenmistir. Ugiincii boliimde temel
kavramlar baghg: altinda yedi kisim yer almaktadir. Birinci kisimda matrisin tanimi
yapilarak, matrislerle yapilan temel islemler ve matris gesitleri tanitilmustir. Ikinci
kisimda i¢ ¢arpim ve norm tanimlari yapildiktan sonra Cauchy-Schwarz esitsizligi
teorem olarak belirtilmistir. Ayrica bazi dzel normlar da tanimlanmustir. Ugiincii
kisimda pozitif yari tanimli matris tanimlanarak, bir matrisin pozitif yar1 tanimli
olma kosullar1 belirtilmistir. Dordiinci kisimda matrislerin agirlikli ortalamalari
tamimlanmustir. Besinci kisimda tezimizin ileri boliimlerinde kullanilacak bazi 6nemli
esitsizliklere yer verilmistir. Altinct ve Yedinci kisimda ise pozitif lineer doniistimler
ve pozitif ¢oklu lineer doniisiimler tanimlanarak 6zellikleri belirtilmistir. Dordiincii
bolimde bulgular ve tartisma basligi altinda arastirmalarimiz sonucunda elde
ettigimiz sonuglar ve bu sonuglar1 elde etmek i¢in kullanilan teoremler sunulmustur.
Son bolim olan sonug¢ bdliimiinde; yapilan g¢alismamizin daha Once yapilan

calismalarla karsilastirilmasi yapilmastir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Literatirde ¢: M — M birimsel pozitif lineer doniisimi i¢in

-1 _
$(A) <g(AY)
2
§(A) <g(A')
esitsizlikleri sirasiyla Choi esitsizligi ve Kadison esitsizligi olarak bilinmektedir[1].

Marshall ve Olkin [2], Choi esitsizliginin tersini O<ml < A<MI olmak

kosuluyla,
M + m)2 1
A? S(— A
#(A) < 9(A)
seklinde olusturmuslardir. Benzer bir sonu¢ Kadison esitsizliginin tersi kabul
edilerek
M + m)2 2
A? s( A
#(A) <= 9(A)

seklinde elde edilmistir[3].

Lin [4], #: M — M birimsel pozitif lineer doniisiimii igin

2
M +m)’ -
¢(A1)Z{—( 4Mm) } p(A)”
oldugunu ispatlamistir.

Fu ve He [5], f (t) =t° (OS S Sl) fonksiyonunun operatér monotonlugunu

kullanarak 0<r <2 i¢in,
r |\/|-|-|’n)2 r -r
Al) < (— A
#(A%) [ v jvﬁ( )

esitsizligini ve I > 2 iginde

esitsizligini gostermislerdir.
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asp< AtB

matris aritmetik-geometrik esitsizliginden faydalanarak ¢birimsel

A+B

pozitif lineer donlisimil i¢in ¢(A# B)S(é(Tj esitsizliginin dogru oldugu

goriiliir. Fujii ve arkadaslar1 [6] nolu ¢calismalarinda bu esitsizligin tersini

A+B (M +m)’ (M +m)’ AtiBtY)"
< ¢o(A#B)<
‘I{ 2 j 4Mm #(A#B) avm 2
seklinde elde etmislerdir.
Lin [7], bu esitsizligin karesini almaya ¢alismis ve
2 2
[ A+BY_[(M+m) |,
< A#B
¢( 2 j 4Mm ¢( )
A+B)_[(M+m)' )
P + < +m AV#d(B 2
¢( > j- | (#(A)#6(8))

esitsizliklerini elde etmistir.

Fu ve He [5], Lowner-Heinz esitsizligini kullanarak 0<r <2 igin,

r

o(222)s (M) | g (s

o(222)s ha (o(A0(e)
esitsizliklerini ve T > 2 icin de

¢r(A;BJs (Zﬂz/merzz r¢r(A#B)

22 e (W(Wo)

esitsizliklerini elde etmislerdir.

Dehghani ve arkadaslar1 [8] birimsel pozitif ¢oklu lineer doniisiimleri tanimlamis

ve bu doniistimler i¢in Choi esitsizliginin bir genislemesini, A >0 olmak sartiyla,
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-1 _ _ _
B(ALA, A <H(ALALLAY)
seklinde elde etmislerdir. Ayrica ayni ¢alismalarinda pozitif ¢oklu lineer doniistimler

icin, Kantorovich esitsizligini

2

(Mk+mk)
4AM*m*

-1

IA

(A AL LAY B(ALA,, . A))

olarak elde etmislerdir.
Kian ve Dehghani [9] bu esitsizligin karesini,
k %
(M +m )

4M *m*

2

O (AL AL AT S $7 (AL A A)

esitsizligi olarak elde etmislerdir. Ayrica I > 2 igin,

r

(Mk+m")2

T | ¢ (AuAe A

¢r (A&—l’ Az—l'-“’ A:l)s
esitsizligini ispatlamiglardir. Ayni ¢alismalarinda son olarak da

K k\2
p[ATB A+B,  A+B) | (M)
2 o2 T2 T AM*m*

2

#°(A#B,A#B,,...A#B,)

esitsizligini elde etmislerdir.
Ayrica Dehghani ve arkadaslar1 [8] pozitif ¢oklu lineer dontisiimler igin, Polya-
Szego esitsizliginin bir versiyonunu

M* +m*
¢(A1, A, A<)#¢(Bl, B,,..., BK)SW

¢(A1#Bl,A2#BZ,...,A(#Bk)
olarak sunmuslardir.
Bu tez calismasinin son kisminda da bu tir esitsizlikler iizerine caligilmis,

bazilarinin genellestirilmesi, bazilar1 i¢in de daha iyi sinrrlar elde edilmistir.
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3. TEMEL KAVRAMLAR

3.1 Matrisler ve Matris islemler

Tamm 3.1.1. [10] a; e R(C),1<i<m, 1< j<n skalarlarmin olusturdugu m satir

ve n siitundan olusan dikdortgensel bir tabloya mxn tipinde bir reel (kompleks)

matris denilir ve genellikle asagidaki bicimde gosterilir

a, &, - &,
A= A 3, Ry,
a a a

ml m2 mn

Boyle bir matrisi genellikle A= [aij] gosterimiyle kullanilir.

Bir matris sadece bir satira sahipse satir matrisi veya satir vektorii, sadece bir
siituna (kolona) sahipse siitun (kolon) matrisi veya siitun (kolon) vektorii olarak
adlandirilir. Eger matrisin tiim elemanlar sifirsa, sifir matrisi ad1 verilir ve genellikle
0 ile gosterilir. Ayrica satir ve siitun sayist esit olan matrise kare matris denir.

Ornegin nxn kare matrise n. mertebeden kare matris denir.

mxn tipinde reel (kompleks) matrisler kiimesi M, (R)(M,,(C)) sembolii
ile gosterilir. n. mertebeden karesel reel (kompleks) matrisler kiimesi M, (R)

(Mn ((C)) sembolii ile gosterilir. Tezin geri kalan kisminda n. mertebeden kompleks

karesel matrisler M ile gosterilmistir.

Tamm 3.1.2. [10] A:[aij] ve Bz[bij] matrisleri mxn tipinde iki matris olsun. A

ve B matrislerinin toplami A+B seklinde yazilir ve A ve B nin karsilikli
elemanlarmi toplayarak elde edilir. Yani,
o :a1.J.+bI i=12,...m; j=12,...,n

j!

olmak iizere C :[cij] matrisine A ve B matrislerinin toplami denir.
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A matrisinin bir k skalariyla carpim1 k.A veya kA seklinde yazilir ve A nin
her bir elemaninin k ile ¢carpilmasiyla elde edilir. Yani,

ka11 ka12 kain

KA — ka, ka, - Kka,,

ka,, ka,, - Kka,,

ml

dir. Tanimdan faydalanarak

-A=(-1)A ve A-B=A+(-B)
yazilabilir. —A matrisine A matrisinin negatifi, A—B matrisine A ile B nin farki

ad1 verilir.

Teorem 3.1.3. [10] A,B,C ayni boyutlu herhangi ii¢ matris ve k ile k' de skalarlar

olsun. Bu durumda,

(i)(A+B)+C=A+(B+C), (v)k(A+B)=kA+kB
(ii)A+0=0+A=A, (vi)(k+k')A=kA+kB
(i) A+(-A)=(-A)+A=0, (vii)(kk") A=k (k'A)

(iv)A+B=B+A, (viii)LA=A

dir.

Tamm 3.1.4. [10] A=[aik] ve Bz[bkj] matrisleri, A nm siitun sayis1 B nin satir

sayisina esit olacak sekilde iki matris, yani A matrisi mx p tipinde bir matris, B
matrisi pxn tipinde bir matris olsun. AB ¢arpimi mxn tipinde bir matris olup,

ij —eleman1 A nmn i. satirrile B nin j. slitunu garpilarak elde edilir. Yani,

a; - Ay b, .. b1j .. b, Cy - Cp

mL mp pL et ni pn | | bm - mn

burada

p
Cy =auhy; +a,b,; +..+a,b; Zaikbk
k=1
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dir.
p #(Q olmak lizere A bir mxp ve B bir gxn matris ise AB ¢arpmmi tanimli

degildir. Ayrica 0, sifir matrisi olmak tizere 0.A=0 ve B.0=0 dur.

Teorem 3.1.5. [10] A,B,C herhangi ti¢ matris ve k bir skaler olsun. Asagida

belirtilen toplam ve ¢arpimlar tanimli oldugunda
(i)(AB)C = A(BC),
(ii)A(B+C) = AB+ AC,
(iii)(B+C)A=BA+CA
(iv)k (AB) = (kA)B = A(kB)
dir.

Tamm 3.1.6. [10] A:[aij] matrisinin satirlarinin siitun olarak yazilmasiyla elde
edilen [aji] matrisine A matrisinin transpozu denir ve A" ile gosterilir.

Ayrica A = [éji] matrisine, A matrisinin eslenik transpozu denir.

Teorem 3.1.7. [10] A, B herhangi iki matris ve k bir skalar olsun. Asagida belirtilen

toplam ve carpimlar tanimli oldugunda
(i)(A+B) =A" +B", (iii ) (kA)" = kAT,
(ii)(A") =A (iv)(AB)  =BTA"

dir.

Tammm 3.1.8. [10] A:[aij] matrisi n. mertebeden bir kare matris olsun. A

matrisinin kosegeni veya esas kosegeni ayni indisli elemanlardan olusur. Yani
811181 8z Ay
elemanlar1 matrisin kosegen elemanlaridir.
A matrisinin izi ise bu kosegen elemanlarmin toplamidir ve tr(A) ile gosterilir.

Yani,

tr(A)=a,+a,+..+a,
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dir.

Teorem 3.1.9. [10] A ve B, n. mertebeden kare matrisler ve k bir skalar olsun. Bu
durumda

(i)tr (A+B)=trA+trB, (iii)tr (AT) =trA,

(ii)tr (kA)=ktr (A), (iv)tr (AB)=tr (BA)
dir.

Tammm 3.1.10. [10] Kosegen elemanlari 1, diger biitiin elemanlar1 0 olan n.

mertebeden kare matrise, n. mertebeden birim matris denir ve 1 veya | ile

n
gosterilir. A, n. mertebeden kare matris olmak {izere,
Al =IA=A
drr.

Herhangi bir k skalar1 i¢in kosegen elemanlar1 k, diger biitiin elemanlar1 0 olan

kl matrisine skalar matris ad1 verilir.

Tamm 3.1.11. [10] | birim matris olmak tizere,
AB=BA=1
olacak sekilde bir B matrisi varsa, A kare matrisine terslenebilen matris denir.

Boyle bir B matrisi tektir ve Anin tersi olarak adlandirilir, A™ ile gosterilir.

Tamim 3.1.12. [10] A herhangi bir kare matris olsun. Eger
Av = Av
olacak sekilde sifirdan farkli bir 4 (kolon) varsa 4 ya A nin bir 6zdegeri ad1 verilir.
Bu bagintiy1 saglayan herhangi bir v vektoriine de A nin A 6zdegerine ait bir

O6zvektoru adi verilir.

Tamim 3.1.13. [11] A karesel kompleks matris olmak iizere, A= [aij] matrisi

a; =0, i=] isekdsegen matris,

a; =0,1> ] ise list iggensel matris,
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A" = A ise simetrik matris ,
A" = A ise hermityen matris,
A'A= AA" ise normal matris,
A'A= AA" =1 ise liniter matris,
ATA=AA" =1 ise ortogonal matris
olarak isimlendirilir.

Tanim 3.1.14. A herhangi bir matris olmak {lizere, A matrisinin mutlak degeri
A= (A"A)"

dir.
3.2. i¢c Carpim ve Norm

Tammm 3.2.1. [11] V; kompleks sayilar cismi iizerinde bir vektor uzayr olmak {izere,
her u,v,weV ve c skalar1 i¢in asagidaki 6zellikler saglanirsa <,> 'a bir i¢ carpim
denir.
i) (uu)>0ve (Uu)=0cu=0

i) (U+v,w)={u,w)+(v,w)
iii) (cu,v) =c(u,v)
iv) (u,v)=(v,u)

Bir i¢ ¢arpimla birlikte bu V vektor uzayna i¢ ¢arpim uzayi denir. Ornegin C"
kompleks sayilar cismi lizerinde,

(X Y) =YX =YX+ Y, X%+t VX,

ic carpimi ile bir i¢ carpim uzayidir.

Teorem 3.2.2. (Cauchy-Schwarz Esitsizligi) [11] V bir i¢ ¢arpim uzayr olmak

iizere, her X,y €V icin,

(xY) < (6 x) (v, y)
dir.
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I¢ carpim uzayndaki bir x vektorii igin (X, X) in karekokii x vektoriiniin

uzunlugu veya normu olarak adlandirilir ve |||| ile gosterilir. Bu tanima gore

Cauchy—Schwarz Esitsizligi
[0y =<1yl

seklinde yeniden yazilabilir.

Teorem 3.2.3. [11] V bir i¢ ¢arpim uzay1 olmak {izere, her X,y €V igin,
D=0 iiex]=[c[x].ce T ii)x-+y]<[x|+[y]
dir.
1
Tamm 3.2.4. [11] V bir i¢ ¢arpim uzayi olsun. Eger V, HXH:<X, X>E i¢ ¢arpim

normuna gore tam ise bu i¢ ¢carpim uzayma Hilbert uzay1 denir.

Tamm 3.2.5. [11] A BeM, olmak iizere,

J:M, > R ye fonksiyonu asagidaki
sartlar1 sagliyorsa matris normu olarak adlandirilir.
i)|A|20 ve [|A]=0< A=0dr.
ilel <A, c<C
i) [ A+ B[ <[ A +8]
)| AB| <[ Al[].

Tamim 3.2.6. [11] Eger bir A matrisi V i¢ ¢carpim uzayi {izerinde bir lineer operator
olarak diisiiniiliirse, bu matrisin operatdr normu,

1A =sup 12 _suppang
x#0 ”X” x=1

seklinde tanimlanir.

Tanmm 3.2.7. [11] ABeM, olmak iizere, bu matrislerin i¢ c¢arpimi

<A, B> =tr ( B*A) seklinde tanimlansin. Bu i¢ ¢arpimdan elde edilen norm

10
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I, - (tr(w )" (Z”J

seklinde tanimlanan Frobenius normdur.
3.3. Pozitif Yar1 Tamimh Matris

Tanim 3.3.1. [1] Bir Ae M, matrisi her x e C" i¢in,
X AX>0
sartin1 sagliyorsa pozitif yar1 tanimli matris,
X Ax >0
sartin1 sagliyorsa pozitif tanimli matris olarak adlandirilir.
Pozitif yar1 tanimli matrisler A> 0, pozitif tanimli matris A> 0 ile gosterilir.

Genel olarak bir H Hilbert uzayinda her xe H igin,
(AX,x)>0
sartin1 saglayan A operatoriine pozitif operator,
(AX,x)>0

sartin1 saglayan A operatoriine kesin pozitif operator denir.

Teorem 3.3.2. [1] Bir A pozitif yar1 tanimli matrisin pozitif tanimli olmasi i¢in
gerek ve yeter sart A matrisinin ters ¢evrilebilir olmasidir.
Simdi de bir A matrisinin pozitif yar1 tanimli olmasi i¢in bazi sartlar1 iceren bir

teorem verelim.

Teorem 3.3.3. [1]

1) A matrisinin pozitif yar1 tanimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart A matrisinin

Hermityen ve 6zdegerlerinin negatif olmayan reel sayilar olmasidir. A matrisinin
pozitif tanimli olmasi igin gerek ve yeter sart A matrisinin 6zdegerlerinin pozitif reel

sayilar olmasidir.

11
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i) A matrisinin pozitif yar1 tanimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart A matrisinin
Hermityen ve biitiin esas minodrlerinin negatif olmayan reel sayilar olmasidir. A
matrisinin pozitif tanimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart A matrisinin biitiin esas

mindrlerinin pozitif reel sayilar olmasidir

iii) A matrisinin pozitif yar1 tanimli olmasi igin gerek ve yeter sart bir B matrisi igin

A=B'B olmasidir. A matrisinin pozitif taniml1 olmasi igin gerek ve yeter sart B

matrisinin ters ¢evrilebilir matris olmasidir.

iv) A matrisinin pozitif yar1 tanmimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart bir T st

tiggensel matrisi igin A=T'T olmasidir. Ayrica T matrisinin kdsegen elemanlar1
negatif olmayan sayilar olacak sekilde secilebilir. Eger A matrisi pozitif tanimli ise
bu T matrisi tektir. Buna A matrisinin Cholesky Ayrigimi denir. A matrisinin

pozitif tanimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart T matrisinin ters ¢evrilebilir olmasidir.

v) A matrisinin pozitif yar: tanimli olmasi igin gerek ve yeter sart A= B? olacak
sekilde bir B pozitif yari tanimli matrisi olmasidir. Bu sart1 saglayan B matrisi
yalniz bir tanedir ve B matrisine A matrisinin pozitif karekokii denir, B= AY?
seklinde gosterilir. A matrisinin pozitif tanimli olmas1 i¢in gerek ve yeter sart B

matrisinin pozitif olmasidir.

Teorem 3.3.4. [1] A ve B ayni boyutlu iki hermityen matris olsun. Eger A—B
pozitif yar1 tanimli matris ise bu durumda A>B seklinde gosterilir. Matrisler

arasindaki bu siralama her A, B,C hermityen matrisleri igin,

i) A>A (Yansima)

ii) A>B ve B> A ise A=B (Ters simetri)

i) A B ve B>C ise A>C (Gegisme)

sartlarin1 saglayan bir kismi siralamadir. Bu kismi siralama Lowner kismi siralamasi

olarak bilinmektedir.
Ayrica uygun boyutlu her X kompleks matrisi i¢in,
A>B < X'AX > X'BX

karekterizasyonu bu teoride 6nemli bir yere sahiptir.
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3.4. Matrislerin Agirhkh Ortalamalari

Tamim 3.4.1. [1] a ve b pozitif sayilar olsun. Bu iki saymin aritmetik, geometrik,

harmonik ve logaritmik ortalamalar1 sirasiyla,

A(a b)—a+b G(ab)=+/ab, H(ab)= (a +b ]1

1
L(a,b)=—————=[a'b"dt
0

Ioga Iog
seklinde tanimlidir.
Matematiksel bir ifade olan M (a,b)’ nin ortalama olmas: i¢in asagidaki

sartlar saglanmalidir.

i) M(ab)>0

i) a<b ise a<M(a,b)<b

iii) M(a,b)=M(b,a) (Simetri)

iv) M (a,b) monoton artan bir fonksiyon (a ve b ye gére)
V) Her a pozitif sayisi igin M (aa,ab)=aM (a,b)

vi) M (a,b) siirekli bir fonksiyon (a ve b ye gore))

Yukarida belirtilen ortalama tiirleri bu 6zellikleri saglar. a ve b pozitif sayilari
yerine A ve B pozitif yar1 tanimli matrislerini alinirsa M (A, B) yukaridaki sartlar1
saglamak zorundadir. Sartlarda gegen siralama, matrisler arasinda Lowner siralamasi
olarak alinir. Ayrica (v) maddesi matrisler i¢in

V)M (X"AX, X“BX )= X"M (A B) X
seklinde uyarlamak gerekir. Dolayisiyla bir matris ortalamasi pozitif tanimli bir
matrisler kiimesi iizerinde tammli (i) —(vi) kosullarmi saglayan (A B)— M (A, B)

seklinde bir ikili islemdir.

.. ) . .. ) ) A+B
Pozitif tanimli bir matrisler i¢in aritmetik ortalama M (A, B) ks

seklinde

tanimlanirsa yukaridaki kosullar1 sagladigi goriiliir.
Matrisler i¢in geometrik ortalama biraz farklidir. A ve B matrisleri degisme

ozelligine sahip ise AY’BY? geometrik ortalama olarak alinabilir, ancak bu ¢ok ozel

13
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bir durumdur. Geometrik ortalama olarak %(A’/ZBV2+BV2AV2) alinirsa bu matris

Hermityen bir matristir ama pozitif tanimli degildir.

l( BY*AV2BY4 + AY4BYZ AV ) geometrik ortalama olarak almirsa pozitif

2
tanimlilik elde edilmis olur ama bu se¢im monotonluk 6zelligini saglamamaktadir.

Matrislerin geometrik ortalamasi
AHB = A% (A¥2BAYZ) Y2
olarak aliacaktir. Bu se¢imin (i) —(vi) kosullarmi sagladig1 gosterilebilir. A ve B
matrisleri degisme 6zelligine sahip ise
A#B = A’BY
esitligi saglanir. A#B matrisi XA™X =B denkleminin tek pozitif ¢dziimiidiir. Bu
denklemin her iki tarafinin tersi almip yeniden diizenlenirse XB™X = A denklemi

elde edilir. B# A matrisi de bu denklemin kokii oldugundan

A#B=B#A

esitligi ortaya ¢ikar. Ayrica A#B geometrik ortalamasi
A'#B™ =(A#B)"

esitligini de saglar.

Tanmmm 3.4.2. [1] a ve b pozitif sayilar ve Ve [0,1] olmak iizere, v—agirhklh
aritmetik ortalama, v—agirlikli geometrik ortalama sirasiyla,
av,b=(1-v)a+vh, a#,b=a""b"
seklinde tamimlanmaktadir. A ve B pozitif tanimli matrisler olmak iizere, bu
ortalamalarin matris versiyonlar sirasiyla,
AV B=(1-v)A+VvB
A#, B = AT2(A2BATY?) A2

seklinde alinmaktadir.

14



3. TEMEL KAVRAMLAR Mustafa AKIC

3.5. Baz1 Onemli Esitsizlikler

Teorem 3.5.1. (Young Esitsizligi) [12] A ve B, H Hilbert uzay1 iizerinde pozitif

ters gevrilebilir operatorler oldugunda 0< A <1 igin

-1

(1-2) A+ B> A (AV2BAY2) A2 2[(1-2) A%+ 2B ] (3.0)

esitsizligi gegerlidir.

Ispat: x pozitif bir say1 ve 1 €[0,1] olmak iizere,
f(x)=Ax+1-2-x"
fonksiyonunu ele alalim. f(x) fonksiyonunun pozitif bir fonksiyon oldugu
asikardir. T pozitif operatorii ve A €[0,1] igin
AT+1-22T 2(AT 41-2)" (3.2)

esitsizligi elde edilir. (3.2) nolu esitsizli§in sag tarafi bu esitsizlikte T yerine T
yazilip, her iki tarafin tersi olarak bulunur. Son olarak (3.2) nolu esitsizlikte
T =A"BA™Y2 almip, esitsizligin her iki tarafi AY? ile ¢arpilarak (3.1) esitsizligi
elde edilir.

(3.1) esitsizligi dikkatlice incelendiginde agirlikli aritmetik ortalama, agirlikli

geometrik ortalama ve agirlikli harmonik ortalama operatér versiyonu oldugu

goriilmektedir.

Teorem 3.5.2. [12] T, H Hilbert uzay: iizerinde pozitif ters gevrilebilir operator
oldugunda,

i) 0<A<1 igin AT +(l—)u)ZT’l

i) A>1 igin AT +(1—ﬂ,) <T*

iii) 1<0 igin AT +(1-2)<T*

esitsizlikleri gegerlidir. Bu duruma ilaveten (i), (i), (iii) ifadeleri birbirine denktir.

Teorem 3.5.3. [12] A ve B, H Hilbert uzay: iizerinde pozitif ters cevrilebilir

operatorler oldugunda,
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i) 0<A<1 igin (1-2)A+AB= A2 (AV2BAY2) AV
i) A>1 igin (1-2) A+ AB < AY? (A ¥2BAY?)" A2

i) 1<0 icin (1-2) A+ AB < AV (A¥2BAYZ)" AV2
esitsizlikleri gegerlidir.

Ispat: Teorem 3.5.2 de T=AYBAY? alinip, her iki taraf AY? ile carpilarak

strastyla biitiin esitsizlikler elde edilir.

Teorem 3.5.4. (Holder-Mc Carthy Esitsizligi) [12] A, H Hilbert uzay: tizerinde
pozitif lineer operator oldugunda,
i) 21>1 ve [x]|=1 icin (A*x,x)>(Ax,x)’
ii) 0<2<1 ve |x|=1 i¢in <A‘x, x> <(AX, x>l
iii) 1<0,|[x|=1ve A ters gevrilebilir operatdrler oldugunda <Aix, x> > (AX, x>/1
dir.
Not: A, H Hilbert uzay: iizerinde pozitif lineer operatér ve A €[0,1] oldugunda,

¥ =1 igin (A*x,x)<(Ax,x)’
Holder-Mc Carthy esitsizligi ile

AA+] -1 > A

Young esitsizligi birbirine denktir.

Teorem 3.5.5. (Léwner-Heinz Esitsizligi) [12] ae[O,l] icin A>B>0 esitsizligi

saglandiginda A” > B* esitsizligi saglanir.

Ispat:  A>B>0 olsun. «,B€[01] i¢in A*>B“ ve A’>B’ oldugunu

a+p atf
farzedelim. Eger A 2 >B ? esitsizliginin dogru oldugunu gdosterebilirsek ispat

tamamlanmis olacaktir.
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7(a+ﬂ) a+p 7(a+,b’) (a+p) a+f 7(a+ﬂ)
A *B2A 4 |=rfA *B2Zz2A *
[ (@=p) _(atB) a+f _(at+h) <ﬂa)}
=rlA 4 A 4 B2A 4 A 4
—f etp -a
=r|A2B 2 A?
-8 atf -a
<||A%2B 2 A2
£ B a -a
<||[A2BZ|[|B2A?2
<1
dir.
a+pf a+f

Boylece A 2 >B 2 esitsizligi ispatlanmis olur.

Ayrica a >1 i¢gin A>B >0 esitsizligi saglansa bile A* > B“ esitsizligi

genellikle saglanmaz. Ornegin,
10 2 1
B= ve A=
0 0 11
matrisleri alindiginda A> B >0 oldugu kolaylikla goriiliir. Fakat

2 2 4 3 2 2 11"
A—B:3 2ZOVeAZB degildir.

Simdi verecegimiz teorem hangi durumlarda kuvvet almanin esitsizligi

korudugu ile ilgili bir teoremdir.

Teorem 3.5.6. (Furuta Esitsizligi) [12] r >0 i¢cin A>B >0 oldugunda,
(Br/ZAp Br/2 )]/q > (Br/zBpBr/z )]/q
ve
1/q Ya
(AI’/ZApAr/Z) > (AI’/ZBpAr/Z)

esitsizlikleri p>0, g=>1 ve (1+ r)q > p+r sartlari altinda saglanir.
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Teorem 3.5.7. (Kantorovich Esitsizligi) [12] A, ml < A< MI esitsizligini saglayan
H Hilbert uzayinda bir pozitif operatér oldugunda, H Hilbert uzayindaki birim X

vektori (||X|| :1) icin

(AX, x><A’1x, x> < (NLI“:;I::) (3.3)
ve
2 (M + m)2 2
<A X, x> < TV (AX, x) )

esitsizlikleri saglanir.

Ispat:

i) Pozitif operatorlerin ¢arpimi, ¢arpilan operatorler degisme Ozelligine sahip
oldugunda, pozitiftir. O<ml <A<MI oldugundan, (MI—-A)>0, A™*>0 ve
(A— ml ) >0 dir. Bu operatorler ¢arpma islemine gore degisme Ozelligine sahip
oldugundan,

(MI —A)A‘l(A—mI)ZO
esitsizligi, buradan da

A+MmMA?<M +m

esitsizligi elde edilir. Bylece sirasiyla
<(A+ MmA™)x, x> <((M+m)x,x)
ve
(AX, X)+ Mm<A‘1x, x> <M +m

esitsizlikleri elde edilir.

Aritmetik-Geometrik ortalama esitsizliginden,

Aij(Ax, x><A’lx,x> <{AX, X) + Mm<A’1x, x> <M+m
bulunur. Bu esitsizlik diizenlenirse (3.3) ifadesi

(M +m)2

(AX, x><A’1x, x> < Ty

18
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elde edilmis olur.

AY2x

4]

i) (3.3) esitsizliginde x vektorii yerine yazilip, gerekli diizenlemeler

yapilirsa, (3.4) esitsizligi elde edilmis olur.

Not:
o (M+m)” N
i) aMm sabiti Kantorovich sabiti olarak adlandirilir.
M+m)’
(M + m) 2

= esitliginden Kantorovich sabitinin Aritmetik ortalamanin

Geometrik ortalamaya orani oldugu goriiliir.

ii) Holder-Mc Carthy Esitsizliginden ||x| =1 i¢in
(AX, x>2 < <A2x, x>
esitsizligini biliyoruz. (3.4) esitsizligi bu esitsizligin tersi diistiniilebilir. Bu alanda

(M +m)2
4

yapilan c¢aligmalarda
Mm

sabitinden daha kiiciik olan ve bu esitsizlikleri

koruyan sabitlerin var olup-olmadig arastirilmaktadir.
Ayrica gorecegimiz gibi bu esitsizliklerin genellestirilmeleri lizerine arastirmalar

yapilmaktadir.

Teorem 3.5.8. [12] A, mlI < A< MI esitsizligini saglayan H Hilbert uzayinda bir
pozitif operator oldugunda,

(p-)™"  (MP-m?)’
p° (M—m)(mM"—Mm”)pfl

i) p>1ve K, (mM,p)=

icin
(A% x)° <(APX,x) <K, (MM, p)(Ax,x)"

esitsizlikleri saglanmaktadir.
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) (mM?—MmP) ((p-1)(M°-mP) p
ii) p<0 ve K(m"\"’p)(p_l)(lvl—m)'[ p(mMp—Mmp)J

icin
(A% x)" < (APX,X) < K_(m,M, p)(Ax,X)’

esitsizlikleri saglanmaktadir.

Teorem 3.59. [12] A ve B, H Hilbert uzayinda pozitif operatorler ve

M I>2A>ml >0, M, 2B>m,l >0 ve A>B >0 sartlar1 saglansin. Bu durumda

p=>1 ve
- (p—l)pfl(Mlp —ml")p e K. — (IO—l)pfl(Mzp —mz")p

1Lp — = 2p — =

' pp(Ml_ml)(mlMlp_Mlmlp)pl p pp(Mz_mz)(szzp_Mzmzp)pl
i¢in
M, )" M)
B"uspA"s(—2] AP ve BpsKlpAps(—lj AP
’ m, ’ m,

esitsizlikleri saglanir.

Bu teoremin bir sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.5.10.[12] A>B>0ve MI >B>ml >0 igin p>1 oldugunda,

p
B”g(Mj A
m

esitsizligi saglanir.
3.6. Pozitif Lineer Doniisiimler

Tamm 3.6.1. [1] ¢:M, > M, lincer doniisimi A>0 (A>0) iken ¢(A)=0

(¢(A)>0) sartin1 sagliyorsa bu doniisiime (kesin) pozitif lineer doniisiim denir.
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Ayrica bu doniisim ¢(1)=1 sarti da saghyorsa birimsel pozitif lineer doniisiim

olarak adlandirilir.

Ornek 3.6.2. [1]

i) ¢(A)=trA doniisiimii pozitif lineer doniisiimdiir.
i) ¢(A) =— dOniisiimii ise hem pozitif hem de birimsel bir lineer doniistimdiir.
n

iii) A", A matrisinin transpozu olmak iizere ¢(A)=A" doniisiimii birimsel pozitif
lineer doniisiimdiir.
iv) X, nxk tipinde bir matris olmak iizere, ¢(A)=X AX doniisiimi M, den

M, vya pozitif bir lineer doniisiimdiir. Lakin bu doniigiim birimsel degildir.

Onerme 3.6.3.
i) Pozitif linecer doniistimler her T matrisi i¢in (b(T*) = ¢(T )* esitsizligini saglar [1].
i) (Kadison esitsizligi) ¢ pozitif ve birimsel bir doniisiim olmak iizere, her A
Hermityen matrisi i¢in

#(A) <4(A)
esitsizligi gegerlidir [1].

Swradaki 6zellik Kadison esitsizliginin normal matrislere genellestirilmesidir.

iii) ¢ pozitif ve birimsel bir doniisiim ve A normal bir matris olmak iizere,
#(A)9(A)<9(AX)
$(A)p(A)<g(AA)

esitsizlikleri dogrudur [1].

iIv) (Choi esitsizligi) ¢ kesin pozitif ve birimsel bir doniisiim olmak {izere, her

pozitif tanimli A matrisi i¢in,
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esitsizligi gegerlidir [1].

V) ¢ birimsel pozitif bir lineer doniistim ve A pozitif yar1 taniml matrisi oldugunda,
#(A) 2g(A) 0<r<1

esitsizligi gegerlidir [1].

vi) ¢ birimsel pozitif bir lineer doniisim ve A pozitif yart tanimli matris
oldugunda,
#(A) <g(A) 1<r<2

esitsizligi gegerlidir. Ayrica A matrisi pozitif tanimli matris oldugunda bu esitsizlik
—1<r <0 durumunda da dogrudur. Bu esitsizlik Kadison ve Choi esitsizliklerinin

genellestirilmis bir durumu olarak da disiiniilebilir [1].

vii) ¢ kesin pozitif lineer doniistim olsun. H hermityen matris ve A>0 oldugunda,

$(HAH) 2 $(H)¢(A) " ¢(H)

esitsizligi gegerlidir.

Bu 6zellikte H hermityen matrisi keyfi bir X matrisi ile degistirilemez. Yani,
p(XTATX) 2 (X7 )p(A) #(X)

esitsizligi her zaman dogru degildir [1].

viii) ¢ kesin pozitif lineer doniisiim ve A >0 oldugunda,

Az X'ATX = g(A)24(X")(A) $(X)

onermesi dogrudur.

Swradaki esitsizlik Choi esitsizliginin tersi olarak kabul edilir.

iX) ¢ kesin pozitif ve birimsel bir doniisim ve 0<m<M pozitif reel sayilarini

alalim. ml < A<MI esitsizligini saglayan her pozitif tanimli A matrisi i¢in,

—)2¢(A)_1

1 (M+m
¢(A )S 4Mm

esitsizligi gegerlidir. Kantrowich esitsizligi bu esitsizligin 6zel bir durumudur [1].
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Not: Tezin ana konusu olmamakla birlikte f matris-konveks fonksiyon oldugunda

f(#(A)=¢(f(A)

esitsizliginin gecerli olduguna dikkat edilmelidir.

X) ¢ pozitif bir lineer doniisim ve A ve B pozitif yar1 tanimh matrisler olmak

uzere,
¢(A# B) < ¢(A)#¢(B)
dir [1].

Xi) ¢:M, — M birimsel pozitif lineer doniisiim oldugunda
(M+m)* )
-1)\2 -2
o5 o e
esitsizligi gecerlidir. Dikkat edilirse bu (ix) maddesinde verilen esitsizligin
karesidir. Bu esitsizligin ilging yani matris esitsizlikleri genellikle kare alma islemleri
altinda korunmazlar. Bu istisnai bir ornektir. Lakin 0<p<1 icin f (t) =tP

fonksiyonu monotonlugu korur. Bu bilgi sayesinde 0 < p <2 igin,

¢(A1)PS£(I\1'\;$) J ¢(A)7P

esitsizliginin dogru oldugu ortaya c¢ikacaktir.
Fu ve He makalelerinde [5] p > 2 i¢in

p

\P M +m 2 _
olar)'s| L g
4° Mm
o o (M+m) o
esitsizligini elde etmislerdir. Dikkat edilirse ANm in p. kuvveti degildir ama
m

yakin bir sonugtur.

Xii) Matrisler i¢in aritmetik-geometrik esitsizligi
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aup<AtB

seklindedir. ¢ birimsel pozitif lineer doniisiim oldugunda

¢(A#B)£¢(A; Bj

yazilacagi asikardir. Bu esitsizligin tersi,

¢(A+ BJS[(M +m)2J%¢(A#B)

2 4Mm

bi¢iminde elde edilmistir. Lin yaptig1 ¢aligmasinda [7]

¢2(A+ B)S[(M er)zJ2 7 (AkE)

2 4AMm

ve

,( A+B M +m) ) 2
#2452 U omye)
olarak elde etmistir.

(xi) ozelligine benzer sekilde Fu ve He ¢alismalarinda [5] 0< p<2 igin

¢p(A+ Bjﬁ[(M +m)2Jp¢p(A#B)

2 4Mm

ve

p
A+BY)_[(M+m)’ b
P < A)#¢(B
#(228) ( . J(¢(>¢<>)
esitsizliklerini elde etmislerdir. Ayrica p > 2 igin de

¢p(A42rBjS (M2+m) 5 (A#B)
4° Mm

ve
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A+B M +m)’
w222 )| B (oo
esitsizliklerini ispat etmislerdir .

3.7. Pozitif Coklu Lineer Doniisiimler

Tamm 3.7.1. [8] ¢:ME —> M doniisiimii her bir matris bilesenine gore lineerlik
Ozelligini sagliyorsa bu doniisiime c¢oklu-lineer doniisim denir. Ayrica her
A (i=12,..,k) poztif yar1 tammh matrisi (A >0) icin @(A,A,....,A)=0
saglaniyorsa bu doniisiime pozitif ¢oklu-lineer doniisiim denir. Kesin pozitif ¢oklu-
lineer doniisim de benzer sekilde tammlanabilir. Eger ¢(1,1,...1)=1 ise ¢

birimsel ¢oklu-lineer doniisiim olarak adlandirilir.

Ornek 3.7.2. [8] ¢:M; —> M, doniisiimii, #(A,Ay,... A ) =tr (A)tr(A)..tr(A)I

seklinde tanimlanirsa bu doniisiim pozitif ve ¢oklu-lineer bir doniistimdiir.

k
Ornek 3.7.3. [8] X, € M, (=12,..,k) matrisleri ZX:Xi = sartin1 saglayan

i=1

matrisler olmasi durumunda

H(A A A) = 3 KAX

i=
doniisimii pozitif ve birimseldir. Bununla beraber bu doniisiim g¢oklu-lineer bir

doniisiim degildir.

Onerme 3.7.4. [8]
i) Her ¢:Mg — M pozitif ¢oklu-lineer doniigiimii

H(ToTpnT) =4(T T, T,

esitligini saglar.
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i) Her ¢:Mg —>M, pozitif ¢oklu-lineer doniisiimii monotondur. Yani i=12,...,k
icin
0<A<B=¢(A A, A)<¢(B,B,,..B)

onermesi gecerlidir.

i) ¢ :ME — M pozitif coklu-lineer doniisiim olsun.

a) Eger 0<r<1ise

DA A A) S H(A A A) (A20)
b) Eger -1<r <0 veya 1<r <2 ise
H(A A A) <H(A AL A) (A >0)

iv) ¢ :Mz —> M pozitif goklu-lineer doniisiim oldugunda

HAA AR, . AA)Z (A A A)P(A A, A)
ve

HAA AL AA)ZP(A A, A)P(A A, A)
esitsizlikler1 A, A,,..., A, normal matrisleri i¢in gecerlidir.

Dikkat edilirde bu &zellik, Pozitif Lineer Doniisiimler bolimiindeki Onerme
3.6.3 iin (iii) maddesinin benzeridir. Simdi de sirayla ayni bolimdeki (vii), (viii)

maddelerinin ¢oklu lineer doniisimlerdeki benzerlerini verelim.

V) ¢ kesin pozitif ¢oklu-lineer doniisim oldugunda, H, hermityen A pozitif

tanimli matrisleri i =1,2,...,K i¢in,

S(Hy Hyy HO) (AL A, A) (Hy Hyy o HY) <
¢(H1A171H11 H2A51H21---’ HkA:lHk)

esitsizligi dogrudur.

vi) ¢ kesin pozitif ¢oklu-lineer doniisiim olsun. Eger A pozitif tanimli matrisler ve

X, e Mq keyfi matrisler olarak alindiginda i=1,2,...,k igin,
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A2 XA S B(A AL A)2
¢(X1' Xz""f Xk)*¢(A1'A2’"-’ A<)7l¢(xl’ Xz""’ Xk)

onermesi dogrudur.

vii) A pozitif tammli matrisleri (i=1,2,...k) 0<m<M pozitif reel sayilar1 igin
ml <A <MI esitsizligini saglayan matrisler olsun. ¢ birimsel pozitif ¢oklu-lineer
doniisiim i¢in,
2
M*+m*)
A AT AT S e (A A A
esitsizligi dogrudur.
Bu esitsizligin  karesinin alimip alimamayacaginin cevabi bir sonraki o6zellikte

verilmektedir.

viii) A €M, matrisleri m<M sartin1 saglayan pozitif reel m,M sayilar1 i¢in
O<ml <A <MI esitsizlikleri saglansin. ¢:M* — M birimsel pozitif goklu-lineer

doniisiim ise

2

o ) (M"+mk)2 )
(AN A AL ) S i | 67 (A A A
esitsizligi dogrudur. p > 2 i¢in ise ayn sartlar altinda,
p
o ) (Mk+mk)2 )
0 (A A e A S| i | 67 (A A A)

esitsizliginin saglandig1 goriilmektedir.

Bu boliimiin sonu olarak aritmetik-geometrik esitsizligin ¢oklu-lineer doniisiim
versiyonunu verelim.,

iX) A eM_ matrisleri m<M sartin1 saglayan pozitif reel m,M sayilar1 igin
O<ml <A <MI esitsizliklerini saglasmn. ¢: M~ — M birimsel pozitif ¢oklu-lineer

doniisiim ise
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¢2(A1+Bl’A2+BZW’A(+BkjS

2 2 2
(Mk+mk)222 #B,, A #B #B
TV ¢ (A#B, A #B,,...A#B,)

esitsizligi dogrudur.

X) A,B €M, matrisleri m<M sartm saglayan pozitif reel m,M sayilar1 i¢in
0<ml <A,B <Ml esitsizliklerini saglasm. ¢:M" — M birimsel pozitif goklu-
lineer doniisiim ise

M¥ +m*
M 22 ¢(A1#BI’A2#BZ""’A1<#Bk)

(A A,... A)#4(B,B,,...B,) < >

esitsizligi dogrudur.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Tezin bu son boliimiinde arastirmalarimiz sonucunda elde etti§imiz sonuglari
sunacagiz. Bu sonuglar1 elde etmek i¢in sik kullandigimiz bazi teoremleri yazarak bu

boliime baglayalim.

Lemma 4.1. [13] A ve B pozitif tanimli matrisler oldugunda
1
| 8] < |A+B

dir.

Lemma 4.2. [1] A ve B pozitif tanimli matrisler oldugunda 1<r < oo igin

A" +B"

<|(a+BY

esitsizligi gegerlidir.
Lemma 4.3. [9] A €M, matrisleri m<M sartmi saglayan pozitif reel m,M
sayilart igin 0<mI< A <MI esitsizliklerini saglasin. ¢:M¥ —M_ birimsel pozitif
¢oklu-lineer doniisiim ise
S(A A A)+ME M G(AT AL AT (MK +m)]
esitsizligi gegerlidir.
Ayrica,
G (AL A A) MM (AL AL LAY <(MP 4+ m™)1
esitsizligi de yukaridaki esitsizlikten kolayca elde edilir.
Lemma 4.4. [14] X smirli operatorii igin |X| <tl & ||X|| <t dir.

Simdi ilk temel sonucumuzu verelim. Bu sonug¢ bir dnceki bolimde verilen
Onerme 3.7.4 iin (viii) maddesi ikinci esitsizliginin p>4 icin daha iyi bir
versiyonudur.

Teorem 4.5. A € M, matrisleri m<M sartin1 saglayan pozitif reel m,M sayilari
igin 0<mI<A <MI esitsizliklerini saglasmn. ¢:M¥ — M, birimsel pozitif ¢oklu-

lineer doniisiim ve p >4 ise
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L ) M 2¢ & m2 P )
8 (AL AL 1)S(Wj (A A A)
esitsizligi dogrudur.
Ispat: Bu esitsizligin
/2
L i 1 M 2¢ & m? P
H¢p/2(Ail’Azl!"'!A<1)¢p/2(A11A2""’Ak)H<_( )

- 4 M kp/kap/Z

esitsizligine denk oldugu Lemma 4.4. den bilinmektedir. Dolayisiyla bu esitsizligin

ispatin1 yapalim.

H¢p/2(Ai—l’A2—l,m’Ak—l)Mkp/kap/2¢p/2(Al,A2,m’Ak)H

1 , (Lemma 4.1. den)
<l (A A A Mg (A A A
s% (¢2('°&’Az,...,Ay)+MZ"m2k¢2(Ail’Azl,...,&l))pMHZ (Lemma 4.2. den)
o (A A A e M (A A
1

p/2

(M +m* )1 H (Lemma 4.3. den)

<

4
Boylece

2k 2k \ P/2
H¢p/2(Ail’Azl""’A<1)¢p/2(Ai1Ag,---,A<)H<1(M +m )

- 4 M kp/2mkp/2

esitsizligine ulagmis oluruz ki ispat tamamlanmais olur.

Simdi bir dnceki boliimde yer alan Onerme 3.7.4 {in (ix) maddesinde verilen

esitsizligin genellestirmesini yapalim.

Teorem 4.6. A,B M, matrisleri m<M sartin1 saglayan pozitif reel m,M
sayilart igin 0<ml <A,B <MI esitsizliklerini saglasm. ¢:M —M_ birimsel
pozitif goklu-lineer doniigiim ise

k Kk \2
p(ATB A+B  A+B [(M4n)
2 o2 T2 | 4Y7PMEm*

p

¢° (A#B, A #B,,.. A #B,)

esitsizligi dogrudur.
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Ispat: Bu esitsizlik

2 2 2

¢p/2(A1+ B, A+B, A+ Bij P22y P2 (A 4B, A #B,,..., A #B,)

1
Sz(Mk'ka)p

norm esitsizligine denktir. Swrasiyla hesaplamalar yapilirsa

¢W(A+a,&+&,wa+a

kp/2 kp/2 s—p/2
; S ]M m®¢ P2 (A #B, A #B,,... A #B,)

¢p/2(A1+Bl’A2+BZ’“”A<+Bk]+ i
2 2 2

M 2m'®2g P2 (A #B, A #B,,..., A #B,)

(Lemma 4.1. den)

IA
N

p/2
. ¢(A1+Bl,A2+BZ’m’A<+Bk)+
< 2 2 2 2 (Lemma 4.2. den)
M m‘g ™ (A #B, A #B,,... A #B,)
(Aﬁ—Bl A +B, ANBKJ &l
1 @ , + )
<= 2 2 2 Onerme 3.7.4. (iii)
4 Kk 1 -1 1
Mim'g((A#B) " (A#B,) " (A#B) )
A+B A+B, A+B, i
1 "{ 2 T2 T2 j+
4 -1 -1 -1
MAm“p((A#B) " (A #B,) " (A#B,) ")
¢[A+81’A2+BZ,III,A+BK]+ i
1 2 2 2
‘4WW4AHQ{&H&jwﬁ+$]
2 2 2
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o #(A+B,A+B,...A +B)+M"m'g(A*+B" A +B", . AT +B")

11 (A A A)+ MG (AT AL AY)+ 6 (B, A A+
42" IM*m‘p (B, A, AY) 4.+ (B, By B )+ M mUg(B, B, .. B

1 1 K K k\P
<2 ow? (M*+m¥)

1 p
<=(M*+mk

7 )
bulunmus olur Ki

1 (M “ mk)p
< Z M kp/zmkp/z

¢p/2 A+B A +B, A +B,
2 o2 T2

j;ﬁp/z(Al#Bl,Az#Bz,...,Ax#Bk)

esitsizligi ispatlanmis olur.
Son olarak bir dnceki boliimde verilen Onerme 3.7.4. {in (x) maddesindeki

esitsizligin karesini alalim. S6z konusu esitsizligin karesini alabilmek i¢in asagidaki

Lemmaya ihtiya¢ duyulmaktadir.

Lemma 4.7. [12] A,Be M, matrisleri 0< A<B ve 0<ml < A<MI esitsizliklerini

saglasm. Oyleyse

A < (M +m)2 8
~ 4Mm

esitsizligi dogrudur.

Teorem 4.8. A,B, e M, matrisleri m<M sartin1 saglayan pozitif reel m, M
sayilari icin 0<ml < A, B, <MI esitsizliklerini saglasm. ¢ kesin birimsel pozitif

coklu-lineer doniisiim ise

2

(M"+m")2
~———— | #*(A#B,A#B,,..,A#B,)

($(AL Aovees AJHH(BL By, B)) <) 2

esitsizligi dogrudur.

Ispat: Bir 6nceki boliimdeki Onerme 3.7.4 iin (x) dan
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M* +m"
M k/2mk/2

H(ArAyres A )9(By B B) < §(A#B, A #B,.. A HB,)

esitsizligine sahibiz. Ayrica

m <g(A,A,....A)#4(B,B,,....B ) <M"

bilgisinden ve Lemma 4.7. den faydalanarak esitsizligi ispatlamis oluruz.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Tezde, pozitif ¢oklu lineer doniisiimlerin temel 6zellikleri belirtildikten sonra
bazi 6nemli esitsizliklerden faydalanilarak pozitif coklu lineer doniigiimler i¢in yeni
esitsizlikler elde edilmeye c¢alisilmistir. Elde edilen sonuglar daha O6nceki
calismalarda elde edilenlerin genellestirilmis veya gelistirilmis versiyonudur.

Bu tezde 6zgiin sonuglar bulunmakta olup, tezde elde edilen sonuglar
bundan sonra bu alanda yapilabilecek olan diger arastirmalara kaynak olabilecek

niteliktedir.
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