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Jiiri : Prof. Dr. Manaf MANAFLI
: Yrd. Dog. Dr. Ozlem AK GUMUS
: Yrd. Dog. Dr. Figen KANGALGIL

Bu ¢alisma, fark zamanl popiilasyon modellerinin kararlilik analizi ile ilgilidir.
Ozellikle, host-parasitoid modellerinin dinamikligi ¢alisiimistir. Oncelikle konuyla ilgili
temel tanim ve teoremler verilerek, fark ve siirekli zaman modeller tanitilacaktir.
Modellerin kararlilik ¢alismalarinda 6nemli bir yere sahip olan Allee faktorii ve gog
parametresinin kararlilik iizerine etkisi incelenecektir. Son olarak, belirli biiylime
fonksiyonuna bagli olan host-parasitoid modelin kararlilig1 analiz edilecektir. Ayrica,
Allee faktorii ve go¢ parametresinin modelin kararlilig1 iizerine etkisi incelendi. Elde
edilen sonuglar birbirleriyle karsilastirildi. Teorik sonuglar niimerik similasyonlarla
desteklendi.

Anahtar Kelimeler: Kararlilik, Global Kararlilik, Denge Noktasi, Popiilasyon
Dinamikleri, Allee etkisi, Fark-zamanli modeller, Lokal asimtotik kararlilik, Lokal
Cekicilik.
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This study is related to the stability analysis of the difference-time population
models. In particular, the dynamic of host-parasitoid model has been studied. Firstly, the
difference-time and continuous-time models were introduced by giving the basic
definitions and theorems on the subject. The effect of Allee factor and immigration
parameter on stability, which has an important place in stability studies of the models, are
examined. Finally, the stability of host-parasitoid model depending on the particular
growth function was analyzed. Also, the effect Allee factors and the migration parameters
on the stability of the model are examined; and the results which are obtained were
compared with each other. The theoretical results are supported by numerical simulations.

Key Words: Stability, Global stability, Fixed (Equilibrium) point, Population
dynamics, Allee effect, Discrete-time models, Local asymtotic stability, Local
attracting.
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1. GIRIS

Doga olaylar1 ve popiilasyonlar1 inceleyebilmemiz i¢in matematiksel modellemeye
ihtiya¢ duyariz. Agiktir ki ger¢ek diinyada her zaman kesin bilinemeyecek durumlar
vardir. Fakat bircok durumda bu kesin bilinmezlik durumu 6nemli degildir ve sistem bir
deterministik sistem olarak kabul edilebilir. Baz1 durumlarda ise bilinmezlik durumunun
model lizerinde yaptig1 degisiklik 6nemli olabilir. Clinkli diinyadaki yagam bir denge
tizerine kuruludur. Bu nedenle herhangi bir canli popiilasyonundaki nicelik degisimi,
diger canlilar1 dogrudan ya da dolayli olarak etkiler. Birbirini etkileyen popiilasyonlarda
neslin yok olmayacagi bir durum olusturmak i¢in, popiilasyonun yasami lizerine etki eden
unsurlarin bilinmesi gerekir. Canli popiilasyonu iizerine etki eden ¢ok fazla etmen oldugu
icin kesin bir bilgi sahibi olmak c¢ok zordur; fakat gergcege yakin yaklasimlar
olusturulabilir. Yaklasim olusturmada isin i¢ine matematiksel modelleme girer. Bir
popiilasyonun modellenmesi, o canli tiiriiniin popiilasyonu hakkinda bilgi sahibi olmay1
saglar.

Matematiksel modelleme, siireci, ger¢cek diinyada olan bir problemi matematiksel
formiilasyonla tanimlamaktir. Bunun i¢in once, siirecin miimkiin olan tiim detaylar1
degerlendirilmeli ve buna bagli olarak olabildigince basit bir model kurulmalidir.
Matematiksel formiilasyon genel gergek diinya problemlerine uygun olmaldir.

Formiilasyonu asagidaki gibi sematize edebiliriz.

Problemin formiilize edilmesi
U
Matematiksel sartlarin tanimlanmasi
U
Matematiksel analiz

U

Analitik sonuglart yorumlama (biyolojik olarak)

Goriildiigii gibi modellemede oOnemli olan problem formiilize edildikten sonra
matematiksel sartlarin verilere uyumlu olup olmadiginin gézden ge¢irilmesidir. Aslinda,
modellemede somut olan deneysel verilerin matematiksel formiilasyonla uyumlulugunu

yakalamak son derecede zor bir durumdur. Gergege en yakin yaklagim modeli, sonuglarin



gecerliligi agisindan 6nem arz eder. Modelleme siirecindeki farkli bir tahmin asagidaki

sirayla yapilabilir.

Gergek diinyadaki problem
U
Sistem karakterizasyonu
U
Matematiksel modelleme
U
Modelin matematiksel analizi
J
Deneysel dogrular tasdik etme
J
Problemin ¢oziimii

Deneysel dogrularin tasdikinde problem yasanirsa sistem yeniden karakterize edilip
yeni matematik model kurulur ve adimlar yinelenir.

Biyomatematik, bazi tahminler altinda yatan mekanizmalar1 inceler. Kullanilan
yontemler biyolojik sistemlerin mekanizmalarina sikica baghdir. Biyomatematik
calismalari, kantitatif teori ve kalitatif teori olmak tizere iki duruma dayalidir. Kantitatif
teori’de biyolojik sistem c¢ok detaylidir ve parametreler deneylerden elde edilmistir.
Sistem analizi somut durumlarin simiilasyonundan daha az 6nemlidir. Sonuglarin nitel ve
nicel olarak tahmini miimkiin olmalidir. Biyolojik sistem hakkinda ¢ok detayr bilmek
oldukca 6nemlidir. Kalitatif teori ise basit mekanizmalar1 basit bir sekilde modellemek
icin kullanilan yontemdir. Parametre olusturma ve somut veri analizi cok 6nemli degildir.
Modelin titiz bir analizi mevcuttur ve nitel sonuglar deneysel sonuglarla mukayese
edilebilir. Bu mukayese, kalitatif teorinin kantitatif teoriye olan ana iistiinliigiidiir [31].

Modelleme; matematiksel anlamda, fark ve diferansiyel denklemlerle ifade edilir.
Bilinir ki, tim parametreler dikkate alinarak matematiksel model olusturmak kolay
degildir. Bunun yerine daha az parametre gozoniine alarak, ger¢ege yakin yaklasimlar
olusturmak ve sonrasinda farkli parametrelerin model iizerindeki etkisini incelemek daha
uygun olacaktir. Boylece biyolojik faktorlerin popiilasyon dinamigine etkisi,
matematiksel yolla incelenebilir. Popiilasyona etki eden bu faktdrlerin bazilari ise "Allee

Etkisi" olarak isimlendirilir ve bu etki ilk olarak, Warder Clyde Allee tarafindan 1931



yilinda tanmitilmigtir. Diigiik yogunlukta popiilasyonun biiylime orani1 c¢ok kiiciik
oldugunda ortaya ¢ikan durum Allee etkisi olarak isimlendirilir. Allee etkisi diigiik niifus
yogunlugunda popiilasyonu daha c¢ok etkilerken, tiirlerin ¢ogalma potansiyelinin
artmasiyla giderek azalir. Allee etkisine 6rnek olarak, es bulmadaki zorluk, yiyecek
bulma problemi, avcidan kagis ya da bireysel uygunluk gibi durumlar verilebilir. Allee
etkisi niifus yogunlugu ile birim kare basina diisen biiylime orani arasindaki baglantidir.
Matematiksel olarak bu durum asagidaki sekilde ifade edilebilir.

e N,=0ise a(N,)=0

e N e€(0,) igin a'(N,)>0

. /\l/lg}oa(N,) =1

Biyolojik varsayimlara dayali olan bu faktor, cevresel sartlarin (besin, yasam alani
gibi) smirlarina kadar artarak popiilasyonu etkilemeye devam eder. Allee fonksiyonu
hakkindaki yukaridaki varsayimlar biyolojik gergeklerden tiiretilmistir. Matematiksel
olarak ilk sart; eger es yoksa, lireme de yoktur. Yani, popiilasyon yogunlugu sifir iken
Allee fonksiyonu da sifir olur. Son iki sart, tiim pozitif baslangic sartlar1 i¢in Allee
fonksiyonunun etkisinin zamanla azalarak, yiliksek popiilasyon yogunlugunda
kayboldugunu ifade eder. Yani, popiilasyonun sayisi artarken Allee fonksiyonunun limiti

1>e yakinsar. Ekolojik modeller genel anlamda; popiilasyonun ¢evreye bagli olarak, kendi

tiri ile diger tiirler arasindaki etkilesimini gosterir. Cevresel faktorler farkli canli
tiirlerinde farkli etkiye sahiptir. Ayni zamanda canlinin g¢evre lizerine etkisi de soz
konusudur. Allee’nin ilk hipotezi, suda yasayan bazi canlilarin suyun kimyasin
etkiledigine dayanmaktadir. Belirli su tiirleri, suya kalsiyum tuzlar gibi bir¢ok koruyucu
madde birakmakta ve bu onlarin yasama sansini yilikseltmektedir. Allee’nin ilk
caligmalarindan birisi "gold fish" (altin balik) iizerinedir. Allee, suda hi¢ balik yokken
suya balik birakilmasi durumundaki biliylime orani ile, suda dnceden balik varken balik
birakilmast durumundaki biiylime oranlarini karsilastirmis ve ilk durumda biiyiime
oraninin daha az oldugunu gozlemlemistir. Yeterli sayida altin baligin, suyun optimal
kimyasal 6zelliklerine uyum saglayabildiklerini gostermistir. Deniz kestanesi, rotifer gibi
bazi tiirlerin yasama sanslarini artirmak amaciyla grupca yasadigi analiz edilmistir. Bu,
tirleri disaridan gelecek tehlikelere, kotii hava kosullarina, avcilara, kimyasal veya
fiziksel olaylara kars1 daha gii¢lii kilmaktadir. Benzer sekilde kiimelesme, toplam yiizeyi
azaltmaktadir. Soguk havalarda bildircin ve kral penguen gibi baz: tiirlerin biiyiik gruplar

halinde birbirine yanagarak soguk havayla temas eden yiizeyin gruba oranini kii¢iiltmek
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suretiyle 6liim oranini azaltti§1 gézlenmistir. Diislik yogunluklu popiilasyonlardaki klasik
goriig, bir siire sonra popiilasyonun denge yogunluguna ulasmasidir. Yemek, barinma
kosullari, iklim gibi tiim kaynaklar uygun oldugu stirece popiilasyon ¢ogalmaya baslar ve
denge noktasina ulasir. Ancak Allee, bunun her zaman bdyle olmayacagini savunmustur.
Popiilasyonda, birey sayisi azaldik¢a dogum oraninin azalacagini ve daha az geng birey
tireyecegini, daha az geng bireyden daha az popiilasyon ortaya ¢ikacagini ve bu durumun
popiilasyon yok olana kadar devam edecegini soylemistir. Yine Allee etkisi tizerine bir
caligma "tsetse sineginin" belirli bir yogunlugun altina diistiiglinde kendiliginden ortadan
kayboldugu gozlemlenmistir. Bu bir Allee etkisi 6rnegidir. Bilindigi iizere es bulamama
durumu bir Allee parametresidir ve popiilasyonu azaltici bir etkiye sahip oldugu durumlar
s6z konusu olabilir. Eger bireysel uyumda azalma ile birlikte Allee etkisi, tiim
poplilasyonu etkilemeye basliyorsa, burada demografik Allee etkisinden bahsedilir.
“Demografik Allee etkisi”; bireysel uyumda diisiise yol acan faktorlerin toplamidir.
Farkli bir durum bireysel uyum bileseninin yogunlukla olan pozitif iligkisine dayanan
“component Allee etkisi”dir. Burada ayrica popiilasyonun yer aldig1 alan da 6nem arz
etmektedir. Alandaki birey sayis1 azaldik¢a, ya da popiilasyonun yayildigi alan
genisledikge yeterli derecede eslesme olamamaktadir. Yogunluk arttik¢a {ireme oraninin
da arttif1 gézlemlenir. Mesela, 1996°da yapilan bir ¢calismada dogada ayr1 halde yasama
durumuna maruz kalan Madagaskar maymunu ve firavun faresi kendi tiirleriyle birlikte
tutsak edilmis ve bu sonu¢ dogrulanmistir. Yogunluk azaldikga, ¢iftlesme azalmaktadir.
Bireysel uyumdaki diisiis, sosyal ve cevresel faktorlerin pozitif etkisiyle popiilasyonu
artirabilir. O halde, canlinin yasadig1 dogal ortam, biyolojik ve ¢evresel degisimler ve bu
ortamdaki organizmanin davranigt onemlidir [20,21,31]. Bu davranis hakkinda bilgi

sahibi olmak kararlilik calismasi gerektirir.



2. ILGILi TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, ¢alismamiz i¢in gerekli olan temel tanim ve teoremleri verecegiz.

Tanmim 2.1. Popiilasyon modellerinde bir kusak, kendinden bir 6nceki kusak cinsinden

yazilabiliyorsa bu popiilasyonun modeli fark denklemi ile ifade edilebilir. Buna gore
X, = f(t,x(?)) t=0,1,2,...
denklemi birinci mertebeden fark denklemidir. Herhangi bir x, baslangi¢ noktasindan
baglanirsa x(0), f(x(O)), f(f(x(O))),... yinelemesi ile
x(t) = f"(x,) t=0,1,2,...
¢oziimiine ulasilir [21].

Tanmm 2.2. f, reel degiskenli reel degerli bir fonksiyon olmak iizere k. mertebeden en

genel fark denklemi

S XX e X5 X,,1) =0 £=0,1,2,...

formundadir. f; £’ye bagl ise otonom olmayan fark denklemi; t’ye bagl degilse otonom

fark denklemidir [6].

Tamm 2.3. a;; i=1,2,...,n, g(t); sabit ya da ¢'nin bir fonksiyonu ve x = x(7) olmak iizere;

d"x d"'x dx
+a(l)—+...+a _({)—+a (t)x=g(t
dtn 1()dtn—1 n_l()dl n() g()

denklemine n. mertebeden lineer diferansiyel denklem denir. Eger a; veya g(z), x’in bir

fonksiyonu ya da x’in herhangi bir tiirevine bagliysa denklem lineer olmayan diferansiyel
denklem olarak isimlendirilir. Eger lineer diferansiyel denklemde g(z)=0 ise denklem

homojen diferansiyel denklem adin1 alir [6].

Tanim 2.4. a, # 0 olmak {lizere a, j=1,2,...,k, sabit ya da t’nin bir fonksiyonu olsun. Bu

durumda,

X

t+k + alx

ke Tt A X

t+1

+a,x,=b, t=0,1,2,... (*)

denklemine k. mertebeden lineer fark denklemi denir. Eger tiim ¢ degerleri i¢in b, =0

oluyorsa denklem homojen lineer fark denklemi olarak isimlendirilir. Aksi takdirde

homojen olmayan fark denklemi adini alir [6].



Tanim 2.5. a; e R,j=1,2,... k, olmak lizere;

p(y=p" +a ' +. +a, (**)
denklemine (*) denkleminin karakteristik denklemi denir. Burada, x ifadesi ise
denklemin kokleri ya da sifirlaridir [7].
Teorem 2.1. (*)’1n sifir ¢6ziimiiniin lokal asimptotik kararli olmasi igin gerek ve yeter

sart kosul (**)’in her karakteristik kokii i¢in |,u|<1 olmasidir. Ayrica (*)’in sifir

¢Ozlimiinlin kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, ,u|:1 esitligini saglayan u
¢Oziimleri basit olmak {izere |,u|£1’dir. Ote yandan |,u|=1 olacak big¢imde katl

karakteristik kokler varsa (*)’1in sifir ¢6ziimii kararsizdir [37].

Tammm 2.6. Birinci mertebeden x,,, = f(x,) fark denkleminde X = f(¥) esitligini

saglayan x ¢oziimiine denge noktasi denir [6].
Bir fark modelinin davranis1 hakkinda bilgi sahibi olmanin en 6nemli yollarindan biri

de, bu modelin denge noktasindaki kararliligin1 analiz etmektir.

Tanim 2.7. X noktast denge noktasi olsun, V& >0 igin |x0 -X | <0 iken V>0 igin

|, = | =| /" (x) %] <&

olacak sekilde bir ¢ >0 bulunabiliyorsa x lokal kararlidir. ¥ noktasi lokal kararli degilse
kararsizdir. Ayrica, dyle bir y >0 vardir ki V‘xo —)_c‘ <y i¢in,

i =i /(2 =
kosulu saglanirsa X noktasi lokal g¢ekicidir. Eger X noktasi hem lokal ¢ekici hem de
lokal kararli ise bu nokta lokal asimptotik kararlidir [6].
Tamm 2.8. x,,,=f(x,) denkleminin denge noktasi X olsun. f:[0,a)—[0,a),

0 < a <oocaraligma tanimli olsun.
Vx, €(0,a) i¢in limx, =x
oluyorsa, x noktasi global ¢ekimlidir. X noktasi hem global ¢ekimli hem de lokal kararl

ise global asimptotik kararlidir [6].

Teorem 2.2. (Ortalama Deger Teoremi) £, (a,b) agik araliginda tiirevlenebilir ve /a,b]

araliginda siirekli olsun. O halde en az bir ¢ € (a,b) vardir ki



f ()~ f(a)

o)==

sartin1 saglar [24].
Tanim 2.9. [a,b] aralifinda tiim x,, x, degerleri i¢in eger x, >x, iken f(x,)> f(x,)
oluyorsa f fonksiyonu [a,b] aralifinda artan fonksiyondur denir. a<x, <x, <b ig¢in

f(x) < f(x,) 1se ffonksiyonu [a,b] araliginda azalan fonksiyondur denir.

Teorem 2.3. x,,, = f(x,) denkleminin bir denge noktas1 X ve X noktasini igeren bir agik
aralikta f'(x) siirekli olsun. | f ’()?)| <1 sartin1 saglayan x denge noktasi lokal asimptotik

kararlidir. Eger | f '()?)| >1 ise X denge noktas1 kararsizdir [6].

Ispat Farzedelim ki |/ '()_c)| <1 olsun. 1" tiirev fonksiyonu bir I araliginda siirekli oldugu
i¢in,
X, E[X—¢€,X+¢] ve |f'()?)| <c <1 olacak sekilde [X — &, X +&] bir alt aralik vardir ve
[F = 1) =L @) = f (x0)
S E|[F x|

Sc|)?—x0|

yazilabilir. Burada &, X ve x, arasindadir. Boylece f(x,)€[X —¢&,x +¢&] olur.

Ortalama deger teoremi ve gerekli esitsizlik uygulamalari neticesinde x, yerine f(x,)

yazilarak,
- 2G| = |7 ®) - 7))
LS ENSENF =1 (%)
< c|)? -f (x0)|
< F- f(x,)|

sonucuna ulagihr. Buradaé,, X ve f(x,) arasindadir ve |)_c —f (52)| < c|x—§2|.
Timevarimla t=1,2,... i¢in ‘)? —f (xo)‘ <c'[x —x,| elde edilir. Bundan dolay1 limx, =X
olup; x lokal asimptotik kararlidir. Farzedelim ki | f '(J?)| >1 olsun. Burada,

xe[x—e,x+e]lcl ve |f'()?)| > ¢ >1 olacak sekilde ¢ >0 bulunabilir.

% = (x| =] F1(E|IxX — x|
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>c |)? - x0|
Burada x, ,x ve x, arasindadir. Eger |)? —f (x0)| < ¢ alinirsa

‘)_c—fz(xo)‘ > ¢ |)?—x0|

elde edilir. Bu argiiman sonsuza kadar siirdiiriilemez. Ciinkii burada ¢’ |)? — x0| > 0 olacak

sekilde bir t bulunabilir. Bu sebeple ¢ |)_c —x0| > ¢ olacak bir ¢ varsa x kararli degildir

[6].
Teorem 2.4. % = f(x,) denkleminin bir denge noktas1 X ve X noktasini igeren bir acik

aralikta f'(x,) siirekli olsun. Eger, f'(x) <0 oluyorsa X denge noktasi lokal asimptotik
kararlidir. Eger, f'(x)>0 ise X denge noktasi kararsizdir [6] .
Tanmm 2.10. T, bir gecikme parametresi olmak iizere t-T generasyonu simdiki t+1

generasyonunu etkiliyorsa, x,,, = f(x,,x, ;) denklemi gecikmeli fark denklemi olarak

adlandirilir [6].

Teorem 2.5. (Lineerlestirilmis kararlilik) I, reel saylarin bir araligt xel ve

f :IxI—1 olmak iizere,

x}1+1 = f(xn 7xn—1) ) n:0,1,
fark denklemine bakilsin. X denge noktasinda f(u,v)’nin kismi tiirevleri

p=%(f,f) ve g = Zf

\%

olarak tanimlansin.
yn+l = pyn + qyn_l n:O’ ],

denklemi x denge noktasi civarinda lineerlestirilmis fark denklemi olarak adlandirilir

[23].
Ayrica,
A =pl—-q=0
karakteristik polinomu i¢in asagidaki ifadeler denktir.
o |/1| <1 oluyorsa x denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

e |p| <1-q<2 oluyorsa ¥ denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.
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Dikkat edelim ki karakteristik polinom, 4= (a;) k boyutlu matris olmak tizere
|[A-21|=0
denkleminden elde edilebilir [23].

Teorem 2.6. (Schur-Cohn Kriteri): k. mertebeden verilen bir fark denkleminin

karakteristik polinomu
p()=p +a " +. . +a,
olmak {izere, polinomunun sifirlarinin birim ¢ember i¢ine diismesi igin gerek ve yeter sart
e p(1)>0
e (D'p(D>0

e (k=D*(k-D

1 1 .. 0 0 0 .. a
a, 1 .. 0 N 0 0 .. a
a, , a5 .. 1 a, a,_, .. a,

matrisinin pozitif i¢ matrislere sahip olmasi1 gerekir [7].

Ornegin 4. mertebeden lineer bir fark denklemini gozoniine alalim. B=(b,)

matrisinin i¢ matrisleri, matrisin kendi ile birlikte, birinci ile son satirinin ve birinci ile
son slitununun ard arda ¢ikarilmasiyla elde edilen biitiin matrislerdir. Eger B matrisinin
i¢ matrislerinin tliimiiniin determinanti1 pozitif ise B matrisi pozitif i¢ matrislere sahiptir

denir. Yani,

bll blZ bl3
Bys=|by by by
b3l b32 b33
matrisinde; (B, ;| >0 ve b,, >0 ise B, ; pozitif i¢ matrislere sahiptir denir. 3. mertebeden

bir fark denkleminin kararli olabilme durumunu arastirmak i¢in Schur-Cohn kriteri
sartlarim elde edersek; p(u) =g +au’ +a,pu+a, polinomunun koklerinin birim
cember i¢ine diismesi i¢in i¢in gerek ve yeter sart |a1 + a3| <l +a, ve |a2 —a1a3| <1 +a;’
olmasidir [20].

Yiiksek mertebeden lineer olmayan bir fark sistemi doniisiim yoluyla lineer fark

denklemine indirgenebilir. Ayn1 durum sistemler i¢in de gegerlidir.



Tamm 2.11. i=/,2,...,k olmak tizere x,(¢+1)= f,(x,(?),x,(?),...,x,(¢),t) sistemine birinci
mertebeden k& boyutlu fark sistemi denir [6] .

Tamm 2.12. fve g; x ve y ’de kismi tiirevlere sahip siirekli fonksiyonlar olmak {izere,

R AC

y1+l = g(‘xt > y[)
sistemine iki boyutlu birinci mertebeden fark sistemi denir. Bu sistemin lineerlestirilmis

hali x,,, = Jx, olmak iizere

Iy Fxy)

B ox oy
g(x,y) 0g(x,y)
ox oy

matrisine Jakobiyan matrisi adi verilir. Buradan det(J — A7) =0denklemi Jakobiyan

matrisinin karakteristik denklemi olarak ifade edilir. Farkli bir formda

I (“11 -4 a, j
a,  a,—A
yazilabilir. Buna gore karakteristik denklem
A —(a, +a,)A+a,a, —a,a, =0
veya
A —izJA+det] =0
olarak yazilabilir. Bu denklemlerin ¢dziimleri o matrise ait 6zdegerleri verir [6].

Tanmm 2.13. f fonksiyonu x=a noktasinda her mertebeden tiireve sahip olmak tizere,
f _
Z (x a)' = f(a)+ f(a)x—a)+=— =
k=0

seklindeki agilima f fonksiyonunun taylor seri agilimi;

kz(;f (O) x—0)" zf(0)+f'(0)(x—0)+f;(!0) (x—=0)"+...

agilimina da Maclaurin seri agilimi denir [20].
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2.1. Fark ve Siirekli Zaman Modellerinin Tanitimi

Bu boliimde fark ve siirekli zaman denklemlerine dair bazi 6rnekler verilecek ve genel
bir tanitim yapilacaktir. Bu denklemlerin davranislarinin incelenmesi matematiksel
acgidan bliyiik bir 6neme sahiptir.

Simdi bir bilimsel hesap makinesi alip rastgele bir say1 tuslayalim. Sonra bir fonksiyon

tusuna basalim ve bu islemi tekrarlayalim. Bu iteratif siire¢ bir fark dinamik sistem

6rnegidir. Ornegin bastigimiz fonksiyon tusu iistel fonksiyonsa x,e*, e ,... dizisini elde

ederiz. Bu iistel fonksiyonun tekrarlanmasidir. Eger bu deneyi tekrar tekrar yaparsak, bu

exponensiyel fonksiyonu sonsuza gétiiren bir iterasyon elde edilir. Bir f fonksiyonunun
x, baslangic degeriyle verilen dizi yaklasimi x,, f(x,), /(f(x,)),-.. seklindedir. Ikinci

dereceden en basit fonksiyonlarda bile iterasyonun sonuglari tahmin edilemez ve tuhaf
olabilir. f{x) = 4x(1-x) fonksiyonunu ele alalim. 0 ile 1 arasinda rastgele bir say1 secip
iterasyonun sonuclarint gozleyelim. Farkli x girisleri icin dramatik derecede farkli
degerler ¢ikar. Bazen degerler tekrar ederken, bazen etmez. En sik da bagli bulundugu
aralikta amagsizca dolasir. Simdi de f{x)=3.839x(1-x) icin, O ile 1 arasindan rastgele
secimlerle, degerler 0.149888..., 0.489172... , 0.959299... gibi {i¢ degerden olusan bir
dongii i¢ine yerlesir, bu degerler siirekli tekrarlanir.

Bu fark denklemlerinin temel davranis degisimlerinde oldugu gibi, popiilasyon
biyologlari, belli bir tiiriin popiilasyon dinamiklerini uzun vadede gozlemleyerek
popiilasyonun niifus davranisiyla ilgilenirler. Gézlemlenen verilerle birlikte deneysel
olarak model i¢in parametreleri belirlerler (avcidan kagma, gidaya erisim v.b.).
Biyologlar matematiksel modellemeyi popiilasyondaki dalgalanmalar1 tanimlamak i¢in
olustururlar. Bunun i¢in F, iyelerinin belli baslangi¢ niifuslarina bagl olarak
popiilasyonun durumunun ne oldugu ile de ilgilenirler. Burada popiilasyon 0’a gitme
egiliminde midir? Yani tiirler yok mu olacaktir? Yoksa niifus nihai olarak asir1 kalabalik
bir hale mi gelecektir? Ya da popiilasyon dalgalanma olmadan periyodik mi yoksa
rastgele mi olacaktir? Bdylece niifus biyologlarina tipik dinamik sistem sorusu olarak p,
bir baslangi¢c degeri alindiginda, popiilasyonun uzun vadeli bir davranigini tahmin edebilir
miyiz?

Cogu basit biyolojik fark ve diferansiyel modeller temel kalkiiliis derslerinde
karsilagilanlardandir. Mesela exponensiyal biiyiimedeki diferansiyel denklem siklikla

karsilasilan bir modeldir. Bu model tek bir tiiriin biiyiime oranina bagli degisimini verir.
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Bu elbette son derece basit bir modeldir. Bu model ¢evresel faktorler, 6liim orani v.b.
faktorleri dikkate almadigi i¢in kolayca ¢oziilebilen basit bir diferansiyel denklem {iretir.

O zaman bu diferansiyel denklem ¢ anindaki popiilasyon p(¢) olmak tizere

b _yp
dt

seklinde verilebilir. Bu denklemin P, = P(0) baslangig sartina bagh ¢dziimii P(¢) = Pe"
olur. Buradan oranti sabiti £ > 0 alinirsa # —>oo iken P(f) - oo olur bu da niifus
patlamasina neden olur. Eger k£ < 0 alinirsa ¢t — oo iken P(¢#) — 0 olur ve nesil yok olur.

Bu prosediir fen bilimlerinde dinamik sistemlerin davraniginin belirlenmesinin bir
uygulamasini gosterir. Bir popiilasyon biyologunun ¢alisma verileri ile matematikgi bir
matematiksel model kurar ve bu model iizerinde ¢6ziimlerin uzun siireli davranisini analiz
eder.

Simdi P,, n kusaktaki popiilasyon yogunlugunu temsil etsin. Basit bir bilytime kuralt

olarak bir sonraki kusagi kendinden Onceki kusak cinsinden ifade etmeye calisirsak, &

sabit olmak iizere;

£, =kF,
seklinde gosterebiliriz. Buradan
R=kR,
B =kB=KR
B=kB=KP
P =kP,=K'R,

elde edilir [29].
P ¢boziimiine bagh olarak popiilasyonun nihai kaderi hakkinda asagidaki durumlara
gore karar almak miimkiindiir [37].

1. k> 1ligin F, > (P, dizisi iraksaktir.)

2. 0<k<lise £, >0 (P, dizisi monoton sekilde 0’a yakinsar.)
3. k=1ve Vn i¢in P, =F, oluyorsa P, sabit dizidir.

4. -1<k<O0ise P, — 0 (P, salimimli olarak 0 ’a yakinsar.)

S. k=-11ise P, dizisi belirli iki sabit arasinda salinimlidir.
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6. k<-lise P, — to0 (P,, dizisi salimmlidir ama genlik giderek biiyiir.)

Birinci mertebeden verilen fark denklemini ) =x ve fix) = kx olmak {lizere bir
fonksiyon gibi yazacak olursak
Jx)=H
J(f(x)=F
AVAVAC) RS

esitlikleri ¢ikar. Burada popiilasyonun nihai davranigi ile iteratif f° fonksiyonunun
asimptotik davranigi1 yakindan ilgilidir. Goriliir ki kontrolsiiz biiylime ve yok olma olmak
tizere iki olasilik vardir. Popiilasyon biyologlar1 deneyimlerine gére dogadaki durumlarin
bunlardan daha komplike oldugunu soylerler. Ger¢ek hayatin daha iyi temsil edilmesi
amactyla biyologlar modellere kisitlamalar yaparlar ya da parametreler eklerler. Farkli
bir fark modelinin davranig durumu da benzer bir yaklasimla agiklayalim. Popiilasyonun
limiti L olsun. Cevrenin tasima kapasitesi de gozoniine alinirsa, P(¢) degeri L limitini asar
ve popiilasyon azalma egilimine girer. ikinci olarak da P(f) degeri L limitine ulasamazsa
bu sefer de limite ulasana kadar yeterli kosul oldugundan artma egilimdedir. Bu
davranisin basit biyolojik modeli

9P _p(L-p)
dt

seklinde verilebilir. Burada bir 6nceki modele sadece (L-P) eklenmistir. Farzedelim ki &

> 0 olsun. Onceki durum popiilasyonun sinirsiz biiylimesine neden olurken simdi ise

P=1L, d—P:O
dt

P>L, d—P<0
dt

P<L, d—P>0
dt

durumlarindan bahsetmek miimkiindiir. Burada, popiilasyon P = L, P > L, P < L
durumlarinda sirasiyla ya sabit kalir ya azalir ya da artar.

Benzer form, fark modeli olarak

B, =kb(1-F)
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seklinde verilir. Burada k> 0’dir. P =x yazilarak da f(x) = kx(1-x) elde edilir. Boylece
yukarida belirtilen ikinci dereceden fonksiyon igin;
R =f(x)
P =7(f(x)
P=f(f(f())-..

yazilabilir. Boylece popiilasyonun kaderini belirlemek i¢in verilen & sabitinden, Ax(1-x)
fonksiyonunun asimptotik davranisini belirlenemez. Bu fonksiyon lojistik fonksiyon
olarak bilinir ve onun dinamigi modern matematik arastirmalarinin konusudur.

LPOeth

Plt)=——""0——
@) L—P,+Pe™

modeli exponensiyal biiyiime modelinden daha gercekgidir. Dongiisel davranis ya da
baska sekilde dalgalanmalar goriilmez. Bununla birlikte benzerleri arasindaki en
karmagik fark denklem modellerinden birini olusturur. Limit olarak L = 1 alinarak modeli

sadelestirmek miimkiindiir [29].

F, negatif olmayan degerlerle siirekli bir fonksiyon ve k pozitif bir say1 olmak

uzere
x(m+1)=F(xnXn-1, ...,Xn-k) (2.1)
k. mertebeden genel bir fark denklemidir. Bu degiskenlere bagl bazi fark denklem
ornekleri
L 2.2)
A+x,
k-1
a+Zbixn_i
X, =—— n=01,.. (2.3)
‘xn—k

1-x, 4

(@
=xe ", n=0,1,..

n+l n H

k
r(1=) a4, ;)

X, =xe - , n=0,1,...

n+l1
seklinde verilebilir [1,2,14,23,28]. Yukaridaki (2.2) denkleminde k& = 0 alindiginda optik
ve matematiksel biyoloji alaninda uygulamalara sahiptir ve literatiirde Riccati denklemi
adiyla bilinir. 4=0 durumundaki davranis1 ve periyodik ¢oziimii Brand [33] tarafindan
incelenmistir. =0 ve 5>4 durumu da Pielou [34,35] tarafindan incelenmistir. Burada

deginmeden gegcmemek gerekir ki bir¢cok ¢alismada kullanilan (2.1) genel gecikmeli fark
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denkleminde £ pozitif tamsay1 olup F negatif degerler almayan siirekli bir fonksiyondur.
Literatiir incelendiginde (2.10) denklemi tek X denge noktasina sahip olmasi
varsayimtyla bu fark denkleminin denge noktasinin global kararlilig ile ilgili caligmalar
mevcuttur [3,8,9,12,16,17,32,38,39,40,41,42].

Denklem (2.3)’lin 6zel durumlar1 olan asagidaki denklemler

X, =—, n=0,1,
xn
1+x
X, = L, n=0,1,.. (2.4)
xn—l
1+x +x
_ -1 _
x, =——-", n=0,1L..

n-2
strastyla 2, 5 ve 8 periyotlu pozitif ¢dziimlere sahiptir. (2.4) numarali denklemleri, Lyness
[36] sayilar teorisinde bir problem iizerinde calisirken kesfetmistir. k>4 ve
a=b=b=..=b_,=1 iken denklem (2.3)’nin pozitif ¢éziimleri ayni periyotla
periyodik olmazlar. (2.2) modeli genetikte genotip se¢iminde karsilastigimiz bir
denklemdir. Son olarak k& =0 i¢in (2.3) modeli degisik uygulamalarda ve fark gecikmeli
lojistik modellerde kullanilir.

Dinamik sistem ¢alismalarinda, verilen fark denkleminin kdklerini bulmak kararlilik
analizi i¢in Onemlidir. Karakteristik polinomun koklerini bulmak o kadar kolay
olmayabilir. Fark denklemini ¢6zmeden katsayilara baglh olarak gesitli kararlilik test
metotlar1 tiiretilmistir [27].

Farkl1 bir ¢6zlim yolu da uygun niimerik metotlarla yaklasik ¢6ziim bulmaktir. Pratik
uygulamalar1 olan niimerik metotlardan Newton metodu ile polinomlarin koklerini
bulmak miimkiindiir.

Simdi

Ox)=ax"+a, x""' +..+a,
polinomu ele alinirsa, genellikle O’nun derecesi yiiksekse O’nun koklerini bulmak
miimkiin olmayabilir. C6ziim i¢in yaklagik kdk hesabina dayanan Newton-Raphsen

metodu ele alinirsa

O(x,)

L0,
e O

P0'(x)
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X=x  — o(x,.,)
T0'(x,)

yaklasim secimi ile, x, yakinsamay1 saglayan baslangic degeri secimine baglh olarak,

X, X,,...,x, kokleri elde edilir ve bu iterasyon

N(x)=x 0’ Q'(x)#0

genel formuyla yazilabilir [29].

Eger denklem lineer olmayan bir fark denklemi ise ¥ noktasi civarinda

n = (2.5)

z  doniisimii yardimiyla, denklemi, lineer bir fark denklemine indirgemek

n

miumkindiir. O halde

Zn+1 :xn+1 _f
=f(x,)-x
=f(x+z,)-Xx

yazilabilir. lim

h—0

izere f fonksiyonunun X  de

ACE hz — /() = f'(x)olmak

diferansiyellenebilir oldugunu varsayalim. Boylece f(x+h)= f(X)+hf'(x)+O(h*)
yazabiliriz. Buradan

Zp :f()?'i‘Zn)—)_C
=f(&+z,)-f(X)
=z,/'(®)+0(z,)

elde edilir. O(z,”) ifadesi gok kiigiik oldugundan ihmal edilebilir ki

Zn+l ~ an'(f), (26)

ifadesine ulasilir [21].

Ornek 2.1.1. f(x,)=x,, =ax, +b,(a#1) (2.7)

homojen olmayan lineer modeli gézoniine alinsin. Burada a, siirekli yenilenme hizidir ve

biiyiime veya azalma da x, ile dogru orantilidir, b ise go¢ sabitidir. Bu fark denklemi bir
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popiilasyon modeli 6rnegidir. Buna gore x, bir balik popiilasyonu olsun, a yenilenme

oranini, b ise yakalanma kotasini gostersin. Denklem (2.7)’nin denge noktasi
f(x)=x
Sax+b=Xx
<b=(1-a)x
b

SxX=—o
l1-a

Ornek 2.1.2. (Bir bocek popiilasyonu modeli)

Bir kavak yaprag biti popiilasyonunun yasam modeli 6rnegi asagidaki gibidir. Yetiskin
yaprak bitleri kavak yapraginda bir ura yerlesir. Bitin biitiin (bir nesil) nesli buradadir.
Sadece bir kismi eriskinlige ulasana kadar biiyiir. Popiilasyon yemek bulma ve niifus
biiyiikliigii gibi ¢evresel etmenlere baglidir, bu son parametreler hayatta kalma icin de

gecerlidir. Bu etkileri ihmal edip parametreleri sabit farz edelim. Buradaki terimler,

e a , n. kusakta bulunan yetigkin anne yaprak biti sayis1

no

P,» n. kusaktaki yavru sayisi

e m, geng yaprak bitlerinin 6liim oran

£, erigkin anne basina diisen geng yaprak biti sayisi
e 7, anne yaprak bitinin ¢cocuklara oran1 seklinde tanimlanabilir. Baslangi¢ sartlari
olan a, anne yaprak biti sayisidir. Simdi asagida yaprak biti popiilasyonunun
olusturdugu dizinin denklemi
Pun = /4, (2.8)
seklindedir, sadece /-m kadar yavru yetigkinlige ulasabilir. » ise eriskin bireylerin hayatta

kalma orani1 olur. Buradan,
a,,=r(l=-m)p,, (2.9)
yazilabilir. (2.8) ve (2.9) denklemi diizenlenirse;
a,, = frl-ma,,
elde edilir. Bu denklem de birinci dereceden iyi bilinen homojen dogrusal fark

denklemine karsilik gelir. Boylece,

a,=(fr(l-m))"a,, (2.10)
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¢oziimiine ulasilir. Biliyoruz ki fi(1-m) < I i¢in, popiilasyon yok olacaktir. fi(1-m) ifadesi

anne yaprak biti basina diisen erigkinlige ulagsmis yavru olarak yorumlanabilir [30].

Ornek 2.1.3. (Kirmizi kan hiicresi (R.B.C.) modeli)

Dolasim sistemimizde bulunan kirmiz1 kan hiicrelerinde siirekli bir dogum-6liim dongiisii
yasanir. Bu hiicreler viicudun farkli organlarina oksijeni tasirlar ve bunlarin sabit bir

uygun degerde tutulmasi gerekir. Bu modelde R , n. giindeki kirmizi kan hiicre sayisini

n o
gostersin. M ise n. glinde kemik iligi tarafindan iiretilen kirmizi kan hiicresi sayis1 olsun.

Ayn1 zamanda kan hiicrelerinin belli boliimii dalak tarafindan giinliik iiretildigini

varsayalim. Burada eksilen kan hiicresi basina yeniden iiretilen hiicre sayis1 # yeniden

tiretim sabiti olsun [30].
Boylece kirmizi kan hiicresi sayisini1 gosteren popiilasyon modeli,
R.,=(1=/)R,+M,
M, =PBIR,

seklinde verilebilir. Bu model lineerlestirilirse,
R, =(1-/)R +pJR,,

gecikmeli fark popiilasyon modeli olusturulabilir.

Ornek 2.1.4. (Bir host-parasitoid modeli)

Son yillarda 6zellikle tarimda kullanilan kimyasallarin, hem iiretilen iiriine hem de diger
canlit ve insanlara verdigi zararlar kacinilmazdir. Bu kimyasallar yerine, iirline ya da
ortama zarar veren zararliyla (host) savasacak organizmalar (parasitoid) iiretilerek,
biyolojik miicadele yapilmaya calisilmaktadir. Matematiksel olarak, bu iki tiiriin
etkilesimini incelemek i¢in canlinin yasam modeline ihtiya¢ vardir. Bu iki bocek tiirtinii
igeren fark zamanli modelin ilk uygulamalarindan biri, 1935 yilinda yapilan "Nicholson-
Bailey" modelidir. Bu model, "Trialeurodes vaporariorum" adinda host tiirii ile onun
parasitoidi olan "Encarsia formosa" tiirlerinin etkilesimine dayanir. Bunun ardindan
1988°’de "Edelstein-Keshet" (Nicholson-Bailey modelinin bir tliiremesine dayali olan
model) ve 1993’de "Hoffman ve Frodshom" (avel ugan bir bocek tiirii olan "vedalia
beetle" parasitoid tiirii tanitan model ) farkli host-parasitoid modeller sundular. Canli
yasaminin modellenmesiyle elde edilen sistemin dinamikliginin incelenmesi daha 6nce
de ifade ettigimiz gibi matematiksel anlamda kararlilik calismasini gerektirir. Boylece

zaman icinde iki tiiriin sayisindaki degigsmeler gozlemlenebilmektedir. Burada tiirler
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beraber yagamin1 devam ettirebilir ya da her iki tiir yok olabilir. Eger bu siire i¢inde bir
kaos yasanmayip, tiirler belli bir say1 ile hayatlarini devam ettirebiliyorlarsa, bu model bu
noktada kararhidir. Lokal asimptotik kararlilikta ¢oziimler denge noktasna yakin
baslangi¢c sartlar1 i¢in denge noktasina yaklasirken, global asimptotik kararlilikta
cozlimler her baslangi¢ noktasi i¢in denge noktasina yaklasir. Kararlilik, popiilasyonun
hayatta kalmasini etkileyen gog¢, insan aktiviteleri, ¢evre ve tiirler arasindaki etkilesimi
gosteren "Allee etkisi" gibi olas1 faktorlerden etkilenir [1,2,3,4,5,6,14]. Zararl bocekleri
kontrol etmek i¢in bir biyolojik kontrol faktorii olarak kullanilan parasitoidler, host
tiirliinlin "pupa" veya "larvalarma" yumurtalarini birakir. Basarili bir sekilde parazitlenen
hostlar oliirken, parazitler tarafindan birakilan yumurtalar gelecek jenerasyon i¢in hayatta
kalabilir. Bir host parazitlendigi zaman tekrar parazitlenmez. Genel bir host-parasitoid

modeli

N, =rN(f(N,F)) (2.11)

F.=eN(-f(N,F))
formda verilebilir [6,10,11,13,18,19,26]. Modeldeki parametreler asagidaki ifadelerle
agiklanir.

e N, t jenerasyondaki host tiirlerinin yogunlugu,

e P, t jenerasyondaki parasitoid tiirlerinin yogunlugu,

e 1, larva, pupa ve yetiskin agamalari ile hayatta kalan bir host tarafndan birakilan
yumurta sayisl,

e ¢, larva, pupa ve yetiskin agamalar1 ile hayatta kalan tek bir host zararlisinin
iizerine parasitoid tarafindan birakilan yumurta sayisi,

e f(N,,P), parazitlenmeyen host sayisi olarak verilir.

N, host jenerasyonu ile P, parasitoidlerinin karsilasma sayisi kiitle-hareket yasasini

San

takiple aN P, olarak ifade edilir. Burada a sabiti "parasitoidin arastirict etkililigi" olarak

isimlendirilir. Varolan host’lar ile karsilasma sayis1

e
Pmy="2 n=01,2,.
n!

poisson dagilimi ile agiklanir. Ayrica 1 =aP, olmak iizere, hostla parazitoidin ortalama

karsilagsma sayisidir. Bir host, parasitoidle karsilasmamigsa bu say1 P(0) ile tanimlanir.

e ,uo
0!

Bu formiil P(0)= 4= =" o

ile verilir. Bu bilgilere dayanarak f(N,,P)=e
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olup (1—e™“") ifadesi hostun parazitoidle en az bir kere karsilasma durumudur. Bu

durumda model (2.11)’e denk olan asagidaki modeli yazabiliriz.

N, =rNe "
t+1 r le (2.12)
P, =eN,(1-e).
Tamm 2.1.1. (N*,P") model (2.12)’nin denge noktast olmasi i¢in;
N =rN'e "
(2.13)

P =eN'(1-¢)
esitlikleri saglanmalidir.

Teorem 2.1.1. (2.12) modeli (0,0) ve (N*,P") olmak iizere iki denge noktasina sahiptir.
Ispat N* #0 olmak iizere;

N =rN'e

=1=r(™)

= nl=Inr—ap’
. Inr

=>p =—, r>1
a

Son ifade model (2.13) sisteminin ikinci denkleminde yerine yazilirsa,

Inr

P =eN'(l-¢e «)

Inr o r—1

o eN' (55
a r
N rinr sl
ae(r—1)
rinr Inr

yazilabilir. Sonug olarak (N " P)=( —) denge noktas1 bulunur.

ae(r-1)" a
Teorem 2.1.2 (2.12) sisteminin kararlilig1 i¢in asagidaki ifadeler dogrudur.

e (<r<l ise (0,0) denge noktas1 kararlidir.

P

"
* —aP

e c¢aN'e ”

(1-r)+re™ <1 ve earN'e™ <1ise (N, P") denge noktasi kararhdur.
Ispat: (2.12) sistemine bagl olarak

F(N,,R)=rN,(e"")

G(N,,P)=eN,(1-e ")

fonksiyonlarimi tanimlayalim. Bu durumda Jakobiyan matrisi olusturulursa;
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OF oF

ON, 0P
J(N,F)= G G
oN, oP

elde edilir.

i) (0,0) denge noktasinda degerlendirilen Jakobiyan matrisi,

r 0
J(O’O):(O 0]

selinde bulunur. Verilen modelin istenen noktada kararli olabilmesi i¢in 6zdegerlerin
mutlak degerce birden kiigiik olmasi gerektiginden 4, =7 , 4, =0 olmak lizere -1 <r<

1 yazabiliriz. Dikkat edelim ki » > 0’ dir. O halde 0 < r < [ sart1 altinda (0,0) denge
noktasi lokal asimptotik kararlidir.
ii) (N",P") noktasinda degerlendirilen Jakobiyan matrisi,
- re —arN'e"
J(N ,P)= . .
e(l-e”) eaNe ™
seklindedir. Buna gore iz(J)=re “+eaN'e™™ ve det(J)=earN'e™ " yazilabilir.
Jakobiyan matrisinden yararlanarak kararlilik sartini

lizJ| <1+ detJ <2

seklinde yazabiliriz. Gerekli islemler yapilirsa eaN'e ™ * (1-r)+re <1 ve

earN'e™ <1 elde edilir[6,7].
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3. LITERATURDEKI HOST-PARASITOID MODELLERININ INCELENMESI
3.1. Host-Parasitoid Modelinin Go¢ Parametresine Bagh Kararhlik Analizi

Bu kisimda [26] ¢aligmasinda alinan asagidaki host-parasitoid modelin

N p, fello) G.1)
t
P=aN,(-¢")

dinamikligi hakkinda bilgi verilmistir.

Teorem 3.1.1. Model (3.1), (N*,0) denge noktasina sahiptir.

Ispat Model (3.1)’in denge noktasim1t N, =N, , =N" ve P =P, = P" kullanarak elde
edilir. Denge noktas1 tanimindan hareketle

¥

* ZN _bP"

N =———7¢
1+ kN e

+p

P =aN'(1-¢e")
yazilabilir. (0,0) noktasinin denge noktasi olmadig goriiliir. Simdi, N*#0 ve P" =0

alalim. Burada (3.1) sisteminin ilk denkleminden

_(+AN )N - )

A 3.2
N (3.2)
yazilabilir. N* = x alinarak
1+ kx)(x—
f(x)= A+ k0)(x = f) (3.3)
X
fonksiyon olusturulabilir. f{(x) fonksiyonunun tiirevini alirsak,
, ko +
=8 A

elde edilir. Eger f'(x)=0 ise ¢oziimde f(x)in [A,)arahiginda reel kokii yoktur.
Boylece f fonksiyonu kritik noktaya sahip degildir. [f,0), araliginda f'(x) >0 ve

lim F(x) =0 olup (3.2) esitligi sadece bir ¢oziime sahiptir.

—(1= A~ k) + (1= A — k) +4 5k
2k

Teorem 3.1.2. B<N, < durumunda (3.1) modeli

(N, ,B") denge noktasina sahiptir.
Ispat (3.1) modelinden N," #0,P" #0 igin,
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N, (1+kN, e )= AN e + B+ kN, e")

St = A (3.4)
—kN, = +(A+ Pk)N,
:>E*=—lln *ZNI _ﬁ m (35)
b —kN,” +(A+ pk)N,
elde edilir ve
N =B <1 (3.6)

< * *
—kN.? +(A+ BE)N,

ise P >0 dir. (3.4) ile (3.1)’deki ilk esitligi birlikte diisiiniiliirse,

Pl*zaNl*(l— *le _ﬂ *)
—kN, ~ + (A + Pk)N,

yazabiliriz ve B, (3.1) esitliginde yazilirsa,

* * Nl*fﬂ
. AN N e G BN
]\/v1 — 1 e kN~ +(A+Bk)N, + ﬁ

. —ale*(l—%
1+kN1 e —kN; “+(A+Pk)N,

I LA
=N (I+kN/e NN

—ale*(l—%) —abN]*(l—%
ZlNl*e —kN;"? +(A+Bk)N, +,B(l+kN1*e —kN,? +(A+BE)N, )
B N e
A=(1-=%)(e TNTHEAONT N (3.7)

A]l*
elde edilir. Simdi N," =x alalim. (3.7) esitliginin sag tarafini
/B —abx(l—zx;’g)
gy =(1-=)e T 4 h) (3.8)
X
seklinde yazilsin. Eger g(x) fonksiyonunun tiirevi incelenirse, ekstremum nokta olmadigi

goriiliir. Burada, g(8)=0, g'(#)>0 ve x— o= g(x)— o .Buradan (3.7) esitliginin tek

¢Oziimii oldugu elde edilir. Simdi de (3.6) esitsizligini sadelestirip ¢oziiliirse,

s <ABE —(1= A= Bk)++[(1— A— Bk)* + 4k
! k 1 2k

(3.9)

esitsizlikleri elde edilir. Ayrica ifadeleri

At+pk —(1= A= k) + (1= A — Bk)* + 43k
k 2k

karsilastirilsin. Farzedelim ki,
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A+ Pk —(1= A= k) ++(1= A — Bk)* +4 8k

3.10
k 2k G.10)
olsun. O halde
1+ A+ Bk > (1= A— Bk)* + 4k
< 1+ A+ pk)’ >(1—-A1— pk) +4pk
<44>0 (3.11)
dir. A >0 oldugu i¢in varsayim dogru olur. Buradan,
. —(1-4- 1-A— k) +4
P . Bk)+\(1=A- Bk)* +45k 612)

2k

elde edilir. (3.9) ve (3.10) numarali esitsizliklerden yola ¢ikilarak ispat tamamlanir.
Sonu¢ 3.1.1. (3.12) esitsizligi saglanmiyorsa(N~,0) tek denge noktasidir, aksi halde
(N", P") tek denge noktasidir.

Simdi, model (3.1)’in denge noktasinin lokal kararlilik sartlarini arastiralim.
Oncelikle (3.12) numaral esitsizligin saglanmadigini varsayalim. Yani (N°,0) tek denge
noktasidir. Model (3.1) i¢in,

/th —bP,
—_—e '+
1+ kN e d

G(N,,P)=aN,(1-e"")

F(N,.F)=

fonksiyonlarmi olusturalim. Model (3.1)’in (N',0) komsulugunda Jakobiyan matrisi,

A —bAN®
J=| A+kN"Y  (1+kN")?
0 abN”
seklinde olusturulur. J 1 matrisinin 6zdegerleri o, = ﬁ , O, = abN " ’dir. (N *,O)
+
noktasinin lokal kararlilig1 i¢in
2« *
—(l+kN*)2 <1 ve abN <1 (3.13)

esitsizliginin saglanmasi gerekir. Simdi o,>1 ve 0,>1 durumunu gozoniine alalim.
(N",0) kararli degildir. Su durumda model (3.1)’in tek denge noktas1 (N,”,P") oldugu

goriiliir. O halde, (N,, P") komsulugunda jakobiyan matrisi olusturuldugunda,
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de R —b/iNl*e_bP]*
Jy=| (14kN ™) (1+kN, e )?

a(l- dl ) abN l*e_bpl*

elde edilir. Bu matris yardimiyla

—bP]* .
izJ, = Lb +abN e
(1+ kN, e )?

abAN,' e

detJ, =———1°
(1+ KN, e )

yazilabilir. Eger,
lizJ,| <1+ detJ, <2 (3.14)

esitsizligi saglanirsa (N, ,B’) denge noktasi lokal kararli olur. (3.14) durumu
kullanilarak (N,", P") noktasinin lokal kararliligi igin,

de .
W + ale*e—bPl <1
(A+&N, e ™)

abAN, l*e’bpl* -
(1+kN, e )?

(3.15)

sartlar1 elde edilir.

Sonug 3.1.2. Eger (3.12) esitsizligi saglanmiyorsa model (3.1), (N,0) olacak sekilde tek

denge noktasina sahiptir ve bu nokta (3.13) sart1 altinda kararli olur.

Sonug 3.1.3. Eger (3.12) esitsizligi saglaniyorsa model (3.1), (N, , ") olacak tek denge

noktasina sahip ve bu nokta (3.15) sart1 altinda kararl olur.

3.2. Genel Fark-Zamanh Host-Parazitoid Modelinin Karalihg: Uzerine Allee Etkisi

Bu kisimda, go¢ parametresine bagli host-parasitoid modelin, Allee etkisi altinda
dinamikligi hakkinda bilgi verilmistir [4].

Xa=ax,f(y)+p
Ve =ax,(1=f (1)

olmak tlizere «e(0,1); bilyiime orani, SBe(l,©); go¢ parametresi, f(,);

(3.16)

parazitlenmemis host popiilasyonunu, x, ve y, ise sirayla ¢ amindaki host ve parazitoid
popiilasyonudur. f fonksiyonu i¢in varsayimlar ise,
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o €[0,0) igin f'(y,)<0
o 0<f(x)<w
seklinde tanimlidir.

Eger (3.16) modelinde host popiilasyonuna bir /(x,) Allee fonksiyonu eklenirse

xt+1 :a*l(xt)xtf(yt)'i'ﬂ
Vi Zaxt(l_f(y;)) (317)

elde edilir. Burada, o = (a">0), host popiilasyonunun biiylime oranidir. Allee

(x
etkisiyle alakali biyolojik varsayimlar,

e Egerx=0= [(x)=0 olup burada esler olmadan ¢ogalma miimkiin degildir.

e xe(0,00)= I'(x) >0 burada ise Allee etkisi azaldikca popiilasyon yogunlugu
artar.

e lim/(x)=1 burada ise yiiksek popiilasyon yogunlugunda Allee etkisi

kaybolur.
seklinde tanimlidir.
(3.16) modelinde parasitoid popiilasyonuna Allee etkisi eklersek

'xz+1 = axzf(yt)+ﬂ

\ (3.18)
Yn=a& I(xt)xt(l_f(yt))

yazilabilir. Burada " = parasitoid popiilasyonunun biiylime oranidir.

I(x
Simdi (3.16) modelinde hem host hem de parazitoid popiilasyonunu Allee etkisi
altinda diisiiniiliirse

X = 1(x)x, f(y)+f

(3.19)
Vit = a*[(x;)xt(l—f(yt))

model yapisina sahip olunur. & = I(a hem host hem de parazitoid popiilasyonunun
X

bliylime oranidir.
Agiktir ki (3.16) modelinin ()_c, )_/) denge noktasi; ayn1 zamanda (3.17), (3.18), (3.19)

modellerinin de denge noktalaridir.

Ele alinan modellerin kararlilik analizi i¢in asagidaki teoremler gecerlidir.

Teorem 3.2.1. Model (3.16)’nin ()_c, )_;) denge noktasi,
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1= af(y)<axf'(y) e—<axf'(y) (3.20)
a—

esitsizliginin saglanmasi ile lokal kararli olur.

Teorem 3.2.2. Model (3.17)nin (x,y) denge noktast, a}]'((f)) f()+af(y)>1 olmak
I(x

uzere
1 - qw>awbof”
— I( ) 1( ) <axf'(y)< I‘(_) () (3.21)
_ _ _ —I'(x)  —
a(l+ I( )) I )f(y)) ax s f)+a-1

esitsizligi gergeklesirse lokal kararhdir.

Teorem 3.2.3. Model (3.18)’in (x, y) denge noktasi, & f ()_/) —ax f ()_/) >1 olmak tizere

T O lﬁ?wﬁ@ 022
- X X - X
e Eh= 1 G s BB 0)

esitsizligi gergeklesirse lokal kararhdir.

- - e
Teorem 3.2.4. Model (3.19)’ un (x, y) denge noktasi, f(y)(a+ax I((f))) >1 olmak
X
uzere
- I'(x)
1 o 4mw%“ﬂ>
—#<axf'(y)< (3.23)
a(l+x (ic)) a+ax ( ) -1
x) I(x)
esitsizligi gerceklesirse lokal kararlidir.
~I'W)

Sonu¢ 3.2.1. ax I(_) f (;/)+af (;;)> 1 sartt altinda model (3.16)’nin ()_c,)_/) denge
X

noktasinin kararliligi, host popiilasyonuna eklenen Allee etisi altinda azalir.

Sonu¢ 3.2.2. af(y)-ax f(y)>1 sarti alinda model (3.16)in (x,y)denge

noktasinin kararlilig1, parazitoid popiilasyonuna eklenen Allee etkisi altinda azalir.
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— — I' - —
Sonu¢ 3.23. f(y)a+ax 7 (x)))>1 sartt altinda (3.16) modelinin (x,y) denge

X
noktasion kararliligt hem host hem de parazitoid popiilasyonunun Allee etkisi altinda

azalir.

3.3. Bir Host-Parasite Modelin Kararhilik Analizi

Bu boliim, [15] ¢aligmasinin sonuglarinin bir iyilestirmesini sunan host parasite
modelinin kararlilik analizi hakkindadir [19]. Dogada av-avci, host-parazitoid,
mutualizm gibi modeller iki popiilasyon bagintisiyla modellenir. Genel formla bu sistem

X =f(x,5,)

Yia = 8%, 0,)
seklinde popiilasyon degisimini tanimlar. Buradaki modeller birinin yoklugunda
digerinin biliylime oranini ve popiilasyonlarin birbirini etkileme durumlarini inceler. Bu
sistem,

X, =ax, +bxy,

Vin =€), +dx,y,
seklinde aliabilir. Buradaa > I, b <0, 0 <c¢ < 1, ve d > 0 segimleri yapilirsa model
av-avct modelini ifade ederken; a, ¢ > 1 ve b, d > 0 secimi yapilirsa model mutualizm
modeli olur ki mutualizmde her iki tiir birlikte yagamay1 destekler. Bunlardan farkli bir
model daha tanitmak gerekirse 4, B> 0 ve X, y, = 0 olmak {izere, A ve B parametrelerine

bagli olarak

— Axnyn
I+y,

_Bxy,
I+x,

n+l

n+l

sistemi verilir. Diger tanitilan sistemler gibi bu sistem de bize iki popiilasyonun

gelecekteki durumu hakkinda gerekli bilgiyi verir.

Calisma a, b > 0 olmak tizere, F(H,)= ﬁ Hassel biiyiime fonksiyonuna
+atl,
bagl
I{H—l — RHt - e—LP
1+H,))
P, =H(-e"). (3.24)
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modelini ele alir.

Oncelikle modelin denge noktalari aragtirilmalidir. Bunun i¢in H,,, = H, = H" ve

P

> =P = P" olmak tizere denge noktasi tanimindan,

s

H' =—RH* - e
(+H)
P =H'(1-e)

(0,0) noktasinin bu sistemin bir denge noktasi oldugu gézlenir. Benzer yolla H* #0 ve
1
P =0 icin (R*—1,0) bir denge noktasidir. H*#0 ve P"#0 i¢in (H ,P") denge
R

. * 1
noktasinin varligi, verilen denklemler diizenlenerek arastirildiginda, P = —In( A+H)
+

)

esitligine ulasilir. Burada R parametresinin durumu, sonug i¢in énem arz edeceginden bu
parametreye bagl bir degerlendirme yapilmas1 gerekir.
1 1 R

e R<loldugu durumu gézoniine alimrsa, R® —1<0 ve —In(

) < 0 dir.
c (+H)

Dolayistyla R < 1 durumunda birlikte yasamanin oldugu bir denge noktas1 vardir.

e R>1olsun. H* #0 durumunda,

. Y . . 1+H"
e’ :w dogru olup ikinci denklemde yerine yazilirsa, P = H (l—g)
. CH*(I_(HH*)” )
denklemine ulasilir. Bu ifade ilk denkleme yerlestirilirse, R=(1+H )’e R

esitligi elde edilir. H® degiskenine bagl olarak bir fonksiyon yazarsak,

NPIE)

z=F(x)= (1+x)bem k= elde edilir. F' fonksiyonunun grafiinin z = R dogrusunu

kestigi noktalar denge noktalaridir. Burada F(x) = R denkleminin ¢6ziimii, gerekli

matematiksel islemlerle (H,0) ve (H ,P") seklinde iki denge noktasmin var oldugu

1
sonucuna ulasilir. x =R’ —1noktasinin da bu denklemi sagladig1 agiktir. F'(x)=0

R(b+c+cx)

=(1+x)" elde edilir. x > 0 i¢in birisi artan digeri
c(l+x+bx)

denkleminden hareketle,

azalan iki fonksiyondan yola ¢ikilarak sdylenebilir ki tek kesim noktasi vardir. Ayrica

F(0)=1, F'(0) >0, ve x =0 i¢in F(x)—> 0 oldugu goriilebilir.
Teorem 3.3.1. Verilen (3.24) sisteminde:
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@) R <1durumunda (0,0) tek denge noktasidir.

1

b)O<R<(1+ l)b durumunda (0,0) ve (R —1,0) seklinde iki denge noktasi1 vardir.
C

1

c) R >(l+l)” durumunda (0,0), (R* -1,0) ve (H',P") seklinde iic denge noktasi
c
vardir.

Bulunan denge noktalarina bagli olarak (3.24) sistemin kararliligin1 aragtiralim.

Verilen sisteminin Jakobiyan matrisi

S (R(1+H—bH)(1+H)‘1"’e“’P —cRH(1+H)™ e-c'PJ

l—e cHe

olup (0,0) denge noktasinda degerlendirilen Jakobiyan matrisi

J_RO
“ 1o 0

seklindedir. Denge noktast i¢in 6zdegerler 4, =R ve 4, =0 bulunur. R < 1 oldugunda

(0,0) denge noktast, lokal asimptotik kararlidir.

1
Teorem 3.3.2. Verilen sisteminin diger denge noktasi olan (R’ —1,0)

1
max(—— 222y <R <1
c+1

sartiyla lokal asimptotik kararhdir.

3.4. Fark Zamanh Host-Parasitoid Modelinin Global Kararhhg:

Bu kisimda, [18] ¢alismast incelenmistir. Bu ¢aligmada A, £ > 0 olmak iizere

AN )
—— __ biiyiime fonksiyonuna bagl
1+ kNe " v Y 8
AN
N, =—t—e
14 kN e
B=BN,(-¢") (3.25)

Beverton-Holt modelinin global kararliligi ¢alisilmistir. Burada, N,, t anindaki host
popiilasyonu, P, t anindaki parazitoid popiilasyonu, £, parazitlenen host sayisi olmak
lizere, host ile parazitoid arasindaki karsilagsma sayist DN, P, seklinde ifade edilir. Poisson

dagilim1 yardimiyla parazitlenmeden kalan host sayis1 e””” olarak ifade edilir. N,, B, >0
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olmak iizere; Eo = (0,0) noktast her zaman ¢ozlimdiir. Sistemin Jakobiyan matrisi

Ae "’ ~AbNe™""
J=| (1+kNe™)* (1+kNe™)* |seklindedir. E, noktasinda degerlendirilen Jakobiyan
p- e ,BbNe’bP

A0
matrisi J(0,0) = [0 Oj dir. A <1 sartiyla sistem bu denge noktasinda lokal asimptotik

kararli olur. Global asimptotik kararlilik arastirilirsa,
AN,
N = L e
1+ kN
M AN N <n, A<
e’ +kN, 1+kN,

N, <N,

t+1

yazilacagindan, lim NV, =0 ve buradan da lim P =0 olup bu iki durumda (0,0) noktasinda

t—o0 t—0
global ¢ekicilik vardir. Hem lokal asimptotik kararli hem de global ¢ekici oldugundan
model (0,0) noktasinda global asimptotik kararl olur.

Simdi de (N",0) denge noktasi incelenirse (3.25) sistemi igin E, = (%,0) noktast

bulunur. £, denge noktasinda degerlendirilen Jakobiyan matrisi

1 —AbNe™
_ —bP N2
gL gy A (kN
k 0 ﬂbﬂ
k

seklinde elde edilir. £ noktasmin lokal asimptotik kararli olmast i¢in ﬂb% =fbN’
ve A>1 olmaldir. BbN* <1 ise (N',P") denge noktasi yoktur. (N',P") icin

h(P) = olmak tizere,

_F
pa-e™")
A=e" +kh(P)

seklinde tanimlanabilir. P > 0 i¢in linol h(P) = ﬁ ve h (P)>0 yazilabilir. limh(¢) = oo
P—0" [—>®

olup,

pork _
pb
SbN™ >1
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esitsizlikleri varsa P* pozitif bir ¢dziime sahiptir. O halde bu iki sart altinda E;=(N", P")
denge noktasi vardir. Sonug olarak A>1ve SbN" <1 iken E, noktas lokal asimptotik

kararlidir ve burada (N*, P") denge noktast meveut degildir. >0 icin,

AN, AN,
Nt+1 = hP, - ve
e’ +kN, 1+kN,
limsup N, < %

esitsizlikleri saglanmaktadir. ¢> 0 icin N, <%+g , t>t, olacak bir #,>0

noktasindan bahsedilebilir. SHN" <1 iken &> 0 segilip
Lb(N" +¢)<1
ve
R, =pN,(1-e")
<B(N"+e)1-e")
<Pb(N* +¢&)P,

dir. Buradan da ¢ 2 ¢ i¢in lim P, =0 olmasi gerektigi ¢ikar.
1—00

Sonug olarak eger N, >0 ise liminf N, > Ul olur. Béylece lim N, = N* olup E,

t—% k t—©
noktasi1 global asimptotik kararlidir.

Benzer sekilde A> 1 ve SN’ >1 durumu alinirsa (N

t

, P) denge noktasinin global

kararlilig1 incelenebilir.
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4. OLUSTURULAN BiR HOST-PARAZITOID MODELININ DINAMIKLiGi

Bu boliimde genel bir host-parasitoid modelinin dinamikligi arastirilmistir. Ayni
zamanda Allee etkisi ve gb¢ parametresinin modelin dinamikligine etkisi incelenmistir.

Elde edilen sonuglar karsilastirilmistir.

b
_(rae)H, n  ybes0 4.1)

t+1 H
1+ ae’™

BH = Ht (l_e_CE )
sistemini alalim. Burada, H,, ¢ anindaki host popiilasyonu, P, ¢ anindaki parazitoid

(1+ae’)

bH, °
1+ae™

popiilasyonudur. host popiilasyonunun biiyiime orani, Pennycuick ve ark. [43]

fonksiyonu ile iligkilidir.
4.1. Model (4.1)’in Denge Noktalar:

Bu bolimde model (4.1)’in denge noktalarm H, =H, , =H" ve P=P, =P

kullanarak

b *
:Meicpj a’b’c>0
1+ ae™ (4.2)

P =H'(1-e&).

H*

esitlikleri elde edilir.

Teorem 4.1.1. Model (4.1); (0,0), (1,0) ve (H", P") denge noktalarma sahiptir.

Ispat (0,0) noktasinin model (4.1) igin denge noktas1 oldugu acikca goriiliiyor. Simdi
H*#0 ve P =0 alalim. Buradan,

. _(1+aeb)H*

H o
1+ae

(4.3)

elde edilir. H” =1 noktasinin (4.3) esitligini sagladigin1 goriiliir. Buradan (1,0) noktasi
model (4.1)’in denge noktasi olur. Simdi de model (4.1)’in (H", P") denge noktasinin

varligi arastirilirsa; H* #0 ve P # 0 alalim. (4.2) nin birinci esitligi gozoniine
alinarak,
- (I1+ae"H" o

H o
1+ae
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bH"
_p _l+ae

= 4.4
(1+ae”) 4
_ bH"
P*:—l 1+aeb (.5)
¢  (I+ae”)
yazilabilir. Eger
1 bH"
+ae : (4.6)
(1+ae”)
esitsizlik saglanirsa, (4.5)’den P* >0 olur. Buradan da
0<H <1 4.7)
elde edilir. Eger (4.4) esitsizligiyle (4.2) ’nin ikinci denklemi birlikte ele alinirsa,
bH"
P H' (- 1+ae i
(1+ae”)
elde ederiz. Eger P" (4.2)’nin ilk denkleminde yazilirsa,
i _1+aebH*
l+ae’ =(1+ae" e (4.8)

esitsizligine ulasilir. (4.8)’in sag tarafindan, H” = x alarak asagidaki fonksiyonu

1+ae™

ex(1— 5
f(x)=0+ aeb")e (I+ae”)

olusturulsun. (1,0) noktas1 model (4.1)’in denge noktas1 oldugu i¢in, kolaylikla x = 1’in
(4.8)’in bir ¢oziimii oldugu goriiliir. (4.7)’y1 diisiinerek (4.8) denklemini saglayan x =
1’den baska noktalarin varligini arastirmak i¢in f{x) fonksiyonunun tiirevi hesaplanirsa,

bx
_ l+ae b

ex( ; ace ace™ + xabce™
flx)=e " [abe™ +(1+ aebx)(l -

+ae’ 1+ae’

elde edilir. f'(x) =0 denkleminden,;

_(1+ abe™) (acel”r +xabce™ — ace’
b 1+ae’

1 ) (4.9)

abe

elde edilir. (4.9) denkleminin sag yanma F(x) denilirse, F(x) artan olup (x —> o i¢in

F(x) > o), (4.9) denklemi tek ¢oziime sahiptir. Ayrica, A0) = l+a,

(1+a)ace”
ae’

f'0)=ab+ >0 olup f{x) bir yerel maksimuma sahiptir. Buradan (4.7)

esitsizligi gozoniine alinirsa, f'(1) <0 saglanmalidir. Eger bu esitsizlik ¢oziiliirse, ¢ > 1

elde edilir.
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W

Sekil 4.1.(a): a=1, b=0.02 ve ¢=45.161 icin (1+ae”) ve f fonksiyonunun ayni koordinat

diizleminde grafigi
4.1.(b): a=1, b=0.02 ve c=45.161 degerleri i¢in y=1 dogrusu ve F fonksiyonunun
ayn1 koordinat diizleminde grafigi

Sekil 4.1.1.(a)’da, f(x)in kritik bir noktaya sahip oldugu kolayca gbriiliiyor. Sekil
4.1.1.(b)’de, (4.9) denklemindeki fonksiyonlar ayn1 koordinat diizleminde ¢izilmis olup,
kesisim noktast x=0.58208"dir.

Sonuc 4.1.1. Model (4.1) i¢in asagidaki durumlar1 soyleyebiliriz:
e Eger <1 ise,ozaman (4.1)modeli(0,0)ve (1,0)ve noktalar1 denge noktalarina
sahiptir.
e Eger ¢ > [ ise, 0 zaman (4.1) modeli (0,0) , (1,0) ve (H",P") denge noktalarina

sahiptir.

4.2. Model (4.1)’in Kararhhk Analizi

Simdi (4.1)’in denge noktalarinin lokal asimptotik kararlilik sartlarini arastiralim.
Teorem 4.2.1. Model (4.1)in denge noktalar1 i¢in agsagidaki durumlar dogrudur.
e (0,0) denge noktasi lokal asimptotik kararli degildir.
e Eger 2+2ae’ —abe” >0 ve ¢ < 1 ise, 0o zaman (1,0) denge noktas lokal
asimptotik kararlidir.
e > ] veeksartlar altinda, (H",P") denge noktasi lokal asimptotik kararlidur.
Ispat Model (4.1)’i gdzdniine aldigimizda,

1+ae’)H
%ecﬁ a,b,c>0
+ae”™

F(H,,P)= :
G(H,.P)=H,(1-¢*")
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yazilabilir. Oncelikle ¢<Idurumunu gozoniine alalim. Eger model (4.1)’in (0,0)
komsulugunda Jakobiyan matrisi,

1 b
J@JD:(+ge g}

dir. J(0,0) matrisinin 6zdegerleri o, =1+ae’ ve o, =0. Bdylece, (0,0) noktasi
oy <1 ve |o,|<1 (4.10)
sartlar1 altinda lokal asimptotik kararlidir. Fakat, e’ > 0 oldugundan (0,0) denge noktas1

lokal asimptotik kararli degildir .
e Benzer sekilde, model (4.1)’in (1,0) komsulugunda Jakobiyan matrisi
1+ae’ —abe”

J(1,0)= 1+ae’
0 c

—C

seklindedir. Buradan (1,0), noktasinin lokal asimptotik kararli olmas1

1+ae’ —abe’

<L ve le| <1 (4.11)
ae

sartina baglanir. ilk esitsizlik ¢oziilerek, abe’ >0 ve 2+2ae” —abe” >0 esitsizliklerini
elde edilir. abe” >0 ve ¢ > 0oldugundan, (1,0) denge noktasi

c<1ve 2+2ae’ —abe” >0 (4.12)
sart1 altinda lokal asimptotik kararli olur. Bazi 6zel degerler icin (1,0) denge noktasinin

lokal asimtotik kararlilik davranis1 asagidaki grafikle goriilebilir.
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¥ A
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A

o4

a0 r

(b)

Sekil 4.2.(a): Model (4.1)’in a=1, b=2 ve c=0.5 sart1 altinda faz diyagrami
4.2.(b): Model (4.1)’in a=1, b=2 ve c¢=0.5 i¢in zaman serisi diyagrami
Burada baslangig sartlar1 /4, =0.8 ve F, =0.1 olarak alinmstir

Son olarak ¢ > [ alalim. Jakobiyan matris girislerini (H " P) komsulugunda
degerlendirelim. Buradan,
bH" bH" 71* by I7*
o o (1+aeb)1+ae abf H oo (1+ae )I-{
JH ,P)= (1+abe™ )? 1+ abe™

_opF * _.p*
- cH e

elde edilir. Determinant ve izJ(H , P") tanimindan

1+ae’™ —abe"™ H'

izJ(H',P') = & (1+ae’) A
(1+abe™ )?
bH" _ bH" * . b * .
et (HP) = &7 (1) R S8 el e ST
+abe +abe
yazilabilir. Eger,
lizJ| <1+det] <2 (4.13)

esitsizligi saglanirsa (H~,P") denge noktasi lokal asimptotik kararl olur [2].

(4.13) esitsizligi kullanilarak ¢ > 1 olmak {izere,
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(1+ e —abebH'H*)

b *
- —ce™ M(l—e'w )<1
(1+abe™ )

e (1+ae") -
(1+ae")

(l—e"P'cH*)+ e el

o (1+aeb)(1+aebH‘ —abebH‘H*)
(1+abebH')2
" (1+aeb)(l+aebH* —abebH*H*)

1+ abe”” )

e (1+e’CP*cH*)+e’CP‘cH* +ee (M](l —e ) >-1

(H',P") denge noktasinin lokal asimptotik kararhlik sartlari elde edilir. Aym sekilde

(H',P") denge noktasinin davranis1 asagidaki grafiklerle goriilebilir.

(5.

- il i e el g
el =
e e Tl — sl eyl — el
- et ekl el gl il ——
AT A =
I g o T A T
P T e T =
f"""ﬂ'—" .
e gl — kel

- —

Rk

AXRNX

R 3 ‘-

WY,

LA AT UL A
AL UL
LAALLAANAAY
LLLLL AAAAN

ol f

(b)
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Sekil 4.3.(a) : Model (4.1)’in a=1, b=1.1 ve ¢=2 kosulu altinda faz diyagrami1
4.3.(b) : Model (4.1)’in a=1, b=1.1 ve c=2 kosulu altinda zaman serisi diyagrami

Burada, baslangig sartlar1 H, =0.8 ve F, =0.1 olarak alinmigtir

Sonuc 4.2.1. Eger ¢ <1esitsizligi saglanirsa, model (4.1); (0,0) ve (1,0) denge noktalarina
sahip olur. (0,0) noktas1 her zaman kararsizdir. (1,0) denge noktasiysa (4.12) sart1 altinda

tek lokal asimptotik kararli denge noktasidir.

Sonug¢ 4.2.2. Eger ¢ > I esitsizligi saglanirsa, model (4.1); (0,0), (1,0) ve (H,P") denge
noktalarina sahip olur. (H P denge noktasi (4.14) sart1 altinda tek lokal asimptotik

kararli denge noktas1 olur.

4.3. Model (4.1)’in Go¢ Parametresine Bagh Denge Noktalar:

Model (4.1)’in host popililasyonuna, f go¢ parametresi ekleyerek denge
noktalarini arastiracagiz. Fark zamanli host popiilasyon modeli

l1+ae"H
:%e_‘e+ﬂ, a,b,c> 0
+ae’"

P, =H((-e.

t+1

(4.15)

seklindedir. Burada, /g e (l,0)araligindadir [3,4]. Simdi model (4.15)’in denge

noktalarim hesaplayalim. H, = H,, =H, ve P =P, = P yazimlan kullanilarak,

t T T+l

o (1+ae’ )I*-I]*

1

e 4 p
1+ ae”™ (4.16)

P =H (-
elde edilir. O halde, asagidaki teoremi verelim.

(1+ae"" )(H, - B)

—— <1 durumu
(1+ae”)H,

Teorem 4.3.1. H; >fBolmak iizere eger 0<

saglantyorsa, model (4.15); (H,,0) ve (H,,P’) gibi iki denge noktasina sahip; degilse
tek denge noktas1 (H,,0) olur.
Ispat (0,0) noktasinin denge noktas1 olmadig1 acik¢a goriiliiyor. S e (1,0) ise Hl* #0

olmalidir. Simdi Hl* #0 ve Pl =0 alalim. (4.16)’da ilk denklemden

b *
H = (1+ae )I}Vl N
(1+ae”™)
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(1+ae" (H; - B)

= (1+ae’)= , H >p (4.17)
Hl
elde edilir. Simdi de H, = x segilirse
bx _
g(X)=(l+ae Ix ﬁ), x#0 (4.18)
X

fonksiyonu elde edilir. (4.17)’deki fonksiyonlarin grafikleri ayn1 koordinat diizleminde
grafikleri asagidaki sekilde gosterilmistir.

30T

20

10T

Sekil 4.4.(a): a=0.5,b=1.2ve f=1.5 degerlerine gore g fonksiyonu ve y = (I+ae’)
dogrusunun ayni koordinat diizleminde grafigi
Buradan, g(x)’in tiireviyle

abe™ (1—£j:—ﬁz(l+ae}“) (4.19)
X X

esitligini elde edilir. (4.19) denkleminin kesim noktast yoktur. Ayrica,x — o0 igin
g(x) — oo oldugunu gériiliir. g(x) fonksiyonunun artan oldugu igin, (4.17) denklemi H,
gibi bir kesim noktasina sahiptir.

Simdi de model (4.15)’in (H,, P") denge noktasini aragtiralim. H, #0, P~ #0 olmak
lizere, (4.15) modeli gbzoniine alinirsa,

e (l+aeb)]*Lll*

1

e+ g

1+ ae’™

= (I+ae"™ YH - pf)=(+ae")H e
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bH,
R 1+ ae™

_ m(ﬁl ) (4.20)
—p =1 ﬂ(l{j—ﬁ) @.21)

n ——
¢ (l+ae’)H,

yazilabilir. (4.21)’de asagidaki esitsizlik saglaniyorsa

bH,
< o py<i
(I+ae’)H,
Pl* > (’dir. Buradan,
B<H', (1+a™ )(1—5*)<1+aeb (4.22)

1

elde edilir. Simdi (4.20) esitligini (4.15)’in ikinci denklemini beraber diizenlenirse;

. . 1+aebH; .
P=H|l-————(H, — .
1 1[ (1+aeh)H1( 1 ﬂ)}

elde edilir. Simdi P°, model (4.15)’in birinci denkleminde yerine yazilirsa;

by g et - g |
H* _ (1+ae )Hl e (1+ae” ) H,
: 1+ aebH‘*
* l+aebH'* *
—cH, [1— (] —ﬁ)]
* (1+ae” ) H,
:>1+aeb=(l+aebH‘)[l—If*je 1 (4.23)
1

elde edilir. Eger onceki islemler tekrarlanirsa, (4.23)’lin iki kesim noktas1 oldugu goriliir.

Benzer iglemlerle (4.23)’{in sag tarafim kullanarak A, = x alinirsa,

—cx| 1’%()(—[8)
h(x):(1+aebX)(l_£je ( (1+ae” )x ]
X

fonksiyonunu yazilabilir. Burada x — o0 i¢in A(x) — 0 oldugu goriiliir.
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Sekil 4.4.(b): a=0.5,b=12¢=1ve B=1.5durumunda (1+ae”) ve h(x) fonksiyonun
ayni koordinat diizleminde grafigi

4.4. Model (4.1)’in Go¢ Parametresine Bagh Kararhihk Analizi

Bu bolimde, (4.15)’in denge noktalarimin lokal asimptotik kararlilik sartlarim

arastiracagiz. Model (4.15)’den,

1+ae’)H
Fet, By =L en s g b 0

1+ ae’™

G(H,,P)=H, (1-e").
yazilabilir. Yapilan analizler agagidaki teoremde verilmistir.
Teorem 4.4.1. Model (4.15)in denge noktalari i¢in asagidaki durumlar dogrudur:
(a)- Farzedelim ki (4.22) esitsizligi saglanmasm. Model (4.15)’in (H,,0) denge noktast
(4.14) sart1 altinda lokal asimptotik kararli olur.
(b)- Farzedelim ki (4.22) esitsizligi saglansin ve (H,,0) noktasi kararsiz olsun. Eger
(4.14) sart1 (H,,P") tarafindan saglanirsa model (4.15)’in (H,,P") denge noktasi lokal
asimptotik kararlidir.

Ispat (a)- (H,,0) denge noktasmin model (4.15) i¢in tek denge noktasi oldugunu

varsayilsm. (H,,0) komsulugunda Jakobiyan matris hesaplanirsa,
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(1+ae’)[(1+ ae’™ )— ae’” H,] e (1+ae”H,
J(H,,0)= (1+ae”)? 1+ae™

*

0 cH,

_(I+ae’)[(1+ae")—ae" H;
- bH} )2

elde edilir. J(H,,0) matrisinin 6zdegerleri A, ve

(1+ae
A, =cH, olup,

b bHY N\ _  bH; rr*
(1+ae )[(1+aeb *) ae H1]|<1 ve ‘cHl*‘<]
% ‘

(1+ae
sartin1 saglarsa lokal asimptotik kararlidir. H; >1 oldugunu teoremden elde edilir. Son
esitsizlikler kolaylikla asagidaki gibi yazilabilir.

(1+ae"™ ) —(1+ae")[(1+ae"™ ) —ae’™ H]>0 (4.24)
(+ae"™ ) +(1+ae")[(1+ae )—ae H']>0
cH < 1.
(b)- (H,,P") noktasi igin lokal asimptotik kararhlik sartlarini aragtiralim. Model
(4.1)’in denge noktas1 (H ,P") igin lokal asimptotik kararlilik sartlar1 elde edilmisti ve
bu sartlar (H,,P’) denge noktasina uyarlanabilir. Bdylece, (4.14)’{in sartlart (H,,P")

icin yeniden yazilirsa asagidaki esitsizlikler elde edilir,

ot 0+ ae’ H;

b BH{ N _ 1 PHY pr* . . .
e (+ae? )+ ae ) abe ' H, ] l—e“"cH Y+cH e — L(1-e“)<l
1 1
(I1+ae"™)? (1+ae’™)
b bHY N\ _ bHY T7* X by I7* .
oo [Qrae)l(+ae™)—abe HY) e (e HY 4.25)
(1+ae” )’ (1+ae”™)

- (1 NHT .
ceicﬁ %(1_67{:3 )>_1

bH;)

o [ (L ae(L+ ae”™ ) —abe"™ H! 1
(I+ae

h,‘ (l—e’cpl*cHl*)+cH:e’CP1* -
(1+ae"™ )

Bazi1 6zel degerler alinarak, model (4.1)’in zamana bagl yogunluk grafigi asagidaki

sekilde gosterilmistir.
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(a)

e E

(b)
Sekil 4.5.(a) Model (4.1)’in a=1, b=2, ¢c=0.5 ve f =1.2 i¢in zaman serisi diyagrami
4.5.(b) Model (4.1)’in a=1, b=2, c=0.5 ve [ =2.4 i¢in zaman serisi diyagrami
Burada baslangig sartlar1 /, =0.8 ve F, =0.1 alinmistir
Sonug 4.4.1. Model (4.1)’in (0,0), (1,0) ve (H ,P") denge noktalar1 gé¢ parametresi
altinda kaybolur. (4.22) esitsizligi saglanmadiginda (#,,0) denge noktast Model
(4.15)’in tek denge noktasi olur ve bu nokta (4.24) sart1 altinda lokal asimptotik kararl

olur. Aksi takdirde Model (4.15) (H,,0) ve (H,,P") denge noktalarina sahip olur. Eger

(H,,0) kararsiz ise, (H,,P") denge noktasi (4.25) altinda lokal asimptotik kararli olur.

4.5. Model (4.1)’in Allee Etkisi Altinda Kararhlik Analizi

Model (4.1)’in Allee etkisi a(H,) altinda host popiilasyonunun denge noktalarini

arastiralim. Genel fark zamanli host popiilasyonu modeli
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*

aH _,
H =— o H ) aba > O
e T e © att,). - a.b.c (4.26)
B, =H(1-¢").
) ) . . (I+ae) ) e e
seklindedir. Burada a(H,) >0 olmak lizere a = W normalize edilmis biiyiime
o

orani etkisidir. Boylece, model (4.1) ile model (4.26)’nin ayn1 denge noktalarina sahip
oldugu agikca goriilmektedir.

Teorem 4.5.1. (0,0) model (4.26)’nin tek lokal asimptotik kararli denge noktasidir.
Ispat Model (4.26)’nin Jakobiyan matris girisleri

* _UR
- =%((a(HI)Jra'(HZ)Ht)(1+ae‘bﬁ)_abesza(H1)Ht) (4.27)

S H.a(H,)

J,, =—ace
1+ ae™

12,a
e h

sz =l-e
_ —ch

Jzz’a =cHe

seklindedir. Model (4.26)’nin (1,0) denge noktasi civarinda Jakobiyan matrisi

_a \ b\ _ b _a‘a(l)
Jonn =| Trady ((a+a'(1)(1+ae™)—abe’a(l)) (7 ad)
0 c

*

seklindedir. Sonu¢ olarak, A 6 = a—“ ((a(l) +a '(1)) (I1+ae™”)- abeba(l)) ve
T (I4ae”)

%

(l:ij)z((a(l)+a'(l))(l+aeb)—abeba(l))

<1

4, , =c bulunur. (1,0) denge noktasi

ve | <1 sarti atinda kararl olur. (4.27) kullanilarak, model (4.26)'nn (H',P")

civarinda Jakobiyan matris girisleri asagidaki gibidir.

* _ep*
= (1:157*)2((61(11*)+a'(H*)H*)(1+ae_bH )—abe" a(H)H')
7 - —a'ce” H'a(H")
e 1+ae™
Sota = -

_ * _cpt
Jpo.=cH e
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iZ(J

. ) ve determinant tanimindan
a(H ,P)

* _cP"
. ae * ' * * _bH* * * * * _op*
(Vo)) = m((a(ﬂ )+ a'(HH")(1+ae™ ) —abe" a(H')VH +cH e )
a*eich*CH* * s % bH* bH* * *
det(Ja(H*jP,)):m((a(H )+a'(HOYH ) (1+ae™™ ) —abe" o(H)H )
ae
+a'ce™” HalH) *) l—e’CP*)
(1+ae™)

elde edilir. (4.13) esitsizligi’nden

* _opt
ae’

m ((a(H*) ta'(HOHH ) (+ae™ y—abe"™ a(HYH +cH'e™” )

* _cP" * .
< 1+%((a(H*)+a'(H*)H*)(1+ae‘bH )— abe"! a(H*)H*) (4.29)
ae
v o Ha(H"
+a ce P(lT(ebH*))(l—e P)<2.

(H " P*) denge noktasinin kararlilik sartlarina ulasiriz. Benzer sekilde, model (4.26)’ nin

(0,0) denge noktasi civarinda Jakobiyan matrisi

J _O 0
a(0,0) — 0 0/

seklindedir. (0,0) noktas1 tiim durumlarda lokal asimptotik kararl olur. Simdi (0,0) denge
noktasinin global asimptotik kararli olup olmadigini arastiralim. Bunun i¢in (0,0) denge

noktasinin global ¢ekiciligi arastirmaliyiz. O halde, limH, =0 ve limP =0

t—w t—

saglanmalidir. Model (4.26) nin 1lk denklemi g6z Oniine alinirsa,

:(l+aeb)H,e_d)’ - (1+ae”" H e " <i< o
bH, bH, P t
1+ae 1+ae e

t+1

H

t+1

< H, olup H, azalandir. O halde lim #, =0 sonucuna variriz. Model (4.26)'nin

t—®©

ch

ikinci denklemindeki (1—e ) fonksiyonuna denk olan yazilirsa,

e

lim P
—0

[ }ggHt(l_eicPt) = }ggH[ lim(l—efcp’) =0

t—0

Sonug olarak, (0,0) denge noktasi, global ¢ekicilige sahiptir.
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Sonuc 4.5.1. Model (4.1) Allee etkisi ile ve Allee etkisiz ayn1 denge noktalarina sahiptir.
(1,0) ve (H *,P*) denge noktalar1 Allee etkisi altinda kararsiz hale gelirken, (0,0) denge

noktasi ise global asimptotik kararli olur. Boylece, model (4.1)’de (0,0) denge noktas1

Allee etkisi altinda tek global asimptotik kararli denge noktasi olur.
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5. SONUC

Bu calismada oncelikle fark ve diferansiyel modeller hakkinda bir tanitim
yapilmis olup, gereken tanim, teorem ve dzellikler verilmistir. Ozellikle host-parasitoid
modeller olmak iizere fark zamanli sistem modelleri tanitilmigtir. Konu ile ilgili daha
once c¢aligilmis modellerin denge noktalari incelenmis ve bulunan denge noktalarina bagh
olarak lokal ve global kararlilik analizleri hakkinda bilgi verilmistir. Son kisim tez
caligmasiin orijinal kismini olusturmustur. Bu boliimde olusturulan host-parasitoid
modelinin dinamigi incelenmis olup, hem Allee faktoriiniin hem de gé¢ parametresinin
modelin dinamigine etkisi incelenmistir. Caligmanin analizinde elde edilen teorik
sonuclar niimerik similasyonlar ile dogrulanmistir. Niimerik similasyonlar i¢in scientific

workplace ve mathematica kodlar1 yardimiyla [22], matematica programi kullanilmastir.
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