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Bu tezin birinci boliimiinde konveks fonksiyon ve esitsizlik tarihi ile ilgili baz1 bilgiler
verilmistir. Ikinci béliimde konveks fonksiyon, ortalama fonksiyonu ve temel bazi
esitsizlikler tanitilmistir. Ugiincii béliimde literatiirde mevcut olan lemmalar yardimiyla
elde edilmis Hermite—Hadamard tipli esitsizliklere yer verilmistir. Dordiincii bolimde
ise tanimlanan yeni lemmalar yardimiyla ve temel esitsizliklerin kullanilmasiyla 6zel
ortalamalara bagli konveks fonksiyonlar ile ilgili yeni esitsizlikler elde edilmistir.
Bulunan bu esitsizlikler Hermite—Hadamard tipinde esitsizlik igermektedir.
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In the first chapter of the this thesis, some information on convex function and
inequality history is given. In the second chapter convex function, mean function and
some basic inequalities are introduced. In the third chapter Hermite — Hadamard type
inequalities are given by using the lemmas in the literatiire. In the fourth chapter new
inequalities releted to convex functions due to special means are obtained by using the
new defined lemmas and using the fundamental inequalities. These found inequalities
contain Hermite — Hadamard type inequalities.
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1.GIRIS

Matematikte “esitsizlik kelimesi iki farkli miktar arasinda farkliligi ifade eder ve
bu iki miktar arasinda oran kurmak i¢in kullanilir. Modern matematikte esitsizlik her
alanda onemli bir rol oynamaktadir. Fizik, miihendislik gibi bir¢ok bilimsel alanda
esitsizlik sayesinde bircok yeni uygulamalar ortaya c¢ikmistir. Bu sayede bir¢ok
arastirmacinin dikkatini ¢ekmistir ve diger bilim dallariyla iliskili olarak gilinlimiize
kadar gelmistir. Esitsizlik alaninda en Onemli eserlerden biri 1934 yilinda Hardy,
Littlewod ve Polya tarafindan yazilan “Inequalities* adli kitaptir.

Konvekslik geometride temel bir kavram olmasinin yani sira diger alanlarda da
genis¢e kullanilmaktadir. Fonksiyonel analiz, grafik teorisi, olasilik teorisi ve daha
bircok alanda konvekslik onemli bir rol oynamaktadir. Konveksligin ilk temelleri
Yunan filozoflar tarafindan atilmasina ragmen kokeni Misir zamanina kadar
dayanmaktadir. Yunanlilarin matematige en 6nemli katkilarindan biri de Euclid’in
“Elements” adli kitabidir. Konvekslikle alakali ilk ifade ve gosterimler bu Kitapta
bulunmaktadir. Konvekslikle alakali daha kesin bir tanimi Archimedes’in “On The
Sphere and Cylinder” adli eserinde bulmak miimkiindiir (Dwilewicz 2009).

Esitsizlik teorisiyle yakindan iliskili olan konvekslik kavrami beraber gbz oniinde
bulundurularak birgok calisma ve integral esitsizlik elde edilmistir. Bunun en 6nemli
orneklerinden biri Ekim 1881 yilinda Hermite’in (1822 - 1901) Journal Mathesis adli
dergiye gonderdigi konveks fonksiyonlar i¢in Hermite — Hadamard esitsizligidir.

Esitsizlik lizerine yapilan calismalar yeni esitsizlikler kesfetmek ve var olan klasik
yaklasimlar1 giliclendirmeye dayanmaktadir. Modern esitsizlik teorisi matematikte
Oonemini yitirmeden derin temellere dayali bir alan olarak gelismektedir ve hala
arastirmalarda 6nemli bir yer tutarak sonsuz bir brans olarak matematikte yer almaya
devam etmektedir.

Literatiirde konveks fonksiyon ve esitsizlik kavramlari iizerine birgok calisma
bulunmaktadir. Bu ¢aligmalarla ilgili genellestirmeler ve yeni sonuglar Set (2010);
Alomari (2011); Kavurmact (2011); Ozdemir (2011); Akdemir (2012); Kavurmaci
(2012); Avci-Ardig (2013) Ozdemir (2013); Ekinci (2014); Yaldiz (2014); Set (2014);
Yildiz (2014); Set (2015); Yildiz (2015); Latif (2015); Barani (2015); Sarikaya (2015);
Erden (2015); Gékge (2015); Iscan (2015); Dragomir (2015); Sarikaya (2015); Akdemir



(2015); Avci-Ardig (2016); Dragomir (2016); Erdem (2016); Turhan (2016); Yaldiz
(2016) ve Ozdemir et al (2016) calismalarinda rastlamak miimkiindiir.

Sunulan bu tezde konveks fonksiyon siniflarindan olan GA-konveks ve GG-konveks
fonksiyon siniflar1 detayli olarak incelenmistir. Calismanin ikinci boliimiinde konveks
fonksiyonlarla ilgili temel tanim, teoremler ve ayrica reel sayilarin 6zel ortalamalarina
iliskin bilgilere yer verilmistir. Ugiincii bélimde bu konveks fonksiyon smiflar1 igin
yazilmis bazi temel Hermite—Hadamard tipli esitsizlikler tanitilmistir. Dordiincii
boliimde ise ¢aligmalar sonucu elde edilen lemmalardan faydalanilarak GA-konveks ve
GG-konveks fonksiyonlar igin yeni integral esitsizlikler elde edilmistir. Bulunan bu

esitsizlikler Hermite — Hadamard tipli esitsizliklerdir.



2. KURAMSAL TEMELLER
2.1. Konveks Fonksiyonlarla flgili Temel Tanim ve Ozellikler

Bu boliimde ¢alisma siiresince kullanilacak bazi temel tanim ve teoremlere yer

verilmigtir.

Tamm 2.1.1. (Lineer Uzay): L bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun.
+:LXL—->L ve -:FXL-L islemleri tanimlansin. Eger asagidaki sartlar
saglantyorsa L ye F cismi lizerinde lineer uzay (vektor uzayi) denir:

A) L, +islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

G1.Herx,y € Li¢inx + y € L dir,

G2.Herx,y,z € Liginx + (y + z) = (x + y) + z dir,

G3.Herx € Li¢in x + 8 = 8 + x = x olacak sekilde 6 € L vardir,

G4.Her x € L igin x + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde —x € L vardur,
G5.Herx,y €L icinx +y =y + x dir.

B)x,y € L ve a,f € F olmak iizere asagidaki sartlar saglanir:

L1. a.x € L dir,

L2.a.(x+y) = a.x + a.ydir,

L3.(a+B).x = a.x + f.x dir,

L4. (af).x = a.(B.x) dir,

L5.1.x = x dir (Burada 1, F nin birim elemanidir).

F = R ise L ye reel lineer uzay, F = C ise L ye karmasik lineer uzay adi verilir (Anton
1994).

Tamm 2.1.2. (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A € L ve x,y € A keyfi olmak {izere

B={z€L:z=ax+ (1—a)y, 0<a<1}cA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = ax + (1 — a)y esitligindeki x
ve y’nin katsayilart i¢in a + (1 — a) = 1 bagmtis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple
konveks kiime tanimindaki @,1—a yerine a + f =1 sartim saglayan ve negatif

olmayan a, B reel sayilarini alabiliriz. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalari x ve y



olan bir dogru parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan ve

herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasini ihtiva eden kiimedir (Bayraktar 2000).

Sekil 2.1. Konveks kiime

Sekil 2.2. Konveks olmayan kiime

Tanmm 2.1.3. (J —Konveks Fonksiyon): I, R’ de bir aralik ve f:1 — R bir fonksiyon

olmak {izere her x,y € I i¢in

f(x;ry> Sf(x) erf(y)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna I iizerinde Jensen anlaminda konveks veya J —konveks
fonksiyon denir (Mitrinovi¢ 1970).



Tamm 2.1.4. (Kesin J —Konveks Fonksiyon):I, R’ de bir aralik ve f:I = R bir

fonksiyon olmak tizere her x,y € [ ve x # y i¢in

f(x;y) <f(x)wZLf(y)

oluyorsa f fonksiyonuna I iizerinde kesin | —konveks fonksiyon denir (Mitrinovi¢
1970).

Tammm 2.1.5. (Konveks Fonksiyon): I, R’ de bir aralik ve f:I = R bir fonksiyon
olmak tizere her x,y € I ve a € [0,1] igin,

flax+ (A =a)y) s af () + 1 - a)f(¥) (2.1)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. (Pecaric¢ et al. 1992).

Ornegin, f:1 € R - R, f(x) = |x| fonksiyonu I iizerinde konveks fonksiyondur.

Sekil 2.3. Araliklar {izerinde konveks fonksiyon (f(x) = |x])

Geometrik olarak (2.1) esitsizligi su anlama gelmektedir:



x‘l Iil:x*{l-k}-y ;
Sekil 2.4. Konveks fonksiyon

Q, P ve R’nin arasinda olmak tizere P, Q ve R f’nin grafiginin lizerinde herhangi {i¢
nokta olsun. Bu durumda Q noktas1 PR kirisinin iizerinde veya altindadir. Bagka bir
deyisle

egimPQ < egimPR < egimQR

dir. f’nin kesin konveks olmasi durumunda yukaridaki esitsizlik kesin olur.

Teorem 2.1.1. Eger f fonksiyonu [a, b] araliginda tanimli, [a, b] araliginda konveks
(konkav) ve x, € (a,b) noktasinda diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise x € (a, b)
i¢cin

) = f(xo) =2 (Sf"(x0) (x — x0) (2.2)
esitsizligi yazilir. Yani (a,b) araliginda diferensiyellenebilen konveks (konkav)

fonksiyon (2.2) esitsizligini saglar (Roberts ve Varberg 1973).

Tamm 2.1.6. (Artan ve Azalan Fonksiyonlar): f, I araliginda tanimli1 bir fonksiyon ve

X1, X, de I’da iki nokta olsun. Bu durumda

(@)xy > xq iken f(x,) > f(xy) ise f fonksiyonu I tizerinde artandir,



(b)x, > x; iken f(x,) < f(xy) ise f fonksiyonu I iizerinde azalandir,

(C)x, > x4 iken f(x,) = f(xy) ise f fonksiyonu I iizerinde azalmayandir,

(d)x, > x4 iken f(x;) < f(x,) ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir

denir (Adams ve Essex 2010).

Teorem 2.1.2. ] acik bir aralik ve | € I olmak iizere f, I iizerinde siirekli ve J iizerinde

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(a) Her x € J igin f'(x) > 0 ise f fonksiyonu [ iizerinde artandir.

(b) Her x € J i¢in f'(x) < 0 ise f fonksiyonu [ iizerinde azalandir.

(c) Her x € J igin f'(x) = 0 ise f fonksiyonu [ {izerinde azalmayandir.

(d)Her x € J igin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu I {izerinde artmayandir.

(Adams ve Essex 2010).

Teorem 2.1.3. f, g konveks fonsiyonlar ve g ayn1 zamanda artan ise g o f fonksiyonu
konvekstir (Roberts ve VVarberg 1973).

Teorem 2.1.4. f:1 - R konveks (kesin konveks) bir fonksiyon olmak iizere f’(x) ve

f1(x) mevcuttur ve I tizerinde artandir (kesin artandir) (Roberts ve Varberg 1973).

Teorem 2.1.5. f fonksiyonunun I agik araliginda ikinci tiirevi varsa, f fonksiyonunun

bu aralik tizerinde konveks (kesin konveks) olmasi i¢in gerek ve yeter sart x € [ igin



f'(x) =z (>)0

olmasidir (Pecari¢ et al. 1992).
Teorem 2.1.6. (Ucgen Esitsizligi): Herhangi x, y reel sayilari icin ;

Ix +yl < x|+ yl,
|l = Iyl] < lx = yl,
[Ix| = Iyl| < Ix + yl
esitsizlikleri ve tiimevarim metoduyla
2y + o+ Xl < ]+ [l

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Teorem 2.1.7. (Integraller icin Hélder Esitsizligi): p > 1 ve %+$ = 1 olsun. fveg,

[a, b] araliginda taniml reel fonksiyonlar, |f|Pve |g|?, [a, b] araliginda integrallenebilir

fonksiyonlar ise

1

b q
( f |g<x)|qu)

S

b b
[ |f<x>g<x>|dxs(f If(x)lpdx>

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic¢ et al. 1993).

Ayrica Holder esitsizliginin bir sonucu olan power-mean esitsizligi de asagidaki gibi

ifade edilir.



Sonug 2.1.1. (Power Mean Esitsizligi):q = 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda tanimh

reel fonksiyonlar, |f| ve |g|?, [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

1

b b 1—% b q
J‘If(x)g(x)ldX'S (J‘lf(xoldx> (J‘If(x)Hg(qudx>

esitsizligi gecerlidir.

Teorem 2.1.8. (Ucgen Esitsizliginin integral Versiyonu): f, [a, b] araliginda siirekli

reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b b
ffqusflﬂme (a<b)

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic¢ et al. 1993).

Tanim 2.1.7. (Siireklilik): /:S € R - R, x, € S ve € > 0 verilmis olsun.

xX€ESve|x—xo| <dicin |f(x) — flxy)| < ¢

olacak sekilde bir § = (¢, xy) > 0 sayis1 varsa f, x,’da stireklidir denir (Bayraktar
2010).

Tamim 2.1.8. (Diizgiin Siireklilik): /:S € R — R fonksiyonu ve € > 0 sayis1 verilmis

olsun.

|x; — x,| < & sartin1 saglayan her x1,x, € Sicin |f(x;) — f(xy)| < &

olacak sekilde bir § = §(&) > 0 sayisi varsa f, S’de diizgiin stireklidir denir (Bayraktar
2010).



Tamim 2.1.9. (Lipschitz Sart1): f:S € R — R fonksiyonu i¢in

If () = fW) < Mlx -yl

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa f, S’ de Lipschitz sartin1 sagliyor denir (Bayraktar
2010).

Sonug¢ 2.1.2. f,S’de Lipschitz sartin1 saghiyorsa f,S’de diizgiin siireklidir (Bayraktar
2010).

Tamm 2.1.10. (Mutlak Siireklilik):/, R’nin bostan farkli bir alt kiimesi ve f: 1 — R bir
fonksiyon olsun. I nin {(a;, b;)}[- ayrik agik alt araliklarinin bir birlesimini goz 6niine
alalm. Sayet Ve >0 icin X |b; —a;| <& oldugunda Y ,|f (b)) — f(a)| <e¢
olacak sekilde bir § = §(e) > 0 sayist var ise f fonksiyonu I kiimesinde mutlak
stireklidir denir (Carter ve Brunt 2000).

Konvekslik, Lipschitz sarti, stireklilik ve mutlak stireklilik arasindaki iliski asagidaki

teoremde verilecektir.

Teorem 2.1.9. [a, b] € I° olsun. Eger f:1 — R konveks bir fonksiyon ise f Lipschitz
sartin1 saglar. Sonug olarak f,[a,b] araliginda mutlak siirekli ve [°’de siireklidir

(Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 2.1.10. f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise
a.f, (a, b) araliginda siireklidir ve
b.f, [a, b] araliginda sinirhidir (Azpeitia 1994).

Teorem 2.1.10°da da belirtildigi gibi konveks bir fonksiyon tanim kiimesinin ug

noktalarinda siirekli olmayabilir.

10



Ormnegin; f:[-1,1] - R,

2, x =—1ise
f(x) =4x2%, x€(-1,1)ise
2, x =1ise

fonksiyonu [—1,1] araliginda konveks; (—1,1) araliginda siireklidir (Roberts ve
Varberg 1973).

Tamim 2.1.11. ( Ortalama Fonksiyonu ): M fonksiyonu M: (0,) X (0, 0) —
(0, 00) seklinde verilsin. Eger;

1) M(x,y) = M(y,x)
2) M(x,x) = x
Ax<Mxy)<y, x<y
4) M(ax,ay) = aM(x,y), a>0
sartlar1 saglaniyorsa M fonksiyonuna ortalama fonksiyonu denir (Anderson et al. 2007).

Ornek 2.1.1. M(x,y) = A(x,y) = HTy ise Aritmetik ortalama,

M(x,y) = G(x,y) = /xy ise Geometrik ortalama,

M(x,y) =H(x,y) = @ ise Harmonik ortalama,

x'y

M(x,y) = L(x,y) = ﬁ , X = yve L(x,x) = x ise Logaritmik ortalama,

1

M(x,y) =1(x,y) = (3) (x—x)E , x #y ve I(x,x) = x ise Identrik ortalama

e yy

yazilabilir (Anderson et al. 2007).

11



Tammm 2.1.12. ( MN -Konveks (Konkav) Fonksiyon): f:1— (0,00) siirekli
fonksiyonu verilsin. I € (0,0) ve M, N herhangi iki ortalama fonksiyonu olsun. Eger

Vx,y € ligin;

F(M(x,y) < N(Fx), fO))

sartt saglaniyor ise f fonksiyonuna MN — konveks(konkav) fonksiyonu denir
(Anderson et al. 2007).

Teorem 2.1.11. 1< (0,00) ve f:1— (0,00) siirekli fonksiyonu verilsin. (4)-(9)

secenekleri i¢in I = (0,b) ve 0 < b < oo olarak verilsin.

1- f nin AA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f nin konveks (konkav)

olmasidir.

2- f nin AG —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart logf nin konveks

(konkav) olmasidir.
3- f nin AH —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart % nin konveks (konkav)
olmasidir.

4- f nin GA —konveks (konkav) olmas1 igin gerek ve yeter sart f(be™*) nin (0, )

tizerinde konveks (konkav) olmasidir.
5- f nin GG —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart f(be™") nin (0, )
tizerinde konveks (konkav) olmasidir.

1
f(be~t)

6- f nin GH —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart nin (0, o)

tizerinde konveks (konkav) olmasidir.

7- f nin HA —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart f (i) nin (%,oo)

tizerinde konveks (konkav) olmasidir.

8- f nin HG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart logf (%) nin (%, 00)

tizerinde konveks (konkav) olmasidir.

12



9- f nin HH —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart f(ll) nin (%,oo)

tizerinde konveks (konkav) olmasidir (Anderson et al. 2007).

Teorem 2.1.12. 1< (0,00) ve f:1—- (0,00) siirekli fonksiyonu verilsin. (4)-(9)

secenekleri i¢in I = (0,b) ve 0 < b < oo olarak verilsin.

1- f nin AA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f'(x) in artan (azalan)

olmasidir.
2- f nin AG —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart ]; ((xx)) in artan (azalan)
olmasidir.
- i _ 1) -
3- f nin AH —konveks o

olmasidir.

4- f nin GA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart xf'(x) in artan (azalan)
olmasidir.

xf'(x)

5- f nin GG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart —— )

in artan (azalan)

olmasidir.

6- f nin GH —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart i (( )) in artan (azalan)

olmasidir.

7- f nin HA —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart x2f’(x) in artan

(azalan) olmasidir.

X2

8- f nin HG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart ——— )

in artan (azalan)

olmasidir.

xf'(x) .

L in artan (azalan)

9- f nin HH —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart ———=

olmasidir (Anderson et al. 2007).

Sonu¢ 2.1.3.; H(x,y) < G(x,y) < A(x,y) oldugundan asagidaki ifadeler yazilabilir.
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1-f, AH-konveks ise AG-konvekstir ve dolayisiyla AA-konvekstir.

2-f, GH- konveks ise GG- konvekstir ve dolayisiyla GA- konvekstir.

3-f, HH- konveks ise HG- konvekstir ve dolayisiyla HA- konvekstir. (Anderson et al.
2007).

Ornek 2.1.2. a) (0, ) iizerinde f(x) = coshx fonksiyonu AG- konvekstir. Béylece

GG- konveks ve HG- konvekstir denilir.

b) (0,00) fizerinde f(x) = sinhx fonksiyonu AA- konveks olmasma ragmen AG-

konkavdir.

c) (0,00) iizerinde f(x) = e* fonksiyonu GG- konveks ve HG- konveks olmasina

ragmen GH- konveks ve HH- konveks degildir.

d) (0, o) tizerinde f(x) = log(1 + x) fonksiyonu GA- konveks olmasina ragmen GG-

konkavdir.

e) (0,0) iizerinde f(x) = arctanx fonksiyonu HA- konveks olmasma ragmen HG-
konveks degildir (Anderson et al. 2007).
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde, ¢alismanin temel kisminda kullanilacak temel lemma ve teoremler

verilecektir.

Teorem 3.1. (Hermite-Hadamard Esitsizligi) : I, R’de bir aralik a,b € ve a <b

olmak iizere f: I € R — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b 1 b b
f<aJ2r )Sb—aL f(x)dng(a);rf()

esitsizligi literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir (Pecari¢ et al. 1992).

Asagida literatiirde mevcut olan bazi lemmalar ve bu lemmalar yardimiyla elde edilmis

olan Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler verilecektir.

Lemma 3.1. f:R, = (0,) - R, I"’de diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I’
a < bolsun. Eger f' € L[a, b] ise

b 1
|bf(b) —af(a) — f f(x)dx| = (Inb — lna)f b2tq2(-0 f1(ptal=t)dt
a 0

esitligi gecerlidir ( Zhang et al. 2013).
Yukaridaki lemma kullanilarak asagidaki teoremler elde edilmistir.

Teorem 3.2. f:R, = (0,) - R, I"°de diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I’,
a < bvef'€Lla,b]olsun. Eger |f'(x)| 4, GA — konveks ise g = 1 igin
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b
bf(b)—-af(a)—-f fw) du

a

1

SKb—@Ammﬂ“ﬁ

1 x {[L(a? b*) — a®]If"(@)]? + [b* — L(a?, bz)]lf’(b)W}%
(2)4

esitsizligi gecerlidir ( Zhang et al. 2013).

Teorem 3.3. f: R, = (0,) - R, I"°de diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I’,
a < bvef'€Lla,b]olsun. Eger |f'(x)| 9, GA — konveks ise g > 1 igin

b
kﬂm—wm%jfwMu

a

1

q

2q 2q 1
< (inb — tna) x [ (a=1,571) | [4QF @9 I ()|

esitsizligi gecerlidir ( Zhang et al. 2013).

Teorem 3.4. f:R, = (0,0) — R, I"de diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I’,
a <bvef'€Lla b]olsun. Eger |f'(x)| 9, GA — konveksise g = 1 igin

b
|M@%ﬂﬂ@—ffmwu

< (Inb — ln?) ‘s {[L(a%9, b27) — a29]|f" (a)|? + [b27 — L(azq,bzq)]lf'(b)lq}%

(2q)

esitsizligi gecerlidir ( Zhang et al. 2013).
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Teorem 3.5. f: R, = (0,0) - R, I"°de diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I’,
a<b ve f' € L[a,b] olsun. Eger |f'(x)| 1, GA —konveks ise 2¢ >p >0ve g >1

icin

b
bf(b)—-af(a)—-f Q) du

1 1

(Inb — lna)l_a 2q-p 29-p
< X [L (a )]

1
pq

1
x {[L(aP,b?) — aP]If"(@)| © + [bP — L(a®, bP)]If"(a)| 933
esitsizligi gecerlidir ( Zhang et al. 2013).

Lemma 3.2. f:R; = (0,2) - R, 1”°de diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I’,
a < bolsun. Eger f' € L[a,b] ise

b
‘ww%wﬂm—jﬂmw

Ml[ pittgl- tf (b ;talzt dt+J1b1—ta1+tf (b ;ta1;t> dtl
0

esitligi gegerlidir (Latif 2014).
Yukaridaki lemma kullanilarak asagidaki teoremler elde edilmistir.

Teorem 3.6. f:R; = (0,2) — R, I"’de diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € T’,
a <bvef'€Lla b]olsun. Eger|f'(x)|9 GA — konveks ise g > 1 i¢in
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b
|bf(b) — af(a) - f F&) dx

a

1
- q
Lot

[bLLa,b) — @I @)+ @b = a — L@ b)IF ()] 10
24

+a[(b—2a + L(a, D) |f' (@] ? + (b — L(a, b))|f' (b)| q]%

esitsizligi gecerlidir (Latif 2014).

Teorem 3.7. f:R; = (0,2) - R, 1”°de diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € T’,
a < bvef' € Lla,b]olsun. Eger |f'(x)| 9, GA — konveks ise g = 1 i¢in

b
‘bf(b) ~af(a) - j £ dx

a

1

(Inb — Ina)'"a 1
< I b[(L(a%,b) —af)|f'(a)| 1+ (2b9 — a? — L(a%, b)) |f"(b)] 9]4

2(2q)4

1

+a[(b? — 2a% + (L(b9,b)|f (@) 9 + (b? — L(a%, bT))|f'(b)] q]a}

esitsizligi gecerlidir (Latif 2014).

Teorem 3.8. f: R, = (0,0) — R, I"°de diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I’,
a < bvef' € Lla,b]olsun. Eger |f'(x)| 4, GA — konveks ise g > 1 igin

b
bf(b) — af(a) — f &) dx
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1
1__
- (Inb — Ina)

1
14>
q

4 9
o]
2

X [b[A(If’(a)I L3I D]+ alAGIf (@] 9, 1f"(B)] D)4

esitsizligi gecerlidir (Latif 2014).

Teorem 3.9. f: R, = (0,) - R, I"°de diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I’,
a < bvef' € Lla,b]olsun. Eger |f'(x)| 4,GA — konveks ise g > 1 igin

b
‘bf(b) —af(a) - f () da

a-p 4-p 1‘%
(Inb — Ina) L(aq—l,bq—l]

S 1
2(2p)a

x (' 01L(a?, b — @) (@] T + @b — a¥ — L(a?, DI () g

+ab 467 — 207 + L@, )@ + (57~ L(@?, B B)] 1]

esitsizligi gecerlidir (Latif 2014).

Lemma 3.3. f:R,; = (0,2) - R, 1”°de diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I’,

a < bolsun. Eger f' € L[a,b] ise

b
bf(b) - af(a) — f fw) du

a
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1
= (Inx — lna)f x2 @20 1 (xtq(1-0)q¢
0

1
—(lnx — lnb)f x2t p2AO f1(xtpA=D)dt
0

esitligi gecerlidir (Akdemir et al. 2015).
Yukaridaki lemma kullanilarak asagidaki teoremler elde edilmistir.

Teorem 3.10. f: R, = (0,00) - R, I"’de diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I,
a < bvef' €L[a,b]olsun. Eger |f'(x)|, GG — konveks ise x € [a, b] igin

b
‘bf(b) —af(a) - f f@w) du

a

< (Inx — Ima)L(@®|f " (@), x*|f' (X)) + (Inb — nx)L(x?|f' ()|, b2 |f" (b))
esitsizligi gecerlidir (Akdemir et al. 2015) .

Teorem 3.11. f: R, = (0,00) - R, I"de diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € T’,
a < bve f' € Lla,b]olsun. Eger |f'(x)| 4, GG — konveks ise g = 1 i¢in

b
bf(b) — af (a) — j fw) du

< (Inx — lna)Ll_%(az,xz)L%(az|f'(a)|q'x2|f'(x)|q)

+(inb — lnx)Ll_%(xz, bz)L%(lef’(x)Iq, b2 f' (D))
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esitsizligi gecerlidir (Akdemir et al. 2015) .

Teorem 3.12. f: R, = (0,00) - R, I"’de diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € T,
a <bvef'€Lla b]olsun. Eger |f'(x)| 9, GG — konveks ise g > 1 igin

b

bf(b) — af (a) - f Q) du

a

< (lnx — lna)Ll_% (a%, x%> L%(|f'(a)|q, |7 )T

1=l 29 29\ 1
+nb = )L (x871,BET) LI oI, F (B)1)
esitsizligi gecerlidir (Akdemir et al. 2015) .

Teorem 3.13. f: R, = (0,) - R, I"’de diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € T’,
a < bvef' € Lla,b]olsun. Eger |f'(x)| 4, GG — konveks ise g = 1 i¢in

b
bf(b) — af (a) — j fw) du

< (Inx — lna)L%(aZIf’(a)Iq,xz|f'(x)|q)

1
+(Inb — Inx) La(x?|f' ()19, b2|f" (b))
esitsizligi gecerlidir (Akdemir et al. 2015) .

Lemma 3.3’ii kullanarak Avci-Ardig et al. asagidaki teoremleri elde etmistir.
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Teorem 3.14. f: R, = (0,00) - R, I"’de diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € T,
a < bve f' € L[a,b] olsun. Eger |f'(x)|, GA — konveks ise g = 1 i¢in

b
‘bf(b) — af(a) - f fw) du

L 2,b2 —L 2, 2
s( o)~ e )>If’(x)l
2 x2) _ g2 b2 — 2 p2
(2 @ () e

esitsizligi gecerlidir (Avci-Ardig et al. 2015).

Teorem 3.15. f: R, = (0,00) - R, I"’de diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I,
a <bvef'€Lla b]olsun. Eger |f'(x)| 9, GA — konveksise g = 1 igin

b
|bf(b) —af(@) - f ) du

1 _1
< (Inx — lna)l_E(L(az,xz))1 q

1

1

q 1
> + (Inb — Inx)" 4

o <|f’(36)|q(x2 —L(a*x%) + If (@]9 (L(a? x*) — a®)
2

(L2, x2) T x <|f (OINEGEDY =) I B ~ L b2>)>q

esitsizligi gecerlidir (Avci-Ardig et al. 2015).
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Teorem 3.16. f: R, = (0,00) - R, I"’de diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € T,
a <bvef'€Lla b]olsun. Eger |f'(x)| 9, GA— konveksise g > 1 i¢in

b
|bf(b) — af(a) - f fw) du

1 1 1
1 — 1-7 2 2 1-= I ’ =
< (inx — naya (% qu) ’ (xq—-‘ﬁ _ aq—i) 7 <|f @)l ; If (a)|q>q

+(Inb — lnx)‘I(q_l)l__( T ) (lf(b)'“lf <x>l">q

ba-1 —
2q 2
esitsizligi gecerlidir (Avci-Ardig et al. 2015).

Teorem 3.17. f: R, = (0,00) - R, I"’de diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I,
a < bvef' € Lla,b]olsun. Eger |f'(x)| 4, GA — konveks ise g = 1 igin

b
bf(b) — af (a) — j fw) du

(Inx — lna) (Inb — lnx)

< [F (a, )]q
qq qq

[F (x, b)]q

esitsizligi gecerlidir. Burada

If'()1%(x*" = L(a®", x*")) + |f'(a)|*(L(a®", x*") — a®")

E.(a,x) = >

If' I, %) = x*) + ' (D)9(b* = L(x*, b))
2

F.(x,b) =
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bi¢iminde tanimlidir (Avci-Ardig et al. 2015).

Literatiirde GA- konveks ve GG- konveks fonksiyon siniflar1 i¢in Hermite — Hadamard
tipli esitsizlikler {izerine bir¢ok c¢alisma bulunmaktadir. Bu esitsizliklerle ilgili
genellestirmeler ve yeni sonuglar Ji et al (2013); Iscan (2013); iscan (2014); Kavurmaci
et al (2014); Ozdemir (2014); Dragomir (2015a); Dragomir (2015b); Akdemir et al
(2015); Kunt ve Iscan (2015); Latif (2015) ¢alismalarinda bulunabilir.

24



4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde yeni lemmalar ve bu lemmalardan faydalanarak GG- konveks fonksiyon ve
GA- konveks fonksiyon siniflart icin Hermite-Hadamard tipli yeni integral esitsizlikler

elde edilmistir.
Lemma4.l. f:1 c R, = (0,) - R, I”°de diferensiyellenebilir bir fonksiyon,

a,b € I°ve a < b olsun. Eger f' € L[a, b] ise

b
ww%wﬂ@—fﬂww

MU (bta?t)f’ (bZa 2 dt+f (atb?~b)f’ (azb 2 )dtl

esitligi elde edilir.
. s s S| Lozt
Ispat : Esitligi ispatlamak igin [ (b*a® ") f’ (bza 2 )dt =1, olsun.
t o2-t t 2-trinb — Ina
d(bza 2 >= bia 2 T] dt (4.1)

oldugundan I; tekrar yazilirsa;

2 1b5 2t (5 d (e
= [—M— 2a 2 f'|bza 2 2a 2
L [lnb—lna] (et ( 4 ) ( ¢ ) (4.2)

t 2-t

elde edilir. (4.2) esitliginde bza 2 = u degisken doniistimii yapilirsa;
Vab
= - V@b f(Vab) - af @ - | fGwau
Inb — Ina a
elde edilir. Diger taraftan;

! to2-t
f @bzt f’ (azb 2 )dt — 1,
0

olsun.
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t 2-t t 2-trinb — lna
o (7) =~ [ 43

oldugundan I, yeniden yazilirsa;

L=t [ (55 d (b 4.4
= — 2b 2 f'(azb 2 2hb 2 .
2 Inb — lrwtf0 4 f (a ) (a ) (44

t 2-t
elde edilir. (4.4) denkleminde azb™ 2" = u degisken doniisiimii yapilirsa;

b
L= #lbf(b) —ab f(Vab) —J f(u)dul
Vvab

27 Inb — Ina

- Inb—-Ina
elde edilir. I; ve I,

ile carpilip sonuglar toplanirsa

b
ww%mﬂ@—jﬂww

Inb — Ina| (* t o2t 1 t o2t
= — f (bta? b f’ (bZa Z >dt+f (atbz‘f)f’<azb 2 )dt
0 0

elde edilir ve ispat tamamlanir.
Bu lemmadan faydalanilarak asagidaki sonuglar elde edilmistir.

Teorem 4.1. f:1c R, =(0,0) - R, I"’de diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
f'€Lla,b], a,bel ve a<b olsun. Eger |f'|, [a,b] lizerinde GG — konveks
fonksiyon ise t € [0,1] i¢in

b
|M@%ﬂﬂ®—fﬂww

a

Inb — lna

< —— | L(a/IF@LJIF®) (a/IF @I+ b/ @)|

esitsizligi elde edilir.

Ispat: Lemma 4.1 ve integraller icin mutlak deger esitsizligi kullanilirsa

b
|ww»wﬂ@—fﬂmm
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()

yazilir. Burada |f'|’nlin GG — konveks fonksiyon olusu kullanilirsa

_ 1
< Inb — Ina U (bta2-t)
2 0

y

to2-t !
f' (bza 2 )|dt+f (ath?™)
0

b
kﬂm—ww—fﬂmw

Inb — lna

Lo ma _[W2ﬂvwmvwn mﬁfwwﬂvmmvwn dt

=l"b;gff[L(aJU”aothﬂfTbN)(aJU”00|+ NIEOD)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.2. f:1c R, =(0,0) - R, I"’de diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
f'€Lla,b], a,bel ve a<b olsun. Eger|f'|?, [a,b] lzerinde GG — konveks

fonksiyon ve g > 1, % + é =11ise

b
‘ww%wﬂ@—fﬂww

o nb—Ina Inb — Ina [( o b\/lfT) (L(a?, bP))P( (\/lf’(a)lq,x/lf’(b)lq))ﬁl

esitsizligi elde edilir.

Ispat : Lemma 4.1 ve integraller i¢in mutlak deger esitsizligi kullamlirsa

b
|ww%wﬂw—fﬂmw

Inb —Inal (! t 2_ t 2-t
S— f (bta*t) f’( 2a°2 f' <a2b ) ) dt
0

yazilir. Burada integraller i¢in Holder esitsizligi ve |[f' |7'nun GG —konveks fonksiyon

dt + f (ath?™t)
olusu kullanilirsa
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b
|bf(b) —af(a) - f Fwdu

a

_lnb - lna[(folbtpa@ﬂpdtf <f01
1 % 1 t 2-t\|4 %
+< fo atpb(z‘t)pdt> ( fo f (asz) ”
Inb — Ina AN b/ ta @=0a\q
oozl (o)
1 )
W (fol ) dt>p ( | @l |f’(b)|(2_z”q>al

_Inb — Ina [(a JIF@1+ b/TFE) (L@, b)) (1 (J|f'(a)|q,J|f'(b)|q))a]

2

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Teorem 4.3. f:1c R, = (0,0) > R, I"’de diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
f"€Lla,b], a,bel ve a<b olsun. Eger |f'|9, [a,b] lizerinde GG — konveks

fonksiyon ise g = 1 i¢in

b
‘bf(b) —af(a) - f fwdu

a

<M (P @I+ bYIFD))

o 2

x (060,6))" 77 (1 (@ by If’(b)lq))al

esitsizligi elde edilir.
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Ispat : Lemma 4.1 ve integraller i¢in mutlak deger esitsizligi kullamlirsa

b
Pﬂm—w@—fﬂwm

_ 1 _
- Inb : Ina U (bta?-%) £ (aéb%>
0

E@%H)

.

yazilir. Burada integraller i¢in Power-mean esitsizligi ve |f' |2’nun GG —konveks

()

fonksiyon olusu kullanilirsa

b
‘ww%mﬂ@—fﬂww

Su <j:(bta2—t)dt> <f (bta? %) |f
+ (Ll(atbz_t) dt)l_; (Jol(atbz—t) il (aZb 2t> dt)é
-1 .
< M a2(1_%) <J: (Z)t dt) a a% (j: (§> . (b)|q7t|f’ (a)l(z—zt)qd
)5

1

q
")

bzaz)

1

tf

JEN

1 t 17 2 ¢ ¢ _t
[ ([ oot

Slnb lna[(a ,—f @1+ b éf D) )

x (L(a, b))l_% (L (a/1F7@I", bJ|f'(b)|q))5]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Sonug 4.1. Teorem 4.3’te ¢ = 1 segilirse Teorem 4.3, Teorem 4.1’e indirgenir.
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Teorem 4.4. f:1c R, = (0,0) > R, I"’de diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
f'€Llab], abel ve a<b olsun. Eger |f'|9, [a,b] lizerinde GG — konveks

fonksiyonise q > 1, % + 5 = 1 igin

b
‘ww»mﬂ@—fﬂww

<o mﬂ(ﬁﬂ?#b[ﬂ?)(@wvmewvwwD1

esitsizligi elde edilir.

Ispat : Lemma 4.1 ve integraller i¢in mutlak deger esitsizligi kullamlirsa

b
‘ww%mﬂ@—fﬂww

Inb — Ina| (! t 2t
< T f (btaz_t) f, <a2b 2 > dt
0

yazilir. Burada integraller i¢in Holder esitsizligi ve |f’ |7’nun GG —konveks fonksiyon

1
dt+f (ath?™Y)
0

()

olusu kullanilirsa

b
‘wwrwﬂm—jﬂww

_ 1
< Inb . Ina <f dt) <f ptdq2-Ha |f (bza 2 )
0

1

q
L)

=

1
Inb—Ina|((* \ 4/ (! at (-t
ST _fcu f btaaC=04|f ()| Z|f (@)] 2
0 0

q
@)
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1

1 1_1 1 B 1
+ <f dt) a <.[' atqb(z—t)qlfl (a)l%tlf, (b)|(2 Zt)th>q
0 0

_ M[(am+ bIF @) (2 (aw«aw.b‘?dlf’(bﬂq)ﬂ

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.5. f:1c R, = (0,0) > R, I"’de diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
f'€Llab], a,bel ve a<b olsun. Eger|f'|?, [a,b] lizerinde GG — konveks

fonksiyon ise g > 1, % + % =1 i¢in

b
’bf(b) —af(a) - f fwdu

Inb -1 a=p a=p\\'"q
< = (@7 + bTFB) x (L (ag_’;,bg_a’)) q

x (1 (VI @7, b7y If’(b)lq))a]

esitsizligi elde edilir.

Ispat : Lemma 4.1 ve integraller i¢in mutlak deger esitsizligi kullanilirsa

b
‘bf(b) —af(a) - j fwdu

Inb —1 L t 2-t L
S$[ f Btar-t |f (bfaﬂ it + f (ath?1)
0 0

£ (aéb%) dtl

yazilir. Burada integraller i¢in Holder esitsizligi ve |f' |[7°nun GG —konveks fonksiyon

olusu kullanilirsa

b
|bf(b) —af(a) - f Fwdu
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1

< M <f (bta?~ t)q 1dt> _% (fol(btaz—t)p |f' (b%a%) a dt>a
1 -» 1—% 1 ‘oo 1
+(J;) (atbz_t)q‘ldt) <J;) (ath2=t)P |f <a2b > )

q q

dt)

L
Inb — lna q
<——| | @t T4 bta?"
([ o) ([

1 a-p 14/ 1 tq
th—t -1 th—t A Wi 2

+(f0 (ath?>t)a t) (jo (@' b> P |f' (a)|

Inb

= T (TP @I + by TFO) x ( (a7 ”Z%p)y_

|

q
dt

|

q
)

1
(1 (@@ by If’(b)l")>q]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Lemma4.2. f:1c R, = (0,) — R, I"’de diferensiyellenebilir bir fonksiyon a, b € I°
ve a < b olsun. Eger f' € L[a, b] ise

b
b%f(b) — a*f(a) — Zf uf (w)du

1

2-t 3t 3(2-t) -
(bza 2 )dt+J (cﬁb 2 )f (azb 2 )dtl
0

lnb Ina U g 3(2 t)

esitligi elde edilir.

t 2-t

. 3t 3(2-0) t 2-t
Ispat : Esitligi ispatlamak igin f (bz a z )f’ (bza 2 )dt =I5 olsun.

dt (4.5)

lna]
2

L 2-t t 2=trinb —
d(bZaZ )=b2a2 [—
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oldugundan I5 tekrar yazilirsa;

2 ezt (s d (5T
= |— - 2 2 2 2
L [lnb—lna”o s ( ¢ ) ( “ ) (4.6)

t 2-t

elde edilir. (4.6) esitliginde bza 2 = u degisken donlisiimii yapilirsa;

2 VaE) - o vab
I3 = r[abf( )—af(a) Zf uf(u)du]

elde edilir. Diger taraftan;

t 3(2-t) t 2-t
o (azb = ) (aibs ) e =1,

olsun.
t 2-t t 2-trinb — lna
d(azb 2 >= —aZb 2 [T] dt 4.7)
oldugundan I, yeniden yazilirsa;
I - 1 tp2-t Ebﬂ d Ebﬁ 4.8
= —— “tf'lazb 2 2h 2
* lnb—lnajoa f(a ) (a ) (4.8)

t 2-t

elde edilir. (4.8) denkleminde azb 2 = u degisken doniisiimii yapilirsa;

L= l 2f(b) — ab f(Vab) — 2] uf(u)dul

Inb — Vab

elde edilir. I3 ve I, toplanirsa;

b
b%2f(b) — a*f(a) — 2[ uf (w)du

to2-t L3t 32-0) to2-t
<b2a2)dt+f (aZb 2 >f’<a2b2)dt
0

lnb Ina U‘ ﬁ 3(2 t)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Bu lemmadan faydalanilarak asagidaki sonuglar elde edilmistir.
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Teorem 4.6. f:1c R, = (0,0) > R, I”de diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
f'€Llab], a,bel ve a<b olsun. Eger |f'|, [a,b] lizerinde GG — konveks
fonksiyon ise t € [0,1] igin

b
b%f(b) — a?*f(a) — 2f uf (w)du

M[L(x/cﬁlf’(a)l NEIF®I) (VT @1+ VBRI ®))]

esitsizligi gecerlidir.

Ispat : Lemma 4.2 ve integraller i¢in mutlak deger esitsizligi kullamilirsa

b
b%f(b) — a*f(a) — Zf uf (w)du

lnb Ina 2 3(2 t) t 2-t L/ 3t 3(2-0) t u
[0 | (o [ (o075 ()
0

yazilir. |f" |’niin GG — konveks fonksiyon olusu kullanilirsa

y

b
b%f(b) — a?*f(a) — 2f uf (w)du

lnb Ina U‘
1

+
0

= L (V@@ VEF®) (V@ @I+ VEro)]

3t 3(2 —t)

If’ (b)IZIf (a)l

3t 3(2 t)
azb 2

@Rl OlEa l

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.7. f:1c R, = (0,0) > R,1”de diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
f'€Llab], a,bel ve a<b olsun. Eger|f |9, [a,b] lzerinde GG — konveks

fonksiyon ise g > 1, % + % = 1 igin
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b
b2f(b) — a?f(a) — 2 f wf (u)du

= M[(Wﬁlf’(a)l +/B*If B)])

1

(1 (Va, JbT”))% (L (P @EAT®F))

e—

esitsizligi elde edilir.

Ispat : Lemma 4.2 ve integraller i¢in mutlak deger esitsizligi kullamilirsa

b
b%f(b) — a*f(a) — Zf uf (w)du

Inb—Inal (t/ 3t 32-0 t 2=t L3t 32-0) to2-t
STI (bza 2 )|f’<b2a2>dt+f (azb 2 >|f’<a2b2>dt
0 0

yazilir. Burada integraller i¢in Holder esitsizligi ve |f’ |7°nun GG —konveks fonksiyon

olusu kullanilirsa

b
b%f(b) — a*f(a) — ZJ uf (w)du

1 1

Inb — Ina 1,3t 3@-0\? \p /(! t 2-t\19  \a
<2 j(bza 2 )dt f f'(bzaz) dt
2 0 0
1 1
1/ 3t 32-0\P \p/ (! t 2-t\19  \a
4 f (azb 2 )dt f f’(azbz) dt
0 0

1

QR

tp
Inb — lna
<

tnE V' pmn?
3| £/ —
< > a’|f'(a)| f0<a3> dt Jo<|f'(a)|> dt
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Q=

1
¢ =

tp tq q
3 gt t(a®\2 L' @I)2
ool 1) ) | [ () «

- = (@ @I+ VP @)

x (L (e, JbTv))% (t(VIF @,y If’(b)lq))%]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.8. f:1c R, =(0,0) - R,17de diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
f'€Lla,b], a,bel ve a<b olsun. Eger|f'|?, [a,b] lizerinde GG — konveks

fonksiyon ise ¢ > 1 igin

b
b%f(b) — a*f(a) — ZJ uf (w)du

Lo na [(Ja3|f'(a>| +BIFON) (L (Ve Jﬁ))l_a

- 2

1
x (L (Ja3|f'(a)|q,Jb3|f'<b)|q))q]

esitsizligi elde edilir.

Ispat : Lemma 4.2 ve integraller i¢in mutlak deger esitsizligi kullanilirsa

b
b2f(b) — a’f (a) - 2 f uf (Wdu

Inb—Inal (!, 3t 32-0 to2-t
STI <b2a 2 )f’<b2a2> dt
0

yazilir. Burada integraller i¢in Power-mean esitsizligi ve |f'|?7’nun GG —konveks

L3t 32-1) to2-t
dt+f (aZb 2 >|f’(a2b2>
0

fonksiyon olusu kullanilirsa
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b
b%f(b) — a*f(a) — Zf uf (uw)du
<2 (] () ([ 05 o)
([ e ([ e o

|

1

a \q
)

1

t -3 t qt
1 b3 1 b3 f’(b) Z
|| dt (@) f o= dt
J;)a a3 |f | o a a3 f’(a)

QR

Inb — lna
S -
2

 ————

t

-1
t q
ol e o s |2 (@

qt
2

2

- [(Ja3|f'(a)| + BN (L (Ve JF))I_%

1 3 3
x (1 (VOIS @) (620G + a2y If’(b)l)]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Sonug¢ 4.2. Teorem 4.8’de q = 1 segilirse Teorem 4.8’deki esitsizlik Teorem 4.6’daki

esitsizlige indirgenir.

Teorem 4.9. f:Ic R, = (0,0) - R, 17de diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
f'"€Lla,b], a,bel ve a<b olsun. Eger|f'|?, [a,b] lzerinde GG — konveks

fonksiyon ise g > 1, % + i = 1 igin

b
b2f(b) — a’f(a) - 2 f uf (W)du
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1
S [(\/a3|f @1+ VB ®) (L (x/a3q|f’(a)|q.\/b3q|f’(b)|q))q]

esitsizligi elde edilir.

Ispat : Lemma 4.2 ve integraller i¢in mutlak deger esitsizligi kullanilirsa

b
b2F(b) — a2f(a) — 2 f wf (u)du

Inb —Ina[ (! 3t 3@-0) t 2=t L3t 32-0) to2-t
STI (b )|f <b2a2>dt+f (azb 2 >|f’<a2b2>dt
0 0

yazilir. Burada integraller i¢in Holder esitsizligi ve |f' [7°nun GG —konveks fonksiyon

olusu kullanilirsa

b
b%f(b) — a*f(a) — 2[ uf (w)du

1
Inb — lna 1 N\YG /1 3tq 32-t)q
<— j dt bz2a 2
2 0 0
! 1
1 a1 3tq 3(2 t)q t 2=\ \a
+fdt faZb |f’<a2b2) dt
0 0
1 1+ 1 o
Inb — lna a 3tq 3(2 t)q q
ST <f dt> < bz2a |f(b)| )
0 0

L1
1 q /! 3tq 3(2 q

+<f dt> (f azb >
0 0

- M[(Jaﬂf'(an + PIF®) (L (Ve TP @F, 57 ’(b)'q)ﬂ

1

a \q
@)

(i)

[

U

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Lemma 4.3. f:Ic R, = (0,) - R, [”de diferensiyellenebilir bir
a,b € I°ve a < b olsun. Eger f' € L[a, b] ise

b
b2f(b) — a?f(a) — 2] uf ()
= (b — ) | (B 0-0)f (bx -
0

+(Inx — Ina) f1(x3ta3(1_t))f’(xtal_t)dt
0
esitligi elde edilir.
Ispat : Esitligi ispatlamak icin fol(b3tx3(1"t))f'(btxl"t)dt = I olsun.
d(btx17t) = (Inb — Inx)(btx'~Y)dt

oldugundan I tekrar yazilirsa;

1

Is = b — o)

1
f bztxz(l—t) fl(btxl—t)d(btxl—t)
0

elde edilir. (4.10) esitliginde btx'~t = u degisken doniisiimii yapilirsa;

Is = _r b? f(b) — x%f(x) — ZJbuf(u)du
>~ (Inb — Inx) .

elde edilir. Diger taraftan;

1
J (x3ta3(1—t))fr(xta1—t)dt =1,
0

olsun.
d(xtal™") = (Inx — Ina)(xtalY)dt

oldugundan I¢ yeniden yazilirsa;

1 1
_ 2t 2(1=t) f1 (4t 41—t t 1t
Ig (nx = lna)J;) a“*h f'(xfa’ Hd(xta'™)

39
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(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)



elde edilir. (4.12) denkleminde xta'~t = u degisken doniisiimii yapilirsa;

1 X
Iy = mlxzf(x) —a®f(a) — ZL uf(u)dul

elde edilir. I ve I toplanirsa;

b
b?f(b) — a*f(a) — zf uf (Wdu
S R —
0

1
+(inx = Ina) | (x*a*0-0)f (el e
0

elde edilir ve ispat tamamlanir.
Bu lemmadan faydalanilarak asagidaki sonuglar elde edilmistir.

Teorem 4.10. f:1c R, = (0,0) - R, 17de diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
f'€Llab], a,bel ve a<b olsun. Eger |f'|, [a,b] lizerinde GG — konveks
fonksiyon ise t € [0,1] i¢in

b
b%2f(b) — a*f(a) — ZJ uf (w)du

< (Inb — Inx) L(x3|f' O, b3 (B)]) + (Inx — Ina)(a®|f' (a)], x3|f' (x)])
esitsizligi gecerlidir.

Ispat : Lemma 4.3 ve integraller i¢in mutlak deger esitsizligi kullanilirsa

b
b2f(b) — a?f (a) - 2 j uf (Wdu

1
< (Inb — lnx)f (B3tx3A=0)|f" (btx1Y)|dt
0
1
+(Inx — lna)f (x3ta3-D)|f (xta'™D)|dt
0
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esitligi yazilir. |f' |'niin GG — konveks fonksiyon olusu kullanilirsa

b
b2f(b) — a*f(a) — 2f uf (w)du

1
< (inb — Inx) f |B36x30-0| £ () |1 () [t
0

1
+(Inx — lna)f |3t a0 O IEIf (@) |*~tdt
0

= (Inb — Inx) LC3|f' QL B3I (B)]) + (Inx — Ina)(@®|f" (@), x*|f ()] )
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.11. f:1c R, = (0,0) - R, 17de diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
f'€Llab], a,bel ve a<b olsun. Eger|f'|?, [a,b] lizerinde GG — konveks

fonksiyon ise g > 1, % + % =1 i¢in

b
b%f(b) — a*f(a) — Zf uf (w)du

< (Inb — lnx)(L(b3p,x3p))%(L(|f'(b)|". If'(X)Iq))%

1 1
+(Inb — Inx)(L(63P, x32) )P (L(If (D19, | f' (x)| D)4
esitsizligi elde edilir.

Ispat : Lemma 4.3 ve integraller i¢in mutlak deger esitsizligi kullanilirsa

b
b%f(b) — a?*f(a) — Z.f uf (w)du

1
< (Inb — lnx)J (b3tx3A=0)|f"(btx1~Y)|dt
0

1
+(Inx — lna)f (x3ta3(1‘t))|f’(xta1_t)|dt
0
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yazilir. Burada integraller i¢in Holder esitsizligi ve |f' |[7°nun GG —konveks fonksiyon

olusu kullanilirsa

b
b2f(b) — a*f(a) — 2[ uf (w)du

1

1
1 7] 1 q
< (Inb — Inx) ( f b3fpx3<1—f>1°dt> < f |f'(btx1—t)|qc1t>
0 0

1

1
+(Inx — Ina) (f x3tPq301- Updt) <f |f' (xtal=%)|4 dt)
0
1

1 q
S(lnb—lnx)(x dt) fIf’(b)lqtIf’(x)l(l‘t)th>

1

1 /..3p\¢ 5 1
+(Inx — Ina) <a3p J <sz) dt)p ( f |f'(x)]9t |f'(a)|<1-t>qalt>q
0 0

= (lnb — an)(L(b3p,x3p))%(L(| ', If ’(X)I"))‘fl

1 1
+(Inx — Ina)(L(x®, a®) )P (L(If (19, £ (@)]9))
elde edlir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.12. f:1c R, = (0,0) - R, 17de diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
f"€Lla,b], abel ve a<b olsun. Eger |f'|9, [a,b] lizerinde GG — konveks

fonksiyon ise ¢ = 1 i¢in

b
b%f(b) — a*f(a) — Zf uf (w)du

< (Inb — lnx)(L(b3,x3))1_%(L(b3|f'(b)|,x3|f'(x)|))%

+(Inx — Ina)(L(x3, a3))1_5(L(x3|f’(x)I,a3|f’(a)|))5
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esitsizligi elde edilir.

Ispat : Lemma 4.3 ve integraller i¢in mutlak deger esitsizligi kullanilirsa

b
b2f(b) — a*f(a) — Zf uf (w)du

1
< (Inb — Inx) f (b3tx3A=0)|f"(btx1~Y)|dt
0

1
+(lnx — lna)j (x3ta3-0)|f" (xta'~t)|dt
0

yazilir. Burada integraller i¢in Holder esitsizligi ve |f' |[7°nun GG —konveks fonksiyon

olusu kullanilirsa

b
b%2f(b) — a*f(a) — 2] uf (w)du

1

< (Inb — Inx) (J (b3tx3(1—t)) dt) <J (b3t 3(1- t))lf (btx17t)|a dt>
0

1

+(Inx — Ina) (J (x3ta®1-9) dt < (x3ta®A-0)|f" (xtal~ t)lth>q
0

t
> 13 b3\ [f'(b)

qt
< (Inb — Inx) f o |f'(2)] X = lF dt
0 o
1 3 ' _E 1 3 ‘ ’ qt %
+(Inx — Ina) f a’ \/5—3 dt If'(a)] f al % ]]:,83 dt
0 0

1
= (Inb — lnx)f (B3tx3A-0)|f (btx1~Y)|de
0
1
+(Inx — Ina) f (x3ta3@D)|f (xtal D) |dt
0
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elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.13. f:1c R, = (0,0) - R, 17de diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
f"€Lla,b], abel ve a<b olsun. Eger |f'|9, [a,b] lizerinde GG — konveks

fonksiyon ise g > 1, % + é = 1 igin

b
b2f(b) — a*f(a) — Zf uf (w)du

< (Inb — lnx)(L(b3q|f’(b)|q,x3q|f'(x)|q))%

1
+(lnx — Ina) (L3 f' ()19, a7 £ (@) D) )4
esitsizligi elde edilir.

Ispat : Lemma 4.3 ve integraller i¢in mutlak deger esitsizligi kullanilirsa

b
b2f(b) — a?*f(a) — Zf uf (w)du

1
< (Inb - lnx)f (b330 | (btx1Y)|dt
0

1
+(Inx — lna)j (x3ta3-0)|f" (xtal~t)|dt
0

yazilir. Burada integraller i¢in Holder esitsizligi ve |f' |?7°’nun GG —konveks fonksiyon

olusu kullanilirsa

b
b%f(b) — a*f(a) — ZJ uf (w)du

1

1
1 \'7q/ 1 q
< (Inb — Inx) ( J dt> ( J b3th3q<1-f>|f'(btx1-f)|qalt>
0 0

1 1

1 q 1 q
+(Ilnx — lna) <f dt) <f x3qta3q(1‘t)If’(xtal_t)lth>
0 0
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1 \1->, 1 1
< (Inb — Inx) < f dt) q( f b3qfx34<1—f>|f'(b)|fq|f'(x)|(1—t>th>q
0 0

1

+(Inx — Ina) <f1dt) K <f1x3qta3Q(1—t)Ifr(x)ltqIfr(a)l(l—t)th>q
0 0

< (Inb — lnx)(L(b3qIf’(b)lq,x3q|f'(x)|q))%

1
+(Inx — Ina) (L3 f' ()19, a7 f' (@) D) )4
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.14. f:1c R, = (0,0) - R, 17de diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
f'€Llab], a,bel ve a<b olsun. Eger |f'|, [a,b] lizerinde GA — konveks

fonksiyon ise

b
b%f(b) — a?*f(a) — 2] uf (w)du

< lf,;gb)l [b® — L(x3,b3)] + @ [L(x® b*) — L(a®,x%)]
+@ [L(a3,x3) — a®]

esitsizligi elde edilir.

Ispat : Lemma 4.3 ve integraller i¢in mutlak deger esitsizligi kullanilirsa

b
b2f(b) — af (a) - 2 f uf (Wdu

1
< (Inb — lnx)J (b3tx3(1‘t))|f’(btx1_t)|dt
0

1
+(Inx — lna)f (x3ta3(1‘t))|f’(xta1_t)|dt
0

yazilir. |f" |’niin GA —konveks fonksiyon olusu kullanilirsa
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b
b%2f(b) — a*f(a) — 2f uf (w)du

1 3t

< (Inb — Inx)x® f (;) [ElF ()] + (1 — O)F (ollde

0

1 3t

+(Inx — lna)a3f (g) [t1f" (O] + (1 = O)If"(@)]]de

0

O e b+

3 [L(x?, b3) — L(a3 x3)]

£ (0
3

+ @ [L(a3 x3) —a3]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.15. f:1c R, = (0,0) - R, 17de diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
f'€Llab], abel ve a<b olsun. Eger |f'|%, [a,b] lizerinde GA — konveks

fonksiyon ise ¢ > 1 igin

b
b%f(b) — a*f(a) — Zf uf (w)du

1 1
< (Inb — lnx)l_a(L(x3,b3))1 q

y <If’(b)lq[b3 S LG D] + IF COILGE, b — x3]>5
3

1 _1
+(Inb — lnx)l_a(L(x:"', b3))1 q

y (If’(x)lq[x3 L@ )] + 1 @1[L A 1) — a3]>3
3

esitsizligi elde edilir.

Ispat : Lemma 4.3 ve integraller i¢in mutlak deger esitsizligi kullanilirsa

46



b
b2f(b) — a?*f(a) — Zf uf (u)du

1
< (Inb — Inx) f (b3tx30-0)|f' (btx1~Y)|dt
0

1
+(Ilnx — lna)f (x3ta31-0)|f" (xtal~t)|dt
0

yazilir. Burada integraller i¢in Power-mean esitsizligi ve |f’|?9’nun GA —konveks

fonksiyon olusu kullanilirsa

b
b%f(b) — a*f(a) — Zf uf (w)du

1

1 1-2 1
< (lnb _ lnx) (f (b3tx3(1—t))dt> q <f (b3tx3(1—t))|fl(btx1—t)|th>q
0 0

1
q

+(lnx _ lna) <j (x3ta3(1—t))dt> q <J (xstaS(l—t))Ifr(xtal—t)lfIdt)
0 0

1
1 -3
< (Inb — Inx) f (p3tx31-D)dt
0

1
q

X ( f (OB + (1 - t)If’(x)Iq]dt>
0

1

+(Inx — Ilna) (J (x3ta3(1_t))dt>
0

1
q

g (f (D)l @I + (1 - t)If’(a)I"]dt>
0

1 1
= (Inb — lnx)l_a(L(x3,b3))1 q
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1

X <|f’(b)|Q[b3 — LG D)+ 1f )19 [L(x®, b%) — x3]>a

3

1 2
+(Inb — Inx)' " (L(x%,b%)) 4

x (If’(x)lq[x3 — L@ x®)] + If (@]9[L(a® x?) — a3]>5
3

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug¢ 4.3. Teorem 4.15” te ¢ = 1 segilirse Teorem 4.15” teki esitsizlik Teorem 4.14°

teki esitsizlige indirgenir.

Teorem 4.16. f:1c R, = (0,0) - R, 17de diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
f'€Lla,b], a,bel ve a<b olsun. Eger|f' |, [a,b] lizerinde GA — konveks

fonksiyon ise g > 1, % + % =1 i¢in

b
b%2f(b) — a*f(a) — 2] uf (w)du

1
3q 3q

< (Inb — Inx) <L (qul — bﬁ)> (A b)Y, |f’(x)|q)%

1

3q 3q

+(Inx — Ina) (L (aqu — xﬁ>> CACf (19, |f'(a)|q)%

esitsizligi elde edilir.

Ispat : Lemma 4.3 ve integraller i¢in mutlak deger esitsizligi kullanilirsa

b
b%f(b) — a?*f(a) — Z.f uf (w)du

1
< (Inb — Inx) f (b3tx3A=0)|f"(bEx1~Y)|dt
0
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1
+(Inx — lna)f (x3ta®1-0)|f" (xta' ") |dt
0

yazilir. Burada integraller i¢in Holder esitsizligi ve |f’ |?°nun GA —konveks fonksiyon

olusu kullanilirsa

b
b%f(b) — a*f(a) — Zf uf (w)du

1
q

< (Inb — Inx) < f (b3tx3<1-t>)%dt> q( J |f'(bfx1-t)|th>
0 0

1 -2 /1
+(lnx — Ina) (f (x3ta3(1_t))%dt> q <f |fr(xta1—t)|q dt>q
0 0

1
N SN i

< (Inb — Inx) fx3 (g)q "t (f tIf’(b)Iq+(1—t)|f’(x)|th>q

0 0

1 1 1

1 X 3%2 q 1 rr
+(lnx—lna)<j a3(5)q dt) <f tIf’(x)Iq+(1—t)|f’(a)|th>

0 0

1

1 3q 3q 173 1
= (Inb — Inx)4 (L (xﬁ — bﬁ>> AUf B If (0D

1

1f 3¢ 3q,\4 1
+(Inx — Ina)4 (L (aq—l — xq‘1)> A G 1f (@)|T)a

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Teorem 4.17. f:1c R, = (0,0) - R, 17de diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
f"€Lla,b], abel ve a<b olsun. Eger |f'|%, [a,b] lizerinde GA — konveks

fonksiyon ise ¢ > 1 igin

b
b2f(b) — af(a) — zf wf (o) du
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1
1 =

(b=t (If’(b)l"[b3q — LG9, D3]+ 1 GOI LG, b30) — x3q1>°’

1 3
qq

1

N (Inx — lna)l_% « (If’(x)lq[x3q — L(a*,x*D)] + |f'(@)|?[L(a, x37) — ClSq])a

1 3
qCI
esitsizligi elde edilir.

Ispat : Lemma 4.3 ve integraller i¢in mutlak deger esitsizligi kullanilirsa

b
b2f(b) — a?*f(a) — Zf uf (w)du

1
< (lnb - lnx)f (B3t x30=D)|f'(btx*~) |dt
0

1
+(Inx — lna)j (x3ta3-0)|f" (xtal~t)|dt
0

yazilir. Burada integraller i¢in Holder esitsizligi ve |f’ |9°nun GA —konveks fonksiyon

olusu kullanilirsa

b
b%2f(b) —a*f(a) — 2] uf (w)du

1

< (Inb — Inx) <J dt) ! <J (b3tx3(1—t))q |f/(btx1—t)|th>q
0 0

+(Ilnx — lna) (J dt) q(J (x3ta3(1—t))q|f/(xta1—t)|th>E
0 0
1 1—% 1 p\3at %
< (Inb — Inx)x® <f dt> <f (;) [tIf’(b)Iq+(1—t)|f’(x)|th]>
1 1

qt

1 1
+(lnx—lna)a3<f dt) q(f (g)3 [tIf’(b)|q+(1—t)|f’(x)|th]>

q
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1 1

_(mb—1Inx)" @ y <|f’(b)|q[b3q — LG bPD] + | ()9 (x*, b3T) — xm])a

1 3
qCI

L 3

N (Inx — lna)l_% « (If’(x)lq[x3q — L(a@*,x*D)] + |f'(@)|?[L(a, x37) — 03q]>%
q4

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.18. f:1c R, = (0,) - R, 17de diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
f'€Lla,b], abel ve a<b olsun. Eger |f'|%, [a,b] lizerinde GA — konveks
fonksiyon ise ¢ > 1 igin

b
b%f(b) — a*f(a) — Zf uf (w)du

(lnb—lnx)l_%< ( 3(q-p) 3(q—p)>>1_611
= I L\x a1 ,p a-1
(3p)a

X (1 COILGEP, bP) — 0] + |/ (B)|9[6 — L™, b¥)])a

1

1 ——
(Inx — lna)l_ﬁ 3a-p) 3@-p\\ 4
+ T Lla 971 x q-1

(3p)a

1
X (If"(@19[L(a’®,x°P) — a®] + |f' () |9[x*P — L(a®P, x*P) )4
esitsizligi elde edilir.

Ispat : Lemma 4.3 ve integraller i¢in mutlak deger esitsizligi kullanilirsa

b
b%f(b) — a?*f(a) — Z.f uf (w)du

1
< (Inb — Inx) f (b3tx3A=0)|f"(btx1~Y)|dt
0
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1
+(Inx — lna)f (x3ta®1-0)|f" (xta' ") |dt
0

yazilir. Burada integraller i¢in Power-mean esitsizligi ve |f'|9°nun GA —konveks

fonksiyon olusu kullanilirsa

b
b%2f(b) — a*f(a) — 2f uf (w)du

q-1 1

1 @-» \ a 1 p a
< (Inb — Inx) < f (p3tx3-0) a-1 dt) ><< f (b3tx30-0) |f’(bfx1—f)|q>
0 0

-1 1

1 (a-p) \ a 1 P q
+(lnx — lna) <f (x3tq31-0) a1 dt> X <f (x3tq30-0) If’(xtal_t)|q>
0 0

q—1
) 3t(g-p) q

b -1
< (Inb — Inx)x3 J(—) ; dt
o \x

1

1 b 3pt :
X(f (;) [tlf’<b>lq+(1—t)|f'(x)|qczt])
0

q—1
1 ¥ 3t(q—1p) T
+(Inx — Ina)a3 <f (—) - dt)
a

0

1
pt

x < jo 1 )" ereom+a- t)If’(a)qut]>q

1 1

(Inb — Inx)" "4 3a-p)  3a-»\\ 4

= - L<x a-1 ,p q—1>
(3p)a

1

X (If GOl [LGP, b3P) — 3] + | f'(b)|9[b3P — L(x°P, b3P) )@
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1 ———
(Inx — Ina)' @ 3(a-p) 3(q-p) q
+ T Lla a1 ,x a-1
(3p)a
1

X (If"(@I[L(a’?, x°P) — a®P] + |f' ()| [x°P — L(a®P,x*P) )4

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmuis olur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu ¢alismanin temel kismini olusturan dordiincti boliimde elde edilen lemmalar
dikkate almarak Holder esitsizligi ve Power- Mean esitsizligi yardimiyla o6zel

ortalamalari igeren yeni integral esitsizlikler elde edilmistir.

Konuyla ilgilenen arastirmacilar g¢alisma siiresince kullanilan lemmalarin
genellestirmelerini veya daha farkli ifade edilmis sekillerini elde ederek Hermite—

Hadamard tipinde yeni integral esitsizlikler elde edebilirler.
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