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Bu tez ¢alismasi derleme bir ¢alisma olup bu tezimizde, majorizasyon teorisi
kullanilarak bir liggenin agilar1 ve kenarlari ile ilgili esitsizlikler iizerine ¢aligilmistir.

Tezin birinci boliimii giris i¢in ayrilmis olup bu boliimde majorizasyon tarihi
lizerine bilgi verilmistir. ikinci béliim baz1 temel kavram ve teoremlere ayrilmistir.

Ugiincii bliimde majorizasyon, doubly stochastic matris ve Schur — konveks
fonksiyon kavramlar1 tanitilmistir.

Dordiincii boliimde ise 6zel tiggenlerin kenar ve agilartyla ilgili esitsizlikler
detayli olarak ele alinmustir.
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As this thesis is a review, in this thesis, by using majorization theory,
inequalities related to the angles and edges of a triangle are considered.

The first part of the thesis is reserved for introduction and in this section
information on the history of majorization is given. The second section is devated to
some basic concepts and theories.

In the third section, concepts of majorization, doubly stochastic matris and
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

R : Reel sayilar

R, : Negatif olmayan reel sayilar

I : R de herhangi bir aralik

R" : n tane reel bilesenli vektorlerin kiimesi

R" : n tane negatif olmayan reel bilesenli vektorlerin kiimesi

E" : n boyutlu Oklid uzay:

R, : Bilesenleri pozitif reel olan sirali n-liler

R, : Pozitif reel sayilar

X DX =X 22X iken X = (X, X, X))

X" ; xf$x2T£...3x: iken xT:(xf,x;,...,er)
k K

X<, Y : X,y tarafindan zayif majorize edilir yani Z xf < Z yf 1<k<n
i=1 i=1

X<y : X,y tarafindan majorize edilir yani x <,y V& > X =)V,

i=1 i=1

k k
X<y Y : XY tarafindan zayif log-majorize edilir yani | | X' < 11 yr 1<k<n
i=1

i=1

S

n

X<, Y @ XY tarafindan log-majorize edilir yani x <., y ve [[x =[]y
i=1 i=1

Kisaltmalar

Log : Logaritma fonksiyonu

In : Dogal logaritma fonksiyonu

VI
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1. GIRIS

Esitsizliklerin matematigin bir ¢ok dalinda rol oynadigi ve ¢ok farkli
uygulamalara sahip oldugu biliniyor. Bu tez ¢alismasinda birgok bilim dalinda
uygulamasi bulunan o6zellikle esitsizlik iiretmede kullanilan majorizasyon teorisi

tizerinde c¢aligilacaktir.

Matematikte birgok iyi bilinen esitsizlik 9 = (1] Z y;, olmak lizere
n

¢(§/, Yy i/j <B(Yor Yoo Vo)

X ler birbirinden

vy A

formunda gosterilebilir. Dolayisiyla bu tarz esitsizlikler X, X,,

farkly, lakin y,,Y,,..., ¥, lere nazaran “daha az yayilmis” olmasi durumunda

G (X Xoren X, ) S B(Yis Vorons Vi)
gibi daha genel karsilastirmalarin dogru olup olmadigi sorusunu ortaya ¢ikarir.
Ornegin

o) Lo

esitsizliginin g : R — R konveks fonksiyon olmasi durumunda dogru oldugu gergegi

Xy Xpeey X, V@ Y, Y,..n Y, ler lizerine hangi sartlar koymaliyiz ki

> 9(x)<X0(x) )

esitsizligi de dogru olsun sorusunu sormamiza sebep olur.
Bu problem {inlii matematikciler Hardy vd. (1929) tarafindan sorulmus ve

yine kendileri tarafindan “(1) esitsizliginin biitiin konveks fonksiyonlar i¢in dogru
olmasi ancak ve ancak X=(X,X,,...X,)vektorinin y=(Y;,Y,...y,) vektdri

tarafindan majorize edilmesidir” seklinde cevaplanmistir.
Bu noktada “Majorizasyon nedir?” sorusuna cevap vermek gerekir.

{ { { {

xeR" olsun. x :(xf,xj...,xn) vektori XfZXZZ...ZXn olacak sekilde

azalan sirada siralanmig bilesenlere sahip vektore karsilik gelsin. X,y € R" vektorleri

ve k=1,2,....,n-1 i¢cin
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sartlar1 saglaniyorsa X vektorii y vektorli tarafindan majorize ediliyor denir ve

X <y seklinde gosterilir. Eger k=1,2,...,n i¢in

X<

k
i=l

M-

1
=

i
sart1 saglaniyor ise X vektorii y vektorii tarafindan zayif majorize ediliyor denir ve
X<, Y ile gosterilir.

Majorizasyon kavraminin Onemini artiran en oOnemli g¢aligmalardan biri
Schur’ un (1923) Hadamard determinant esitsizligi lizerine yaptig1 ¢alismadir. Bu
calismasinda Schur, pozitif tanimli hermityen matrisin kdsegen elemanlari olan

a,,a,,..,8, nin ayni matrisin 6zdegerleri olan A4,4,,...,4

., tarafindan majorize

edildigini ispatlamistir. Bu durum sembolik olarak

(a,8,,.a,) < (A Ayys 4y) (2)

ile gosterilebilir. Horn (1954) yaptig1 bir ¢calismasinda Schur’ un elde ettigi sonuclara
farkli bir bakis agis1 getirmistir. (2) durumunu saglayan vektorlerin bir hermityen
matrisin kosegen elemanlar1 ve 6zdegerleri olabilecegini gostermistir.

Majorizasyon konusu, matris teoride halen aktif bir sekilde caligilmaktadir.
Icerisinde 6zdegerler, singiiler degerler, matris normlar1 ve determinant barindiran
bircok esitsizlik majorizasyon ile elde edilmeye devam etmektedir.

Ozellikle birgok klasik determinant esitsizligi (Hadamard-Fischer esitsizligi,
Oppenheim esitsizligi) majorizasyon konusunda kendisine karsilik bulmaktadir.
Omegin X,Y nxn matrisler ve 6zdegerleri pozitif reel sayilar ise

A(X) > A(Y) = det(Y) > det(X)
Iyi bilinen bir majorizasyon 6rnegidir [9].
Kuantum bilgi teorisi son zamanlarda bir¢ok bilim dalindan arastirmacinin

calistig1 popiiler bir alandir. Bu bilim dali da majorizasyonu siklikla kullanmaktadir.
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Omegin  kuantum durumlarinin  ¢ok karisik iliskileri hermityen matrislerin
majorizasyon iliskileri ile aynidir.

20. vyiizyilin baslarinda ekonomistler gelir esitsizligi ile ilgilenmeye
basladilar. Gerekli onlemleri alabilmek i¢in bir gelir dagiliminin digerinden daha
dengeli olup olmadiginmi belirlemeleri gerekti. Bu baglamda yapilan ilk c¢alismada

Lorenz, adina daha sonra Lorenz egrisi diyecegimiz ve gelir dagiliminda adaleti

gostermek amaciyla kullanilan bir egriyi literatiire katti. X:(Xl,xz,.. X) ve

o X,
y :(yl, Yoren Yy ) toplam gelirin bireylere dagilimi sonucunda herbir bireyin gelirini
gosteren ornek iki durum olsun. Lorenz’ e gdre X=(X,X,,..,%,)  nin

Y=(Y1,Ysr-s ¥, ) € gdre daha iyi bir gelir dagilimi olmast i¢in gerek ve yeter sart x

vektoriiniin y vektorii tarafindan majorize edilmesidir.

Ozetle, majorizasyon teorisi bilimin bir¢ok alaninda karsimiza ¢ikmaktadur.
Esitsizlik iiretmede temel araclardan biri olan majorizasyon teoriyi bizde tez
calismasinda kullanacagiz. Ozellikle {icgenlerin kenarlar1 ve acilari ile ilgili

esitsizlikler elde etmeye calisacagiz.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Calismamizda kullanilacak olan bazi temel, teoremler ve esitsizliklere bu
boliimde deginilmistir.
Tamm 2.1. X c E" kiimesi verilsin. Eger her x,x, e X ve her /16[0,1] igin
AX, +(@-A)x, € X ise X e konveks kiime denilir.
[%,%]={Ax+@-2)X,:0<A<1} kiimesine x, Ve X, noktalarm
birlestiren dogru pargasi denilir [4].
Tanmm 2.2. X c E" konveks kiimesi ve f:X — E fonksiyonu verilsin. Eger her
X, X, € X veher 4 e[O,l] i¢in
f(AX +1-A)X,) < AT (X), + (- 2) T (X,) @
saglaniyorsa, o halde f fonksiyonuna konveks fonksiyon denilir. Eger 4 €(0,1) ve
X, # X, oldugunda (1) esitsizligi kesin kiigiiktiir seklinde ( yani <) saglaniyorsa f’
ye kesin konveks fonksiyon denilir [4].
Tanmm 2.3. X < E" konveks kiimesi ve f: X — E fonksiyonu verilsin, eger — f
konveks fonksiyon ise f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir [4].
Tanim 2.4. (Jensen esitsizligi): Konveks X — E" kiimesi tizerinde konveks

f:X > E fonksiyonu ve

A, :{(11,12,...,/1n)|/1, >0, i=1,2,...,m:iﬂ,,}

kiimesi verilsin. O halde A e (4,4,,...,.4,) €A, ve X, € X, 1=12,..,m i¢in

((San]<Sare
i=1 i=1
esitsizligine Jensen esitsizligi denir [4].
Ornek 2.5. f(x)=—Inx fonksiyonu E, ={xeE: x>0} kiimesinde konvekstir. O

halde Jensen esitsizligine gore her x, >0, 1=12,...m, AeA,, m=12.. igin
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bulunur. Eger burada A = L , 1=12,,...,m alinirsa

m

sonucu elde edilir [4].

Tanmm 2.6. A, sonlu veya sonsuz bir aralik olmak tizere f:A—R fonksiyonu
verilsin. Eger her x,x, e A x <X, i¢cin f(x)< f(x,) ise f(x) fonksiyonuna A
iizerinde monoton artan fonksiyon, f(x)< f(x,) ise f(x) fonksiyonuna kesin
artan fonksiyon denir.

Benzer sekilde, eger her x,Xx, € A X <X, igin f(x)> f(x,) ise f(x)
fonksiyonuna A iizerinde monoton azalan fonksiyon, f(x)> f(x,) ise f(X)
fonksiyonuna kesin azalan fonksiyon denir [5].

Teorem 2.7. f:R*" >R ve f(0)<0 kosulunu saglayan f fonksiyonu kesin
konveks fonksiyon olsun. Eger X, X,,...,X, negatif olmayan sayilar ve en az 2 tane

X; sifirdan farkli ise o halde

iZ;:f(xi)< f(gxij

kosulu saglanir [9].
Ispat : n=2 durumu icin asagidaki gibi ispatlanir. Genellikle bu durum tiimevarimla
gosterilir.

X, X, >0 olsun.
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X X
= .0
X X1+X2(><1+><2)+X1+X2

yazilabilir. O halde

F(X) < — f (% +%,) +—2—.£(0)
Xl 2 2
dir. Benzer yolla
F(x,) < —2— £ (0) + —2—f (%, +X,)
l+ 2 2

yazilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa
FOQ)+06) < f(x+%,)+(0)

elde edilir. Istenilen esitsizlik f (0) <0 olarak elde edilir.
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3. MAJORIZASYON

R" de iki vektdr birgok yolla karsilastirilabilir. Ornegin iki vektoriin normlar
hesaplandiginda biri digerinden daha uzun veya bilesenler karsilagtirilarak Dbiri
digerini domine ediyor denebilir.

Iki vektdr adina majorizasyon denen bir yontemle de karsilastirilabilir. Bu

yontemde vektorler bilesenlerinin daginikligina gore karsilagtirilir.

X=X, X0, X,) V& Y=(Y, Yy, Y,) €R”

vektorleri verilsin. Eger

1) zk“xﬁgiyﬁ k=12,.,n-1
1 i=1

ve

>
>

2) X = Yi

i= i=1

LN

sartlarin1 sagliyorsa Yy vektorii X vektoriinii majorize ediyor veya X vektori Y

vektorii tarafindan majorize ediliyor denir. X<y ve y>X ile gosterilir. Eger (2)
n n

durumu yerine in SZyi esitsizligi gerceklesirse y vektorii X vektoriini zayif
i=1 i=1

majorize ediyor veya x vektorii y vektorii tarafindan zayif majorize ediliyor denir.
X<,y ve y»>, X ilegosterilir [1].

Omegin  x=(-1,0,1), y=(3,-2,-1), z=(3,0,0) vektorlerini alirsak
X<y ve Y=<,z oldugu goriliir.

Vektorlerin bilesenlerinin pozisyonlart majorizasyon i¢in 6nemli degildir.
Eger x vektori, Y vektori tarafindan majorize edilirse, X vektoriiniin bilesenlerinin
herhangi bir siralamasindan elde edilen vektér de Yy vektorii tarafindan majorize
edilir.

Kolayca goriilecegi gibi majorizasyon ve zayif majorizasyon gecisme

Ozelligine sahip ikili islemlerdir. Yani

X<Y,y<Z=>X<Z

ve
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X<, YV, Y=<,Z=>%x=<,z [1].
Majorizasyon ve zayif majorizasyon ait bazi 6zellikleri asagida verilmistir.
Teorem 3.1.X,y,Z € R" vektorlerini alalim.
1) Vi=12..,nigin x=<y=y; <x<y;
2) p,q=0ve p+Qg=1 olmak ilizere X<2z,y<z= px+qy <z
dir.
3) P.q=0ve p+q=1 olmak lizere X<, z,y =<, Zz= pX+0qy <, Z
dir.
4) X=<Y,y=<X<> bazi P permiitasyon matrisleri i¢in
X=yP
olmasidir.
5) X<, Y, Y=, X< bazi P permiitasyon matrisleri igin
X=YyP
olmasidir.
6) X<y X<,y ve —x<,-Yy
olmasidir [1].
Siradaki teorem zayif majorizasyon ve majorizasyon arasindaki iliskiyi

bilesensel baskinlik (<) kullanarak karakterize etmektedir.

Teorem 3.2. Asagidaki durumlar denktir.

1) X,y e R." olmak iizere X<, Yy

2)Baz1 ze R "igin X<z ve <Y

3)Bazi ueR," igin Xx<Uu ve u<y [1].

Teorem 3.3. x,y e R" veu,veR" olsun. Oyleyse
1) X<y, u=<v=(xu)=<(y,v)
2) X<, Y, u=x,v=(xu)=,(y,v)

{

3) X<V, u<v:>x+u<y¢+v (m=n)

4) X<, Y, u<wv:>x+u<wy¢+vi (m=n) [1].
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Teorem 3.4. X=(X,, X5,-., %) ve Y= (Y1, Yo ¥o) € R" vektorleri almsin. Oyleyse
1) x=,[x
2) Px+yl =<y X+l

3) x¢+yT<x+y<x¢+yi

IR UEED RIS R
i=1 i=1 i=1
ifadeleri gegerlidir [1].
Teorem 3.5. X= (X, X,...,X,) V& Y=(Y,,Y,,-.Y,) € R" vektorleri almsin. Oyleyse

her u =(u,,u,,...,u,) € R" i¢in
SIVURUESE S
X<Yye D xuT <>y,
i=1 i=1
ve her u=(u,u,,..,u,)eR" i¢in

n n
Lol Lol
X<Wy<:>in u sZyi u,
i=1l i=1

esitsizligi gecerlidir [1].
Birazdan verilecek olan teorem igin gerekli olan bir esitsizlik lemma olarak

verilsin.
Lemma 3.6. x=(x,X,,...,X,) € R" vektoriinii almsm. Eger X, > X, >,..,>2 X, ise

m<n i¢in

esitsizligi gegerlidir [1].

Ispat : m<n igin (E,l,...,i)—<(£,i,. .,i,0,0,...,O) oldugundan Teorem 3.5
nn n m m m
geregince
"1 W}
D =% <Y =X
i=1 n i=1 m
oldugu agiktir.

Simdi ise bu ¢alisma i¢in 6nem arz eden bir teorem verilsin.
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n
Teorem 3.7. a;,a,,...,a, negatif olmayan ve Zai =1 esitligini saglayan sayilar
i=1

olsun. Oyleyse

11
(_1_
nn

%) <(a,a,,..,a,)<10,..,0)

esitsizligi gecerlidir [1].

Ispat: Bir onceki lemmadan m<n pozitif tamsayilar icin

13 1

—Yas<=>a '

[ Ry m =
oldugu bilinmektedir. Ayrica a,,a,,...,a, sayilarinin aritmetik ortalamasida v olsun.
Oyleyse

m
mv<>a’
i=1

oldugu asikardir. Buradan da  (V,V,...,v) <(a,,a,,...,a,) elde edilir. Ozel olarak

1 oo
V== vye & +8a,+..+a, =1 alinirsa teorem elde edilmis olur.
n

Esitsizligin sag tarafinin ispat1 agiktir.
3.1 Doubly Stochastic Matris

Satir ve siitun toplamlar1 ayr1 ayr1 1 e esit olan bilesenleri negatif olmayan

kare matrise doubly stochastic matris denir.
Sembolik olarak negatif olmayan bir A matrisi e =(1,1,...1) e R" vektérii igin
eA=e ve Ae’ =¢'
esitliklerini saglarsa A matrisine doubly stochastic matris denir.

Eger satir ve siitun toplamlar1 ayr1 ayr1 1 den kiigiik veya en fazla 1 oluyorsa
bu A matrisine doubly substochastic matris denir. Sembolik olarak da
eA<e ve Ae' <e'
esitsizliklerini saglayan negatif olmayan A matrisine doubly substochastic matris
denir [1].

10
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Teorem 3.1.1. A negatif olmayan bir nxn matris olsun. A’ nin doubly stochastic

matris olmas1 i¢in gerek yeter sart biitin X € R" satir vektorleri i¢in XA <X

durumunun saglamasidir [1].

Simdi majorizasyon teorisi i¢in 6nemli bir teorem verilsin.
Teorem 3.1.2. X,y eR" vektorleri alinsin. X vektoriiniin y vektorii tarafindan
majorize edilmesi i¢in gerek ve yeter sart bazi D doubly stochastic matris i¢in
X<Yy<< x=yD
esitliginin saglamasidir [10].

Ornek 3.1.3. x=(1,2,3) ve y=(6,0,0) R’ vektorleri alinsn.

X<y
oldugu kolayca goriilmektedir.
x=yD
esitligini saglayan D doubly stochostic matrisi
111
6 3 2
12,
3 3
1,51
2 2

elde edilir [1].

n

.. . a =1 .
Ornek 3.1.4. Teorem 3.7 de verilen ve ; ' sartin1 saglayan negatif olmayan &,

sayilardan olusan (a,,a,,...,a,) vektdriinin

1

( !E!"'!_)
n n

S|

vektoriinii majorize ettigi ispatlamisti. Bu ispati

1
( ,...,E):(al,az,...,an)D

n'n

esitliginde

11



3. MAJORIZYON irfan GULMEZ

11 17
non n
11 1
D=|n n n
11 1
hn T ong

matrisinin doubly stoctastic matris oldugu gergeginden yararlanarak kolayca ispat
edilir [1].

3.2. Majorizasyon ve Konveks Fonksiyonlar
Tamm 3.2.1. R" de tanimli reel degerli bir @ fonksiyonu i¢in

X<y =O0(x)<D(y)
durumu gergeklesirse @ fonksiyonuna Schur - konveks fonksiyon ad1 verilir.
Ornegin X = (X, X,,...,X,) olmak {izere ve

D) =[x [ |+ %[
fonksiyonlar1 Schur - konveks fonksiyonlardir. Genel olarak f(x) fonksiyonlar1 R
tizerinde tanimli konveks fonksiyonlar ise
D(x)=F(x)+ F(x)+...+ f(x,)

fonksiyonu Schur- konveks fonksiyonlardir .
xeR" olmak tizere f(x) denildiginde anlagilmasi gereken sey X=(X;,Xy,..., X,)
iken f(x)=(f(x), f(x))..... (X)) oldugudur.
Ornegin x> = (X, X,%,..., x.%) Ve Inx=(Inx, Inx,,..., Inx,) gibi [1].
Teorem 3.2.2. X,y € R" vektorleri alinsin. Eger f(Xx) konveks fonksiyon ise

x<y= f(x)=<, f(y)
dir.

Eger f(x) hem artan, hem de konveks fonksiyon ise
x=<, y= ()=, f(y)
dir [1].

12



3. MAJORIZYON irfan GULMEZ

Sonu¢ 3.2.3. X,y € R" vektdrleri alinsm. Oyleyse

) x=<y=p=u (Ol Pel D <0 (LY ] Vi)

i) x<y=x*=<,Vy’

i) Inx<, Iny=x<_,V, x.>0, vy >0/[1].

ispat: [t| ve t* fonksiyonlar1 konveks fonksiyonlar, €' fonksiyonu ise hem artan

hem de konveks fonksiyon oldugundan Teorem 3.2.2 yardimiyla kolaylikla
goriilebilir.
Majorizasyon kavrami konveks fonksiyonlar yardimi ile de karakterize edilebilir.

Teorem 3.2.4. X,y € R" vektorleri almsin. Oyleyse

1) Biitiin f(X) konveks fonksiyonlari igin

x<ye )< f(y)

2) Biitiin artan ve konveks f(x) fonksiyonlar i¢in

X<y X 1)< X Hy) [

3.3 Logaritmik Majorizasyon

Tamm 3.3.1. x; ve y, ler negatif olmayan sayilar olmak lizere X=(X,X,,...,X,) Ve

Y=(Y, Yy Y,) vektorleri alinsin. Eger

k k
x" <[]y k=12..n-1
i=1 i=1
ve
Xii _ yi¢
i=1 i=1

sartlar1 saglanirsa X vektorii y vektori tarafindan log-majorize ediliyor denir ve

X =< Y 1le gosterilir. Eger

13



3. MAJORIZYON irfan GULMEZ

esitsizligi gegerliyse X vektorii y vektori tarafindan zayif log-majorize ediliyor

denir ve x=<,. Y seklinde gosterilir. Majorizasyon ile logaritmik majorizasyon

wlog

arasinda bir gecis vardir. X<, Y ile Inx <, Iny aynidir. Clinkii

wlog

n n
Inx <,, Iny < > Inx; <> Iny,

({1 w( {1

i=1
=X -<W|0g Yy

Ayni sekilde x <, Y <> Inx < Iny yazilabilir [1].

log
Simdi  pozitif bilesenli  vektorler i¢in  logaritmik  majorizasyon
majorizasyondan daha kuvvetli oldugunu gosteren bir teorem verilsin.

Teorem 3.3.2. X,y € R" vektorleri alnsin.

X< Y=X<, Y

wlog

dir.
Yani k=12,...,n igin

onermesi gegerlidir [1].
Ispat : x=<,,, ¥y ile Inx<, Iny nin ayn: oldugu biliniyor. Ayrica €” fonksiyonu

artan ve konveks fonksiyon oldugundan Teorem 3.2.4 {in ikinci kismi1 geregince ispat

aciktir.
Teorem 3.3.3. X,y eR" i¢in

X<y= ﬁXi Zﬁ Yi
i=1 i=1

esitsizligi gecerlidir [1].

14



3. MAJORIZYON irfan GULMEZ

Ispat : f(x)=—Inx konveks fonksiyonu alinsin. Teorem 3.2.4 iin 1. maddesinden

—Zn: Inx; < —Zn: Iny,
i=1 i=1

elde edilir buradan da

iZ:lllnxiziZ;:Inyi
{1
=TIx=I]y

sonucuna varilir.

3.4 Ornekler

X, X5, ..., X, toplamlari 1 olan pozitif sayilar olsun. Asagidaki esitsizlikleri ispatlar

verilsin.

DX n
a L >
) iZl:l—xi n-1

b) Zn“l*)'(xi > n.(n+1)

i=1 i

5L1-x _n(n-1)
c) n-1> -2
) §1+ X; n+1

d) Zn:xilnxls Inn [1].

S|

1 1
Coziim: ( E,...,H)<(x1,x2,...,xn)<(1,O,...,0)

15



3. MAJORIZYON irfan GULMEZ

oldugu biliniyor. Teorem 3.2.4 iin birinci kismmi ve asagidaki (0,1) arahg
tizerindeki tanimli konveks fonksiyonlar kullanilarak istenen esitsizlikler elde

edilmis olur.

a) 9@ :1t—t fonksiyonu konveks fonksiyondur. Teorem 3.2.4 geregince

X<y:>zf(xi)ng(yi)
i=1 i=1
o 11 1 .1
oldugu biliniyor. X:(H’H’""H] ve Y =(X,X%,,... X, ) vektorleri alinirsa
11 1
— e — [ (X X X,
EIETE PO
:zf(xi)ng(yi)
i=1 i=1
= f (1j+ f (1)++ f (ljg f(x)+ F(X,)+...+ f(x,)
n n n
1 1
n n n X % *n
= + +...+ <
1_1 1_1 1 171-x 1-x, 1-x,
n n n
1 1 1 LX
+ +... < '
n-1 n-1 n-1 izzlll—x

elde edilir.

by f()= 1%[ fonksiyonu konveks fonksiyondur. Teorem 3.2.4 geregince

x<y= 2 HX)< Y ()

11 1
oldugu biliniyor. X = (— e —j ve Y =(X,X%,,..., X, ) vektorleri alinirsa
nn n

16
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elde edilir.

c) 9= % fonksiyonu konveks fonksiyondur. Teorem 3.2.4 geregince
+

oldugu biliniyor. X = (E : E
nn

11 1
(_’_""’Ej-< (Xi’XZ""’Xn)

nn
:Zf(xi)ng(yi)
i=1 i=1
= f(l}t f (1j++ f (ljg f(x)+ f(x,)+...+ f(x,)
n n n
1 1 1
1+ﬁ 1+ﬁ 1+ﬁ 1+%x  1+X, 1+X,
= + 4.+ < + 4.t
11 o x X,
n n n
=>MN+)+(n+D)+...+(n+1) < 1%
i=1 Xi

= n(n+1)<zl+x

x<y= Y )< F(y)

1
'H] ve y=(><1,x2,...,xn) vektorleri alinirsa

11 1
[HH nj-<(xl Xpreees X3)

:Zg(xi)szg(yi)
i=1
1 1
:g[Ej ( j+ +g(n)<9(x1)+g(x2)+---+g(xn)
1 1 1
o b hoix 1% 1-x
= + +...+ < + +...+
1.1 1.1 141 1+x 0 1+ 1+X,
n n n

17
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3. MAJORIZYON irfan GULMEZ

n-1 n-1 n-1_&1-x
= + +..+ <
n+l n+l n+1 F1+Xx
n-1 &1-x
= < !
n-1 iz_lll—xi

elde edilir.

d) f(t)=tInt fonksiyonu konveks fonksiyondur. Teorem 3.2.4 geregince

x<y:if(xi)sif(yi)

oldugu biliniyor. X:(%,%,...,%j ve y:(xl,xz,...,xn) vektorleri alinirsa
11 1
(222 )

(l) (j+ +f(ljgf(x1)+f(x2)+...+f(xn)
n n

1

n

niyl
n

Zint+Zin
n

1 1
+=In=<x1Inx + X, InX, +...4+ X, InX,
n n

n
I’]

:5||—\

1.

n

n
lenx

i=1

= In—s xilnxi

S|
)
N

1
:>Zx|n—< Inn

X

i=1 i

elde edilir.
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4. SCHUR -KONVEKS FONKSIYONLAR

K kiimesi lizerinde tanimli < kismi siralamayi alalim. Eger K kiimesi

tizerinde taniml1 ¢ reel degerli fonksiyonu i¢in

X<y = ¢(x) <g(y)

onermesi gerceklesiyorsa ¢ fonksiyonuna “monoton” , “izoton” veya “sira koruyan”

fonksiyon denir [2].

Majorizasyon siralamasi i¢in sira-koruyan fonksiyonlar tizerine ilk sistematik
calismalar Schur tarafindan 1923 yilinda ¢alisilmistir. Schur’ un bu ¢alismalarindan
otiiric bu fonksiyonlar Schur-konveks fonksiyonlar olarak adlandirilmigtir. Her ne
kadar “ Schur-artan” isminin daha uygun olacag: diisiiniilse de, literatiirde “Schur-

konveks” ismi daha ¢ok kullanilmaktadir [2].

Tamm 4.1. AcR" kiimesi iizerinde tanimli reel degerli bir ¢ fonksiyonu igin

X,y € A olmak iizere

X<y = g(x)<a(y)

Oonermesi gergeklesiyorsa ¢ fonksiyonuna A kiimesi iizerinde schur- konveks
fonksiyon
x=<y=¢(x) <g(y)
onermesi gergeklesiyorsa keskin Schur- konveks fonksiyon denir.
Eger A=R" ise, ¢ basit¢e Schur — konveks veya keskin Schur — konveks
fonksiyon olarak adlandirilir. Benzer olarak
X<y=¢(x)=¢(y)
onermesi gergeklesiyorsa ¢ fonksiyonuna Schur — konkav fonksiyon adi verilir.
Sonug olarak ¢, Schur — konveks < —¢ , Schur — konkav oldugu kolaylikla
gorilir [1].
Teorem 4.2. ¢ = R" kiimesi lizerinde tanimli reel degerli bir ¢ fonksiyonunu ele

alinsin. X,y € A olmak lizere
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X<,y =¢(x)<g(y)

olmasi igin gerek ve yeter sart ¢’ nin A {izerinde artan ve Schur — konveks

fonksiyon olmalidir.

R* iizerinde tanimli reel degerli h fonksiyonunu ve Ac R" iizerinde tanimli reel

degerli ¢, ¢,,...,4 fonksiyonlarini iceren

(=6 ()., (), i ()

bileske fonksiyonu ele alinsin.

Asagidaki tablo Schur — konveks ve Schur — konkav fonksiyon elde etmenin

degisik yollarin1 gostermektedir.

Unutulmamalidir ki buradaki “artanlik” kavrami her bir degisken iizerinde

tanimlanmaktadir [1].

W (X, Xgr 000 %) = D(A(X), 6, (X), ..., (X))

h (R) ¢ (A) h(¢,(x), 8,(X),.... 4. (X)) (A)
) Artan Schur —konveks Schur —konveks
i) Azalan Schur —konveks Schur —konkav
iii) Artan Schur-konkav Schur konkav
iv) Azalan Schur konkav Schur konveks
V) Artan Artan ve Schur-konveks Artan ve schur-konveks
Vi) Azalan Artan ve Schur-konveks Azalan ve schur-konkav
vii)  Artan Azalan ve Schur-konkav Azalan ve schur-konkav
viii)  Azalan Azalan ve Schur-konkav Artan ve schur-konveks
IX) Artan Azalan ve Schur-konveks  Azalan ve schur-konveks
X) Azalan Artan ve Schur-konkav Azalan ve schur-konveks
Xi) Artan Artan ve Schur-konkav Artan ve schur-konkav
xii)  Azalan Azalan ve Schur-konveks  Artan ve schur-konkav

Tablo 1
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1) maddesinin ispatt verilsin. x <y ve her bir ¢ Schur — konveks oldugundan
Q(X)Sqﬁ,(y), 1=12,..,K, yazlabilir. h fonksiyonu her bir degisken iizerinde

artan oldugundan

h(d (%), (%), (X)) <D (A (Y) 5 (¥)s - A (V)

bileske fonksiyonunun da Schur — konveks oldugu goriiliir [1].

Baz1 Ozel Durumlar

1- (i) maddesinde k=1 alinarak Schur — konveks fonksiyonun ile artan
fonksiyonunun bileskesi de Schur — konveks oldugu goriiliir.

2- ¢.¢,,....4, Schur — konveks fonksiyonlar ise min(d.é,,...¢4) Ve
max(¢1,¢2,...,¢k) fonksiyonlari da Schur — konveksdirler.

3- Her bir i=1,...,k i¢in ¢ fonksiyonlar1 Schur — konveks (konkav) ve her X igin

¢ (x)=0 ise

k
w (x) =TI (x)
Schur — konveks (konkav) fonksiyondur.
Schur — konveks fonksiyonlar: elde etmeyi saglayan diger bir bileske alma

islemi ¢:R" <R ve g:R — R olmak iizere

v (%) =4(9(x). 9(%).-9(x,))
seklindedir [1].
Bu bilegke islemi ile elde edilen Schur - konveks fonksiyonlar1 Tablo 2 olarak

siralanir.
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WXy, Xy X0 ) = (91 (X)), 9,(%;), -0 9, (X,))

¢ g 4

1) Artan ve schur konveks konveks schur-konveks

1)  Azalan ve Schur-konveks  konkav schur-konveks

iii) Artan ve schur-konveks artan ve konveks  artan ve schur-konveks

iv) Azalan ve schur-konveks azalan ve konkav  artan ve schur-konveks

V) Artan ve schur-konveks azalan ve konveks azalan ve schur- konveks
vi) Azalan ve schur konveks artan ve konkav azalan ve schur —konveks

Tablo 2

Teorem4.3. | cR biraralikve g:I— R konveks fonksiyon ise
$(x)=29(x)
|"” de Schur — konveks fonksiyondur [10].

Ispat: ¢(z)= Z z, alinarak Tablo 2 nin (i) maddesinde rahatlikla goriiliir.

i=1
Teorem4.4. g:R — R fonksiyonu konveks ve artan (azalan) ise ¢(x)=>g(x)
i=1

artan (azalan) ve Schur — konveks fonksiyondur. Sonug olarak  x <, y ise
$(x)<g(y) dir [11].

Teorem 4.5. IcR agik aralik ve ¢:1" —> R siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon
olsun. ¢ fonksiyonun I" iizerinde siirekli Schur - konveks bir fonksiyon olmasi i¢in

gerek ve yeter sart ¢’ nin 1" lizerinde simetrik olmasi ve i# j olmak {izere her

(z,-z) a_ar >0
“log o,

zel" igin
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sartinin saglanmasidir. Ayni sartlar altinda fonksiyonun Schur - konkav olmasi igin

esitsizligin yon degistirmesi yeterlidir [3].

Teorem 4.6. X =(X,X,,..x,) eR" ve f()=]]@+x)-]]x fonksiyonu Schur

i=1 i=1
konkav fonksiyondur [1].

Ispat: f(x) fonksiyonu simetrik fonksiyondur.

of of
(Xl_xz)[&_a_xzj

1 1 o 1 1 )\4
:(&—Xz)E(H—lJFXJE[(lJF Xi)_(Z_X_Z]HXiJ
=—(x1—x2)2(ﬁ(1+xi>—ﬁxijso

Teorem 4.7. ¢ fonksiyonun simetrik ve konveks ise ¢, Schur — konvekstir.

Sonug olarak X<y ise ¢(x)<¢(y) dir [1].
Teorem 4.8. ¢ fonksiyonu simetrik , konveks ve artan(azalan) ise ¢, Schur —

konveks ve artan(azalan)’ dir. Yani x<,, y = ¢(x) < g(y) dir [1].
g fonksiyonu konveks oldugunda ¢(x)=> g(x) fonksiyonunun da Schur
i=1

— konveks fonksiyondur.

Bu sonuca baz1 6zel durumlar asagida verilmistir.

Ornek 4.9. (Entropi): i=12,..,n igin  p;>=0 ve > p=lise
i=1
H(py... p,)=—_plogp; fonksiyonu p’ nin entropisi veya Shannon bilgi
entropisi olarak adlandirilir. (x=0 i¢in xlogx =0 kabul edilir). H (p) nin keskin
Schur — konkav fonksiyon oldugu kolaylikla goriiliir. Dolaysiyla p<q iken

H(p)>H(q) oldugu szellikle de
H(1,0,...0) < H (p)< H(%%j

esitsizlikleri elde edilir [1].
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Ornek 4.10. Q:%Zn:xi olsun. ¢(x)={(lji(xi—i)2}2 fonksiyonu X,%,, ..., X,

i1 nJiz
sayilarin standart sapmasi olarak adlandirilir [12].

Basit bir gozlemle ¢’ nin keskin Schur — konveks fonksiyonun oldugu
bulunabilir. Bu bilgi 1920’ de Dalton tarafindan ispatlanmistir ve ¢ gelir esitsizligi

Ol¢iisii olarak kullanilmastir.

n

Ornek 4.11. ¢(x)= zi fonksiyonu R", iizerinde keskin Schur — konveks ve

i=1 /N

azalandir [1].

+

n
Ornek 4.12. ¢(X):Z|09Xi, R",  lizerinde keskin Schur — konveks bir
i1

fonksiyondur [1].

Teorem 4.13. ¢, | cR {izerinde siirekli negatif olmayan bir fonksiyon olsun.

xe |" olmak iizere

n

$(x)=119(x)

i=1
fonksiyonun 1"* de Schur — konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart logg(X)

fonksiyonunun | araliginda konveks olmasidir.

Ayni sekilde ¢(x)=]Jg(x) fonksiyonunun Schur — konkav olmasi igin
i=1

gerek yeter sart log g (X) fonksiyonunun konkav olmasidir [1].

Ornegin

¢1(X):1i11[1+—)(i,

Xi
n1-xX

¢2(X)=1;[Ti

¢3(X):1_£1[1-:(—_Xi
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fonksiyonlari sirast ile R" (O,%j ve (0, 1)n kiimeleri tizerinde keskin Schur -

konveks fonksiyonlardir. Ciinkii bir once ki teoremden
1 1- 1
log (;Z) , log Q ve log ﬂ fonksiyonlari sirasiyla
z z (1-2)

j ve (0,1) kiimeleri iizerinde konveks fonksiyonlardir.

N |-

. fo
1

x>0, i=12..,n ve > x-1 igin (%,%,...,HJ<(xl,xz,...,xn) bilgisinden ve
i=1

¢, ¢ Ve ¢, fonksiyonlarinin Schur —konveksliginden yararlanarak;

I1

>(n+1)",

ve

esitsizlikleri elde edlir [1].
Tamm 4.14. (Elementer Simetrik Fonksiyonlar): S, (x) ile x,X,...,x,” nin k.
elementer simetrik fonksiyonunu gosterelim. Bu simetrik fonksiyonlar

Sp(x)=1,

Sl(x):i;:xi,
S, (%)= 2%,

i<j

Sy(X)= D XY,z
i<j<k

Sn(x)zljxn

seklindedir [1].
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Teorem 4.15. S, fonksiyonu R?  iizerinde artan ve Schur - Kkonkav bir
fonksiyondur. k >1 ise S,, R, iizerinde keskin Schur - konkavdir [1].

Sonug 4.16. x,y e R ise

x<y=[Ix=]1v
i=1 i=1
esitsizligi gecerlidir [1].
Ispat: Bir dnce ki teoremde k = n alinarak kolaylik gériiliir.
Ornek 4.17. ¢:R" >R seklinde tanimlanmis bir fonksiyon asagidaki sartlari
saglarsa simetrik gauge (6l¢ii) fonksiyon olarak adlandirilir.

(i) U=#0 iken ¢(U)>0
(i) y reel sayilar i¢in ¢(}/U):|]/|¢(U)
(i)  Ppu+v)<g(u)+¢(v)

(iv) (i,il,...,in), (1, 2,...,n)'nin @ permiitasyon ve & ==x1 olmak iizere

$(uy,....u, ) =d(&u;,.... &y, )

dir.
Eger ¢ simetrik gauge fonksiyon ise ¢ simetrik ve konveks, dolayisiyla ¢,

Schur konvekstir [1].
Ornegin

¢ (x)=max|x],

1
$0)=(Zpl ). ra1
¢(X)=ilﬂ;‘ffiik(|Xi1|+---+|xik|)'

bazi simetrik gauge fonksiyonlardir.
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5. BIR UCGENIN iC ACILARI IiCiN ESITSIZLIKLER

Bir iiggenin i¢ acilart «,«,,c, olsun. O halde o, +a,+a, =7 oldugunu

biliyoruz.

1. Biitiin agilar igin (%,%,%j <(ay,05,03) < (7,0,0)

/A /A
2.D It iiggenler icin | =, =, = |< (e, @,, ;) <| =,=,0
arag:l1ug:gener1g:1n(3 3 3) (1 2 3) [2 5 j

3. Genis acil1 tiggenler icin [E’Z , Zj < (0511052 : 0!3) < (7[, 0, 0)

majorizasyonlar1 saglanir.
Sonug olarak ¢:R® — R bir Schur — konveks fonksiyon ise Teorem 3.2.4 ve
yukaridaki majorizasyonlar1 kullanilarak

Biitiin tiggenler i¢in ¢(%,%,%) <¢(ay,a,,0,)<¢(7,0,0)

Dar agili iiggenler igin ¢(%,%,%j < ¢(al,a2,a3) < ¢(%,%,0)

T

Genis ac1l1 liggenler icin ¢(E,%,%j < ¢(alva2,oc3) < ¢(7r, 0, 0)

esitsizlikleri elde edilir.
Simdi ise bu Schur — konveks fonksiyonlarini saglayan Siniis, Cosiniis ve

Tanjant fonksiyonlar1 6rnek olarak verilsin [1].
5.1 Siniis Fonksiyonu

Simdi baz1 iiggen ¢esitlerinde majorizasyon ozelliklerini, Siniis fonksiyonu

i¢in saglatalim.

Ornek 5.1.1. f(x)=-sinx fonksiyonu (0,7) araliginda konveks fonksiyon

olduguna gore
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33

a) Biitiin iiggenler igin 0<Sina, +sina, +sina, < >

33

b) Dar agili iicgenler igin 2 <Sina; +sina, +sina, < Y

c) Genis agili iiggenler icin 0 <Sina@; +sina, +sina; <1+ J2

esitsizlikleri saglanir [6].

Ispat : f(x)=-sinx fonksiyonu (0,7) arahfinda konveks fonksiyon,

o, +a, +a, = olmak lizere

a) (Z,Z,3)<(a1,a2,a3)<(7r,0,0) majorizasyon bilgisi ve Teorem 3.2.4

geregince

f(%)+ f (%} f (%jg (o) f (@) f (@) < T (x)+ F (0)+ F (0)

. T . T . T . . . . . .
= —Ssin—-sin—-sin—<-singa, —Sina, —Sina, <—sin z—sin0-sin0
3 3 3 1 2 3

33
2

= -——=<-sing, —-sina, —sing,; <0

33

=0<sing, +sina, +sina, < ——

esitsizligi elde edilir.

T T T

T T .. iy e .
b) £§,§,§j<(al,az,a3)<(5,5,0j majorizasyon bilgisi ve Teorem 3.2.4

geregince
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f(%}tf(%}ﬁ(%}gf(a1)+f(a2)+f(a3)<f(%j f(%j+f(0)

. T . T . T . . . . T . T .
= —sin——-sin—-sin—=<-sing, —Sina, —Sina, < —sin——-sin—-sin0
3 1 2 3 2 2

33

= ———<-sing, -Sina, —Sina, <2
2 1 2 3

33

=2<sing, +sina, +sina, <
esitsizligi elde edilir.
) [%%%) <(a,@,,2,)<(7,0,0)  majorizasyon bilgisi ve Teorem 3.2.4

geregince
f (%) f (%j f (%)s f(o)+ f(a,)+ f(a;)<f(7)+f(0)+f(0)
= —sinZ —sinzZ —sinZ < —sin a, —sina, —sing, < —sin 7 —sin0—sin0

= —1-+/2 <—sin o, —sina, —sina, <0
= 0<sing, +sina, +sina, <1++2
esitsizligi elde edilir
Ornek 5.12. f(x)= —Sing fonksiyonu (0,27) araliginda konveks fonksiyon
olduguna gore dar agili tiggenler i¢in
. : : 3
\/§<S|nﬁ+sm&+sm%£ —
2 2 2 2
esitsizligi gecerlidir [8].

Ispat : f(X):—Sing fonksiyonu  (0,27) arahinda konveks fonksiyon

a, +a, + o, = olmak tlizere
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/A T T .. e .
— = = a,o,, o, )<| —,—,0 majorizasyon bilgisi ve Teorem 3.2.4

geregince

f(§j+f(3]+f(3)<f( )+f(a2)+f(a3)<f(2J+f(2)+f()

T T T o a, . O T T
= —Sin——sin——sin — < —sin — —sin —= —sin — < —sin ——-sin——sin0
6 6 6 2 2 2 4 4

:—ES—sinﬂ—sinﬁ—sinﬁ<————
2 2 2 2 2 2

2 <S|n?+sm?+sm 2 —
esitsizligi elde edilir.
Ornek 5.1.3. f(x)= —sinx fonksiyonun (0,7) araliginda konveks fonksiyon
olduguna gore

4

a) Biitiin agilar i¢gin  0< \/sin a, + \/sin a, + \/Sin a, < 3(%)

4

b) Dar agili tiggenler igin 2 < \/sin a, + \/sin a, + \/sin a, < 3(%)

3
¢) Genis agil1 iggenler i¢in 0 < \/Sin o, + \/Sin o, + \/Sin oy <1424

esitsizlikleri saglanir [1].
Ispat : f (x)=—+sinx  fonksiyonu (0,7) arahifinda konveks fonksiyon

o, +a, +a, = olmak lizere
a) (z,z,zj%allaz,as%(7[,0,0) majorizasyon bilgisi ve Teorem 3.2.4

geregince
f(gj+f(3)+f(3j<f(a1)+f(a2)+f(a3)<f(2j+f(2J+f( )
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= -3 /sin% <—sina, —fsine, —\/sina, <—sinz —2+/sin0

1 1
: 1
= 0<fsing, +fsina, +4/sina, < 3(@} :3(%)4

esitsizligi elde edilir.

b) [%%%j (al,az,a3)<(%,%,0] majorizasyon bilgisi ve Teorem 3.2.4

geregince

f(:}+f(3]+f(3}<f(a1)+f(a2)+f(a3)<f(2j+f(2j+f( )

= -3, fsin% <—sina, —fsina, —\fsine, <-2 sin% —/sin0

1
3\4

1
E Z
= 2<fsing, +4fsina, +fsina, sB(?] = (Zj

esitsizligi elde edilir.

) [% % %) (@@, @;) < (7,0,0) majorizasyon bilgisi ve Teorem 3.2.4

geregince

f(ﬂj““ f (4j+ f [4j< Flan)+ () + f(as) < f(7)+ T (0)+(0)

2

= —\/sin% —\/sin% —\/sin% <—|sina, —\fsina, —fsina, <—/sinz —2+/sin0

=-1-2 % <—sing; —yfsina, —fsine; <0
3

= 0<fsina, +4fsina, +4fsina, <1+2*

esitsizligi elde edilir.
Ornek 5.1.4. f(x)=-logsinx fonksiyonu (0,7) araliginda konveks fonksiyon

olduguna gore
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i

a) Bitiin Giggenler i¢in Sin ¢,.Sin @,.Sin @, <
b) Genis acili iggenler i¢in Sin ¢,.Sin a,.Sin a; < >

esitsizlikleri saglanir [1].

Ispat : f(x)=-logsinx fonksiyonu (0,7) aralifinda konveks fonksiyonu
o, +a,+a, = olmak iizere

a) (z,z,zj<(al,a2,a3) majorizasyon bilgisi ve Teorem 3.2.4 geregince

f(%)+ f (’;} f(3]< f(a)+f () (at3)

= —3Iog% <—logsin ¢, —logsina, —log a,

B3

= —3Iog7 <-logsine, —logsina, —log o,

B3

= logsing, +logsina, +1og o, < 3Iog7

3
= log(sin ¢,.sin a,.sin ;) < 3log (%J

= sing,.sina,.sina, < i
esitsizligi saglanir.
T T .. o .-
b) [E’Z’Z) < (051,052,053) majorizasyon bilgisi ve Teorem 3.2.4 geregince

f(Z]+f(4J+f(4j< f(a)+f () + f (az5)

. T . T . T . . .
—IogSInE—Iogst—logstS—Iogsmal—logsmaz—Iogsma3
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= —logl- Iog%— Iog% <—logsine, —logsina, —logsin o,

= logsin ¢, +logsina, +logsina, < 2Iog%

= log(sine,.sina,.sin ;) < log (%T

= sing,.sina,.sina, _%
esitsizligi saglanir.
Ornek 5.1.5. f(x)=-log Sing fonksiyonu (0,7) araliginda konveks fonksiyon
olduguna gore dar agili liggenler i¢in
L O O . O 1
sm(?l).sm(?z)sm(??’) < 3
esitsizligi saglanir [1].

Ispat : f(x):—logsing fonksiyonu (0,7) arahiinda konveks fonksiyon,

. T T T .. e -
o, +a,+a,=n olmak iizere | =, =, = |< (e, ,,@;) majorizasyon bilgisi ve
3 33

Teorem 3.2.4 geregince

T T Vi
f(gj f(gj fﬂglsf(al)+f(a2)+f(a3)
= —3Iog% <—logsin ¢, —logsina, —log a,

1 . :
= —3I0gE <—logsing, —logsina, —log a,

. . . 1
=sing, sine,.sina, <2
esitsizligi saglanir.

Ornek 5.1.6. f(x):sinz(g) fonksiyonu (0%) araliginda konveks fonksiyon

olduguna gore biitiin liggenler i¢in
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ESSin2 Y\ sin?| %2 | 4sin?| %2 | <1
4 2 2 2

esitsizligi saglanir [1].

Ispat : f(x)=sin’ (g} fonksiyonu [0,%) araliginda konveks fonksiyon olduguna
gore o +a, +a, = x olmak lizere

T

(§,§,§j< (s tyr ;)< (7,0,0)

majorizasyon bilgisi ve Teorem 3.2.4 geregince

33in2(£j35in2(ﬂjﬂinz[ﬂjﬂinz % <sin2(z]+23in2£9j
6 2 2 2 2 2
1y, o .o O . o
=3| = | <sin“| —= |+sIn“| = |+sIn“| = |<1
2 2 2 2

esitsizligi elde edilir.
5.2. Cosinus Fonksiyonu
Simdi baz1 iiggen ¢esitlerinde majorizasyon 6zelliklerini, Cosiniis fonksiyonu

i¢in saglatalim.

Ornek 5.2.1. f(x)=-cosx fonksiyonu (O%J araliginda konveks fonksiyon

olduguna gore dar agili iiggenler i¢in

1<cosq, +cosa, +Cosa, Sg
esitsizligi saglanir [1].
Ispat : f(x)=—cosx fonksiyonu (0, %j araliginda konveks fonksiyon olduguna

gore, o +a, + %:,zolmak lizere
T T
(§,§,§j<(0(1,662,063)-<(7Z',0,0)
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majorizasyon bilgisi ve Teorem 3.2.4 geregince

T T
—3cos§ <—-Cosq, —COSax, —COSar, < —2COSE—COSO
3
= —Eﬁ —C0Sq; —COSar, —COSar; < —1

=1<cosa, +CoSa, +CoSa, sg
esitsizligini elde edilir.
Ornek 5.2.2. f(x)= —cosg fonksiyonu (0,7) araliginda konveks fonksiyon
olduguna gore dar agili tiggenler i¢in
2 <cos % 4 cos 22 4 cos L2 < ﬂ
2 2 2
esitsizligi saglanir [1].

Ispat : f(x)=—cos§ fonksiyonu (0,7) araliginda konveks fonksiyon olduguna

ore — -~ olmak tlizere
gore, o +a,+a,=rx

(%,%,%j<(al,az,a3)<(7r,0,0)

majorizasyon bilgisi ve Teorem 3.2.4 geregince

T a (04 a T
—3c0Ss— < —C0S—* — C0S —2 — C0S —> < —Cc0S— —2¢c0s0
6 2 2 2 2

33

o a a.
— ———<—C0S—-—C0S—2—C0os—2 < —2
2 2 2 2

a 3V3

(04 (04
— 2 < C0S—:+C0S—2+C0S— < ——
2 2
esitsizligini elde edilir.

Ornek 5.2.3. f(x):—coszg fonksiyonu (0%) araliginda konveks fonksiyon

olduguna gore biitiin acil1 iiggenler i¢in
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9
2 <cos® =L +cos” =2 +cos’ —
2 2 2 4
esitsizligi saglanir [1].
Ispat : f(X) :—Coszg fonksiyonu [0,%) araliginda konveks fonksiyon olduguna

gore, o +aq, +a, = r olmak iizere
T T T
(5 z Ej (e tpncts) < (7,0,0)
majorizasyon bilgisi ve Teorem 3.2.4 geregince

24y

T . a T
—3cos? 5 < —cos? ?1—003 —cos? 73 < —cos? > 2c0s°0

3 a a a.
= —3> < —cos® = —cos’ —2 —cos® =2 < -2
4 2 2 2

2 Oy 9
— 2<cos’ A +cos? 22 + cos? —
2 2 2 4
esitsizligi elde edilir.
Ornek 5.2.4. f(x)=-log COS% fonksiyonu (0,7) araliginda konveks fonksiyon

olduguna gore

[

a) Biitiin tiggenler i¢in 0 < cos %.cos %.cos > <—

asﬁ

1 o a
b) Dar acili iicgenler icin = < COS —+.C0S —=.C0S — <
) ¢ili licg ¢in ~ 5 5 )

¢) Genis ag¢ili iiggenler i¢in 0< Cos? cos %2 2 cos& 5 3 <

esitsizlikler gegerlidir [1].

Ispat : f(x):—logcosg fonksiyonu (0,7) araliginda konveks fonksiyon

olduguna gore, o, +a, + a, = olmak lizere

a) (f z Zj (o, 05)

3'3'3
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majorizasyon bilgisi ve Teorem 3.2.4 geregince

T a a (04
—3logcos— < —log cos = —log cos —2 — log cos —=
g 5 g > g > g >

\/5 a o a

= —3log— < —log cos - — log cos —2 — log cos —

g 2 g 2 g 2 d 2
:>—3££—cosﬁ.cosﬂ.cos&

2 2 2 2
. c0s %005 %2 cos %2 < V3

2 2 2 8
esitsizligi saglanir.
b) (§,§,§j<(al,az,a3)<(7z,0,0) majorizasyon bilgisi ve Teorem 3.2.4
geregince

T (04 [04 a T
—3log cos — < —log cos = — log cos =% — log cos — < —2log cos — — log cos 0
g 5 g > g > g > g 2 g

:>—3Iog££—log cos 2 cos %2 cos & <—2Iogi—logo
2 2 2 2 2
= —BES—Cosﬁ.cos&.cos%<—1
2 2
L oo % cos % o0 % < 33
2 2 2 2 8

esitsizligi saglanir.
T T . . ..
c) [555) < (ey, @,, ;) majorizyon bilgisi ve Teorem 3.2.4 geregince

T T a a a
—log cos=—log cos = < —log cos— — log cos =2 — log cos =
g 2 g 3 g > g > g >

= —Iogi—ZIogcos%s-log(cos%.cos%.cos%}

N
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= - Iog(i.cos2 %) <-log (cos%.cos%.cos %j

2 2
= - 1+ﬁ <- COSﬁ.COS&.COS%
2 2 2

4
1+\/§]

4

(04 [04 a
— C0S—.C0S—2.C0S—2 <
2 2 2

esitsizligi elde edilir.
5.3 Tanjant Fonksiyonu

Simdi bazi tiggen ¢esitlerinde majorizasyon 6zelliklerini Tanjant fonksiyonu

icin saglatalim.
Ornek 5.3.1. f(x)=(tanx)", m=>1 icin f(x) fonksiyonu [Ogj araliginda

konveks fonksiyon olduguna gore
m+2

a) 32 <tan"g +tan"a, +tan"a,

_(m+2)
b) 3 2 <tan" & 4 tan" 22 4 tanm &
2 2 2

esitsizligi gecerlidir. [1]

fspat: f(x)=(tanx)", m=>1 igin (0, %j araliginda konveks fonksiyon olduguna

gore o, +a, +a, = olmak lizere

(Z z £j<(a a,,a;)
3 ' 3 ' 3 1y Y213
majorizasyon bilgisi ve Teorem 3.2.4 geregince
tan" Z +tan" Z + tan" = < tan" o, +tan" a, +tan" a,
3 3 3
m=1 alirsak

33 <tan o, +tana, +tan a,

38



5. BiR UCGENIN iC ACILARI iCiN ESITSIZLIKLER irfan GULMEZ

esitsizligi saglanir.
Ornek 5.3.2. f(x)=—log tan% fonksiyonu (O%j araliginda konveks fonksiyon

olduguna gore dar agili liggenler i¢in

O<tanZ.tan22 tanZ < ﬁ
2 2 2 9
esitsizligi gegerlidir [1].
Ispat : f (x)=—log tang fonksiyonu (Q%j arahiginda konveks fonksiyon

olduguna gore ve a, +a, + a; = 7 olmak lizere

T T
(§,§,§]<(0¢1,a2,a3)

majorizasyon bilgisi ve Teorem 3.2.4 geregince
T (04 o .
—3log tan = < —log tan == — log tan =2 — log tan ==
g 6 g 2 g 2 g 2
a a o 1 °

= log| tan=t.tan =2.tan =2 |<log| —
g( 2" 2) g(ﬁJ

1 3

StanA tan tan B~ V3
2 2 2 33 9

esitsizligi elde edilir.
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6. BIR UCGENIN KENARLARI iCiN ESIiTSIZLIKLER

. . 1
a,,a,,a, bir lg¢genin kenar uzunluklari olsun. Sza(a1+a2+a3) cevre

. _ 1 2s . )
uzunlugunun yarist ve a=—(a,+a,+a;)= 3 kenar uzunluklarinin aritmetik

3

ortalamasini gostersin.
Asagida maddeler halinde verilecek olan bir tiggenin kenarlari arasindaki
esitsizlikler, biitiin iggenler igin
(a,a,a)=<(a,a,,a;)<(s,s,0)
majorizasyon yardimiyla bulunacaktir. Oncelikle bu majorizasyonun ispati

verilecektir [1].

Teorem 6.1. a,a,a bir Ucgenin kenarlar s:%(a1+a2+a3) ve

a= %(a1 +a, +a,) olmak tizere

(a,a,a) < (a,a,,8;) <(8,8,0) @
majorizasyonu gegerlidir [1].

Ispat : a >a,>a, oldugunu kabul edelim.

a<a a <s

a+a<a +a, ve a, +a, <s+s

a+a+a=a +a,+a, a+a,+a,<s+s+0
oldugu asikardir.

Simdi Teorem 6.1 yardimiyla bir iggenin kenarlar1 arasindaki bagintist verilsin.
Ornek 6.2. a,,a,,a, iiggenin kenarlari olmak iizere

2, .2, 02
esitsizligi gecerlidir [1].
a’+a’+a;’

(a.1a,+a) fonksiyonu Schur - konveks fonksiyondur.
+ 2+ 3

Ispat: ¢(a,a,,a,) =
Cilinki
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a’+a,’+a,’

(al + aZ + a3)2
fonksiyonuna Teorem 4.5 uygulanirsa yani,

8¢ 8¢ (a1+a2+a3)(231_23-2)
da, 0a, (8, +a, +a,)’°
oldugundan Teorem 4.5 den Schur - konveks oldugu gorilir. Boylece (1)

¢(a1’a2’a3):

(a1 2)( (al_a2)>0

majorizasyonuna bu fonksiyon uygulandigindan
1 a'+a +a; 1
3 (a+a,+a) 2
elde edilir.

Ornek 6.3. a ,a,,a, iiggenin kenarlari olmak {izere

1 L3, ta3+a3, 1
4 (a,+a,+a,)° _3

esitsizligi gecerlidir [1].

)= aa, +a,a, +a,a,

Ispat: ¢(a, +a,+a, (@12 +a)

fonksiyonu Schur konkav fonksiyondur.

Cilinkii

oldugundan Teorem 4.5 den Schur - konkav fonksiyon oldugu goriilir. Ama
—¢ (a,,a,,a,) fonksiyonu Schur - konveks fonksiyonu olur.

Boylece (1) majorizasyonuna bu fonksiyon uygulandiginda

1 C 3,33 +33; 1
2" (a,+a, +a,)° _3

elde edilir.

Ornek 6.4. a ,a,,a, {iggenin kenarlari olmak {izere

1_(@+3,)@+3)(@ +a)
4 (a,+a, +a3) 27

esitsizligi gecerlidir [1].
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) () )@, a)

fonksiyonu Schur - konkav bir
(a,+a,+a,)’

Ispat: ¢(a,,a,,

fonksiyondur
op O
(ai 2)[_¢__¢j
da,  0a,
oldugundan Teorem 4.5 den Schur - konkavdir. Ve —¢(a,,a,,a,) fonksiyonun

Schur - konveks fonksiyondur.

Boylece (1) majorizasyonuna bu fonksiyon uygulandlglnda

1 (a1+a)(a1+a3)(a +a;) _
4 (8, +a, +a,)’ _27

elde edilir.

Ornek 6.5. a ,a,,a, {iggenin kenarlari olmak {izere

(al+a)(al+a3)(a +a) 8
a’+al+al "3

esitsizligi gecerlidir [1].

Ornek 6.6. a,,a,,a, {iggenin kenarlari olmak {izere

409-2d) 33,8, _
57 s’<a’+a’+al-d12=2 <

esitsizligi gecerlidir [1].

fonksiyonun Schur - konveks bir

Ispat : ¢(a,a,,3;,)=a’ +a; +a; —d —aia;as

fonkiyondur. Ciinkii

o),
@-a)[ 2220

oldugundan Teorem 4.5 den Schur - konveksdir. Boylece (1) majorizasyonuna bu

fonksiyon uygulandigindan

MO 20) g g a2

elde edilir.
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.. 1
Ornek 6.7. a,a,,a, t¢genin kenarlari, s = > (a,+a,+a;) ve d=>0 olmak iizere

3(3d +2) < ds+a1+ds+a2 +ds+a3 <5d +4
4  a,+a, a+a, a+a, 2

esitsizligi saglanir [1].

ds+a +ds+a2 +ds+a3
a,+a, a-+a, a +a,

Ispat : ¢(a, +a, + a,) =

fonksiyonu
o O
(ai—az)[—qj——qjj >0
0a, O0a,
oldugundan Teorem 4.5 den Schur - konveksdir.
Boylece (1) majorizasyonuna bu fonksiyon uygulandigindan

3(3d +2) < ds+a1+ds+a2 +ds+a3 <5d +4
4  a,+a, a-+a, a+a, 2

elde edilir.

.. 1
Ornek 6.8. a ,a,,a, liggenin kenarlari, s = > (a, +a,+a,) olmak tizere

\/§< S—a +./S—a, +4/S—a, = i+ i+ iS\/§S

esitsizligi saglanir [1].

ispat:

#(a, +a,+a,) =[S—a, +./s—a, +./s—a,

EJS;\/QE
2 2 2

fonksiyonu Schur - konkav bir fonksiyondur. Ciinkii

ay[20_28
@-a)| 22 <o

oldugundan Teorem 4.5 den Schur - konkav ve —¢(a, +a, +a,) fonksiyonu Schur -
konveks fonksiyondur.

Boylece (1) majorizasyonuna bu fonksiyon uygulandiginda
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Js<foma +s—a, +s—a =2+ 21 [= <3

elde edilir.

.. 1
Ornek 6.9. a ,a,,a, ticgenin kenarlari, s = > (a, +a,+a,) olmak tizere

Ja(s—a) +./a,(s-a,) +[a,(s—a,) <V/2s

esitsizligi saglanir [1].

ispat: g(a, +a, +3,) = Ja(s—a) +./a,(s—a,) +/ay(s—a,)

fonksiyonu Schur - konkav bir fonksiyondur. Ciinkii

|02 _0¢
@ ag)[aai an<0

oldugundan Teorem 4.5 den Schur - konkavdir. Ve —¢(a, +a, +a,) fonksiyon Schur -

konveks fonksiyondur. Bdylece (1) majorizasyonuna bu fonksiyon uygulandiginda

Ja(s-a) +a,(s—2,) +[a(s—a;) <25

esitsizligi elde edilir.

. , 1
Ornek 6.10. a,,a,,a, liggenin kenarlari, S = > (a,+a,+a,) ve

2(s—a)=-a+a,+a
2(s—a))=a,—a,+3
2(s—a;)=-a +a,—a

Sy
S,
S3

olmak tuzere

9 1 1 1 2 2 2
= + + +—+
S s-a s-a s-a S S, S
esitsizligi saglanir [1].
1 1 2 2 2

. 1
Ispat: ¢(a, +a,+a,) = + + il
s-a sS-a, S—-a S S, S,

fonksiyonu

_a 92 _9¢
(& az)(aa1 aa2)> 0
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esitsizligi sagladigindan Teorem 4.5 geregince Schur - konveksdir. Boylece (1)
majorizasyonuna bu fonksiyon uygulandigindan

9 1 1 1 2 2 2

< _£,.c,.4

S s-a S-a, S-a S S, S,

esitsizligi elde edilir.

Ornek 6.11. A, kenarlar a,,d,,a, olan bir liggenin alani olmak iizere s? > 3\/§A

esitsizligi “Geometric Inequalities” [6] kitabindaki 4.2 esitsizligidir. Bu esitsizlik

113 )-Te-w+(]

i=1

(EEE BT
3'3'3) (27272

majorizasyon bilgisinden ve H S,(X) in elementer fonksiyon Schur

esitsizligine denk olup

konkavligindan elde edilir [7].
Ornek 6.12. Uggenin kenarlan  a,a,,8,, U, = %(a1 +a,), U, = % (& +8a,),

u, =(a, +a,) olmak iizere
(ul’ u2’ u3) = (ai’ a'2 ' a3)
majorizasyonu saglanir. Buradan da
1
8,8,8; < g (ai + az)(a1 + as)(az + 8.3)

esitsizligi elde edilir [1].
6.1. (a,8,,8,) ve (s,,S,,S;) Arasindaki Esitsizlikler

(a,a,,8,) kenar uzunluklani ve s =2(s—-a), S,=2(s—-4a,), S;=2(s—a,)

degerlerini igeren esitsizlikler R®

++

tizerinde S, (X, X,,...,X,) elementer simetrik

fonksiyonlarimi igerirler [1].
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Ornek 6.1.1. s;5,5, < a,8,a, esitsizligi saglanir [1].
ispat: (a,,8,,8,)<(s,,5,,5;) oldugu biliniyor.

¢(X1’ X Xs) = X X5 Xg
fonksiyonu Teorem 4.5 den Schur - konkavdir. Yani

(3,8,,8;) < (5,5, 53)
ise
#(a,,8,,8,) 2 ¢(5,,5,,5;)

dir. Boylece

55,53 < A3,8,
dir.
. 5,S,S a,a
Ornek 6.1.2. 123 < 43,8 esitsizligi saglamr [1].
SlSZ + S133 + SZSS aiaz + a1a3 + a2a3
. S ’X 1
Ispat : $(X, X, %) = 55(%, % X;)
S, (%, %, %)
fonksiyonu Teorem 4.5 den Schur - konkavdirr. (a,a,,8;)<(s,S,,S;)

mojorizasyonu biliniyor. Oyleyse
#(a,,8,,8,) 2 ¢(5,,5,,5;)

SISZS3 < a1a2a3
.S, +5,5;+5,S; &3, +a,a, +a,a,

esitsizligi saglanir.
Ornek 6.1.3.  (55,5,)(S;S, +5S, +5,8;) < (3,2,3,)(a,a, +a,a, +a,a;) esitsizligi
saglanir [1].
Ispat: @(x,, %, X;) = S,(X,, X,, X;)S, (X, X,, X;)  fonksiyonu Teorem 4.5 den Schur -
konkavdir. (a,,a,,a;) < (S,,S,,S;) majorizasyonu biliniyor. Oyleyse
#(2,8,,8,) 2 4(5,,5,,55)
(5,5,5:)(S;S, +5,5; +5,S;) < (a,a,8,)(a,a, +a,a, +a,a,)

esitsizligi saglanir.
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7. BIR UCGENIN ACILARI VE KENARLARI ICIN ESITSIZLIKLER

a, kenarlarinin karsisindaki agilar ¢, a >a, >a, ise o, >, > o, dir. Boylece

kenarlar ve agilar benzer sekilde siralanir.

1

21 :E(a1+a2)
1

7] :E(al"'as)
1

73 :E(az +ay)

dir. O halde 7, 27, 27, ve (7,,7,,7;) < (o, &,, ¢;) majorizasyonu saglanir [1].

Teorem 7.1. Eger x <y ise

esitsizligi saglanir [1].

Teorem 7.2. Eger a,b, 1=12,...,n iki say1 kiimesi olsun.

PILTLNREDILLEDIL LY
esitsizligi saglanir [1].
Ornek 7.3. a0, +a,0, + 8,0, > a7, + 8,7, + 8,7, > A7, + 3,7, + A7,
esitsizligi saglanir [1].
Ispat: ao +a,a, +a,a, > ar, +a,7, +a,7, esitsizligi asagidaki gibi ispatlanir.

(7,,7,,75) < (o, @,, &) oldugu biliniyor. Ve Teorem 7.1 den

3 3
Z ar, < Z aa,
i=1l i=1

oldugu agiktir.
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ar, +a,7, +a,7, 2 a7, +a,7, + a,7, esitsizligin dogrulugu verilsin. Teorem 7.2 den

3 3
Zl: BT nisyy = Z_: &7

oldugunu biliyoruz. Ve buradan da esitsizligin dogrulugu agiktir.
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8. BULGULAR ve TARTISMA

Calismamiz esnasinda temel kaynak olarak kullanilan “Inequalities Theory of
Majorization and Its Application” adli kitabinda 276. sayfasinda verilen bir
majorisazyon ifadesinin yanlis oldugu tespit edildi. Oncelikle bu majorizasyon
ifadesinin gectigi teoremi kitaptaki hali ile verip sonra yanlighgm ters Ornek

yardimiyla gosterelim.

. . 1
Teorem 8.1. a,,a,,a, bir liggenin kenar uzunluklari, S=E(a1+a2+a3) cevre

-1 2s . .
uzunlugunun yarisi ve a= 3 (a,+a,+a,) = 3 kenar uzunluklarinin aritmetik

ortalamas olsun. Ikizkenar iicgenler icin

)

(@,3,3) < (8,8,,3,) < (5, 2,2
2 2
majoriasyonu gegerlidir.
3 - 26
Eger bu teoremde a, =10 a, =10 ve a, =6 almnirsa a = ry ve s=13olarak

elde edilir. Bu degerleri teoremdeki majorizasyonda yerine yazarsak
26 26 26 13 13
—,—,—)=<(10,10,6) < (13, —,—
(3 2 3) ( ) =< ( 5 2)
bulunur. Lakin sag tarafdaki majorizasyon ifadesi

10<13

10+10<13+§

oldugundan dogru degildir.
Ikizkenar {icgenler igin bir majorizasyon bulma c¢alismalarimiz devam

etmektedir.
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9. SONUCLAR ve ONERILER

Bu tez calismasinda, majorizasyon teorinin temel ozelliklerini kullanarak
geometrik esitsizlikler iizerine calisilmistir. Ozellikle iiggenlerin kenarlarin1 ve
acilarmni igeren esitsizliklerin majorizasyon teori yardimiyla nasil elde edildigi detayl
bir sekilde incelenmistir. Uggenler, acilar ve kenarlaria gore siniflandirilarak her bir
siniflandirma i¢in majorizasyon ifadelerindeki degisiklikler ele alinmastir.

Ucgenler iizerine yapilacak esitsizlik ¢calismalar1 i¢in yardimer bir kaynak

olacag diisiincesindeyiz
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