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Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢alismada 4-boyutlu konformal flat,
quasi konformal flat veya konformal simetrik Lorentzian para-Sasakian manifoldlar
tizerinde tanimli null (lightlike) olmayan egrilerin harmonik olmayan (6zgiin) bi-f-
harmonik egri olmalar igin gerek ve yeter sartlar arastirilarak bu egrilerin bi-f-
harmonik denklemleri verilmistir.

Bu tez dort boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim tezin giris kismi olup bu bolimde aragtirma konusunun
gelisimi ile ilgili daha 6nce yapilmig olan calismalar anlatilmistir.

Ikinci boliimde, sonraki béliimlerin daha iyi bir sekilde anlasilabilmesi igin
harmonik doniisiimler, biharmonik doéniisiimler, f-biharmonik doniisiimler ve bi-f-
harmonik doniistimler ile ilgili tanim ve teoremler verilmistir.

Ugiincii béliimde, yari-Riemann manifoldlar ve Lorentzian hemen hemen
parakontakt manifoldlarla ilgili tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Tezin orijinal boliimi dordiincii boliim olup bu boliimde 4-boyutlu konformal
flat, quasi konformal flat veya konformal simetrik Lorentzian para-Sasakian
manifoldlar tizerinde tanimli spacelike ve timelike bir egrinin bi-f-harmonik olma
kosullariyla ilgili teoremlere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Harmonik doniisiim; Biharmonik doniisiim;
f-Biharmonik  doniisiim; Bi-f-harmonik doniisiim; Lorentzian para-Sasakian
manifold.
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In this study, which was prepared as a master's thesis, the necessary and
sufficient conditions for non-null curves to be non-harmonic (original) bi-f-harmonic
curves on 4-dimensional conformal flat, quasi conformal flat or conformal symmetric
Lorentzian para-Sasakian manifolds bi-f-harmonic equations of these curves are
given.

This thesis consists of four chapters.

The first part is the introduction part of the thesis and in this part, the previous
studies on the development of the research subject are explained.

In the second part, definitions and theorems related to harmonic
transformations, biharmonic transformations, f-biharmonic transformations and bi-f-
harmonic transformations are presented in order to better understand the next
sections.

In the third chapter, definitions and theorems about semi-Riemannian
manifolds and Lorentzian almost paracontact manifolds are given.

The original part of the thesis is the fourth chapter, and in this section,
theorems related to the conditions of being a bi-f-harmonic of a spacelike and a
timelike curve defined on 4-dimensional conformal flat, quasi conformal flat or
conformal symmetric Lorentzian para-Sasakian manifolds.

Key Words: Harmonic maps; Biharmonic map; f-Biharmonic map;
Bi-f-harmonic map; Lorentzian para-Sasakian manifold.



BEYAN

“Iorentzian Para-Sasakian Manifoldlar Uzerinde Bi-f-Harmonik Egriler”
baslikli tezimde caligmalarin tamamen akademik kurallara ve etik degerlere sadik
kalinarak yiiriitiildigiini  ve yazimda yararlandigim  eserlerin  kaynakg¢ada
gosterilenlerden olustugunu ayrica ahintilardan bilimsel etige uygun atif yaparak

yararlanmis oldugumu beyan ederim.
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SIMGELER

Simgeler

E,(p) : Bienerji fonksiyoneli

E;,(®) : Bi-f-enerji fonksiyoneli

k

Fij : Christoffel Semboli

Vde : Déniisiimiin ikinci temel formu

T(@) : Doniisiimiin tensiyon alani

7,(p) : Doniisiimiin bitensiyon alani

E(p; D) : Donligimiin enerji fonksiyoneli

T ((0) . f-gerilim alan1

Tt (Q)) - f-ikinci gerilim alani

E; (9) : f-enerji fonksiyoneli

Ez,f (p) : f-bienerji fonksiyoneli

Vv : Lineer (Afin) konneksiyon
TX M : M manifoldunun x noktasindaki tanjant uzay1
C’ : r. mertebeden diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi

Vi



1. GIRIS Ferhat KiY

1. GIRIS

Riemann manifoldlart arasinda tanmimlanan diferensiyellenebilir  bir

@:M — N doniistimii eger

1
E(p) =3 [, ldel" v,

ile verilen enerji fonksiyonelinin kritik noktasi ise harmonik doniisiim olarak

adlandirilir. Enerji i¢in Euler-Lagrange denklemi 7(¢)=izVde ile tanimlanan

tensiyon alaninin sifir olmasi ile karakterize edilir [1].
Biharmonik doniistimler ise harmonik doniisiimlerin bir genellestirmesi

olarak J. Eells ve J. H. Sampson [2] tarafindan tanimlandi. Biharmonik déntigiimler,
1 2
ACEIMIOR?

ile tanimlanan bienerji fonksiyonelinin kritik noktalaridir.

Riemann manifoldlar1 arasindaki bir diferensiyellenebilir @:M — N

doniistimiiniin bienerji fonksiyoneli i¢in Euler-Lagrange denklemi 1986 yilinda G. Y.
Jiang ([1], [3]) tarafindan

7,(p) =-A7(p) - izR" (d@, 7(p))dp =0
seklinde tanimlandi. Bu denklemden her harmonik déniisiimiin biharmonik olacagi
aciktir. Dolayisiyla harmonik olmayan (6zgilin) biharmonik déniisiimler daha fazla
ilgi cekmektedir.

2004 yilinda N. Course, f-harmonik dontisiimleri tanimlamigtir [4]. W-J. Lu
ise, 2013 yilinda Riemann manifoldlar1 arasindaki f-biharmonik doniisiim tanimini
vermis ve Euler-Lagrange denklemlerini kullanarak f-ikinci gerilim alan1 denklemini
hesaplamigtir [5]. Bu c¢alismalardan faydalanarak, Y-L Ou, 2014 yilinda f-
biharmonik doniisiimlerin bazi1 temel 06zelliklerini ¢alismis ve f-biharmonik
altmanifold kavramini tanitmistir [6]. Daha sonra [7] de bi-f-harmonik egriler ve
hiperyiizeyler ¢alisiimistir. [8] de ise Lorentzian para-Sasakian manifoldlar iizerinde
binormali timelike olan egrilerin bi-f-harmonik olmas1 igin gerek ve yeter sartlar

arastirildi.
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Hemen hemen kontakt manifoldlara benzer sekilde hemen hemen parakontakt
manifoldlar I. Sato tarafindan tanitildi [9]. I. Sato tarafindan verilen tanima gore
hemen hemen parakontakt metrik yapiyr olusturan metrik bir Riemann metriktir. T.
Adati ve K. Matsumoto [10], I. Sato tarafindan tanimlanan hemen hemen
parakontakt manifoldlarin 6zel durumlari olarak g6z oOniine alinabilecek olan para-
Sasakian ve Ozel para-Sasakian manifoldlar1 tanimladilar ve bu manifoldlarin
geometrisini ¢alistilar. 1989 yilinda ise K. Matsumoto [11], Lorentzian hemen hemen
parakontakt manifoldlar ve bu manifoldlarin 6zel bir simifi olan Lorentzian para-
Sasakian manifold tanimini verdi. Hemen hemen parakontakt metrik manifoldlar
Lorentzian hemen hemen parakontakt manifoldlardan ayiran en temel ozellik
Lorentzian hemen hemen parakontakt yapiyr olusturan metrigin bir Lorentzian
metrik ve bu yapinin karakteristik vektor alaninin ise bir timelike vektor alam
olmasidir.

Yine K. Matsumoto tarafindan [11] de bir Lorentzian manifoldun Lorentzian
parakontakt yapiya sahip olmasi i¢in gerekli bazi sartlar arastirildi. 1. Mihai ve R.
Rosca [12] de K. Matsumoto’dan bagimsiz olarak Lorentzian para-Sasakian
manifoldlar1 tanimladilar ve bu manifoldlarin pek ¢ok 06zelligini incelediler.
Lorentzian hemen hemen parakontakt manifoldlarin bir diger 6zel smifi olan
Lorentzian parakosimplektik manifoldlar ise [13] te tanitild1 ve diferensiyellenebilir
bir manifold lizerinde Lorentzian hemen hemen parakontakt yapinin bir tek olmadigi

gosterildi.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolim dort alt basliktan olusmaktadir. ilk olarak harmonik doniisiimler,
ikinci alt baslikta biharmonik dontstimler, {i¢iincii alt bashkta f-biharmonik
dontigimler ve son olarak da bi-f-harmonik doniigimler ile ilgili temel tanim ve

teoremlere yer verildi.
2.1 Harmonik Doniisiimler

Tanmm 2.1.1. W, M ve N C” manifoldlar olmak iizere
o:M—>N

bir C* doniisiim olsun. Bir W — N vektor demetinin pull-back demeti
oW —>M

ile gosterilir ve x e M i¢in bu demet

(p™W), =W,

000 (2.1.1)
ile tanimlanan liflere sahiptir. W — N vektor demeti iizerindeki konneksiyon V"
ise "W — M pull-back demeti iizerindeki konneksiyon V? ile gdsterilen ve
V2 T(TM)xT (9" W) = T'(¢~'W)
(X,9'0) > Vi (p'o)= V\QVW(X)O' (2.1.2)
ile tanimlanan tek linecer konneksiyondur. V? konneksiyonuna pull-back

konneksiyon denir. Burada
po=0°¢
dir [14].
M =(M,g), N =(N,h) Riemann manifoldlari,
:M—>N
dontistimiiniin tiirev doniisimii d¢,

T'M ®¢ *TN = Hom(TM, ¢ *TN) — M
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vektdr demetinin bir kesiti olarak diisiiniilebilir. Hom(TM, o 'TN) > M vektdr

demeti, M manifoldu iizerindeki V" Levi-Civita konneksiyonu ve V? pull-back

konneksiyonundan indirgenen v konneksiyonuna sahiptir. v konneksiyonunun
dpel'(T*"M ® ¢ 'TN) kesitine uygulanmasiyla ¢ déniisiimiiniin
TMT'M®p TN >M

vektor demetinin bir kesiti olan ikinci temel formuna ulasilir.

Tanmim 2.1.2 (M, g) ve (N,h) Riemann manifoldlari,
o:M—>N
bir C”dontisim olsun. Bu durumda ¢ doniistimiiniin ikinci temel formu,
dpel'(T*'M ® ¢ 'TN) olmak iizere Vdg ile gosterilir ve X, Y e I'(TM) igin
Vde:T(TM)®T'(TM) - T'(¢ 'TN)
(X,Y) > Vde(X,Y)

Vde(X,Y) =(V,de)(Y) =V§de(Y)-de(VYY) (2.1.3)

seklinde tanimlanir [14].

Tamm 2.1.3 (M™,g) ve (N",h) Riemann manifoldlari,
oM™ —>N"

bir C* déniisiim olsun. ¢ nin tensiyon alam 7(@) € I'(¢ 'TN) ile gosterilir ve

7(p) =divdp = —d"dp = izVdep = Vde(e, &) (2.1.4)

i=1

seklinde tanimlanir. Burada {el, €,y em} M iizerinde bir ortonormal bazdir [14].

Tamm 2.1.4 (M™,g) ve (N",h) Riemann manifoldlari, xe M ve
o:M—>N

bir C* doniisiim olsun. ¢ nin enerji yogunlugu €e(¢) ile gosterilen ve
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e(p): M —[0,x)
1 2
X —e(p), :E|d(px| (2.1.5)
seklinde tanimlanan bir C* fonksiyondur. Burada

do,[ =3 h(de, (@), dg, &) (2.16)

i=1

ile tanimlanan Hilbert-Schmidt normudur [14].

Tanmm 2.1.5 (M, g) ve (N,h) Riemann manifoldlar;; D, M de bir kompakt bolge
ve

o:M—>N
bir C” doniisiim olsun. ¢ nin enerji integrali, ¢ nin enerji yogunlugunun integrali

olarak tanimlanir ve E(¢;D) ile gosterilir. Yani

E(p:D) = e(p)y, :% [ [dol, 2.1.7)

dir [14].
E(p;D)>0 dir ve E(p;D)=0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ nin D
tizerinde sabit olmasidir. Eger M manifoldu kompakt ise E(p;M) yerine E(@)

gosterimi kullanilir. Enerji integrali sadece g ve h metriklerine baglidir.

Tanmm 2.1.6 (M, g), (N, h) Riemann manifoldlar1 ve
C”(M,N)={p|@:M — N, pbir C* donisiin}
kiimesini goz Oniine alallm. @ eC”(M,N) doniisimii kompakt bir D bdlgesi

uzerinde
E(;D):C”(M,N) >R

ile tanimlanan enerji fonksiyonelinin kritik noktasi ise ¢ Yye harmoniktir denir [14].



2. TEMEL KAVRAMLAR Ferhat KiY

Tanmm 2.1.7 (M, g) ve (N,h) Riemann manifoldlari,
o:M—>N
bir C” doéniigiim olsun. ¢ nin bir C* varyasyonu, & >0 olmak iizere
@ Mx(—,¢)—>N
(1) =@ ((x)
bi¢iminde tanimlanir dyleki ¢, = ¢ dir [14].
{@}, C”olarak sadece bir te(—¢,&) parametresine bagli C* déniisiimlerin

bir ailesi olarak diisiiniilebilir [14].

Tanim 2.1.8 (M, g) ve (N,h) Riemann manifoldlari,
o:M—>N
bir C* donisim ve xeM olsun. vxeM ig¢in t — ¢ (X) donisimi ¢(X)eN

noktasindan gegen bir C* egri tanimlar. Bu egrinin

oo (x)
ot

V(X) = N

o€

»(x)

ile tammlanan ve ¢ ‘TN pull-back demetinin bir kesiti olan hiz vektoriine ¢ nin
varyasyon vektor alani denir [14].

Tersine @ “TN pull-back demetinin bir kesiti olan V igin ¢ nin
@ (x) = EXPyx) (tv(x))

ile taniml1 bir tek olmayan {(pt} ailesi vardir [14].

Tanim 2.1.9 (M,g), (N,h) Riemann manifoldlart v¢ D, M nin kompakt bir

altkiimesi olsun. Bu durumda ¢:M —N C” déniisiiminin bir C* {g}
varyasyonu vt i¢in M \D lizerinde ¢, =¢ sartin1 sagliyorsa {(ot} varyasyonu D

icinde desteklenir denir. Burada D ile D nin ici gosterilmektedir [14].
Tanim (2.1.6) y1 bir baska sekilde asagidaki gibi vermek miimkiindiir:
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Tanmm 2.1.10 (M, g) ve (N,h) Riemann manifoldlar1 olsun. Bu durumda
o:M—>N

C” doniisimii M nin biitin D kompakt bolgeleri ve D iginde desteklenen biitiin

Cc” {got} varyasyonlari i¢in

d
5t E@:D)]o=0

sartin1 sagliyorsa ¢ Ye bir harmonik doniigiim denir [14].

Tanmm 2.1.11 (M, g) ve (N,h) Riemann manifoldlar1, xeM ve
o:M—>N
bir C* déniisiim olsun. ¢ TN pull-back demeti iizerindeki pull-back metrik ¢,) ile
gosterilir ve v,weT'(¢ 'TN) olmak iizere x e M noktasinda
VW), = R0 (V(X), W(X))

seklinde tanimlanir [14].

Onerme 2.1.1 (Enerjinin Birinci Varyasyonu) ¢:M — N, Riemann manifoldlart
arasinda tanimlanan bir C* doniisim ve {@}, ¢ nin DcM kompakt bdlgesi

icinde desteklenen bir C” varyasyonu olsun. Bu durumda {,), ¢ TN pull-back

demeti tizerindeki pull-back metrik olmak iizere

CE@iD) ko=, (Y, (2.18)

dir. Burada x e D ve V(X), {@} nin

o¢,(X)

V) === koo

ile tanimlanan varyasyon vektor alanidir [14].
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Teorem 2.1.1 (M,g) ve (N,h) Riemann manifoldlari, @:M —N bir C”
doniisiim ve D, M nin bir kompakt altkiimesi olsun. O halde ¢ nin harmonik

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 7(¢) =0 olmasidir [14].

Tanmm 2.1.12 (M, g) ve (N,h) Riemann manifoldlari, ¢:M — N bir harmonik
doniisim olsun. O halde 7(@)=0 denklemi harmonik denklem veya ftensiyon alani

denklemi olarak adlandirilir [14].
2.2 Biharmonik Doniisiimler

Tanmm 2.2.1 (M, g) ve (N,h) Riemann manifoldlari,
o:M—>N
bir C* doniisiim olsun. ¢ nin tensiyon alani
7(p) =1zVde

olmak iizere D = M kompakt bolgesi igin ¢ nin bienerji integrali

E0) =5 [ I,

ile tanimlanir [15].

Onerme 2.2.1 (Bienerjinin Birinci Varyasyonu) (M,g) ve (N,h) Riemann
manifoldlar, ¢:M —N bir C* doniisim ve {@}, ¢ nin DcM kompakt

altkiimesi icinde desteklenen bir C” varyasyonu olsun. Bu durumda {,), ¢ ‘TN
pull-back demeti iizerindeki pull-back metrik ve A? =—iz(V/V?-V?2), ¢ TN pull-

back demetinin kesitleri tizerindeki Laplasyan olmak {izere

S E@iD) o= @, (2.21)

dir. Burada xe D igin V(X), {¢} nin varyasyon vektr alan;; R™, N manifoldu

tizerinde egrilik operatorii ve
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7,(p) =—A’ (z(9)) - izZR" (d(-), 7(@))d(-)
dir [15].

Tanim 2.2.2 (Bitensiyon Alam1) (M,g) ve (N,h) Riemann manifoldlari,

@:M — N bir C” doniisiim olsun. ¢ nin bitensiyon alan1 z,(¢p) ile gosterilir ve

7,(9) =—A% (z(9) —izR" (dp(-), 7())do(-) (22.2)

seklinde tanimlanir [15].

Tanmim 2.2.3 (Biharmonik Denklem ve Biharmonik Doniisiim) (M,g) ve (N,h)
Riemann manifoldlari, :M — N bir C* doniisiim olsun. Bu durumda

7,(p) =A% (z()) —1zR" (do(-), 7(¢))dp(-) =0 (22.3)
esitligine ¢ déniisiimiiniin biharmonik denklemi ve 7,(¢p)=0 denklemini saglayan
¢ doniisimiine de biharmonik doniisiim denir [15].

Boylece her harmonik doniisiimiin biharmonik olacag: agiktir. Ancak tersi her
zaman dogru degildir. Dolayisiyla harmonik olmayan (non-harmonik) biharmonik
dontistimler 6zel bir Oneme sahiptir. BoOyle doniistimleri ozgiin biharmonik

doniisiimler olarak adlandiracagiz. (N,h) manifoldunun bir yari-Riemann manifold
olmasi durumunda da ¢: M — N doéniisiimiiniin bienerjisi ve biharmonik denklemi

yukarida verilen sekilde tanimlanir [14].

Tamm 2.2.4 | R olmak iizere y:1 —(M,g) bir izometrik immersiyon olsun.
y(l) gorinti kiimesi M de bir egrinin gorintiisiidiir. y egrisi yay parametresi ile

verilsin. Bu durumda y egrisinin tensiyon alani y'= % =T olmak iizere
S

(¥)=V,y' (2.2.4)
dir.

Boylece bitensiyon alani
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7,(y) =-At(y) -izR" (dy, 7(»))dy
=—iz(V'V" =VL)z(y)—izR" (dy,z(y))dy
seklinde yazilabilir. O halde y egrisinin biharmonik denklemi
—Vi.r(;/)—izRM (dy,z(y))dy =0 (2.2.5)
seklindedir [16].

2.3 f-Biharmonik Doniisiimler

Tanmim 2.3.1 (M, g) ve (N,h) Riemann manifoldlari,
o:M—>N
bir C* doniisiim olsun. f eC”(M,R) ve D<M bir kompakt kiime olmak iizere,

eger @
1
E, () ZEID fldg|’v, (2.3.1)

ile verilen f-enerji fonksiyonelinin bir kritik noktasi ise ¢ Yye f-harmonik doniigiim

denir.
f-enerji fonksiyonelinin Euler- Lagrange denklemi,
7, (p) =de(gradf )+ fr(p) =0 (2.3.2)

f-harmonik doniisim esitligini verir ve 7, (@) f-gerilim alam olarak adlandirilir

([41.[17]).

Tanmim 2.3.2 (M, g) ve (N,h) Riemann manifoldlari,
o:M—>N

bir C* doniisiim olsun. Boylece D © M bir kompakt kiime olmak {izere bu kiime

tizerinde taniml1 bir ¢ fonksiyonu

. (@)= [, Fle@ v, 233)

bigiminde verilen f-bienerji fonksiyonelinin bir kritik noktasi ise ¢ ye f-biharmonik

doniistim denir.

10
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f-bienerji fonksiyonelinin Euler-Lagrange denklemi,
7,1 (0) = T7,(0) + (VF)7(0) + 2V 7(0) = 0 (2.3.4)
f-biharmonik doniisiim esitligini verir ve 7, (@) f-ikinci gerilim alam olarak

adlandirtlir [5].
Harmonik ve biharmonik olmayan f-biharmonik bir doniisime has

f-biharmonik déniisiim denir [5].

Tanim 2.3.3 f:1 >R, y:1 —> N olup y nin f-biharmonik egri [18,19] olmas1
f(VST—RN(T,V,T)T)+2f 'ViT+f"V,T =0

seklinde tanimlanir. (5'=T)

2.4 Bi-f-Harmonik Doniisiimler

Tamm 2.4.1 (M, g) ve (N,h) Riemann manifoldlar,
oM —>N
bir C* doniisiim olsun. Béylece D « M bir kompakt kiime olmak {izere bu kiime

tizerinde taniml1 bir bi-f-enerji fonksiyoneli

£ =5 [ | @), (24.2)

seklinde tanimlanir.

Bi-f-harmonik doniistimiin [18] denklemi,
7 ,(p) ==iz(V £ (Vo7 (9)) ~ T V7, (9)+ R" (z, (), dp)dg) =0

olarak tanimlanir.

Tanim 2.4.2 y:1 — N olmak iizere y nin bi-f-harmonik egri [7] olmasi i¢in gerek
ve yeter sart
O=(ff"+ f' f"T+@ff "+2(f))VIT +4ff 'VIT + f2V3T + f2RV(VIT,T)T

olmasidir. Burada f :1 —(0,%) bir C* doniigiim,

11
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VIT =VViT
ve
VT =VIVIVIT
dir.

12



3. MATERYAL ve YONTEM Ferhat KiY

3. MATERYAL ve YONTEM
3.1 Yani-Riemann Manifoldlar

Tamm 3.1.1 V bir sonlu vektor uzayr olsun. V {izerinde tanimlanan bir simetrik

bilineer b:V xV — R fonksiyonuna bilineer form denir [20].

Tanmm 3.1.2 V sonlu boyutlu bir vektor uzayr ve b de V iizerinde bir bilineer
form olsun. Eger
(i) Her v#0 vektori i¢in b(v,v) <0 (<0) ise b ye negatif tamimhdwr (negatif yari-
tamimly)
(if) Her v=0 vektori i¢in b(v,v) >0 (=0) ise b ye pozitif tammhdwr (pozitif yari-
tanmimly)
(iii) veV ve her weV igin b(v,w)=0<>v=0 ise b ye non-dejeneredir denir
[21].

b, V izerinde bir bilineer form ise W <V alt uzay: i¢in b nin W ya

kisitlanmisi olan b}, de bir bilineer formdur [21].

Tanmm 3.1.3 V sonlu boyutlu vektor uzay lizerinde simetrik, non-dejenere olan bir

g bilineer formuna skaler ¢arpim ve (V,q) ikilisine de skaler ¢carpim uzayr denir

[21].

Tammm 3.1.4 V izerinde bir simetrik bilineer form verildiginde boyV =m olmak

tizere V nin bir {el,ez,..., em} bazi vardir 6yleki p,q >0 tamsayilar1 i¢in
g(e.e)=0 (i=])

ve

-1, (@1<i<p)

g(e,e) =41, (p+1<i<p+q)
0, (p+q+1<i<m)

13



3. MATERYAL ve YONTEM Ferhat KiY

dir. Bu durumda g bilineer formuna (p,q) isaretlidir denir [22].
g bilineer formu non-dejenere ise
p +q =boyV
dir.
Pozitif ve negatif tanimli i¢ ¢arpimlar non-dejeneredir ve sirastyla (0,m) ve

(m,0) isaretlidirler [21].

Tammm 3.1.5 M bir C* manifold ve boyM =n olsun. M iizerinde C*, (p,q)
tipinde, simetrik, 2-kovaryant tensor alanina bir yari-Riemann metrik denir ve g ile
gosterilir.

g yari-Riemann metrigi, M nin her noktasindaki tanjant uzayi {izerinde
sabit (p,q) isaretli bir non-dejenere i¢ carpim tanimlar. Boylece q=n-p olur.
(0,n) isaretli bir yari-Riemann metrik bir Riemann metrigidir. (1,n—1) isaretli bir

yari-Riemann metrik ise bir Lorentz metriktir [21].

Tanmm 3.1.6 M bir C* manifold olmak iizere bir g yari-Riemann metrik ile

donatilmigsa, M ye bir yari-Riemann manifoldu denir.
(p,n—p) isaretli bir n-—boyutlu yari-Riemann manifoldu M ile

gosterilecektir.

Tanmm 3.1.7 (M", g) bir yari-Riemann manifold olsun. veT,M olmak tizere
(i) g(v,v) <0 ise V ye timelike vektor,

(i) g(v,v) >0 ise V ye spacelike vektor,

(ilf) v=0icing(v,v) =0 ise V ye null (lightlike) vektor

denir. Sifir vektorii spacelike vektor kabul edilir [21].

14
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Tanmmm 3.1.8 M bir yari-Riemann manifold, peM olsun. Bu durumda peM
noktasinda T )M nin bir alt uzayr W olsun. Her weW i¢in g(v,w)=0 olacak

sekilde bir 0 #v eW vektorii var ise W ya dejenere altuzay denir [21].

Sifir altuzayr non-dejeneredir. T M nin bir W altuzaymin non-dejenere

olmasi igin gerek ve yeter sart ¢}, indirgenmis metrik tensoriiniin non-dejenere

olmasidir [21].

Onerme 3.1.1 Bir V Lorentz uzaynimm W altuzayinmn non-dejenere olmasi igin
gerek ve yeter sart V =W @W " yazilabilmesidir [21].
Ozel olarak (W*)' =W oldugundan W nin dejenere olmasi icin gerek ve

yeter sart W alt uzaymin dejenere olmasidir.

Tamm 3.1.9 V , n-boyutlu bir vektdr uzay1 ve V nin bir baz1 {e,,e,,...,e,} olsun. V
lizerinde tanimli 2-kovaryant metrik tensorii i¢in g(g,e)=-1 olacak sekildeki

e (1<i<n) ortonormal baz vektorlerinin sayisina g metrik tensoriiniin indeksi

denir [21].

Onerme 3.1.2 V, n-boyutlu bir vektér uzayr ve g de V iizerinde tanimli 2-
kovaryant metrik tensor olsun. Bu durumda g nin indeksi V nin ortonormal baz
se¢iminden bagimsizdir ve g}, , negatif tanimli olacak sekildeki V nin en bilyiik W

altuzayinin boyutuna esittir [21].
3.2 Lorentzian Hemen Hemen Parakontakt Manifoldlar

Tanmm 3.2.1 M, bir n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger M

tizerinde ¢, (1,1) tipinde tensor alani, & vektor alani ve 1 1-form olmak tizere

né)=-1 (3.2.1)
F=1+n®& (3.2.2)

15



3. MATERYAL ve YONTEM Ferhat KiY

sartlarint saglayan bir (¢, &,7) Uclissi varsa M ye bir hemen hemen parakontakt
manifold ve (¢,&,n) tglisine de M tzerinde bir hemen hemen parakontakt yapi

denir. Burada | , TM {izerindeki birim doniisiim ve ® tensor ¢arpimidir [11].

Onerme 3.2.1 M, (¢,&,77) hemen hemen parakontakt yapisina sahip n-boyutlu

hemen hemen parakontakt bir manifold olsun. Bu durumda

¢ =0 (3.2.3)
no¢=0 (3.24)
rank(¢) =n-1 (3.2.5)

dir [11].

Ispat: (3.2.1) ve (3.2.2) esitliklerinden

$°E=E+n(6)é
=¢—¢ (3.2.6)
=0

olur. Boylece ya ¢ =0 ya da ¢&, ¢ nin O karakteristik degerine karsilik gelen
asikar olmayan karakteristik vektoridiir. (3.2.2) ve (3.2.6) dan

0=¢°¢5 = g5 +1(p5)E
yani

¢ =-1(¢)S 3.2.7)
elde edilir. Eger ¢S, ¢ nin 0 karakteristik degerine karsilik gelen asikar olmayan

karakteristik vektor ise

n(¢s) #0

dir. (3.2.7) esitliginin her iki tarafina ¢ uygulanirsa

0=¢"¢ =—n(¢)¢& = (7(9))*& # 0
bulunur ki bu bir geliskidir. Dolayisiyla ¢& =0 olmak zorundadir. ¢&=0 oldugu
i¢in (3.2.2) den herhangi bir X e ['(TM) vektor alani i¢in

n(@X)E = ¢ X —¢X
= (X +7(X)5) =X

16
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=n(X)¢S

=0
elde edilir. Buradan 770¢=0oldugu goriiliir. Sonug¢ olarak M iizerinde ¢&=0 ve
& #0 oldugundan rank(@) <n dir. Eger bir & vektdr alan1 ¢& =0 sartin1 saglayan
bir diger vektor alani ise (3.2.2) den

0=¢+n(£)é

dir. Boylece & =-7(&)E olarak yazilir. Yani &, & dogrultusundadir. Dolayisiyla
rank(¢) =n—-1 olur.

Lemma 3.2.1 M bir diferensiyellenebilir manifold, £ ve n da 7n(&)=-1 sartim

saglayan sirasiyla bir kontravaryant ve bir kovaryant vektor alani olsun. Eger M

tizerinde & vektor alanini timelike yapacak bir Lorentz metrik varsa bu durumda

n(X)=h(X,$) (3.2.8)

olacak sekilde bir h Lorentz metrigi vardir [11].

Ispat: M bir diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde 7(£)=-1 olacak sekilde &
vektor alanin1 ve 7 1-formunu alalim. f nin f (&, &) =—1 sartin1 saglayan Lorentz
metrigi oldugunu diisinelim. Bu metrigi kullanarak herhangi X,Y € I'(TM) vektor
alanlari i¢in

h(Y, X) = £(Y +1(Y)S, X +7n(X)&) —n(X)n(Y) (3.2.9)
seklinde yeni bir h metrigi tanimlayalim. Bu durumda eger X ve Y vektor alanlari

f metrigine gore & ye dik ise X ve Y vektor alanlart f metrigine gore spacelike
vektorlerdir. Boylece h(Y,X)=f(Y,X) olur. Bu da (3.2.9) ile tamimlanan h

metriginin (3.2.8) sartin1 saglayan bir Lorentz metrik oldugunu gosterir.

Lemma 3.2.1 kullanilarak agagidaki dnerme verilebilir:

Onerme 3.2.2 M , bir (¢,&£,77) hemen hemen parakontakt yapisina sahip n-boyutlu

bir manifold ise M hemen hemen parakontakt manifoldu her X,Y e I'(TM) i¢in

17
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n(X)=9(X,¢)
ve
g(#X,4Y) =g(X,Y)+n(X)n(Y)

olacak sekilde bir g Lorentz metrigine sahiptir [11].

Tanim 3.2.2 M, bir (¢,&,77) hemen hemen parakontakt yapisi ile birlikte n-boyutlu
bir hemen hemen parakontakt manifold olsun. Her X,Y e I'(TM) vektor alanlar
i¢in

9(@X,#Y) =g(X,Y)+n(X)n(Y) (3.2.10)
iss M ye bir Lorentzian hemen hemen parakontakt manifold ve (¢,&,7,9)
dortliisiine de M tizerinde Lorentzian hemen hemen parakontakt yapr denir [11].

Eger (3.2.10) esitliginde Y yerine & alinirsa
0=9(¢X,¢) = 9(X, &) +n(X)n(S)
yazilir. Buradan
9(X,&) =n(X) (3.2.11)

elde edilir. (3.2.1) ve (3.2.11) den karakteristik vektor alani olarak adlandirilan &

vektor alaninin bir timelike vektor oldugu agikca goriilmektedir.

Tanmm 3.2.3 M, (4,£,7m7,9) Lorentzian hemen hemen parakontakt yapisina sahip
manifold olsun. O halde M {izerinde
D(X,Y)=g(X,qY) , vV X, Y eI(TM) (3.2.12)
seklinde tanimlanan @ 2-formuna (¢,&,7,9) Lorentzian hemen hemen parakontakt
yapisinin temel 2-formu denir ([11],[21]).
(3.2.10) esitliginde Y yerine @Y yazilirsa (3.2.4) ten
9(#X,¢%Y) =g(X,4Y) (3.2.13)
elde edilir. (3.2.2) , (3.2.13) esitliginde kullanilirsa
9(@X.Y +7(Y)5) =g(X,4Y)
9(@X,Y)+n(Y)9(¢X, &) = g(X, 4Y) (3.2.14)
olur. Boylece (3.2.11) den
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g#X.Y)=g(X.¢Y), VXY e[(TM) (3.2.15)
elde edilir ki bu da @ temel 2-formunun simetrik oldugunu gosterir. Ayrica

D(X,Y)=(Vyn)Y, VXY el(TM) (3.2.16)
dir.

Tanmm 3.24 M, (4,£,n,9) Lorentzian hemen hemen parakontakt yapisina sahip
bir Lorentzian hemen hemen parakontakt manifold olsun. Her X, Y € I'(TM) i¢gin
1

DX, Y) == (V)Y +(Vy)X) (3.2.17)
sartt saglaniyor ise M ye Lorentzian parakontakt manifold (kisaca LP-manifold)
denir [11].
Tanmm 3.2.5 M, (4,£,7m7,9) Lorentzian hemen hemen parakontakt yapisina sahip
bir Lorentzian hemen hemen parakontakt manifold olsun. Her X ,Y ,Z e I'(TM) i¢in

(Vi)Y = 9(#X ., #Y)& +n(Y)$*X (3.2.18)
veya denk olarak

(Vx@)Y =n(Y)X +9(X,Y)E+2n(X)n(Y)S (3.2.19)

veya denk olarak
(Vx®@)(Y,Z) =9(X,Y)n(Z)+9(X, Z)n(Y) +2n(X)n(Y)n(Z)  (3.2.20)
sart1 saglaniyor ise M ye Lorentzian para-Sasakian manifold (kisaca, LP-Sasakian
manifold) denir [11].
(M, ¢,&,m,9) bir Lorentzian para-Sasakian manifold ise 7 1-formu kapalidir

ve her X eI'(TM) igin
Vs =¢X
dir [11].

Onerme 3.2.3 (M, g) bir Lorentzian manifold; &, M iizerinde bir birim timelike
vektor alant ve  da M iizerinde & ile birlesen bir 1-form olsun. Bu durumda 7

1-formu kapali ve

(VxVymZ =g(X,Y)n(Z2)+9(X, 2)n(Y) +2n(X)n(Y)n(Z) ~ (3.2.21)
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sart1 saglantyor ise M {izerinde bir Lorentzian para-Sasakian yap1 vardir [11].

Tanim 3.2.6 (M, g) bir Lorentzian manifold olsun. Eger M iizerinde
D(X,Y)=(Vyn)Y =e(g(X,Y)+n(X)n(Y)) &' =1
olacak sekilde bir & timelike vektor alani ve ¢ ile birlesen bir  1-formu var ise M

ye Lorentzian ozel para-Sasakian manifold denir [22].

Tamm 3.2.7 (M, ¢,&,n,g) bir Lorentzian para-Sasakian manifold olsun. S, M nin

Ricci tensor alani olmak tizere eger her X, Y € I'(TM) i¢in
S(X,Y)=29(X,Y)+un(X)n(Y), (3.2.22)

ise M ye 77— Einsteinmanifold denir. Burada 4 ve x, M fizerinde fonksiyonlardir

[23].
(M, ¢,&,17,9), n-boyutlu bir - Einstein Lorentzian para-Sasakian manifold ise

M nin Ricci tensér alani her X, Y € I'(TM) i¢in
SN =( e+ S enfroon) @229
n-1 n-1
ile verilir [23].

Lemma 3.2.2 (M,¢,&,17,9) bir Lorentzian para-Sasakian manifold ve boyM =n
olsun. O halde asagidaki esitlikler saglanir ([23],[24]):

g(R(X,Y)Z,8) =n(R(X,Y)Z) =9g(Y,Z)n(X)—9(X,Z)n(Y) (3.2.24)
R(S, X)Y =g(X,Y)&—n(Y)X (3.2.25)
R(E X)&E = X +7(X)& (3.2.26)
R(X,Y)E=n(Y)X —n(X)Y (3.2.27)
S(X,&) = (n-Dn(X) (3.2.28)
S(X,9Y) =S(X,Y)+(n=D)n(X)n(Y) (3.2.29)
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Tammm 3.2.8° M Dbir Lorentzian para-Sasakian manifold olsun. M {izerinde

konformal egrilik tensorii C ile gosterilir ve her X, Y € I'(TM) i¢in

1
C(X,Y)Z =R(X,Y)Z —m{

a(y,Z)QX —g(X,Z)QY +S(Y,Z)X

—SX.2)Y } (3.2.30)

;
+m{g(Y,Z)X—g(X,Z)Y}

dir. Burada R, Riemann egrilik tensoriinii; S, Ricci tensor alanini; Q, Ricci

operatdriinii ve r de skaler egriligi gostermektedir [25].

Tammm 3.2.9 M bir Lorenzian para-Sasakian manifold ve C de M iizerinde

konformal egrilik tensorii olsun. Eger C =0 ise M ye konformal flat manifold denir
[25].

Tammm 3.2.10 M bir Lorentzian para-Sasakian manifold ve C de M iizerinde

konformal egrilik tensorii olsun. Eger VC =0 ise M ye konformal simetrik manifold
denir [26].

Teorem 3.2.1 M bir konformal flat Lorentzian para-Sasakian manifold olsun. Bu

durumda M, S'(1) Lorentzian kiiresi ile lokal olarak izometriktir [28].

Ispat: M bir konformal flat Lorentzian para-Sasakian manifold olsun. Bu durumda
C =0 dir. Riemann Christoffel egrilik tensorii
R(X,Y,Z,W)=g(R(X,Y)Z,W) VX,Y,ZW eT(TM)

olmak iizere (3.2.30) esitliginden
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R(x,v,z,w):L{Q(Y’Z)S(X,W)—g(X.Z)Sw,W) }

(n=2) [+S(Y,Z2)g(X,W)-S(X,Z)g(Y,W)

r
—m(g(Y,Z)g(X,W)) (3.2.31)
;

+m(g(X,Z)g(Y,W))

yazilabilir. (3.2.31) de W yerine & alinir, (3.2.24), (3.2.11) ve (3.2.28) esitlikleri

kullanilirsa

Y,Z)S(X,&)-g(X,Z)S(Y,
a(Y,Z)n(X)-g(X,Z)n(Y) = ! {9( )S(X,8)-9(X,Z)S( 5)}

(n-2) (+S(Y,2)g(X,&)=S(X,Z)g(Y,<)
r

—mgw,z)g(x,é)

r
+mg(x,2)gw,§)

olur. Bu son esitlik diizenlenirse

90, Z)n(X) =g (X, Z)n(Y) = ——

gy -DeC 200

{(nl)g(Y,Z)n(X) }
+S(Y, Z)n(X)=S(X, Z)n(Y)

r

r
+mg(X,Z)U(Y)

elde edilir. Burada X yerine & alinarak (3.2.32) esitliginden

1 {—(n -Dg(Y.Z)-(n —1)77(Y)77(Z)}

_g(Y.Z)-n(@Z)n(Y) = ——
90 2) =) = =51 s (v.2) - (n-Dn (V) (2)
r

~(n-1(n-2)

(3.2.33)
{=9(Y,Z)-n(Y)n(2)}
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esitligine ulasilir. Bu son esitlikten
S(Y,Z) = (L—ngo(,Z) +(L—njn(v)q(2) (3.2.34)
n-1 n-1
elde edilir. (3.2.34), (3.2.31) esitliginde yerine yazilirsa
[ﬁ—ZJ{g(x W)g(Y,2)-g(X,Z)g(Y W)}
1 g(Y, Z)n(X)nW)

R(X,Y,ZW)=—— 3.2.35
O N 5:235)
n-1 —9(X, Z)n(Y)n(W)

i —g(Y,W)n(X)n(2)

bulunur. Simdi (3.2.34) ve (3.2.12) esitliklerini gbz Oniine alarak S nin X vektor

alan1 boyunca kovaryant tiirevini hesaplayalim:

(VS)Y,Z)=V,S(Y,Z)-S(V,Y,Z)-S(Y,V,2Z)
dr(X)

(=D

r _nj{[n(vx2)+g(z,<o><)]n(v) }
+[n(VyY)+9(Y,0X)n(Z)]

——9(Y, 2)+n(Y)n(Z)}

———1{ag(VY.Z)+9(Y,V,Z)}
_1)g(v,v.2)- (——njn(v Y)n@)
n-— 1

1)g(v,v,2)- (——njn(v Z)n(Y)
n-— 1

olur. Buradan
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(¥, 800, 2)= 1 {01, 2)+ntVn(@)
(3.2.36)
+(n%l—nj{d)(X,Z)n(Y)@(X,Y)n(Z)}
esitligi bulunur. Boylece
(7,801, 2)-(%,8)(x., 2) = T g (v,2) £ nOY (@)}
- 9(x,2) +n00n(2)
(3.2.37)

+(L—njq>(x,2)n(v)
n-1

—(L—njcp(v,zyy(X)
n-1

esitligine ulagilir.

Diger taraftan (V,,C)(X,Y)Z =0 oldugundan divC =0 dir. Buradan

1
2(n-1)

(Vi)Y Z)-(VyS)(X,2) = {9(Y,Z)dr(X)-g(X,Z)dr(Y)}  (3.2.38)

elde edilir. (3.2.37) ve (3.2.38) esitlikleri karsilastirilirsa
r=n(n-21) (3.2.39)

bulunur. (3.2.39), (3.2.35) esitliginde yerine yazilarak

R(X,Y)Z=9(Y,Z)X —g(X,2)Y

elde edilir.

Tammm 3.2.11 M bir Lorentzian para-Sasakian manifold olsun. M iizerinde her
X.,Y,Z eT(TM) igin
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E(X,)Z =aR(X,Y)Z +b{S(Y’Z)X ~S(X,2)Y }

+9(Y,Z)QX -g(X,Z)QY

r a

(3.2.40)

seklinde tanimlanan C tensodr alanma quasi konformal egrilik tensér alami denir.

Burada a ve b, ab=0 sartin1 saglayan sabitleri; R, Riemann egrilik tensoriinii; S ,
Ricci tensor alanini; Q, Ricci operatoriinii ve r de skaler egriligi gostermektedir

[27].

Tamim 3.2.12 M bir Lorentzian para-Sasakian manifold ve C da M iizerinde quasi

konformal egrilik tensorii olsun. Eger C=0ise M ye quasi konformal flat manifold
denir [27].

Teorem 3.2.2 M bir quasi konformal flat Lorentzian para-Sasakian manifold olsun.

Bu durumda M, S['(1) Lorentzian kiiresi ile lokal olarak izometriktir [28].

Ispat: M bir quasi konformal flat Lorentzian para-Sasakian manifold olsun. Bu
durumda (3.2.40) esitliginden

ROY, z W)= R[S DIXW)=S(X, Z)g(¥ W)
T al#g(Y, Z)S(X W) - g(X,Z)S (Y, W)

r( a j{g(Y,Z)g(X,W) }
+—|——+2b
an\n-1 -g(X,2)g(Y,W)

yazilir. (3.2.41) esitliginde W yerine & alinir, (3.2.24), (3.2.11) ve (3.2.28) esitlikleri

(3.2.41)

kullanilirsa
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0 S(Y,Z)n(X)=S(X,Z)n(Y)
g(Y.Z2)n(X)-9(X,Z)n(Y) = 2 +Hn-Dg(¥,Z)n(X)
—(n=1)g(X,Z)n(Y) (3.2.42)

+L(i+2bj g(Y.Z)n(X)
an\n-1 —g(X,Z)n(Y)
elde edilir. Burada X =¢& segilerek

—g(Y,Z>—n(Z)n(Y)=—§

{—S(Y,Z)—(n—l)U(Y)ﬂ(Z) }
—(n=g(¥,Z2) - (n-n(Y)n(z)
r

+_(i+2bj{—g(Y,Z)—77(Y)77(Z)}

anin-1
olur. Boylece bu son esitlikten

r

S(Y,2) =(—(i+2b)—(n—1)—%jg(Y,Z)

bnin-1
(3.2.43)
r a a
oldugu kolaylikla goriiliir. (3.2.43), (3.2.41) de yerine yazilirsa
ROX,Y,ZW) =2 L(i+2bj—(n—1)—2j{g(\(’Z)g(x’W) }
albn{n-1 -g(X,Z)g(Y,W)
_ nOIDIXW) |y
b (L(i+2b)—2(n—1 _gﬂ —n(X)n(Z)g(Y W)
al{nin-1 b +n(X)nW)a(Y,Z)

—n(Y)nW)g(X,2)

elde edilir.
Simdi (3.2.43) ve (3.2.12) yi gboz Oniline alarak S nin X vektor alani

boyunca kovaryant tiirevini hesaplayalim:
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(VXS)(Y,Z)=%{g(v,2)+n(v)n(2)}

+(L[i+2bj—2(n —1)—3j (X, ¥)n(2)
bnin-1

(3.2.45)
b +®(X1Z)77(Y)}

olur. Buradan

dr(X)
bn

_dr(Y)

(ViS)Y,Z2)=(V,S)(X,Z) = 19(Y,.2) +n(Y)n(2)}

19(X,2) +n(X)n(2)}
(3.2.46)
r a a

r{ a a
_(b_n(ﬁJr 2bj—2(n—l)—6jq)(Y7Z)77(X)

dir. Diger taraftan (VWC)(X,Y)Z =0 oldugundan (3.2.46) esitligi gbz Oniine

alinarak
r=n(n-21) (3.2.47)
bulunur. (3.2.47), (3.2.44) te yerine yazilarak
R(X,Y)Z =9(Y,Z)X —g(X,Z)Y

elde edilir.

Sonu¢ 3.2.1 M n—Dboyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya konformal

simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold ise
R(X,Y)Z =g(Y,Z)X —g(X,Z)Y (3.2.48)

dir. Burada R, M nin Riemann egrilik tensor alanidir.
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4. Bi---HARMONIK EGRILER
Bu boliimde 4-boyutlu bir konformal flat, quasi konformal flat veya
konformal simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold tizerindeki null (lightlike)
olmayan egrilerin 6zgiin bi-f-harmonik egri olmalar1 igin gerek ve yeter sartlar
arastirtlarak bu egrilerin bi-f-harmonik denklemleri verilecektir.
Ik olarak M bir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya

konformal simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold ve »:1 —M da M {izerinde

birinci binormali timelike olan yay-parametresi ile parametrelendirilmis bir spacelike

egrinin bi-f-harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sartlart inceleyelim. Bu durumda y

nin Frenet formiilleri asagidaki gibidir [29].

V. T 0 «x O 0 |[T
VN -5 0 K. 0 [N

L ? (4.1.1)
V.B, 0 «x, O K, || B

V.B,| |0 0 «x 0B

Burada T, N, B;, B,

g(T.T)=9(N,N)=9(B,,B,) =1 g(B,B)=-1

sartlarin1 saglayan ortogonal vektor alanlaridir. (4.1.1) de verilen Frenet formiilleri

kullanilirsa
V.T = kN,
V.V.T = —x/T+xN+xx,B,
V.V.V.T = -3kxT
+ (k- + K,62)N (4.1.2)

+(2xK, + K,K5,) B,
+ (K K,K,) By,
R(V,T,T)T = xN,

elde edilir. Burada x;, x,, k; sirasiyla ¥ nin birinci, ikinci ve tiglincii egrilikleridir.
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Onerme 4.1.1 M bir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya konformal
simetrik  Lorentzian para-Sasakian manifold, »:1 —>(N,h) M de vyay-
parametresiyle parametrelendirilmis bir egri olsun. y nin bi-f-harmonik egri olmasi
icin gerek ve yeter sart
0= (ff"+ff"T
+(3ff"+2(f))VIT
+4 6 'VIT + £2V3IT
+ F2RY (VYT )T

(4.1.3)

olmasidir. Burada f :1 — (0,00) bir doniistimdiir.

Teorem 4.1.1 M bir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya konformal
simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold ve y:1 — M birinci binormali timelike
olan yay-parametresiyle parametrelendirilmis spacelike bir egri olsun. {T,N,B,,B,},
7 boyunca ortogonal Frenet ¢atis1 olmak {izere y nin bi-f-harmonik egri olmasi igin
gerek ve yeter sart
0 = (3w, f2—ax] ff'+ ff"+ F£")T
. 3Klf'f”+21<l(f')2+41cl'f‘f' \
+K‘l”f2 —K13f2 +K‘1K‘22f2 +K‘lf2 (4.1.4)
+ ((21{1'1(2 f+xx, f+dxx,f ') f ) B,
+ (K1K2K3 f 2) B,
olmasidir. (4.1.4) esitliginden
—3ry, T2 -4+ ff"+ 7 =0,
?:Klff”+21c1(f')2 v B i -k Pt f P+ f2 =0, (4.15)
210, T+, T+ 4, /=0,

KKK, =0,

elde edilir.
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I. DURUM: Eger «; =0, yani y bir geodezik egri ise (4.1.5) esitliklerinden

FE74+ ff7=0=(ff") =0= ff” =sabit

elde edilir.

Teorem 4.1.2 Bir geodezik egrinin bi-f-harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

ff "=sabit olmasidir.

Il. DURUM: Eger x; =sabit=0 ve k, =0 ise (4.1.5) esitlikleri

i+ 7 FE7 =0,
- 2 ., (4.1.6)
—Ky F2+3ff"+2(f') + 2 =0,
esitliklerine indirgenir. (4.1.6) daki ikinci esitlikten
k2 -1)f2-2(f")
ff" = (<Y (™) (4.1.7)
3
elde edilir. (4.1.7) esitligi
f’((SKf +1) f +2f”)=0 (4.1.8)

olmasini gerektirir.

Teorem 4.1.3 M bir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya konformal

simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold, 5 :1 — M birinci binormali timelike
olan  yay-parametresiyle parametrelendirilmis bir spacelike egri  olsun.
k, =sabit#0 ve x, =0 oldugunda y nin bi-f-harmonik olmasi igin gerek ve yeter

sart f nin sabit olmas1 veya

2 2
f(s):clcos[ 5’(12Jrls,]+c2 sin[1/5’(12+15], selvec,C,eR

denklemini saglamasidir.
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I11. DURUM: Eger x; =sabit=0 ve x, =sabit =0 ise (4.1.5) esitliklerinden

— A+ 4 FET =0,
kP22 243+ 2( )+ £2 =0,

(4.1.9)
f'=0,
Ky, =0,
esitlikleri elde edilir. (4.1.9) dan
K -7 =1,
f'=0, (4.1.10)
Ky =0,

esitlikleri bulunur.

Teorem 4.1.4 M bir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya konformal

simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold, »:1 — M birinci binormali timelike
olan yay-parametresiyle parametrelendirilmis bir spacelike egri olsun. x; =sabit =0

ve k, =sabit #0 oldugunda y min bi-f-harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

2_

2 _
K —K, =1

olacak sekilde bir helis olmasidir.

IV. DURUM: Eger k; =sabit #0 ve «, # sabit ise (4.1.5) esitliklerinden

— AP 4 7 £ =0,
— i F2 el F2 43 4 2(£) + £2 =0,
(4.1.11)
Kk, T +4x,f' =0,

Kk, =0,

esitlikleri elde edilir.

Teorem 4.1.5 M bir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya konformal

simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold, »:1 — M birinci binormali timelike

olan yay-parametresiyle parametrelendirilmis bir  spacelike egri  olsun.
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Kk, =sabit 0, «, # sabit (hi¢hir yerde sifir olmayan) oldugunda y mnn

bi-f-harmonik egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart f =CK';% (c bir pozitif sabit),
K, =0 ve k, k, egriliklerinin
32k KK, — 25(x; )3 +32x, KKk —8KiKy =0, 112)
16k K% +16x¢ +16x7 +17 (i )F 121,67 =0, -

diferensiyel denklemlerini saglamasidir.
V. DURUM: Eger k; # sabit ve x, =0 ise agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.6 M bir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya konformal

simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold, »:1 — M birinci binormali timelike
olan yay-parametresiyle parametrelendirilmis bir spacelike egri olsun. &, # sabit ve
x, =0 oldugunda y nin bi-f-harmonik olmas igin gerek ve yeter sart
3k, T2 — a2 ff + ff "+ ££7 =0,
—x 4w £+ Ak T+ 3k 7

(4.1.13)
+2K1(f')2+1<1f2 =0,

esitliklerinin saglanmasidir.

V1. DURUM: Eger «; # sabit ve «, =sabit #0 ise (4.1.5) esitliklerinden
3y, T2 — 42t + ff "+ ££7 =0,
R R o T U |
+ 3, 7+ 20, (1) + 4, F2 =0, (4.1.14)

Kl'f +2x,f'=0,

KK, =0,

elde edilir.
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Teorem 4.1.7 M Dbir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya konformal

simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold, »:1 — M birinci binormali timelike
olan yay-parametresiyle parametrelendirilmis bir spacelike egri olsun. x; # sabit

(higbir yerde sifir olmayan), k, =sabit#0 oldugunda y nin bi-f-harmonik egri

1
olmast i¢in gerek ve yeter sart f =ck; 2 (c bir pozitif sabit), x,=0 ve x,x,

egriliklerinin

2.m__

“9(x') — i i +10nc i — 22K = ,
( 12) 1™ 1717 1™ (4115)
3(xy) 4Ky +4x; +dili; — 2k, =0,

diferensiyel denklemlerini saglamasidir.
VII. DURUM: Eger x; #sabit ve x, # sabit ise asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.8 M bir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya konformal

simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold, y:1 — M birinci binormali timelike
olan yay-parametresiyle parametrelendirilmis bir spacelike egri olsun. x; # sabit,

K, # sabit (x; ve k, hi¢bir yerde sifir olmayan) oldugunda y nin bi-f-harmonik

1 1

olmasi i¢in gerek ve yeter sart f =ck, 2x,* (c bir pozitif sabit), x; =0 ve ;,x,
egriliklerinin
—3r,i, P2 — a2 ff + 7+ ££7 =0,
AR Lo A LT (4.1.16)
+ A, £+ 3, 7+ 26, (£1) =0,

esitliklerini saglamasidir.

Ikinci olarak M bir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya

konformal simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold ve y:1 —M da M {izerinde

normali  spacelike wve birinci binormali null olan yay-parametresi ile
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parametrelendirilmis bir spacelike egrinin bi-f-harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter

sartlar1 inceleyelim. Bu durumda y nin Frenet formiilleri asagidaki gibidir [29].

V. T 0 x O 0T
V:N - 0 xk, O

(4.1.17)

N
V:B, 0 0 «x 0B
VB, 0 «x, 0 -x|B
Burada T, N, B;, B,

g(T’T) = g(N, N) =1, g(Bz’ Bz) = g(Bl’Bl) =0, g(Bl7BZ) =1
g9(T,N)=g(T,B)=9(T,B,) =9(N,B) =9g(N,B,) =0

sartlarin1 saglayan vektor alanlaridir. (4.1.17) de verilen Frenet formiilleri kullanilirsa

VT = KN,
V.V.T = —xT+xN+xx,B,
V.V.V.T = -3xxT (4.1.18)
+(x] - )N

+ (2K, + KKy + KKK, ) By,
R(V,T,T)T = N,

elde edilir. Burada x;, x,, k; sirasiyla ¥ nin birinci, ikinci ve tiglincii egrilikleridir.

Teorem 4.1.9 M bir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya konformal

simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold ve »:1 — M normali spacelike ve
birinci binormali null olan yay-parametresiyle parametrelendirilmis spacelike bir egri
olsun. {T,N,B;,B,}, 7 boyunca ortogonal Frenet ¢atisi olmak iizere y nin
bi-f-harmonik egri olmasi igin gerek ve yeter sart
0 = (-3k,k, F2 -4l ff'+ ff"+ F£")T
" 12 e
. 3k, ff "+ 2k, (') +4x, ff N (4.1.19)
i £k i 2

+ ((21{1'/(2 f+rk, T +arn, '+ ik, f ) f ) B,

olmasidir. (4.1.19) esitliginden
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— 3Kk, 2 -2+ "+ ££7 =0,
Bic, "+ 20, (/) +au '+ i 12—’ F2 41, F2 =0, (4.1.20)
21 10, T+ ik, T+ b, T+ ke, T =0,

elde edilir.

I. DURUM: Eger k, =0, yani y bir geodezik egri ise (4.1.20) esitliklerinden

FE7+ ff7=0=(ff") =0= ff” =sabit

elde edilir. Bu durumda asagidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 4.1.10 Bir geodezik egrinin bi-f-harmonik olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

ff "=sabit olmasidir.

Il. DURUM: Eger x; =sabit#0 , x, =0, x; =0 ise (4.1.20) esitlikleri

—4i 2+ ff "+ ££7 =0,
) (4.1.21)
—i £24+3ff"+2(f") + 2 =0,
esitliklerine indirgenir. (4.1.21) deki ikinci esitlikten
k2-1)F2-2(f')
ff" = (<~ () (4.1.22)
3
elde edilir. (4.1.22) esitligi
f'((5;<f+l) i +2f")=0 (4.1.23)

olmasini gerektirir.

Teorem 4.1.11 M bir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya konformal

simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold, »:1 — M normali spacelike ve birinci
binormali null olan yay-parametresiyle parametrelendirilmis bir spacelike egri olsun.
K, =sabit#0, x, =0, x; =0 oldugunda y min bi-f-harmonik olmast i¢in gerek ve

yeter sart f nin sabit olmasi1 veya
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2 2
f(s):clco{ 5’(12+1$,J+c2 sin[JSKl;ls], sel vec,C,eR

denklemini saglamasidir.

I11. DURUM: Eger «; =sabit #0, x, =sabit #0, x, =0 ise (4.1.20) esitliklerinden

— 4 ff 4+ "+ fF7 =0,
k2 F243ff 4 2( 1) + £2=0, (4.1.24)
f'=0,
esitlikleri elde edilir. (4.1.24) ten

(4.1.25)

esitlikleri bulunur.

Teorem 4.1.12 M bir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya konformal

simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold, y:1 — M normali spacelike ve birinci
binormali null olan yay-parametresiyle parametrelendirilmis bir spacelike egri olsun.

K, =sabit#0, x, =0, x, =0 oldugunda y nin bi-f-harmonik olmasi igin gerek ve
yeter sart x; egriliginin
K =1

esitligini saglamasidir.

IV. DURUM: Eger k; =sabit#0, x,#sabit, x; =0 ise (4.1.20) esitliklerinden
42 AT T =0,
—k2F2 431 +2(F) + 2 =0, (4.1.26)
K, f +4x,t' =0,

esitlikleri elde edilir.
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Teorem 4.1.13 M bir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya konformal

simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold, »:1 — M normali spacelike ve birinci
binormali null olan yay-parametresiyle parametrelendirilmis bir spacelike egri olsun.
Kk, =sabit =0, «, # sabit (hichir yerde sifir olmayan), k;=0 oldugunda y nm

1
bi-f-harmonik egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart f =cx,* (c bir pozitif sabit) ve
K, k, egriliklerinin
32x2xK, —25(Ky)’ +32x, Kk k) —8 Ky =0, 1.2
—16x; k5 +16x; +17(x; )2 -12x,x;, =0, o

diferensiyel denklemlerini saglamasidir.
V. DURUM: Eger «; # sabit, x, =0, x, =0 ise asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.14 M bir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya konformal

simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold, »:1 — M normali spacelike ve birinci
binormali null olan yay-parametresiyle parametrelendirilmis bir spacelike egri olsun.
Kk, # sabit, x, =0, x, =0 oldugunda y nin bi-f-harmonik olmas: igin gerek ve yeter
sart
— i, F2— a2 ff + "+ ££7 =0,
— i 2 F 2+ Ak 7+ 3

(4.1.28)
+2Kl(f’)2+1<lf2 =0,

esitliklerinin saglanmasidir.

VI. DURUM: Eger k, # sabit, x, =sabit #0, x, =0 ise (4.1.20) esitliklerinden
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— 3, F2— Al ff+ 7+ ££7 =0,
—i 4 £+ Ak A
, (4.1.29)
+3i ff "+ 21 (') +x,f2 =0,
Kk f+2x,f' =0,

elde edilir.

Teorem 4.1.15 M bir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya konformal

simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold, y:1 — M normali spacelike ve birinci
binormali null olan yay-parametresiyle parametrelendirilmis bir spacelike egri olsun.
K, # Sabit (hi¢bir yerde sifir olmayan), k,=sabit#0, x; =0 oldugunda y nmn

bi-f-harmonik egri olmasi igin gerek ve yeter sart f =cx, % (c bir pozitif sabit) ve
K, k, egriliklerinin

—9(x; )3 — 4k k] + 10K, KK — 2K "= 0, 4130
3(x))" —Ax +4x? — 2k, = 0, (4139

diferensiyel denklemlerini saglamasidir.
VII. DURUM: Eger x; # sabit, «, #sabit, x, =0 ise asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.16 M bir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya konformal
simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold, »:1 — M normali spacelike ve birinci
binormali null olan yay-parametresiyle parametrelendirilmis bir spacelike egri olsun.
Kk, # sabit, x, #sabit (x, ve k, hichir yerde sifir olmayan), x; =0 oldugunda y

1 1

nin bi-f-harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart f =ck; 2x,* (c bir pozitif sabit)

ve K, k, egriliklerinin
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— 3k, 2 — a2 ff 4 ff "+ ££7 =0,
N AR i T (4.1.31)
+4ic, £+ 3, 7+ 20, (1) =0,

esitliklerini saglamasidir.

Son olarak M bir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya

konformal simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold ve »:1 —M da M {izerinde

teget vektor alani timelike olan yay-parametresi ile parametrelendirilmis bir timelike

egrinin bi-f-harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sartlart inceleyelim. Bu durumda y

nin Frenet formiilleri agagidaki gibidir [29].

V. T 0 x O T
V:N K, O Kk, 0 |IN
= (4.1.32)
V.B, 0 -x, 0 x5 ||B
V:B, 0 0 -x, 0 |B

Burada T, N, B;, B,

9(B.,B)=9(N,N)=g(B,,B,) =1, g(T,T)=-1

sartlarin1 saglayan vektor alanlaridir. (4.1.32) de verilen Frenet formiilleri kullanilirsa

VT = KN,
V.V.T = &T+xN+xx,B,
V.V,.V,.T = —3kxT
+(x+ K —K,x2)N (4.1.33)
+ (2K, + K,Kk,) B,
+(x,%,K,)B,,
R(V.T,T)T = —-xN,

elde edilir. Burada x;, x,, k; sirasiyla y nin birinci, ikinci ve tiglincii egrilikleridir.
Teorem 4.1.17 M bir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya konformal

simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold ve y:1 — M teget vektor alani timelike

olan yay-parametresiyle parametrelendirilmis timelike bir egri olsun. {T,N,B,,B,},

39



4, Bi--HARMONIK EGRILER Ferhat KiY

y boyunca ortogonal Frenet ¢atisi olmak {izere y nin bi-f-harmonik egri olmasi igin

gerek ve yeter sart
0 = Brx, f2+4r]ff/+ ff"+ £
" 12 ! '
+{31<1ff + 20, (1) + 4, ff JN

i F2 4 f 2 — gl 2 -k F° (4.1.34)
+((2K1'K2f +rk, f+arx, | ') f ) B,
+ (K1K2K3 f 2) B,
olmasidir. (4.1.34) esitliginden
B, f2+ a7 fE 4+ ff"+ ££7 =0,
3, B+ 2, (£/) + 4 i £2 4 F2 —iu? £2 -1, F2 =0, (4.1.35)

2K, K, f + K, T +dix, f'=0,

KK,k =0,

elde edilir.

I. DURUM: Eger k, =0, yani y bir geodezik egri ise (4.1.35) esitliklerinden

ff" 4+ ff"=0=(ff") =0= ff" = sabit

elde edilir. Bu durumda asagidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 4.1.18 Bir geodezik egrinin bi-f-harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

ff "=sabit olmasidir.

I1. DURUM: Eger «; =sabit #0 ve x, =0 ise (4.1.35) esitlikleri

4K12ff'+ ff"+ff"=0,
(4.1.36)
k2 P2 436"+ 2(f') ~ F2 =0,
esitliklerine indirgenir. (4.1.36) daki ikinci esitlikten
1-x?)F2-2(f")
ff " =( ) () (4.1.37)

3
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elde edilir. (4.1.37) esitligi
f '((5Kf +1) f —21f ) =0 (4.1.38)

olmasini gerektirir.

Teorem 4.1.19 M bir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya konformal

simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold, y:1 — M teget vektor alani timelike
olan yay-parametresiyle parametrelendirilmis bir timelike egri olsun. x; =sabit =0

ve k, =0 oldugunda y nin bi-f-harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart f nin sabit

f5xf+1s B {51('12+ls
— 2 2
f(s)=ce +C,e

denklemini saglamasidir.

olmasi veya

, selvec,CceR

I11. DURUM: Eger «; =sabit #0 ve x, =sabit #0 ise (4.1.35) esitliklerinden

A2 ff+ ff"+ £ =0,
K2f2—x2f243ff"+2(f') - 2=0,

(4.1.39)
f'=0,
K, =0,
esitlikleri elde edilir. (4.1.39) dan
Klz 2 — 1,
f'=0, (4.1.40)
K, =0,

esitlikleri bulunur.

Teorem 4.1.20 M bir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya konformal

simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold, y:1 — M teget vektor alani timelike
olan yay-parametresiyle parametrelendirilmis bir timelike egri olsun. x; =sabit =0
ve k, =sabit #0 oldugunda y nin bi-f-harmonik olmast i¢in gerek ve yeter sart

2 2
K —K, =1
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olacak sekilde bir helis olmasidir.

IV. DURUM: Eger «; =sabit #0 ve x, # sabit ise (4.1.35) esitliklerinden
Al ff'+ "+ f£7 =0,
k2F2 k2 f2 43"+ 2( ') — 2 =0,

K, T +4x,f' =0,

Kk, =0,

(4.1.41)

esitlikleri elde edilir.

Teorem 4.1.21 M bir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya konformal

simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold, y:1 — M teget vektor alani timelike
olan yay-parametresiyle parametrelendirilmis bir timelike egri olsun. x; = sabit =0,

K, # Sabit (hi¢hir yerde sifir olmayan) oldugunda y nimn bi-f-harmonik egri olmasi

icin gerek ve yeter sart f =CK‘2_% (c bir pozitif sabit), xk;, =0 ve &, k,
egriliklerinin
—32k. KKy — 25( K, )3 + 32k, K5k — 85y =0, 142)
16122 16k —16x2 +17 (i) ) —12k,7 = O, a

diferensiyel denklemlerini saglamasidir.
V. DURUM: Eger «; # sabit ve k, =0 ise agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.22 M bir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya konformal

simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold, y:1 — M teget vektor alani timelike
olan yay-parametresiyle parametrelendirilmis bir timelike egri olsun. x; # sabit ve

x, =0 oldugunda y nin bi-f-harmonik olmas igin gerek ve yeter sart
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Bk, T2+ 4 ff/+ ff "4+ ££7=0,

K22+ £ 2+ An ff 7+ 3k, 7

(4.1.43)
+2K1(f’)2—1c1f2 =0,

esitliklerinin saglanmasidir.
V1. DURUM: Eger x; #sabit ve x, =sabit =0 ise (4.1.35) esitliklerinden

By, T2+ 4l '+ ff"+ £ =0,

R o o8 R S Vo i

+3n, ff 7+ 21 () 5, F2 =0, (4.1.44)

Kl'f +2x,1'=0,
KKy =0,

elde edilir.

Teorem 4.1.23 M bir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya konformal

simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold, y:1 — M teget vektor alani timelike
olan yay-parametresiyle parametrelendirilmis bir timelike egri olsun. x; # sabit

(hi¢bir yerde sifir olmayan) ve k, =Ssabit#0 oldugunda y nimn bi-f-harmonik egri

1
olmast igin gerek ve yeter sart f =cx; 2 (c bir pozitif sabit), x, =0 ve x, x,

egriliklerinin
3
—9(x{)" +4x, k] +10k;x]K] - 2K Kk]"= 0,

2 (4.1.45)
3(xy) +4x; —di; —Ail K, — 2K, =0,

diferensiyel denklemlerini saglamasidir.
VII. DURUM: Eger &, # sabit ve x, # sabit ise agsagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.24 M bir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat veya konformal

simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold, y:1 — M teget vektor alani timelike
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olan yay-parametresiyle parametrelendirilmis bir timelike egri olsun. x; # sabit,

K, #Sabit (x, ve k, hi¢hir yerde sifir olmayan) oldugunda y nin bi-f-harmonik

1 1

olmasi i¢in gerek ve yeter sart f =cxk, 2x,* (c bir pozitif sabit), x; =0 ve x, x,
egriliklerinin
ik, F2+4x] ff'+ "+ £ =0,
k2 F2 -l £+ u f2—k 2 (4.1.46)
+ i 4+ 3i, 7+ 20, (£1) =0,

esitliklerini saglamasidir.
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5. BULGULAR ve TARTISMA

Tezin dordiincii bolimiinde bir 4-boyutlu konformal flat, quasi konformal flat

veya konformal simetrik Lorentzian para-Sasakian manifold iizerinde tanimli bir bi-f-
harmonik egrinin {T, N, B, BZ} ortogonal Frenet ¢atisindaki teget vektor alaninin
timelike, birinci binormal vektor alaninin timelike ve normal vektor alaninin
spacelike iken birinci binormalinin null olma kosullarinda egrinin birinci, ikinci ve
tclincli egriliklerin birbirlerine gore sifir, sabit veya sabitten farkli olma

durumlarinda bu egrilikler ile ilgili denklemler elde edilmistir.
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6. SONUCLAR ve ONERILER
Tezin son boliimiinde elde edilien sonuglar 1s181inda, daha sonrasinda konu ile

ilgilenen arastirmacilar farkli tipteki manifoldlar lizerinde farkli tipteki egriler ile

ilgili karakterizasyonlar ve siniflandirmalar yapabilirler.
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