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Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢alisma alt1 boliimden olusmaktadir.
Girig bolimii olarak diizenlenen birinci bolimde altin, metalik, hemen hemen poly-
Norden Riemann manifoldlar gibi bazi1 6zel diferensiyellenebilir manifoldlarin ortaya
cikis1 ve gelisimi ile ilgili bilgiler sunulmustur. Ikinci boliimde, diger béliimlerin daha
iyi anlagilabilmesi i¢in baz1 temel kavramlara yer verilmistir.

Ugiincii boliimde altin oran ile ilgili temel tanim ve 6zellikler verildikten sonra
altin oranin yakinsaklari, kuvvetleri ve kuvvetlerinin yakinsaklar1 incelenmistir. Bu
boliimde ayrica bronz ve glimiis oranlar ele alinmistir.

Dordiincii  bolimde hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldlar
incelenerek bu tipteki manifoldlarin altmanifoldlari ile ilgili temel 6zellikler verilmis
ve Ozel olarak bu tip manifoldlarin invaryant ve anti invaryant altmanifoldlarinin
geometrisi aragtirilmistir.

Tezin orijinal sonuglarini igeren besinci boliimde hemen hemen poly-Norden
Riemann manifoldlarin slant altmanifoldlar ilk kez tanitilmis, geometrik 6zellikleri
incelenmis ve Ornekler verilmistir. Ayrica hemen hemen poly-Norden Riemann
manifoldlariin altmanifoldlar1 {izerine indirgenen yapinin normallik sartlar1 elde
edilmistir.

Son boliim ise sonuglar ve dnerilere ayrilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bronz oran, Hemen hemen poly-Norden Riemann
manifold, Invaryant altmanifold, Anti-invaryant altmanifold, Slant altmanifold,
Nijenhuis tensor alani.
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This study, which is designed as a master thesis, consists of six chapters. The
first chapter is the introduction part and this section presents information on the
emergence and development of some special differentiable manifolds such as golden
manifolds, metallic manifolds and almost poly-Norden Riemannian manifolds. In the
second section, some basic concepts for better understanding of the rest of the thesis
are given.

In the third section after giving basic definitions and properties of golden ratio;
convergence, powers and convergence of powers of golden ratio are investigated.
Also, bronze and silver ratios are discussed.

In the fourth section, almost poly-Norden Riemannian manifolds and their
basic geometric properties are investigated. Especially, the invariant and anti-invariant
submanifolds of such manifolds are studied.

In the fifth chapter, which contains the original results of the thesis, the slant
submanifolds of poly-Norden Riemann manifolds are introduced for the first time,
their geometric properties are examined and examples are given. In addition, the
normality conditions of the structure, which is induced to the submanifolds from the
ambient manifolds, are obtained. The last section is devoted to the results and
recommendations.
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1. GIRIS

Altin oran, matematik ve sanatta, bir biitliniin pargalar1 arasindaki uyumu ifade
eden, basit bir kurala gore belirlenmis ancak saptandigi her nesne ve varlikta

miikemmel bir sistemi ortaya ¢ikaran geometrik ve sayisal bir oran bagintisidir. Altin

1+/5

oran olarak bilinen ¢ = = 1,618033 sayis1 x2 —x — 1 = 0 denkleminin bir

¢Oziimii olup dogada siklikla karsilasilmasi ve sanat eserlerinde kullanilmasindan
dolay1 ¢ok ilgingtir.

Spinadel 1997 de [1-3] altin oranin bir genellestirmesi olarak metalik oranlar
ailesini veya metalik oranlari tanitti. p ve g pozitif tamsayilar olmak iizere metalik

oranlar ailesinin elamanlart x? — px + ¢ = 0 denkleminin ¢dziimiidiir ve (p, q)-

p+HJp%+
2

metalik sayilar1 olarak adlandirilan bu metalik sayilar &, , = 2 il gosterilir.
Metalik oranlar ailesinin elemanlari altin oran, glimiis oran, bronz oran, bakir oran ve
diger birgok metal gibi bir metalin adini alir.

Belirli diferensiyellenebilir geometrik yapilarla donatilmig manifoldlar,
diferensiyel geometride 6nemli bir yere sahiptir. Bu tip manifoldlar arasinda olan
kompleks manifoldlar, carpim manifoldlari, kontakt metrik manifoldlar, altin
manifoldlar ve metalik manifoldlar yogun olarak c¢alisilmaktadir.

Son yillarda altin orandan ve metalik orandan esinlenerek altin Riemann
manifoldlar1 [4] ve metalik Riemann manifoldlar1 [5] Crasmareanu and Hretcanu
tarafindan tanimlandi. Metalik Riemann manifoldlarinin énemli bir alt sinifi olarak
kabul edilen altin Riemann manifoldlar1 ve altmanifoldlart pek cok geometrici
tarafindan yogun olarak calisilmaktadir [6-11]. Altin yapi ile donatilmis semi-
Riemann manifoldlarin lightlike altmanifoldlar1 da genis bir c¢alisma alam
olusturmaktadir [12-13]. Esas manifold iizerindeki metalik Riemann yapisi, altin
yapiy1 0zel bir durumu olarak ortaya koydugu ve altin Riemann yapisina gore daha
genis geometrik Ozellikler sunmaya imkan verdigi i¢in son ddnemlerde siklikla
calisilmaya baslanmistir. S6z konusu ¢alismalar metalik Reimann manifoldlarin farkli
tipteki nondejenere altmanifoldlar1 ve metalik yapi ile donatilmig semi-Riemann

manifoldlarin lightlike altmanifoldlar izerinde yogunlasmaktadir [14-18].
1



Diger taraftan farkli bir bakis agisiyla 2011 yilinda Kalia [19], Spinadel
tarafindan [3] de verilen bronz orandan farkli olan ve metalik oran ile arasinda
herhangi bir kapsama iliskisi bulunmayan yeni bir bronz oran tanimlamistir. [19] da
yazar bronz Fibonacci ve Lucas sayilarim1 tanitarak bronz oranlarin kuvvetlerinin
stirekli kesirleri ile bronz Fibonacci ve Lucas sayilari arasindaki iligkiyi aragtirmistir.
Kalia tarafindan tanimlanan bronz orana p ve q pozitif tamsayilar olmak iizere &,
metalik sayilari ile ulagmak miimkiin degildir.

Gumis oran (2,414 ...), 2 ve 3 arasindaki bir metalik oran iken altin oran
(1,618...), 1 ve 2 arasindaki bir metalik orandir. “Bronz oran” (3,303 ...) terimi veya
diger metallerin adlar1 kullanilan terimler ( nikel veya bakir gibi) bazen sonraki metal
oranlarini adlandirmak i¢in kullanilir. Metalik oranlar ailesinin elemanlar1 matematik,
fizik ve sanat arasinda bir koprii teskil eden 6nemli matematiksel 6zelliklere sahiptir.
Ormegin Altin oran ve giimiis oran Misir, Tiirkiye, Hindistan, Cin ve diger birgok eski
medeniyetlerin dinsel sanatlarinda goriinmektedir [20]. Glimiis oran fraktal geometriyi
aciklamada kullanilmaktadir, bronz oranlar dinamik sistemler, quasi-kristaller [2], vb.
calisma alanlarinda 6nemli bir rol oynar. Yiiksek mertebeden Cantor kiimelerinin
Hausdorf boyutlari arasindaki iligkiler ve altin oran veya giimiis oran El Naschie [21-
24] tarafindan incelenmistir. El Naschie Bijection, Altin oran, Degistirilmis Fibonacci,
Glimiis oran ve Aritmetik oran teoremlerini ispatlamistir.

Altin manifold ve metalik manifold tanimlarindan esinlenerek Sahin [25],
Kalia tarafindan tanimlanan bronz oran ile donatilmis yeni bir manifold tanimladi ve
bu tip manifoldlari hemen hemen poly-Norden manifoldlar olarak adlandirdi. 2020 de
ise Perktas [26] tarafindan Sahin’in tanimladigi hemen hemen poly-Norden metrik
manifoldlarin altmanifoldlar ile ilgili ilk ¢alisma yapildu.

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢aligmada hemen hemen poly-Norden
metrik manifoldlarin invaryant ve anti-invaryant altmanifoldlar: ile ilgili yapilmis
calismalar géz Ontine alinarak slant altmanifoldlari ilk kez tanitilmis ve altmanifolda

indirgenmis yapinin normalligi Nijenhuis tensor alani kullanilarak arastirilmastir.



2. TEMEL KAVRAMLAR Vildan AYHAN

2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde diger boliimlerin daha iyi anlasilabilmesi i¢in Riemann manifoldlar1 ve

altmanifoldlar ile ilgili temel tanimlar verilmistir.

2.1. Riemann Metrigi

Tanmm 2.1.1. M bir diferensiyellenebilir manifold ve manifold {izerindeki
diferensiyellenebilir vektor alanlarinin kiimesi y(M) olsun. Bu durumda
g: x(M) x x(M) > C*(M)

ile taniml1 g bilineer formu simetrik ve pozitif tanimli ise, yani VX, Y € y(M) icin

) gX,Y)=g(,Xx),

i) giX,X)=0 ve VXiging(X,X) =0=X=0
sartlar1 saglaniyorsa g bilineer formuna Riemann metrigi veya metrik tensor adi
verilir. Bu durumda (M, g) ikilisine Riemann manifoldu denir [27].

Ornek 2.1.2. R™ Oklidyen uzaymi ve bu uzay iizerinde

n
<X,)Y>= z X Vi
i=1
i¢ carpimini g6z Oniine alalim. Bu durumda kolayca goriiliir ki <, > bilineer, simetrik
ve pozitif tanimlidir. Dolayisiyla <, > bir Riemann metrik ve (R", <,>) ikilisi bir
Riemann manifoldudur [28].
Ornek 2.1.3. (M, g) ve (B, g"), {(Us, 9a)}aer Ve {(V3, ¢3)}ﬁe] diferensiyellenebilir

yapilara sahip m ve n boyutlu Riemann manifoldlari olsun. {Ua X Vﬁ}aa se)’ M X B

topolojik ¢arpim uzay1 i¢in bir agik ortli olusturur. Bu durumda
Qg X bp : Uy X Vg — R™H
@) = pa X Op(0,q) = (9a(P), dp(0))
doniistimiinii goz Oniine alalim. Kolayca goriiliir ki (Ua X Vg, Pa X O B)' M X B igin
C® uyumlu haritalardir ve M X B i¢in diferensiyellenebilir yap1 meydana getirirler.
Sonu¢ olarak M X B bir diferensiyellenebilir manifolddur, bu manifolda ¢arpim

manifoldu denir. Diger taraftan M X B ¢arpim manifoldunu ve 1r; ve m, de M X B den
3
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sirastyla M ve B ye olan projeksiyonlar: gostersin. Bu durumda
Iuxp (X,Y) =mig(X,Y) + m9"(X,Y)
fonksiyonunu tanimlayalim. Bu ifade
Iuxp X, Y) = g(m. X, m1.Y) + g’ (m2.X, m2.Y)
seklinde de yazilir. Kolayca goriiliir ki gy« p , simetrik bilineer bir fonksiyondur. Diger
taraftan, kabul edelim ki V' # 0 i¢in
Iuxeg (V,V) =0, V € x(M X B)
olsun. Boylece
Iuxe V,m1.(V)) = g(m.(V), w1 (V)) = 0
=>m1,(V)=0
ve
Iuxe V,m2.(V)) = g(m2.(V), m2.(V)) = 0
>, (V) =0

olur. Bu ifadelerden V' = 0 elde edilir. Buise gyxg bilineer formunun pozitif taniml
oldugunu gosteriri. Boylece (M X B, gy« ) bir Riemann manifoldudur [28].

Manifold tlizerinde Riemann metriginin tanimli olmasi bir vektor alaninin
uzunlugunu ve iki vektor alani arasindaki aciyr tanimlamayr miimkiin kilmaktadir.
Metrik tensorii <,> olan bir Riemann manifoldu M olsun. Bir X, € TpM tanjant
vektoriiniin uzunlugu

I X, = <X, X >p,
reel sayisi ile tanimlanir. Sifirdan farkli iki X, V), € TpM tanjant vektorleri arasindaki
0 acis1
<Xp,Yp >=I X, Il Y, Il cos 6,
ile tanimlanir. Burada 6 6l¢iisiiniin [0, 7] kapali araliginda kalacagini
|< Xp, Yy >| < Xp Il Yp Il

ile verilen Schwarz esitsizliginden biliyoruz. V ve W Riemann manifoldu M iizerinde
vektor alanlari ise

. 0 . 0
W) = l JE— J(W) —

dir. Bu durumda g (%,%) = gi; olmak lizere
i 0Xj
4
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gV, W) = g;;dx*(V)dx/ (W),
yazilir. Bu ifade keyfi her V ve W i¢in dogru oldugundan
g = gyydxtdx/,
olur [27].

Ornek 2.1.4. R™ de tanmimlanan metrik yukaridaki notasyona gore
n
g = 8idxidx = E(dxi)z,
i=1

olur [28].
Eger Xi,...,X,,, M Riemann manifoldu iizerinde ¢at1 ve ol,..,0" dual cat1 ise
yukaridaki notasyon g;; = g(X;, X;) olmak lizere

g = gijo ‘o’
olur.
Tamm 2.1.5. Metrik tensorii <, > olan bir Riemann manifoldu M olsun.{([a, b], )}
atlasi ile verilen egrinin teget vektor alami T ise a([a, b]) € M egirisinin a(a) dan

a(b) ye kadar olan yayinin uzunlugu

b
|2 = f JST@),T(t) >dt, tel,
a

olarak tanimlanir [28].
Yukarida verilen uzunluk ds ile gosterilir ve bu durumda metrik tensor
ds? = g;;dx‘dx’

ile verilir.
Teorem 2.1.6. Riemann manifoldu iizerinde bir egrinin yay uzunlugu atlas segiminden
bagimsizdir [28].

Asagidaki teorem bir Riemann manifoldu iizerinde ozel bir lineer
konneksiyonunun varligini garanti etmektedir.
Teorem 2.1.7. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda M iizerinde
torsiyonsuz ve g metrigi ile uyumlu (Vg = 0) bir tek V lineer konneksiyon vardir [28].
Ispat. (Teklik). Kabul edelim ki T =0 ve Vg = 0 olacak sekilde bir V lineer
konneksiyonu varolsun. Bu durumda X,Y € y(M) i¢in T(X,Y) = 0 oldugundan

[X,Y] = VyY — VyX, (2.1.1)
5
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dir. Diger taraftan Z € y(M) i¢in (Vxg)(Y,Z) = 0 oldugundan
Xg(Y,Z) =g(VyY,Z) 4+ g(Y,Vx2Z), (2.1.2)

olur. (2.1.1) ve (2.1.2) denklemleri kullanilirsa
9(VxY,2) = Xg(¥,2) — g(Y,V;X) + g([Z,X],Y)

olur. Bu islem devam ettirilirse

9(VxY,2) =Xg(Y,2) +Yg(Z,X) = Zg(X,Y) + 9(Z,[X, YD) + g(Y,[Z, X])

—9X, [V, Z]) — g(VxY,2)

elde edilir. Buradan Koszul formiilii ad1 verilen

{ Xg(Y,Z)+Yg(Z,X)— Zg(X,Y) }
2(+g9(Z,[X, YD + g(Y,[Z,X]) — g(X,[Y, Z])

denklemi bulunur. Bu ifadede M iizerinde ilk iki denklem sartlarini saglayan her V

g(VxY,Z) = (2.1.3)

konneksiyonu i¢in saglandigindan ve g Riemann metrigi poztif tanimli olugundan V
tektir.
(Varlik). X ve Y se¢ilmis vektor alanlar1 olmak tizere V konneksiyonu (2.1.3) ile
tanimlayalim. Bu durumda kolayca goriiliir ki V lineerdir. Dogrudan islemlerle (2.1.1)
ve (2.1.2) sartlarinin saglandigi da goriiliir.

Teorem 2.1.7 de verilen konneksiyona Levi-Civita konneksiyon, Riemann
konneksiyon veya metrik konneksiyon adi verilir.

M bir Riemann manifoldu ve x1, ..., x™, M manifoldunun bir U komsulugunda

koordinat sitemi, koordinat sisteminin belirledigi ¢at1 {X;, ..., X,,}. Bu durumda

n
Vi X = Z r,g'j X;
i=1

I : U— C°(M,R)

olmak tzere

fonksiyonlart ile tanimlayalim. Bu fonksiyonlara Christoffel sembolleri denir. V Levi-

Civita konneksiyonu oldugundan

Z kr agr} 0gri agij
” ~2 0X; 0X,

olur. Bu ifade Christoffel sembollerini dolayisiyla Levi-Civita konneksiyonunun

metrik tensoriin bilesenleri tiiriinden elde edilecegini gostermektedir [27].

6
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2.2. Egrilikler

Tanmm 2.2.1. (M, g) bir Riemann manifoldu ve R, M tizerinde tanimli egrilik tensor

alan1 olsun. Bu durumda X,Y,Z € y(M) i¢in K(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z, W) ile

taniml1 tensor alanina Riemann-Christoffel egrilik tensor alani adi verilir [28].
Asagidaki lemmada Riemann-Christoffel egrilik tensor alanmin ozellikleri

siralanmaktadir.

Lemma2.2.2. (M, g) bir Riemann manifoldu ve K Riemann-Christoffel egrilik tensor

alan1 olsun. Bu durumda X, Y, Z, W € y(M) i¢in

KX,Y,ZW)+KY,Z, X, W) +K(ZX,Y,W) =0, (2.2.1)
K(X,Y,Z,W) = —K(X,Y,W, 2), (2.2.2)
K(X,Y,Z,W) = K(Z,W,X,Y), (2.2.3)

dir [28].
Tammm 2.2.3. (M,g) n- boyutlu bir Riemann manifoldu ve M {izerinde lokal
ortonormal vektor alanlari ey, ..., e, olsun. Bu durumda X,Y € y(M) i¢in
S:x(M) X x(M) — C*(M,R)
X,Y) - S, Y)=izR(.,X)

doniistimii ile taniml (2,0) — mertebeli

S(X,Y) = z g(R(e, X)Y, €)) (2.2.4)

tensor alanina (M, g) manifoldunun Ricci tensorii adi verilir. M manifoldunun Ricci
operatorii Ric ise ,

g(RicX,Y) = S(X,Y)
ile tanimlanir (2.2.2), (2.2.3) ve (2.2.4) ve kullanilirsa

SCLY) = Y gR(, edenX) = ) g(R(ey VX, e) =SV, X)

elde edilir, yani Ricci tensorii simetriktir [28].
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Tammm 2.2.4. (M, g) n- boyutlu Riemann manifoldu ve M manifoldunu bir p
noktasindaki tanjant uzay T, M olsun. T, M uzaymnin 2-boyutlu bir altuzay: P olsun. P
diizlemini geren birim vektdrler x ve y olmak iizere

g(R(x,y)y, x)
9,09y, y) — g(x,¥)?
degerine M manifoldunun P diizlemine goére kesit egriligi denir. Kolayca goriiliir ki

K(P) =K(x,y) =

(2.2.5)

kesit egriligi P diizlemi i¢in se¢ilen bazlardan bagimsizdir [28].

Tamm 2.2.5. (M, g) bir Riemann manifoldu ve p € M noktasindaki tanjant uzay T, M
olsun. T,M uzaymin 2 — boyutlu altuzaylarma gore kesit egriliklerinin toplamina M
manifoldunun skaler egriligi denir ve r ile gosterilir. Buna gore T,M uzaymin

ortonormal bazi {e, ..., e,} olmak iizere

n
r= Z S(ei ;)
=1

dir. Diger taraftan manifoldun X dogrultusundaki Ricci egriligi k(X)
_S(X,X)

KO =S

ile tanimlanir [28].

Teorem 2.2.6. (M, g) Riemann manifoldu ve p € M olsun. Eger p noktasindaki biitiin
kesit egrilikleri biliniyorsa p noktasindaki Riemann-Christoffel egrilik tensorii tek
olarak belirlidir [28].

Teorem 2.2.6, T,M de biitiin P diizlemleri i¢in elde edilen kesit egriliginin
manifoldun egrilik tensoriinii belirledigini ifade etmektedir. Kesit egriligi 2.
mertebeden kovaryant tensor oldugundan, 4. mertebeden olan egrilik tensoriine gore
biiyiik kolaylik saglar. Eger her p € M ve her P diizlemi i¢in K (P) sabit ise manifolda
sabit egrilikli uzay veya sadece uzay form denir. Oklidyen uzayda kesit egriligi Gauss
egriligine karsilik geldiginden asagidaki iki 6rnek siralanabilir.

Ornek 2.2.7. Oklidyen uzay R", 0 kesit egrilikli uzay formdur [28].

Ornek 2.2.8. R**1 de S™(r) kiiresi, elz egrilikli bir uzay formdur [28].

Sonug 2.2.9. (M, g) Riemann manifold olsun. Eger M, c sabit kesit egrilikli ise, her
X,Y,Z € (M) igin



2. TEMEL KAVRAMLAR Vildan AYHAN

R(X,V)Z = c{g(Z,X)Y — g(¥, Z), X} (2.2.6)
dir [28].

2.3. Riemann Altmanifoldlar:
2.3.1. Indirgenmis Konneksiyon ve Altmanifoldun Ikinci Temel Formu

(M, g) ve M siras1 ile m boyutlu Riemann manifoldu ve n boyutlu keyfi
manifold olsun. Bu durumda i:M — M immersiyonunu gdzoniine alalim. i
immersiyonu M tizerine i*g ile tanimli simetrik, bilineer ve pozitif tanimli form, yani
Riemann metrigi indirger. Bu formu da g ile gosterelim. Bu durumda (M, g) bir
Riemann manifoldu ve i de izometrik immersiyon olur. m —n sayisina M
altmanifoldunun ek boyutu denir. Biz i immersiyonunu inclusion doniisiimii olarak
alacagimizdan i(p) ile p ve i,(X) ile X € y(M) 6zdes kabul edilecektir.p € M
noktasinda altmanifoldun tanjant uzay1 T,M olsun. Bu durumda T,M, T,M tanjant
uzayinin altvektor uzayidir. p noktasinda T, M uzayma dik olan tamamlayan uzayi
T,M* ile gosterelim. T, M+ uzaymna normal uzay ve bu uzaym meydana getirdigi TM*
tanjant demete normal demet denir. Boylece Tp1\71 uzay1 igin

T,M = T,M @ T,M* (2.3.1.1)
veya
TM =TM @ TM* (2.3.1.2)
ayrigimi gegerlidir. V € T,M 1 vektoriine normal vektdr ve birim normal vektore de
normal kesit denir. Normal vektdr alanlarmin kiimesi y(M)* veya I'(TM?) ile
gosterilir. Simdi M iizerindeki Levi-Civita konneksiyonu V ile gosterelim ve X,Y €
x(M),V € y(M)* igin
(V)T = VyY, (VxV)*' = VxV
tanimlayalim, burada T ve 1 sirasi ile altmanifoldun tanjant demeti ve normal demeti
tizerindeki projeksiyonlar1 gostermektedir. Diger taraftan
(VxY)1 = h(X,Y) (2.3.1.3)
ve
VT = -ApX (2.3.1.4)



2. TEMEL KAVRAMLAR Vildan AYHAN

tanimlayalim. Bu durumda kolayca goriiliir ki h simetrik ve bilineerdir. Boylece

VyY =VyY +h(X,Y) (2.3.1.5)
ve

ViV = —AyX + ViV (2.3.1.6)
elde edilir [28].

Simdi yukarida verilen V,Vt,h ve A,  operatorlerinin &zelliklerini

inceleyelim.
Lemma 2.3.1.1. V, M iizerinde Levi-Civita konneksiyonudur [28].
Ispat. V operatoriiniin bir lineer konneksiyon oldugu agiktir. Biz Levi-Civita
konneksiyonu oldugunu gésterecegiz. Oncelikle Xg (Y, Z) acilim1 V konneksiyonuna
gore yapilirsa

Xg(Y,2) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ)
olur. Burada (2.3.1.5) kullanilirsa

Xg(Y,Z2) =g(VyxY + h(X,Y),Z) + g(Y,VxZ + h(X,Z))

elde edilir. Boylece (2.3.1.1) ayristmindan h(X,Y) ile VyY vektor alanlar birbirine
dik oldugundan

Xg(Y,Z) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ)
olur. Yani (Vxg)(Y,Z) = 0 dir. Simdi torsiyonsuz oldugunu gésterelim. [X,Y] Lie
braketinin V konneksiyonuna gére agilimindan

[X,Y] = VyY -V, X
olur. Burada tekrar (2.3.1.5) kullanilirsa
[X,Y] =VyxY +h(X,Y) —Vy X —h(Y,X)

dir. Bu son denklemin altmanifoldun tanjant demeti ve normal demeti {izerindeki
bilesenleri eslenirse

[X,Y] = VyY = VyX,

h(X,Y) = h(Y,X) (2.3.1.7)
elde edilir. Boylece ilk denklem V konneksiyonunun torsiyonsuz oldugunu gosterir ve
ispat tamamlanur.

(2.3.1.7) den h simetriktir. h: y(M) X y(M) - y(M)* ile tanmh h

dontisimiine ikinci temel form ve V Levi-Civita konneksiyonua indirgenmis

10
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konneksiyon denir. Ayrica Lemma 2.3.1.1 dekine benzer olarak kolayca goriiliir ki V*,
normal demet iizerinde metrik konneksiyondur, yani (V¥ g)(V, W) = 0, W € I'(TM*)
dir. V+ konneksiyonuna normal konneksiyon ve Ay : y(M) — y(M) ile tanimh
operatére Weingarten temel tensor denir [28].

Asagidaki lemma ikinci temel form ile Weingarten temel tensorii arasindaki
iliskiyi vermektedir.
Lemma 2.3.1.2. (M, g) bir Riemann manifoldu ve M, M manifoldunun alt manifoldu
olsun. Bu durumda X,Y € I'(TM) ve V € I'(TM%) igin

gAyX,Y) = g(h(X,Y),V) (2.3.1.8)
dir [28].
Ispat. Y € I(TM) ve V € T'(TM*Y) igin g(Y,V) = 0 dir. Bu ifadenin her iki tarafina
V kovaryant tiirevi uygulanirsa
g(VyY, V) + g(Y,V4V) =0
elde edilir. Burada (2.3.1.5) ve (2.3.1.6) denklemleri kullanilirsa
g(VxY + h(X, V), V) + g(Y,-AyX +VxV) =0

olur. Burada (2.3.1.2) deki ayrisim kullanilirsa (2.3.1.8) elde edilir. h simetrik ve
bilineer oldugundan (2.3.1.8) ifadesinden A, operatoriiniin simetrik ve lineer oldugu
elde edilir. (2.3.1.5) ve (2.3.1.6) denklemlerine sirasiyla Gauss formiili ve
Weingarten formiili denir.

Eger ek boyut m —n =1 ise altmanifolda hiperyiizey denir. Bu durumda
x(M)*, 1 — boyutlu oldugundan y(M)* uzaymni geren birim normal vektdr alan1 N
olmak tizere X,Y € y(M) igin h(X,Y) = AN yazilabilir. Lemma 2.3.1.2 kullanilirsa
A= g(AyX,Y) elde edilir. Boylece (2.3.1.5) Gauss formiilii

VY = VY + g(AyX, YN (2.3.1.9)
olur. Diger taraftan M hiperyiizeyinin birim normal vektor alan1 N olmak {izere
g(VEN,N) = g(VxN,N) = 0
olur. Buradan (2.3.1.6) Weingarten formiilii
VyN = —AyX (2.3.1.10)
dir [28].

Tamim 2.3.1.3. M bir Riemann manifoldu olsun ve M, M manifoldunun altmanifoldu

11
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{ey, ..., e, } altmanifoldun ortonormal ¢atisi olsun. Bu durumda

n
1 1
H=—izh= —Z h(e; e)) (2.3.1.11)
n n =

ile tamimli H vektor alanina, ki bu vektor alani normal demetin kesitidir, ortalama
egrilik vektor alami denir. Kolayca goriliirki ortalama egrilik vektér alani baz
seciminden bagimsizdir [28].

Bir altmanifoldun kesit egriligi veya yiizeyler i¢cin Gauss egriligi i¢sel bir 6lgiit
(intrinsic) olmasina karsin ortalama egrilik vektor alani digsal (extrinsic) bir 6l¢iittiir.
(2.3.1.8) bagintisindan asagidaki ifade elde edilir.

Lemma 2.3.1.4. M bir Riemann manifoldu olsun ve M, M manifoldunun altmanifoldu

ve {n,, ..., n,, } altmanifoldun normal uzayinin bir bazi olsun. Bu durumda

m

H= %Z (izAnj) n (2.3.1.12)

j=1
dir [28].

ispat. {e,, ..., e,}, M manifoldunun ortonormal ¢atis1 olsun. Bu durumda

= %z": h(e; e;) = —Z Z g(h(ese),m)m
i=1

j=1i=
dir. Burada (2.3.1.8) kullanilirsa

m n
1
=2, 0,9 (Anene)y

j=1i=1

elde edilir. Bu ise (2.3.1.12) dir.

2.3.2. Riemann Altmanifoldlarin Egrilikleri

Bu altbdliimde bir Riemann manifoldu ile onun altmanifoldunun egrilikleri
arasindaki bagmtilar sunulmaktadir. Bu bagintilar bir Riemann manifoldunu
altmanifoldunun geometrisi incelenirken ¢ok 6énemli araglar olarak kullanilmaktadir.
M manifoldunun egrilik tensér alan1 R ve M altmanifoldunun egrilik tensér alani R
olsun. h ikinci temel formun kovaryant tiirevi X,Y,Z € y(M) olmak iizere

12
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(Vxh)(Y,Z) = Vxh(Y,Z) — h(VxY,Z) — h(Y,VxZ) (2.3.2.1)
ile tantmlayalim. Bu durumda A,, Weingarten tensoriiniin tiirevi
(VxA)yY = VxAyY — AV)L(VY — Ay VY (2.3.2.2)
olur. Gauss ve Weingarten formiilleri kullanilirsa
RX,Y)Z =VyVyZ —VyVyZ — Vixy|Z
= Vx(VwZ + h(Y,2)) = Vo (VxZ + h(X,2)) — Vixy1Z — h([X, Y], Z)
olur. Tekrar Gauss ve Weingarten formiilleri kullanilir, braket ag¢ilimi yapilir ve
(2.3.2.1) uygulanirsa
RX,Y)Z =R(X,Y)Z — Apy.nX + Anx.)Y
+(Vyh)(Y,Z) — (Vyh)(X,Z) (2.3.2.3)
elde edilir. (2.3.1.8) kullanilirsa (2.3.2.3) ifadesi T € y(M) igin
gRX,VZ,T)=gRX,ZT) - g(h(Y,2),h(X,T))
+g(h(X,Z),h(Y,T)) (2.3.2.4)
olur. (2.3.2.4) ifadesine Gauss denklemi denir. (2.3.2.3) ifadesinin normal uzaya ait
olan bilesenleri gbzoniine alinirsa
(RX,Y)2)* = (Vxh)(Y,Z) — (Vyh)(X, Z) (2.3.2.5)
elde edilir. (2.3.2.5) denklemine Codazzi denklemi denir. X,Y € y(M) ve V € y(M)*
olmak iizere R* egrilik tensoriinii
RE(X,Y)V = VxVyV — VyVgV — Vig |V
tanimlayalim. Yukaridaki islemler tekrarlanir ve (2.3.2.2) kullanilirsa

R(X, V)V = RE(X, V)V — h(X,A,Y) + h(Y, A, X)

—(V4A), Y + (Vo A) X (2.3.2.6)
olur. Bu ifade U € y(M)?* i¢in
gRX, YV, U) = g(RE(X, V)V, U) + g([Ay, Ay]X, V) (2.3.2.7)

dir, burada [Ay, Ay] = AyAy — AyAy ile tammlanir. (2.3.2.7) denklemine Ricci

denklemi denir. Eger R+ = 0 ise normal koleksiyona flattir denir [28].

2.3.3. Ozel Altmanifoldlar

Bu altboliimde tamamen jeodezik altmanifoldlar, tamamen umbilik
13
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altmanifoldlar ve minimal altmanifoldlar tanitilmakta, karakterizasyonlar1 verilmekte
ve geometrik yorumlari sunulmaktadir [28].
Tamm 2.3.3.1. (M, g) bir Riemann manifoldu ve M, M manifoldunun altmanifoldu
olsun. Eger h ikinci temel form sifir ise altmanifolda tamamen jeodeziktir denir [28].
(2.3.1.5) Gauss formiilii tamamen jeodeziklik kavraminin geometrik olarak ne
anlama geldigini sdylemektedir. Gergekten Gauss formiiliinden, bir altmanifoldun
tamamen jeodezik olmasi igin gerek ve yeter sart M altmanifoldundaki her jeodezigin
aym zamanda M manifoldunda da jeodezik olmasidir. Tamamen jeodezik
altmanifoldlar en basit altmanifoldlardir. Ornegin diizlem (dogru veya hiper diizlem)
bir tamamen jeodezik altmanifolddur [28].

V € y(M)* ve 2 € C*(M,R) olmak iizere A, = Al ise M altmanifoldu V
vektor alanina gore umbiliktir denir. Eger M altmanifoldu her normal vektor alanina
gore umbilik ise M altmanifolduna tamamen umbilik altmanifold denir. Tamamen
umbilik altmanifoldlar tamamen jeodezik altmanifoldlarina en yakin altmanifoldlardir
[28].

Asagidaki teorem tamamen umbilik altmanifoldlar i¢in kullanish bir
karakterizasyon sunmaktadir.

Teorem 2.3.3.2. M bir Riemann manifoldu ve M, M manifoldunun altmanifoldu olsun.

Bu durumda H altmanifoldun ortalama egrilik vektér alani olmak tizere M

altmanifoldunun tamamen umbilik olmas1 i¢in gerek ve yeter X,Y € y(M) i¢in
h(X,Y) =gX,Y)H (2.3.3.1)

olmasidir [28].

ispat. {e, ..., e, €mi1, .., €} kiimesi, {ey, ..., e;,} kiimesi y(M) uzayinin bazi ve

{em+1r - €n} , x(M)+ uzaymin baz1 olacak sekilde M manifoldunun ortonormal

catist olsun. Bu durumda Aye; = Ae; dir. Buradan VeyM+* icin

Yir,g(Aye;, e;) = md olur. Boylece A=2ym g(Aye;, e;) elde edilir. Burada

m &i=1
(23.1.8) kullanihrsa 1 = — %7, g(h(ey e;),V) dir. Buradan A= g(H,V) olur.
Boylece AyX = AX olmasi i¢in gerek ve yeter sart AyX = g(H,V)X olmasidir.
Buradan g(4yX,Y) = g(h(X,Y),V) = g(X,Y)g(H, V) elde edilir. Bu ifade keyfi her
V normal vektor alani i¢in gecerli oldugundan ispat biter.

14
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Teoremin ispatindan goriilmektedir ki bir M altmanifoldunun tamamen umbilik
olmast igin gerek ve yeter sart X € x(M) ve V € y(M) * igin
AyX = g(H, V)X
olmasidir.
Ornek 2.3.3.3. Asagida ¢ doniisiimii ile verilen
p: R* — R*

(x1,x2) = P(x1,x3) = <x1,x2, 1—(xf +x3), 0>,x12 +x5 <1

M altmanifoldunu g6zoniine alalim. Bu durumda altmanifoldun tanjant demeti

5 5 0 0
Z, = 1—(x1+x2)a—xl—xla—x3
5 5 0 0
Z, = 1—(X1+x2)E—XZa—x3

ile normal demet TM+

9 9 " 9
lexla—xl'i'xza—xz'i‘ 1_(x1 +x2)6_x3'W2:6_x4

ile gerilir. V, R* uzayinmn Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere
X, 0 0

J1= QG2 +x3)0x 0

lezl = —

X, 0 d

J1=(F +x3)0x; ~ Oxs

VZZZZ = —

dir. Buradan

(—1+x2)
h(Z,,2y) = ———W, = g(Z,ZDH
1- (x1 + xz)
X1X
h(ZpZz) = 12 2 > W, = 9(21,22)1']
1 - (.xl + xZ)
(—1+x2)
h(Zy, Z,) = 2 W, = g(Zy, Zo)H

1—(xf +x3)

-1

J1-(d+d)

elde edilir, burada H = W; dir. Sonu¢ olarak M tamamen umbilik bir

15
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altmanifolddur. Bir Riemann manifoldun altmanifoldunun ortalama egrilik vektor

alan1 sifir ise altmanifolda minimaldir denir [28].

2.3.4. Sabit Kesit Egrilikli Riemann Manifoldlarimin Altmanifoldlar

Bu altboliimde sabit kesit egrilikli manifoldlara olan immersiyonlarin
geometrisi ¢alisiimaktadir. Eger M sabit kesit egrilikli ise (2.2.6) ve (2.3.2.3)
denklemlerinden R(X,Y)Z altmanifolda tegettir. Bu nedenle (2.3.2.3) denkleminden
Codazzi denklemi X,Y,Z € y(M) igin

(Vxh)(Y,Z) = (Vyh)(X, Z) (2.3.4.1)
olur. Eger M, sabit c kesit egrilikli uzay form ise X,Y,Z,W € y(M) icin Gauss
denklemi

gRX,VZ,W) =clg(¥,2)gX, W) — g(Y,W)g(X,Z)]
+g(h(Y,2),h(X,W)) — g(h(X,2),R(Y,W))  (2.3.4.2)

Elde edilir. {n,, ..., n,} normal uzayin ortonormal ¢atis1 olmak tizere

9(h(r, 2, k(X WD) = ) g(g(h(Y, 2), mdm, hCX, W)

oldugundan

g (7,2, R W) = ) g(h(Y, 2), n) g(hCX, W), my)

dir. Burada (2.3.1.8) kullanilirsa

g(h(Y,2),h(X,W)) = z 9(4n,Y,Z)g(An,X, W) (2.3.4.3)

=1

olur. (2.3.4.3) ifadesi (2.3.4.2) Gauss denkleminde kullanilirsa
gRX,Y)Z,W) =clg(Y,2)gX,W) — g(¥Y,W)g(X, 2)]

r
+ Z 9(A4n,Y, 2)g(An X, W) — g(An, X, Z)g (A, Y. W) (2.3.4.4)

=1

dir. {ey, ..., e,y }, M altmanifoldunun ortonormal ¢atis1 olmak ilizere (2.2.4) ve (2.3.4.4)

denklemlerinden altmanifoldun Ricci tensorii X, Y € y(M) i¢in

16
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m

SX,Y) = z clgX,V)g(ej e) — g(X,e1)g(e;Y)]

j=1

.
+ z g(Anl.X, Y)g(ATlieJ" ej) - g(ATlie}" Y)g(AniX, e}')
i=1

olur. Burada A, g metrigine gore simetrik oldugundan

S =c|mgx )= g(X.9(v.¢)e)
=1

T
+ Z 9(An X, Y)izAy, — g(AnX, g(e;, AnY)e))

=1

elde edilir. Boylece bir uzay formun altmanifoldunun Ricci tensorii

r
SX,Y)=c(m—-1gX,Y) + Z 9(A,X,Y)izAy, — g(An X, AnY) (2.3.4.5)

=1

elde edilir. diger taraftan Tanim 2.2.5. ve (2.3.4.5) denkleminden
m T
r= cZ(m —Dg(ee) + Z 9(Ane), €)izA,, (2.3.4.6)
j=1 i=1
dir. Boylece altmanifoldun skaler egriligi
r
r=cm(m-1)+ Z(izAni)z — izAp,” (2.3.4.7)
i=1

olur. Burada Y}/, izAnl.2 ifadesi M altmanifoldunun ikinci temel formunun karesidir

ve ||A]|? ile de gosterilir. Ikinci temel formun uzunlugunun karesi

m

IR = > g (h(ew e)). hlewe;)) = 1412

ij=1

olarak ifade edilir [28].
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Altin Oran ve Ozellikleri

Tamim 3.1.1. Siirekli bir kesir, paylar1 1 olan i¢ ice kesirler ile sayiy1 temsil eden bir
formdur. Ornegin; ; icin siirekli kesir

14—
1
345

dir. Bu siirekli kesrin kisaca gosterimi {1; 3,2} dir [19].

Bir sayinin stirekli kesrinin sonlu olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart bu sayinin
rasyonel olmasidir [19].

Ikinci dereceden bir irrasyonel veya ikinci dereceden bir rasyonel olmayan say1
rasyonel katsayili bir denklemin ¢6ziimii olan bir sayidir [19].

Bir sayinin siirekli kesrinin periyodik olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu sayinin
kuadratik irrasyonel olmasidir. Periyodik siirekli bir kesrin yinelenen blogu bir ¢izgi
ile gosterilir [19].

Irrasyonel say1, 1 den biiyiik ve eslenigi —1 den biiyiik olan 0 dan kiigiik bir
sayidir [19].

Bir yakinsak, siirekli bir kesrin kesilmesidir. Ornegin; {3;2,5,6,8} in 2.
Yakinsagi {3; 2} olacaktir [19].

Fibonacci sayilari,

Friz = Fpyr + By (3.1.1)
yinelemesiyle tanimlanan bir dizidir 6yle ki; Fy, = 0 ve F; = 1 dir.

Lucas sayilari,

Lotz = Lo + Lo (3.1.2)
yinelemesiyle tanimlanan bir dizidir, 6yle ki; Ly = 2 ve L, = 1 dir.

Fibonacci dizisinin ardisik terimlerinin oranlari, terim numarasi arttik¢a
yakinsak bir dizi olusturur. Yakinsanan sayinin bulunabilmesi igin dizinin ardisik

terimleri oranlanirsa

18
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elde edilir. Buradan lim (%) = lim (FF” ) esitligi dikkate alinarak her iki tarafin

n—-oo n—-oo n—-1

limiti alinirsa

1 1
T n+1l\ . _ -
6= lim (S = fim | 1+ | =1+
Fn—l
olup, buradan
$*—p—1=0

esitligi elde edilir. Limit degeri pozitif olacagi i¢in

= 1.61803398874989 ...

b = lim (Fn+1) _ 1++/5
E, 2

sonucuna ulagilir. Bu sayi1 ise altin oran olarak adlandirilir [29].

1+v5 m+vm2+

Altin oran ¢ = dir. Giimiis oranlar S, = TZL dir. Giimiis oranin

altin orana benzerligi S; = ¢ seklindedir.
Lucas dizileri 2 ¢ift tipli serilerin olusturdugu bir seri ailesidir. U, (P, Q) veya
sadece U, ile gosterilen U serileri
Untz = PUpi1 — QUy (3.1.3)
yinelemesi ile tanimlanir, dyle ki Uy, = 0 ve U; = 1 dir. V,,(P, Q) veya sadece V}, ile
gosterilen V serileri ise
Viiz = PVyi — QW (3.1.4)
yinelemesi ile tanimlanir, dyle ki V, = 2 ve V; = P dir. Lucas dizileri Fibonacci ve
Lucas sayilarinin genellestirilmis halidir. Yani U,(1,—1) = F, ve V,,(1, —1) = L,, dir
[19].
Tamim 3.1.2. Giimiis Fibonacci sayilari (Fm,n)
Foniz = MFppi1 + Fpn (3.1.5)
yinelemesiyle tanimlanan dizilerin bir ailesidir dyle ki, F;,, o = 0 ve F,,, ; = 1 dir [19].
Giimiis Fibonacci sayilar1 Fibonacci sayilarinin F; ,, = F, gibi genellestirilmis

halidir.
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Glimiis Lucas sayilari (Lm‘n)
Lnni2 =MLyny1 + Ly (3.1.6)
yinelemesi seklinde tanimlanan dizilerin bir ailesidir 6yle ki, L, 0 = 2 Ve L, ;1 = m
dir. Giimiis Lucas sayilari, Lucas sayilarmm L, ,, = L, gibi genellestirilmis halidir
[19].
Bronz Fibonacci sayilari ( fm,n)
fmn+z = Mfinne1 = fin (3.1.7)
yinelemesiyle tanimlanan dizilerin bir ailesidir. Burada f,, o = 0 ve f,,, ; = 1 dir [19].
Bronz Lucas sayilari (lm,n) ise

lm,n+2 = mlm,n+1 - lm,n (3.1.8)

yinelemesiyle tanimlanan dizilerin bir ailesidir. Burada [, = 2 ve l,; = m dir.

Bronz oranlar (B,,) = "HT"M dir [19].

Lucas sabitleri (C(P,Q) veya (), G i ‘P;%Q ile tanimlanir. Lucas sabitleri

C(1,—1) = ¢ olmak iizere altin orami verir. Ayrica Gumiis ve Bronz oranin
genellestirilmesi C(m, —1) = S,,, ve C(m, 1) = B,, dir. Eger P? — 4Q bir tam Kare ise
Lucas sabiti dejeneredir denir [19].
Fibonaacci sayilari, Lucas sayilari ve altin oran ile ilgili bilinen bazi 6zellikler

asagidaki gibi verilebilir [19]:

1. L, =Fyq +F_q1 =2F,, — E, dir.

2. E*—F,..F,_, = (=1)"1dir.

3. Altin oran icin siirekli kesir {1; 1} dir.

4 ¢n+2 — ¢n+1 + ¢ dir.

n _ LntFpV5
5 ¢" = - dir.
¢P = —1dir.
_ ¢1’l_$n ;
7. E, = NG dir.
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3.2. Altin Oran ve Siirekli Kesirler

Altin oran ile siirekli kesirler arasindaki iliski ii¢ dzellikte ele alinabilir. Ilki ve
yaygin olarak bilineni altin oran ile Fibonacci sayilar1 arasindaki iliskisidir. ikincisi
fakat yaygin olmayan, altin oranin kuvvetleri ile Lucas sayilar1 arasindaki iligkisidir.

Son 6zellik ise altin oranin kuvvetlerinin yakinsakligiyla ilgilidir [19].

3.2.1. Altin Oranmin Yakinsaklari

Bt gir [29].

Teorem 3.2.1.1. Altin oranin n yinci yakinsamasi "
Ispat. A¢ik olarak bu birinci yakinsak 1 ve % = 1 oldugundan n = 1 durumu igin
1

iddia saglanir. n yinci yakisaginin % oldugunu varsayarsak (n + 1) inci yakinsagi

1 E F,.,+F, F

1+ = =1+ n — n+1 n — n+2
n+1 Fn+1 Fn+1 Fn+1
Fy

olur ve ispat tamamlanur.

3.2.2. Altin Oranin Kuvvetleri

Teorem 3.2.2.1. n tek ise siirekli kesir ¢™ = {L,; L, }, n cift ise siirekli kesirler ¢p™ =
(L, — 1;1,L, — 2} dir [19].

Ispat. x = {L,;L,} ve n’ nin tek oldugunu varsayalim;

1 1
x=lyt=>x=Ly===0

=>x2—Lx—1=0

2
Lot (Ln™ 44 | 4 [@F,,, —F) +4

2 2

=>x =

L, + J4Fn+12 —4F, 1 F, +E*+4
2
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Ln + \/4Fn+1(Fn+1 - Fn) + Fn2 +4
- 2

L, + \/4Fn+1Fn_1 +FE*+4
- 2

L, + J4(Fn+1Fn_1 +1) + E?
- 2

Ln + \/4(Fn+1Fn—1 - (_1)71) + Fn2
- 2

L, + /4Fn2 + E,?

- 2

2
L, + /SFn _Ln+Fn\/§_

n
2 2 ¢

olur. Simdi x = {L, — 1; 1, L,, — 2} ve n’ nin gift oldugunu varsayalim. Bu durumda
1 x—1 1
=Lp—l+——=1L,—=

1 X X
1+x—1

x=L,—1+

1
x=Ln—;=>x2—Lnx+1=0

2
Lot (Ln™ =% | 4 [@F,, —F) —4

2 2

= x =

L, + J4Fn+12 —4F, 1 F, +E*—4
- 2

Ln + J4Fn+1(Fn+1 —FB)+E’—4
- 2

L, + \/4Fn+1Fn_1 +FE*—4
- 2

L, + \/4'(Fn+1Fn—1 - 1) + Fn2
B 2
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Ln + \/4(Fn+1Fn—1 - (_1)71) + Fn2
- 2

L, + /4Fn2 +E,?

2

2
LTl+ /5Fn _Ln+Fn\/§_

2 2

olur ve ispat tamamlanir.

d)n

3.2.3. Altin Oranin Kuvvetlerinin Yakinsakhiklar:

Lemma 3.2.3.1. Eger a tek ise
Fatm+2) = LaFam+1) t Fan (3.2.3.1)

dir [19].

Ispat. go =0 ve g, =1 i¢in gnys = LaGns1 + gn olmak iizere G = ¥ g, x

n

olsun. Boylece,

go=0

g1=1

g2 =Lag1+ 90 =1La

93 =1Lags +91 =L,° +1

9a=Lags+go=Lo(Ls>+1)+ L, =L, + 2L,

95 =Laga+ s =Lao(L® +2Ly) + L2 +1 =L  +3L,° + 1

G = Z In X™ = gox° + gixt + gx% + g3x3 + gax* + gsx® + -

n=0
= x4 Lox? 4+ (L + 1)x3 + (Lg® + 2Lg)x* + (L* +3L,% + 1)x5 + -
= x4 Lox? + L%x3 + x3 + L x* 4+ 2Lox* + Ly*x® + 3L, %x% + x° + -
= x + Lax(x + Logx? + (Lg* + 1)x% + (L° + 2Ly )x* + (Lg* + 3L,* + 1)x°
+0)
+x2(x 4+ Lox? + (Lg® + 1)x® + (Lg% + 2L )x* + (Lg* +3L," + 1)x% + )
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=x+ Lyx G + x%G

elde edilir. Buradan

x
G=x+LgxG+x*G=>G—LygxG—x*G=x=>G=

—Lgt /La2—4
2

kullanilan metotlara benzer yontemlerle —¢p* ve —¢¢ ifadelerine esit oldugunu

1—Lyx — x?

olur. Paydayi sifir yapan degerler olup Onceki ispatin birinci boliimiinde

goriiriiz. Boylece,

1
B X _J)j)+x_¢>‘ip+X_1+% 1+%
T @ +0@*+x)  EV5 EA5
11
_1-¢%  1-¢pax
= PG
¢an_¢_)an_Fan

= = =
gn Fa\/§ Fa

olur. Ij‘;—" sagladigindan F,,, de saglar.
a

Lemma 3.2.3.2. Eger a cift ise
Fatm+2) = LaFam+1) — Fan (3.2.3.2)
dir [19].
Ispat. go =0 ve g, =1 icin gny2 = LaGn+1 — gn Olmak iizere G = Yoo gpn x™
olsun. Boylece,
90=0
g1=1
92 = Lag1— 9o = Lg
93=Lagr —9g1=La" — 1
94 =Lags = 92 = La(La" = 1) = Lo = Lo’ — 2Lq
gs = Lags — 93 = La(La® = 2Lg) — L® —1=L" = 3L, + 1

[oe]
G = Z Gn X" = gox° + g1x* + gox% + g3x3 + gax* + gsx5 + -
n=0
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=x+Lex? 4+ (L> = 1)x® + (Lg° — 2Lg)x* + (L* = 3Lg% + 1)x5 + -

= x4 Lox? + L%x3 —x3 + L°x* — 2Lgx* + Lg*x® — 3L %x% + x° + -

=x + Lax(x + Lax? + (L> = 1)x% + (L — 2L )x* + (Lo* — 3L,° + 1)x°
+0)

—x2(x + Lax? + (Lg® — 1)x% + (Lg® — 2Lg)x* + (La* = 3L° + 1)xS + )

=x+ Lgx G —x*G

elde edilir. Buradan
X

G=X+LaXG—XZG$G—LaXG+XZG=X=>G=m

t [Lg%-4

— L(l a
olur. Payda ¢oziilerek kokleri ¢ ve ¢¢ olan —— oldugunu kolayca gorebiliriz.

Boylece,
¢° ¢°
G X =q,'_>a—x Pt —x
(¢¢ —x) (9% —x) F\5
1 1
1 __i_ 1— X 1 _ 1_
B o ¢ 1-9¢%% 1—¢pax
N F5 B F5
¢an - ¢an Fan
TET s R
olur, Zez esitligi sagladigindan Fg,, de esitligi saglar.

Fa

Fam+1)

Teorem 3.2.3.3. Eger a tek ise ¢ nin n yinci yakinsakligi — — veegera cift ise

an

¢® nin 2n yinci yakinsakligi % dir [12].

Ispat. Bunu tiimevarim ydntemi ile kolayca ispatlayabiliriz. a tek icin, n = 1 durumu
¢® = {Lg; Ly} nin birinci yakisakligi olan FFZ—“ = L, degerini verir. n yinci
a

yakinsakliginin @ oldugunu varsayalim. Boylece (n + 1) inci yakinsakligi

L. + 1 _ La + Fan _ LaFa(n+1) + Fan _ Fa(n+2)
Fam+1) Fatm+1) Fat) Fatm+1)
Fan

elde edilir.
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a ¢iftigin, n = 1 durumu ¢p¢ = {L, — 1; L, — 2} nin ikinci yakinsaklig olan?—a =1L,

a

degerini verir. 2n yinci yakinsakliginin oy oldugunu varsayalim. Boylece
2(n + 1) inci yakisakligi
1 F, —F,
Lo—1+ T =L,—1+ - =La_1+w
1+ —"-—— 14 —an a(n+1)
Famsn _ 4 Fam+1)-Fan
F,
an

_ LaFa(n+1) - Fa(n+1) + Fa(n+1)_Fan _ LaFa(n+1)_Fan _ Fa(n+2)

Fa(n+1) Fa(n+1) Fa(n+1)
elde edilir.

3.3. Giimiis ve Bronz Oranlar

Altin oran ve stirekli kesirler ile ilgili buldugumuz 6zellikler giimiis oranlar
olarak bilinen benzer sayilar ailesine genellestirilebilir. Altin oranin siirekli kismi
{1; 1} iken giimiis oranlarn siirekli kism1 {m; m} dir. Fibonacci ve Lucas sayilar1 altin
oranla iliskili iken glimiis Fibonacci ve glimiis Lucas sayilar1 olarak adlandiracagimiz
dizilerin ailesi de altin oranla benzer sekilde iligkilidir. Genellestirmeyi tamamlamak
icin sabitlerin bagka bir ailesini ve dizilerin farkl iki ailesini tanimlamaliy1z, bunlar
bronz oran ve bronz Fibonacci ve Lucas sayilar1 olarak adlandiracagiz. Tanimlanan bu
terimlerle Teorem 3.2.1.1, Teorem 3.2.2.1 ve Teorem 3.2.3.3 ii genellestirebiliriz [19].
Lemma 3.3.1.

Linn = Fpns1 + Fnn-1 = 2Fpn41 — mMEp (3.3.1)
dir. Benzer sekilde

lmn = fmn+1 = fmn-1 = 2fmne1 — Mfmn (3.3.2)
dir [19].
Ispat. (3.3.1) ve (3.3.2) denklemlerinin her iki tarafi da ayn1 tekrar1 paylastigindan
dolay1 sadece n = 1 ve n = 2 durumlar i¢in sagladigin1 géstermemiz gerekir.
n =1 i¢in,

FpnotFpo=m+0=1L,,.

fm,z - fm,O =m-—0= lm,l-
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n = 2 i¢in,
Fpz+Fpi=m?+14+1=m?+2=Ly,.
fmz—fma=m*—1—1=m?—=2=ly,.
Lemma 3.3.2.
F?mn = Fmni1Fmnog = (D" (3.3.3)
ve
fzm,n ~ fmn+1fimn-1 =1 (3.3.4)
dir [19].

Ispat. Bunu tiimevarim yardimiyla kolayca ispatlayabiliriz.
n = 1 igin,
FPi—FpaFmo=1-0=1=(-1°vef? | —fuafmo=1—0=1olr
Ozelligin n i¢in dogru oldugunu varsayalim. Eger n + 1 i¢in de dogru oldugunu
gosterirsek ispati tamamlamis oluruz.
Fzm,n+1 — Fpni2Bnn = Fzm,n+1 - (mFm,n+1 + Fm,n)Fm,n
= Fzm,n+1 —mEyni1Fnn — Fzm,n
= m,n+1(Fm,n+1 - mFm,n) - Fzm,n
= Fnn+1Fmn-1— Fzm,n
= _(Fzm,n - Fm,n+1Fm,n—1)
=~ (-t
= —(-D"(-D"!
= (1"
ve
2 ner = Frmsofn = Foner = (Mfmnss = fonn)fonn
= 2= Mt fon o
= fm,n+1(fm,n+1 - mfm,n) + fzm’n
= 2.~ frnetfone
=1
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Lemma 3.3.3. Bronz oranlar i¢in siirekli kesirler x = {m — 1; 1, m — 2} dir [19].
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Ispat. x = {m — 1;1, m — 2} alalim. Buradan

1
x=m-1+ 1
=1
x—1
=m-1+

X

1
=m-1+1-—-
X

yazilabilir. O halde

x = 5 = B,
elde edilir.
Lemma 3.3.4.
B2 = mBn+l —Bn (3.3.5)
dir [19].
Ispat. Bronz oran
m+vVm? — 4
m=T

oldugundan

_m2+2m\/m2—4+m2—4

B2, 7

2m? — 4 4+ 2mVym? — 4
4
_m2+m\/m_1
2
_m<m+\/m>
2

elde edilir ki bu durumda B?,, = mB,,, — 1 olur. Bu esitligin her iki tarafi B™,, ile

carpilirsa, (3.3.5) esitligine ulasilir.
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Lemma 3.3.5.

lm,n + fm,n Vm? — 4
2

B",, = (3.3.6)
dir [19].
Ispat. Denklemin her iki tarafi aym tekrar1 paylastig1 icin sadece n =0 ve n = 1

durumlari i¢in sagladigini géstermemiz yeterlidir:

n = 0 igin,
lmo+ fmoVm2—4 2+0Vm? —4
d d = =1=B°%,
2 2
ven =1 i¢in,
lni + fmaiVm? —4 m+1-Vvm? —4
d d = =1=B%,
2 2
dir.
Lemma 3.3.6. B,,,B,,, = 1 dir [19].
Ispat.
. m+4+Vm?—4 m—-Vvm2—-4 m?P-m?+4
2 2 4
B™n—BTy .
Lemma 3.3.7. fm,n = ﬁ dir [19]
ispat.
bon + fonVm2 =4 Lyp — funV¥m? — 4
Bnm _ Bnm ~ mmn fm,él _ mn fm,él ~ fm’n [—mz — 4 ~ f
m? — 4 m? — 4 m? — 4 e

Teorem 3.3.8. Bronz oranin 2n yinci yakinsakligi fmnts gjp [19].

fm,n
Ispat. Bunu tiimevarim yoluyla kolayca ispatlayabiliriz. n = 1 durumu igin saglandig1

acik olup, (n + 1) inci yakinsakligi,

1
m—1+ =m-14+—
1 + 1 fm,n+1
fm,n+1 -1 fm,n+1 - fm,n
fm,n

—m—1 +fm,n+1 _fm,n

fm,n+1
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_ mfm,n+1 B fm,n _ fm,n+2
fm,n+1 fm,n+1

olarak elde edilir.
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4., HEMEN HEMEN POLY-NORDEN METRIiK MANiIiFOLDLAR ve
ALTMANIFOLDLARI

4.1. Hemen Hemen Poly-Norden Metrik Manifoldlar

Tamim 4.1.1. M diferansiyellenebilir bir manifold olsun. M iizerinde

®? = md — (4.1.1)
esitligini saglayan (1,1) tipindeki tensor alanina bir poly-Norden yap1 denir. Burada /,
M diferansiyellenebilir manifold iizerindeki vektor alanlarmin y(M) Lie cebiri
tizerinde 6zdeslik (birim) operatoriidiir. Bu durumda (M, ®) ikilisine bir hemen-
hemen poly-Norden manifold denir [25].
Ornek 4.1.2. R* reel uzayini gz dniine alalim ve

R* R*

o: - = = 4.1.2
(x1,%2,¥1,¥2)  (BmX1, BnXa, By, Bny2) ( )
ifadesini tanimlayalim. Burada B, = mmit e B, =m—B,, dir. ® nin

2
(4.1.1) esitligini sagladig1 asagidaki gibi gosterilebilir:
®2(X) = (m® — D(X)

= O?(X) = ©?(x1,%2,y1,¥2) = ‘D(‘D(xl'xz'}’ph))

= O (BmX1, BnX2, Bny1, Bny2)

= (Bmle,Bmzxz,Emzyl,Emzyz)
ve

(m®-DX) =mdX) —I(X) =md(X) — X

= M(BmX1, BmX2) BmY1, Bmy2) — (X1, %2, Y1, ¥2)

= ((mBp, — 1)xy, (MBy, — Dx, (B, — 1)y,, (mBy, — 1)y5,)
o T

dir. Buradan B,, = MT"M ve B, =m— B, oldugundan,
, m*+2mvm?—4+m?—-4 m?P4+mVym?—4-2
Bm = = )
4 2
m(m+\/m2—4) m24+mym2 —4 -2
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5 2 m?=2mVym?—4+m?—-4 m’-mvm?—4-2

m 4 2 ’
_ m(m—Vm2—4) m?2—mVym?2 —4-2
mB, —1 = . 1= .

olur. Yani B, = mB,, — 1 ve B,,> = mB,, — 1 dir. Boylece ®2 = m® — I oldugu
kolayca goriiliir ve (R*, @) ikilisi bir hemen-hemen poly-Norden manifold olur [25].
Tanmim 4.1.3. (M, ®) bir hemen hemen poly-Norden manifold olsun. g, M {izerinde
bir semi-Riemann metrik olmak tizere eger VX,Y € y(M) igin

g(®X, dY) = mg(@X,Y) — g(X,Y) (4.1.3)
ise g ye, @ ile uyumlu bir semi-Riemann metriktir denir [25].
Lemma 4.1.4. @ self-adjointtir [25].
Ispat. g, ® ile uyumlu oldugundan (4.1.3) esitliginde X = ®(X) alinirsa

g(@(2(0)), @Y) = mg(e(2(X)),Y) — g(@X,Y)
g(@2(X), @Y) = mg(P*(X),Y) — g(@X,Y)
gmdX — X, dY) = mg(mdX — X,Y) — g(®X,Y)
mg(®X,®Y) — g(X,®Y) = m?g(®X,Y) —mg(X,Y) — g(®X,Y)
yazilabilir. Burada (4.3) yeniden kullanilirsa
m(mg(®X,Y) — g(X,V)) — g(X, ®Y) = m?g(®X,Y) —mg(X,V) — g(®X,Y)
m?2g(®X,Y) —mg(X,Y) — g(X,®Y) = m?g(®X,Y) —mg(X,Y) — g(®X,Y)
gX,®Y) = g(PX,Y)
elde edilir. Buradan @ nin g ile uyumlu bir self-adjoint operator oldugu, yani
g(@X,Y) = g(X, ®Y)
oldugu sonucuna varilir.
Tanmim 4.1.5. (M, g) bir semi-Riemann manifoldu & poly-Norden yapisi ile verilsin.
Boylece g semi-Rieman metrigi hemen hemen poly-Norden yapi olarak adlandirilan
@ ile uyumlu ise (g, @) ikilisine M tizerinde bir hemen-hemen poly-Norden semi-
Riemann yapi denir [25].
Tamim 4.1.6. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun.
J:T(TM) - ['(TM)
X - JX (4.1.4)
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ile tanimlanan doniisim VX € ['(TM) i¢in J2X = —X sartim saglyor ise (M,])
ikilisine bir hemen hemen kompleks manifold denir [27].

Eger (M, ]) tizerinde

gUx,JY) = —g(X,Y) (4.15)

esitligini saglayan bir g metrigi varsa g ye bir Norden metrik ve (M, ], g) ti¢liisiine de
bir hemen hemen Norden manifold denir. Eger ] integrallenebilir ise (M, ], g) tigliisii
bir Norden manifold olarak adlandirilir [30].
Ornek 4.1.7. M, hemen-hemen kompleks J yapisina sahip bir hemen hemen kompleks
manifold olsun. Her hemen hemen Norden manifoldu m = 0 ile beraber bir poly-
Norden semi-Riemann manifolddur [25].

Bundan sonra ¢alismamiz boyunca m sayisinin sifirdan farklt oldugunu kabul
edecegiz.

Onerme 4.1.8. Bir hemen-hemen poly-Norden yap1 olan @ nin 6zdegerleri, mevme 4 ;nz —

ve "2 dir [25].

Ispat. VX € T(TM) igin ®X = AX olsun. Buradan
D2(X) = 1D (X)
md(X) — I(X) = A1 (X)
miX — X = 12X
X —miAX+X=0
(A2 —mA+1DX =0
_m=% Vm?2 — 4

12 = 5
elde edilir.
Onerme 4.1.9. Bir hemen-hemen poly-Norden yap1 olan ®, M nin bir tanjant uzay
iizerinde bir izomorfizmdir. ® nin tersini ® olmak iizere

d=—-d+ml (4.1.6)
dir [25].
Ispat. @ nin birebir oldugunu gosterelim: X, Y € I'(TM) igin ®(X) = ®(Y) olsun. Bu
durumda

P(X) = d(Y) = (PX)) = d(P(Y)) = P2(X) = ®2(Y)
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=>mdX) —1X) =md¥)—I¥Y)=>X=Y

olur. Simdi ® o ® = | = ® o P esitligini goz Oniine alalim. Buradan

DoBX) =I(X) > (cp (EIB(X))) = o(I(X)) = 2 (EIS(X)) = & (X)

= md (&:(X)) —1 (&:(X) = O(X) = mI(X) — BX) = d(X)
=>®=—-d+ml
elde edilir.
Onerme 4.1.10. ®, M de bir poly-Norden yap1 degildir. Yani
D2 =md -1 (4.1.7)
dir [25].
Ispat. vX € I'(TM) i¢in
B2(X) = & (B(X)) = B((—@ +mN (X)) = B(-0(X)) + mB(I(X))
= (=1 +m®)(X)

ve

(m® —1)(X) =mdX) — I(X) = m((—P + mD (X)) — I(X)

= —mdX) + m2(X) — [(X)

oldugundan (4.1.7) nin varlig1 kolayca goriiliir.

Onerme 4.1.11. Bir semi-Riemann manifold iizerindeki her kompleks yapi,

o, =T YA
1_2 2 .]I
m 4 —m?
by=—]—— ], —2<m<2 (4.1.8)

2 2
ile verilen iki poly-Norden yapiy1 olusturur [25].

ispat. ®,* = m®, — I oldugunu gosterelim: VX € ['(TM) igin

D200 = 01(9200) = &, | 2100 + 2 jx)

Vi
= Z100 | Z 100 + ()
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pp—— g
+ 2’”1(X)<%1(X)+ Zm](X)>

2

= TIZ(X) + #](X)I(X) + %_mz](X)I(X)

X)

m—2 mv4
2

ve

mo, — =m<gl(X)+ ](X))—I(X)
2 mv4 —m?
= (0

dir. Bu ise ®;% = m®, — I oldugunu gdsterir.

Simdi de @, = m®, — I oldugunu gosterelim:

D,2(X) = 0y (0, (X)) = @, <§1(x> v . m21(X)>

m [m V4 —m? Va—mz [m V4 —m?
=5 F1&X) ————J&) |- INF1K) = ——J(X)

2
N
=’"T_m (X)——](X)+ ]Z(X)
m -2 m\/i ¥
- —— ()
ve
A4 — 2
mCDz—I:m(%I(X)— 4 Zm ](X))—I(X)
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m? mv4—m?

=g -7 -l
m?—2 mvV4—m?
== > J(X)

dir. Bu ise ®,% = m®, — I oldugunu gosterir.
Onerme 4.1.12. Bir semi-Riemann manifold iizerindeki her hemen hemen poly-
Norden yapi,
T % %
4—mZ Va-—mz '’
_._m [ — 2
V4—m?2 V4 -—m?
ile verilen iki hemen hemen kompleks yapiy1 olusturur [25].

1=

A P, —2<m<?2 (4.1.9)

ispat. J;* = —I ve J,* = —I oldugunu gosterecegiz:

—-m 2
1200 = (5 0) = )1 (= + =9

—_m1<_m1+ 2 d))
V4 —m2 W4 —m? V4 —m?2

M cb( m 2 cb)
Va—m2 \Wa—m2 V4 —m?
__m _m ) — —" o(x) + ®2(X)
4 —m?2 4 —m? 4 —m? 4 —m?
= m’___4m d(X) + (me(X) — 1(X))
4 —m?2 4 —m? 4 —m?
__m___4m O(X) + (X) —
4 —m?2 4 —m? 4 —m? 4 —m?
_m2—4__1
4 —m?

elde edilir. Ayrica

2 _ — m — 2
J2* () = 2()2(X) = Iz (\/4_m21 N7 ‘D)

= m I( m 1 2 (D)
Vi —m2 W4 —m? V4 — m?

2 CD( m 1 2 (D>
V4d—m2 W4 —m2 V4 — m?
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_om? 2m 2m 5
_4—m2_4—m2q>(X)_4—m2q)(X)+4—m2q) @)
m?2 4m
Syl L GO R (md(X) — (X))
m?2 4m
=4—m2_4—m2q>(X)_f_él—‘rnzq)(x)_4—m2
m? — 4
Ti-mz

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Tanimm 4.1.13. (M, ®,g) bir hemen hemen poly-Norden semi-Riemann manifold
olsun. Eger & hemen hemen poly-Norden yapisi, M {lizerindeki Levi-Civita
koneksiyonuna gore paralel ise (M, ®, g) igliisiine bir poly-Norden semi-Riemann
manifold denir [25].

4.2. Hemen Hemen Poly-Norden Riemann Manifoldlarin Altmanifoldlar:

Bu boliimde oncelikle hemen hemen poly-Norden Riemannian manifoldlarinin
altmanifoldlari i¢in [26] da elde edilmis sonuglar1 sunacagiz.

(M,®,g), (n+k)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann
manifoldu ve M de M nm n-boyutlu bir alt manifoldu olsun. Burada M iizerine
indirgenen Riemann metrigi de g ile gosterecegiz.

Her X € I'(TM) ve U € T(TM%) i¢in

DX = fX + wX, (4.2.1)
®U = BU + CU, (4.2.2)
olmak iizere (4.2.1) ve (4.2.2) den
g(fX,Y) = g(X,fY), VX,Y € (TM), (4.2.3)
g(Cu, V) = g(U,CV), YU,V €T(TM*) (4.2.4)
elde edilir. Burada
f:T(TM) - I'(TM), B:T(TM*) - I'(TM),
w:T(TM) - T(TMY), C:T(TM*) - T(TMY),
ve
X = (@®xX)7, BU = (®U)T,
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wX = (®X)4, CU = (®U)*,
dir. Ayrica w ve B projeksiyon doniisiimleri arasinda
gwX,U) = g(X,BU),
iligkisi vardir.
Onerme 4.2.1. (M, ®, g) bir poly-Norden Riemann manifoldu ve M de M nin bir alt
manifoldu olsun. Bu durumda her X,Y € I'(TM) igin
FUX, YD) = Vi fY = Vo fX — Ay X + AyyY (4.2.5)
ve
w([X, YD = h(X, fY) — h(fX,Y) + VzwY — VywX (4.2.6)
dir. Burada V, M tizerindeki indirgenmis konneksiyonudur [26].
ispat. (M, @, g) bir poly-Norden Riemann manifold ve V da M iizerindeki Levi-Civita
konneksiyonu olsun. Bu durumda her X,Y € T'(TM) igin (Vx®)Y = 0 olacagindan
Vy®Y = &(V,Y)
yazilir. Boylece Gauss-Weingarten formiilleri ve (4.1.1) kullanilirsa
Vi (fY + wY) = ®(VyY + h(X,Y))
VifY + VywY = ®V,Y + dh(X,Y)
VifY + h(X, fY) = Ay X + VEwY = F(V4Y) + w(V4Y) + BR(X,Y) + Ch(X,Y)

elde edilir. Son esitligin her iki tarafinin teget ve normal bilesenleri karsilikli olarak

esitlenirse
VifY — f(V4Y) = Ay X + BR(X,Y) (4.2.7)
ve
w(VyY) — ViwY = h(X, fY) — Ch(X,Y) (4.2.8)
bulunur. (4.2.7) de X ve Y nin rolleri degistirilirse
VyfX = f(VyX) = AyxY + BR(Y, X) (4.2.9)

olur. Boylece (4.2.7) ve (4.2.9) denklemleri taraf tarafa ¢ikarilirsa
fOVyX = Vyx¥) — (VyfX = Vg fY) = Ay X — AyxY
fIX,Y] = VgfY =V fX — Ay X + A xY
elde edilir. Benzer sekilde (4.2.8) de X ve Y nin rolleri degistirilir ve elde edilen
w(VyX) — VywX = h(Y, fX) — Ch(Y, X) (4.2.10)
esitligi ve (4.2.8) denklemleri taraf tarafa ¢ikarilirsa
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w(VyY = VyX) — (ViwY — ViwX) = h(X, fY) — h(Y, fX)

w[X,Y] = h(X, fY) — h(Y, fX) + ViwY — V3wX
bulunur ve ispat tamamlanir.
Onerme 4.2.2. (M, ®, g) bir poly-Norden Riemann manifoldu ve M de M nin bir alt
manifoldu olsun. Bu durumda her X,Y € I'(TM) igin

(Vxf)Y = A,yX + Bh(X,Y),

(Vxw)Y = Ch(X,Y) — h(X, fY), (4.2.11)
(VxB)U = AcyX — fAyX
(VxC)U = —h(X,BU) — wAyX (4.2.12)

dir [26].
Her X,Y € I'(TM) ve TMY in bir ortonormal {N;, N,, N3, ..., N, } baz1 i¢in

Gauss ve Weingarten formiilleri

k
ViV =V, Y + Z hg (X,Y)Np (4.2.13)
f=1
k
VxNp = —Ay oX + Z apy (XN, (4.2.14)
y=1

seklinde verilebilir. Burada V ve V, sirastyla M ve M iizerindeki Levi-Civita
konneksiyonlari ve B,y € {1,2, ..., k} dir. Burada hg, (f € {1,2, ...,k}), M nin ikinci

temel formunu tanimlayan ikinci temel tensérlerdir, dyle ki
K
h(X,Y) = Z hy (X, V)N
B=1

dir. Ay, (B €{12,..,k}), doniisimi g(Ay,X, Y) = hg(X,Y) ile verilen Nj
dogrultusundaki sekil operatdriinii ve ag,, (8,v € {1,2,...,k}), ise M alt manifoldu

uzerinde
k

V¥Ng = Z agy (XN,
y=1

esitligini saglayan 1-formlar1 gostermektedir.
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By €{12,...,k} i¢in g(Ng,N,) = 8p, ifadesinde esitligin her iki tarafinin X €
['(TM) igin tiirevi alinirsa
Oy = ~O%pB
elde edilir.
Lemma 4.2.3. (M, ®, g) bir hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldu olsun.
BudurumdaVv X,¥,Z € I'(TM) icin
9 ((7x®)7.2) = g(, (Vx3)2), (4.2.15)
dir [26].
Onerme 4.2.4. (M, ®, g), (n + k)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann
manifoldu ve M de (M, ®, g) nin n-boyutlu bir altmanifoldu olsun. Bu durumda her
VX, Y,ZeT(TM) igin
9(xY,2) = g(¥, (Vxf)2) (4.2.16)
dir [26].
Ispat. (4.2.1), (4.2.2), (4.2.13) ve (4.2.14) kullanilarak
(Vx®)Y = Vy @Y — &(VyY)

k
= VyfY + VxwY — dV,Y — z hg(X,Y) PN
B=1

k k
= (Vxf)Y - Z g(wY,Ng)Ay, X — Z hg (X, Y) BN
B=1 p=1
K
+ Z {hB(X,fY) +X (g(wY, NB)) —g(wY,N. aﬁy(X)} Ng
p=1

k
- Z hy(X,Y)CNp — WV, Y (4.2.17)
p=1

yazilabilir. f € {1,2, ..., k} igin g(wX, Nﬁ) =g(X, 5Nﬁ) esitligi gbz Oniine alinirsa,

son denklem,

. _
B hg(X,2)g (Y, BNp) }

N . ! 4.2.18
9 ((%®)Y,2) = g((Vx /)Y, 2) ;{Jrhg(X, ¥)g(Z, ®Ng) R
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halini alir. (4.2.18) esitliginde Y ve Z nin rolleri degistirilirse ispat tamamlanir.
Simdi (M, ®, g) nin (n + k)-boyutlu bir poly-Norden Riemann manifoldu ve

M nin de M da n -boyutlu bir altmanifold oldugunu gézéniinde bulunduralim. Buna
gore V X,Y € I'(TM) igin

. (X (g(wY, N/;)) Ng — g(wY, Ng)Ay,X)

Towy = z 4 x (4.2.19)
=1 L +Z opy (X)g(wY, Ng)N, |
= )
yazilir.

M bir poly-Norden Riemann manifold oldugu icin V& = 0 esitliginde (4.2.1),
(4.2.2), (4.2.13) ve (4.2.14) kullanilarak

k
hg(X, fY)Ng }
Vi fY
xfY + ; {—g(WY,NB)ANﬁX

k

k
+ z X (g(wy,Ng)) - z 0, (X)g(WY, Np)N,
=1

v=1

k
= FUY + WV, Y + Z{hﬁ (X, Y)BN + hg (X, Y)CNy) (4.2.20)
p=1
bulunur. Ote yandan her X € T'(TM) ve U € I'(TM%) igin

e (¥ (a(U.Ng)) Ng = g (U, Np) Ay, X

VXU == Z k
=1 + Z op,(X)g(U, Ng)N,,
v=1

(4.2.21)

yazilabilir. (4.2.21) esitliginin her iki tarafina @ uygulanir ve M nin bir poly-Norden
Riemann manifold oldugu g6z 6niine alinirsa (4.2.1), (4.2.2), (4.2.13) ve (4.2.14) ile

k
VxBU + Z{hﬁ (X,BU) + X(g(CU, N3))}Ng
B=1

!f ~g(CU,Np)Ay,X )

k
+ BZ; L-|- Zk: g(Cu, Ng)Uﬁy(X)NyJ
y=1
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) sz: {X (9(0.p)) BNy + X (a(V.Ny) ) €Ny

—-g(U, NB)fANﬁX -g(U, Nﬁ)WANBX

+ Z {9(U,Ng)ap, (X)BN, + g(U, Ng)ag,(X)CN,} (4.2.22)
By=1

elde edilir [26].
Boylece asagidaki 6nerme verilebilir:
Onerme 4.2.5. M, (n + k)-boyutlu bir poly-Norden Riemann manifoldu (M, ®, ) nin

n- boyutlu bir altmanifoldu olsun. Buna gore,

(Vxf)Y = z {g(wY, Ng) Ay, X + hg(X,Y)BNp}
p=1
k

K (hg(X,Y)CNp — hp(X, YN
z S, My )il = Wit + z { B -X (gﬁ(wyljv ) B}
p=1 =1 B

( g(cu, Nﬁ)ANpX g(U Ng)f (ANB ) \L

VxBU Z !L g(u Nﬁ)) BN; + z o, (X)g(U,Ng)BN, J

y=1

(=[x (g(cu,Ng)) + hs(x, BU| Ny )
k k

Z g(CU,Ng)Vx Ng = z ) -9(U, Nﬁ)‘:‘: (ANBX) +X (g(U, Nﬁ)) CNg >

+ Z oy (X)g(U,Ng)CN,
k y:l Y,

dir [26].

M, (n+ k)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldu
(M, ®, g) nin n- boyutlu bir altmanifoldu ve {N;,N,, ..., N} ise M nin normal uzay1
TM* in ortonormal bir baz1 olsun. Bu durumda her X € I'(TM) i¢in B € {1,2, ..., k}

olmak lizere

X = FX + z vy (X) Np (4.2.23)
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K
BNg = ¢ + Z Oy N, (4.2.24)
y=1
yazilabilir. Burada f, M iizerindeki X tanjant vektoriinii ®X in teget bilesenine
doniistiiren (1,1) -tipinde bir tensor alani; vg, (6 € {1,2, ..., k}), reel 1-formlar ve ¢g,
(B €{1,2,...,k}), ise M tizerinde vektor alanlaridir. Ayrica M altmanifoldu iizerindeki

diferensiyellenebilir reel degerli 6p, fonksiyonlari (0/;],) ile gosterilen k X k

1<Bys<k
tipinde bir matris olustururlar.
® ni g ile uyumlu bir self-adjoint operatér oldugu géz niine alarak
9(®X,Ng) = g(X, PNp) ve g(®Np, N,) = g(Ng, PN,)
yazilabileceginden (4.2.3) kullanilarak asagidaki lemma verilebilir:
Lemma 4.2.6. (n + k)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldu

(M, ®, g) nin n-boyutlu bir altmanifoldu M i¢in B,y € {1,2, ..., k} olmak iizere

ve(X) = g(®X,Ng) = g(X.5p), (4.2.25)
k
IUXA1) = mg@K, 1) = g, 1) = > vp(X)v(1), (4:226)
By=1
Oy = 0,5 (4.2.27)

dir [26].
Onerme 4.2.7. (M,®, g), (n+ k)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann
manifoldu ve M de M nmn n-boyutlu bir altmanifoldu olsun. Bu durumda M nin

tizerinde tanimli olan hemen hemen poly-Norden yapinin M iizerine indirgedigi ve her
['(TM) igin,

k

F2X = mfX — X — Z v(X) g5, (4.2.28)
p=1
k

v (fX) = mug(X) — Z 85,v,(X), (4.2.29)

y=1

k
vy(gﬁ) = meﬁy - Sﬁy - Z 9[;,1 9)_),, (4230)
A=1
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K
fsp =mgpg — 2 Oy Sy (4.2.31)
y=1

esitliklerini saglayan bir (f, g, vg g, (HﬁY)kxk) yapist vardir [26].

ispat. (4.2.23) denkleminin her iki tarafina ® uygulanirsa

k
medxX — X = d(fX) + z vg(X) ®Np,
B=1
esitligi elde edilir. Yani,

k
mfX + mz: vg(X) Ng — X
B=1

k k k
B=1 p=1 y=1

olur. Eger son denklemin her iki tarafindaki teget ve normal bilesenler karsilikli olarak

esitlenirse, sirasiyla (4.2.28) ve (4.2.29) elde edilir. (4.2.24) esitliginden,

k
g(®Ng, ®N,) = g(sp.6y) + Z 6526,2 (4.2.32)
A=1

ve

g(®Ng, ®N,) = mbg, — 8, (4.2.33)
yazilabilir. Bu durumda (4.2.27), (4.2.32) ve (4.2.33) esitlikleri kullanilarak
(4.2.30) elde edilir. Son olarak, (4.2.30) de X = ¢ alimirsa (4.2.31) esitligine ulasilir.
Boylece ispat tamamlanir.
Onerme 4.2.8. (n + k)-boyutlu bir poly-Norden Riemann manifoldu (M, ®, g) nin n-

boyutlu bir altmanifoldu M olsun. Bu durumda

k k
fANBX + VXQ'[g - Z GﬁyANyX - Z O-,BY(X) Gy = 0,
y=1 y=1

k
X(Bﬁ/l) + h;{(X, CB) + hﬁ(X, CA) + Z(GﬂyUyA(X) - QYAO'BY(X)) =0
y=1

dir [26].

44



4, HEMEN HEMEN POLY-NORDEN METRIK MANIFOLD Vildan AYHAN

Ispat. (4.2.5), (4.2.6), (4.2.23) ve (4.2.25) kullanilarak

k k
=Vl ¢p + Z Opy Ny | = | —An X + Z gy (X)N,
y=1 y=1
k k k
= Vx¢p + Z X(6py )Ny + 2 Opy (—An, X + Z oy (X)N)
y=1 y=1 A=1

k k
Ay, X +wAy,X — Z 35, (X) (;Y + GNNA>
y=1 A=1

k k
= fAn X + Vxcp - Z Opy A, X — Z 05, (X)s,
y=1 y=1

k k
£ X(Op )Ny + ) 05,02 (0N,
v=1

y.A=1
k
+WANBX_ Z O-ﬁy(X)gy/lN/lﬂ
Y. A=1

elde edilir. M bir poly-Norden manifold iken her X € T'(TM) i¢in (Vx®)Ng = 0 dur.
Yukaridaki son denklemin teget ve normal bilesenleri karsilikli esitlenerek ispat
tamamlanur.

Teorem 4.2.9. M, (n + k)-boyutlu bir poly-Norden Riemann manifoldu (M, ®, g) nin
n-boyutlu bir altmanifoldu olsun. Eger ¢z, B € {1,2, ..., k}, vektor alanlar1 lineer
bagimsiz ve f, M iizerinde Levi-Civita konneksiyonuna gore paralel ise M tamamen
jeodeziktir [26].

Ispat. Onerme (4.2.7) deki ilk denklemden V Z € I'(TM) i¢in
k
Z {g(wY,Ng)g (An X, Z) + hg(X,Y)g(BNg, Z)} = 0,
B=1
yazilabilir. Boylece (4.2.25) goz oniine alinarak
k K

Z vy (Vhy (X, Z) = — Z v (D)hg (X, V),
p=1 B=1
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olur. Son denklemde X ve Z nin rolleri degistirilirse

k k
D k(X2 == ) up(X0) he(Y, ),
B=1 B=1
elde edilir. Buradan
k
2 v (V)hg(X, 2)
B=1

ifadesinin X ve Y igin hem simetrik hem de anti-simetrik oldugu g6z 6niine alinirsa
k

2 vy (V)hg(X, Z) = 0,
B=1

yani
k

z g(Y, hg(X,Z)BNg) =0
B=1
yazilir. Béylece § € {1,2, ..., k} igin BNg = ¢z ve kabul geregi ¢z lar lineer bagimsiz

oldugundan ispat tamamlanir.

4.3. Hemen Hemen Poly-Norden Riemann Manifoldlarin  Invaryant
Altmanifoldlar

Tamm 4.3.1. M, (M, ®, g) hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldunun bir
altmanifoldu olsun. Eger her p € M noktas1 i¢in 5(TPM ) c T,Mise M ye M nin bir
invaryant altmanifoldu denir [26].

Kabul edelim ki M, (n + k)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann
manifoldu (M, ®, g) nin n- boyutlu bir invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda,
(4.2.23) den her 1 < B < k i¢in vz = 0 (veya denk olarak ¢z = 0) elde edilir. Bu
ifadenin tersi de dogrudur.

Onerme 4.3.2. M, (n+ k)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann
manifoldu (M, ®, g) nin n- boyutlu bir invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda M
nin iizerinde tanimli olan hemen hemen poly-Norden yapinin M {izerine indirgedigi

(f. 9, V8, $p, (Hﬁy)kxk) yapisina ait ©= (eﬁy)kxk matrisi bir hemen hemen poly-
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Norden matristir. Yani ©2=m © —I,, dir. Burada I, k-ymnc1 mertebeden birim
matrisi gosterir [26].
Ispat. M bir n-boyutlu invaryant altmanifold oldugu i¢in (4.2.30) dan 1 < B,y <k

i¢in
k
z Op2 b2y = MOpy — Oy,
A=1

yazilir. Boylece (Bﬁy)kxk matrisi © ile gosterilir ve matris garpimi tanimi goz Oniine

alinirsa ispat tamamlanir.
Onerme 4.3.3. M, (n+ k)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann
manifoldu (M, ®, g) nin n-boyutlu bir altmanifoldu ve (f, g, vz ¢5, (Qﬁy)kxk) beslisi

de M iizerinde taniml1 olan hemen hemen poly-Norden yapidan M iizerine indirgenmis
yapt olsun. Bu durumda M nin bir invaryant altmanifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(f, g) indirgenmis yapisinin M iizerinde bir hemen hemen poly-Norden Riemann yap1
olmasidir [26].
Ispat. M, hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldu (M, ®, g) nin bir invaryant
altmanifoldu olsun. Bu durumda vz = 0 ( veya denk olarak ¢z = 0) oldugu igin 1 <
B < k olmak tizere (4.2.26) ve (4.2.28) den
f2X =mfX — X,
g(fX,fY) =mg(X,fY) - g(X,Y),

olur. Bu ise (f,g) nin M iizerinde bir hemen hemen poly-Norden yap1 oldugunu
gosterir.

Tersine, (f,g), M tzerinde bir hemen hemen poly-Norden Riemann yapi

olsun. Bu durumda (4.2.28) den
k

Z vp(X)gp =0
F=1

yazilabilir. Bu ise v (X) = 0 yani M nin bir invaryant altmanifold oldugunu gdsterir
ve ispat tamamlanur.
Ornek 4.3.4. R, (x4, %,,v1,V,) koordinat sistemi ile verilen 4-boyutlu Oklid uzay

olsun.

47



4, HEMEN HEMEN POLY-NORDEN METRIK MANIFOLD Vildan AYHAN

®:R* - R4,
doniistimiini
&)(xp X2,Y1,¥2) = (Bmx1, (M — Bpy) X3, Bpyy, (m — Bp)y»),
ile tanimlayalim. Bu durumda
52(351' X2,Y1,Y2) = P (a)(xl»xz'Y1,YZ))

= ®(Bpx1, (N — By)Xy, Bny1, (M — Bp)ys)
= (Bhx1, (m — Bp)?x3, BLy1, (n — Bp)?y,),
ve
(Mm® — 1) (x1, X2, ¥1,¥2) = mP(xy, X2, ¥1,¥2) — (X1, X2, Y1, ¥2)
= ((mBp, — 1)xy, (B, — Dxy, (mB,, — 1)y;, (mBy, — 1)y,)

oldugundan
m+vVm? —4 m?+mvm2 —4—-2 5
MmBy —1=m——— 1= B2
2 2
_ m—+vVm?2 —4 m? —mvm2—4-2 .
mBy —1=m——"—— 1= : = B2

esitlikleri g6z Oniine alinirsa
% = md —|,
elde edilir. Ayrica
®X = (Byyx1, (m — Byp)xp, Bpyxs, (m — Bp)xy),
®Y = (Bpy1, (M = Bp)yz, Bmys, (M — Bp)ya),
olmak iizere
g(®X, ®Y) = Bhx1y1 + (m — Bp)?x2y, + Baxsys + (I — Bp)*X4y,
ve
mg(X, &)Y) = mBy,x1y1 + m(m — B)x,y, + mBy,x3y3 + m(m — Bp)X,Va
9X,Y) = x1y1 + X2¥2 + X3Y3 + X4
tiir. Buradan @ ile g nin bagdasabilirligi yani
g(PX, ®Y) = mg(X,dY) — g(X,Y)
oldugu sonucuna ulasilir. Béylece (M = R*, ®, g) bir hemen hemen poly-Norden
Riemann manifoldu olur [26].
Simdi (M = R*, ®, g) manifoldunun
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X1 =Y X2 = Y2,
ile tanimlanan M alt manifoldunu gz 6niine alalim. Bu durumda
U, =(10,1,0), U, =1(01,0,1),
olmak tizere TM = Sp{U,, U,} dir. Ayrica
dU;, = BpU;,  ®U, = (m—B,)U,,
oldugundan M, (M = R*, ®, g) hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldunun

bir invaryant altmanifoldudur.

4.4. Hemen Hemen Poly-Norden Riemann Manifoldlarimin Anti-invaryant
Altmanifoldlar:

Tamm 4.4.1. M, (M, ®, g) hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldunun bir
altmanifoldu olsun. Eger herhangi bir p € M noktasinda CT)(TpM) cT,M Lise M ye
M nin bir anti-invaryant altmanifoldu denir [26].

M, (n+ k)-boyutlu bir (M,®,g) hemen hemen poly-Norden Riemann
manifoldunun n-boyutlu bir anti-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda (4.2.15)

Ve (4.2.16) esitliklerinden, X € I['(TM) olmak iizere X ve ®Ng, (1 < B < k), i¢in

sirastyla
k
dX = Z vp (X)Np, (4.4.1)
B=1
k
PNy =¢p + Z Os, Ny, (4.4.2)
y=1
yazilabilir.

Onerme 4.4.2. M, (n + k)-boyutlu (M, ®, g) hemen hemen poly-Norden Riemann

manifoldunun n-boyutlu bir anti-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda
k k
z g(@Y,Ng)Ay,X = Z —hg(X,Y)BNg,
p=1 B=1

zk: (@Y, Np)VENy = wiyY k { i 6 VICN }
g ) =w +Z
£ p)ViNp X 4 —X(g(wY,Ng))Ng
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dir [26].
Onerme 4.4.3. (M, ®, ), (n + k)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann
manifoldu ve M de M nin n-boyutlu bir anti-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda

M nm iizerinde taniml1 olan hemen hemen poly-Norden yapinin M iizerine indirgedigi

bir (g, Vg, G, (Hﬁy)kxk) yapisi vardir ve her X € I'(TM) igin,
k
X= —2 vg(X) ¢p,
B=1

k
1
UB(X) = EZ Gﬁyvy(X),
y=1

k
vy(5p) = mOpy — 8y — 2 Op2 62y
A=1

k
1
S = Ez Oy Sy (4.4.3)
v=1
k
g = = > w0,
B=1

k
VxSp = Z (HB),ANVX + Uﬁy(X)gy),
v=1

X(6p2) + ha(X,6p) + (X, 61) = —

b

(eﬁy"yl (X) — 6y208y (X)),
y=1
dir [26].
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5. BULGULAR ve TARTISMA

5.1. Hemen Hemen Poly-Norden Riemann Manifoldlarin Slant Altmanifoldlar:

(M, ®, g), (n + k)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldu
ve M de M nin n-boyutlu bir altmanifoldu olsun. Her X € I'(TM) igin Cauchy-
Schwarz esitsizligi kullanilirsa

lg(@x, 0| < ||@x||[IFXII (5.1.1)
yazilabilir. Boylece x € M ve 0:T(T,M) — [0, ] fonksiyonu igin
9(DX,, fXy) = cos 6 (|| DX || I1f Xl (5.1.2)
olur.
Her x € M ve sifirdan farkli teget vektor X, € (T, M) icin ®X, ve fX,
arasindaki 0(X,) acisina X in Wirtinger agis1 denir ve

9(PXy, fXx)

cosf(X,) =——,
(%) £ X | DX |

(5.1.3)

seklinde tanimlanir.

Tamm 5.1.1. (M, ®, g), (n + k)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann
manifoldu ve M de M mn n-boyutlu bir altmanifoldu olsun. Eger ®X, ve fX,
arasindaki 6(X,) acis1 herhangi bir x € M ve X,, € T, M igin sabit ise M ye M min bir
slant altmanifoldu denir. Bu durumda 6 =:6(X,) agist M nin slant agis1 olarak

adlandirilir ve

_9@XFX) _ IfX
lexfiisxi [lox|

(5.1.4)

seklinde tanimlanir.

(M, ®, g), hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldunun invaryant ve
anti-invaryant altmanifoldlar:, slant agis1 sirasiyla 6 =0 ve 6 =§ olan slant alt
manifoldlardir. invaryant veya anti-invaryant olmayan slant altmanifoldlar proper

(has, 6z) slant altmanifoldlar olarak adlandirilir.

Hatirlatma 5.1.2. [, I'(TM) de birim olmak tizere
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k
sin? @ (mf —1) = z vp ® ¢p (5.1.5)
B=1

yazilabilir.
Onerme 5.1.3. (M, ®, g), (n + k)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann
manifoldu ve M de M nin n-boyutlu bir altmanifoldu olsun. Eger M slantise her X, Y €
['(TM) igin

9(fX, fY) = cos? 6 {mg(X, dY) — g(X, 1)},

gwX,wY) = sin? 6 {mg(X, ®Y) — g(X, 1)},
dir.
Ispat. (M, ®, g) bir hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldu ve M de M nin

bir slant altmanifoldu olsun. Bu durumda her X € I'(TM) igin

X
cosf = ———,
| ®X |
oldugundan
cos? 0 || DX I12=Il fX I%,
yani

cos? 8 g(®X, ®X) = g(fX, fX)
yazilabilir. Burada X yerine X + Y yazilir, bir dnceki esitlik ve (4.1.3) kullanilirsa
cos? 0 g(®X + ®Y,dX + dY) = g(fX + fY, fX + fY)
= cos? 0 (g(®X, BX) + 29(BX, BY) + g(dY, Bv))
=9 X, fX) +29(fX, fY) + g(fY, fY)
= cos? 6 g(®X, ®Y) = g(fX, fY)
= cos? 0 (mg(X,®Y) — g(X,V)) = g(fX, fY)
elde edilir. Ayrica X,Y € I'(TM) i¢in
g(PX, ®Y) = g(fX + wX, fY + wY)
=g(fX,fY) + gwX,wY),
oldugundan
gwXx,wy) = g(dX,dY) — g(fX,fY)
= g(®X, dY) — cos? 0 g(PX, dY)
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= sin? 0 (mg(X, ®Y) — g(X,Y)
bulunur ve ispat tamamlanur.
Teorem 5.1.4. (M, ®, g) bir hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldu ve M de
M nin bir altmanifoldu olsun. Bu durumda M nin slant olmasi igin gerek ve yeter sart
f2=Aa(mf -0 (5.1.6)
olmasidir.
Ispat. (=) M, (M, ®, g) hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldunun bir slant
altmanifoldu olsun. Bu durumda her X, Y € I'(TM) i¢in
g(f*x,Y) = g(f(fX),Y)
= g(®(fx),Y)

= g(fX, ®Y)

=g9(fX,fY)

= cos2 6 (mg(X, PY) — g(X, Y))

= cos? 0 g(mdX — X,Y),
olur. Buradan

f?X = cos? 6 (mdX — X),
elde edilir. Burada A = cos? @ dur.
(&) Tersine, f2? = A(mf —I) olacak sekilde bir A € [0,1] say1s1 var olsun. O halde
her X € I'(TM) igin
g ~(513X. fX)

I ®X X

_ 9 f*x)
I X I fX
_ g(X,A(m® — DX)
XX
mg (X, ®X) — g(X, X)
I dX I FX I
g(PX, DY)
I dX 1IN £X I

cosf (X) =
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e
2.dl
bulunur. Béylece 1 = cos? 8 (X) = sabit, X € I'(TM), elde edilir. Bu ise M nin bir
slant altmanifold oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanir.
Onerme 5.1.5. (M, ®, g) bir hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldu ve M de
M nin bir altmanifoldu olsun. Eger M slant ise her X,Y € I'(TM) igin
(Vi fAY = mcos? 0 (Vyf)Y
dir.
Ispat. (5.1.6) esitliginden
f2(VyxY) = cos? 6 (mfVyY — VyY)
ve
Vi f2Y = cos? 6 (mVyfY — V4Y)
yazilabilir. Boylece
(Vxf2Y = Vxf2Y — f2(VyY)
= c0s2 0 (mVyfY —V4Y) — cos? 0 (mfVyY — VyY)
=mcos? 0 (VxfY — fVyY)
=mcos? 8 (Vyf)Y
olur ve ispat tamamlanir.
Onerme 5.1.6. (M, ®, g), (n + k)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann
manifoldu ve M de M nin n-boyutlu bir slant altmanifoldu olsun. Bu durumda her
X,Y €eI'(TM) igin

k
(Vo f2)Y = mcos? 0 z (V6 (V) Ay, X + hy(X, V)]
B=1
dir.
Ispat. Her X,Y € I'(TM) igin
k

(Vxf2)Y = mcos? 6 Z {g(wY, Np)Ay, X + hs (X, Y)BNﬁ} ,
B=1

yazilabilir. Burada vg(Y) = g(®Y,Np) = g(wY,Ng) ve BNg =¢p oldugu goz

Oniine alinirsa
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k

(Vxf2)Y = mcos? 6 z vg (Y)An,X + hp(X,Y)¢p
B=1

elde edilir ve ispat tamamlanir.
Onerme 5.1.7. M, (n + k)- boyutlu hemen hemen poly-Norden Riemann manifold

(M, ®, g) nin n- boyutlu altmanifoldu olsun. M slant ise

k
) 1
f :tanzezvﬁ ® s
p=1

dir.
Ispat. (5.1.6) dan

2

mf — Irqmy = 0526’
yazilabilir. Burada (4.2.28) kullanilirsa
k
f2
2 _ -
/7= cos? 6 vp B ¢p
B=1
- f? 1—cos?8 sin” 6
— _ _f2 _ 2 _ £2
[)Zlvﬁ ® s cos? 0 rm=r ( cos? 6 ) cos? 6
K
= f2tan’ = Zvﬁ Qg
p=1

K
) 1
=/ :tanzé?;vﬁ(gcﬁ

elde edilir ve ispat tamamlanur.

Ornek 5.1.8. R* de (x4, X,, ¥1,¥,) koordinat sistemini goz 6niine alalim.
d:R* — R*

(x1, X2, ¥1,¥2) — P(x1,X2,¥1,¥2) = (Bmxmexz'BmYme}’z)

olmak iizere (R* @) ikilisi bir hemen hemen poly-Norden manifolddur. Eger R*
lizerindeki alisilmis metrik géz Oniine alinirsa (R*, @, (,)) iicliisii bir hemen hemen

poly-Norden Riemann manifold olur.
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Simdi
p:R* — R*
(w,v) = ¢, v) = (u+v,u—v,V2v,V2u)

ile tanimlanan M = ¢@(R?) c R* yiizeyini géz 6niine alalim. Bu durumda
U, = (1,1,0,v2)
U, = (1,-1,v2,0)
olmak tizere TM = Sp{U,, U,} olur.
®U; = (B, B, 0,V2B,,)
®U, = (B, —By, V2B, 0)

dir. Burada
(PU,, Uy = 2B, + 2§m =2m; ULl = 2 = ||U,|l,
(BUy, Uy) = 2By + 2By, = 2m;  |®U,|| = | DU, || = /2(m? — 2)
(dU,, Uq) 2m m
LU~ 22(m2 —2)  J2(m? = 2)
(®U,,U,) 2m m

10Ul 2 /2(m2 —2)  J2(m? - 2)
dir. O halde M, (R*, @, {,)) hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldunun

0 = cos™H(—=

(2(m2-2))'/2

Ornek 5.1.9. RS de

) ; —V2 < m < /2 slant acil1 bir slant yiizeyidir.

D(x1, x5, X3, X4, X5) = (BpX1, BmX2, By X3, BjXa, BpyXs)
ile verilen hemen hemen poly-Norden yap1 ve g usual metrigini gézoniine alalim.
@:R3 — RS
(u,v,w) — @(u,v) = (ucos@,usinf,v,w,0)
ile tanimlanan M; = @(R3) c R® altmanifoldu i¢in
U, = (cos8,sinf,0,0,0),

U, = (0,0,1,0,0),

U; = (0,0,0,1,0),
olmak tizere TM; = Sp{U,, U,, U3} dir. Burada
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oU, = (B,,cos8,B,,sin6,0,0,0) = B,,U;
oU, = (0,0,B,,,0,0) = B,,U,
oUs = (0,0,0,B,,,0) = B,,Us
oldugundan M; altmanifoldu (R5,®,g) hemen hemen poly-Norden Riemann
manifoldun bir 3 — boyutlu invaryant altmanifoldu olur.
Simdi
J:R? — RS
(u,v) = Y, v) = (Bpyucos8,B,vcos0,Busind,B,vcos6,0)
ile tanimlanan M, = Y (R?) c R® altmanifoldu igin
V, = (B cos8,0,B,,sinf,0,0)
V, = (0,B,,cos8,0,B,,sin6,0)
olmak tizere TM, = Sp{V,,V,} dir. Buradan
@V, = (cosb,0,sin6,0,0),
®V, = (0,cos8,0,sinb,0)
ve
g(®V,,V;) = B, cos? 8 + By, sin? § = g(®V,,V,),

V1l = ngz cos? 6 + By, sin2 6 = ||V,

oVl = @Vl =1
olmak iizere
g(®Vy,Vy)  Bpcos®+ Bysin?  g(dV,, V)

AT NIANRA
! ! JBmZ cos? 0 + B,,*sin? @ 2 2

elde edilir. Boylece M,, (R® ®,g) hemen hemen poly-Norden Riemann
manifoldunun

B,, cos? 8 + B, sin? @

cost =

ngz cos2 6 + B,,*sin2 0

acil1 2-boyutlu bir slant altmanifoldu olur.
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5.2. Nijenhuis Tensor Alam ve Normallik

Tamm 5.2.1. (M, ®, g) bir hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldu olsun.
Eger ® nin her X, Y € T(TM) igin

N3(X,Y) = [®X,®Y] + ®2[X, Y] — D[DX, Y] — D[X, PY],
ya da denk olarak

N3 (X, V) = (V3x®)(V) — (Vay®)(X) — B[(7x®) (V) — (7 P)(X)],
seklinde tanimlanan Ng Nijenhuis tensdr alani sifir ise @ hemen hemen poly-Norden
yapisina integrallenebilirdir denir. Agiktir ki (M, ®,g) iizerindeki Levi-Civita
konneksiyonu V olmak iizere, hemen hemen poly-Norden yap: ®, V konneksiyonuna
gore paralel ise Ng = 0 olur.

(M, ®, g), (n + k)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann
manifoldu ve M de M nin n-boyutlu bir altmanifoldu olsun. M nin iizerinde tanimli
olan hemen hemen poly-Norden yapinin M {izerine indirgedigi ), = (f, 9,V8,Sp, Hﬁy)
yapisini goz Oniine alalim.

Tamm 5.2.2. (M, ®, g) bir hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldu ve (M, g)

de M nin boyut farki k olan bir altmanifoldu olsun. Eger

k
Ny =2 dv, @
a=1

ise bu durumda M {izerine indirgenmis Y yapisina normaldir denir.
Teorem 5.2.3. (M, ®, g) bir poly-Norden Riemann manifoldu ve (M, g) de M nin

boyut farki k olan bir altmanifoldu olsun. Bu durumda her X, Y € I'(TM) i¢in
k

Ny (X,Y) = Z l9(X. 55)BsY — 9(Y,65)BsX — g(BgX, V)]
F=1

2dv,(X,Y) = —g(BoX,Y) + X[00, X g (Y, 6y) — 00y N g(X,5,)],
dir. Burada a € {1,2, ...,k}, Ay = Ay, Ve By = fAy, — Aof dir.
Ispat. ® dan M altmanifoldu iizerine indirgenmis olan yapidaki (1,1)-tipli f

tensOriiniin Nijenhuis torsiyon tensorii
Ny (X, Y) = (Vyxf)Y = (Vpr )X = FLOPY = (Vy X,
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olmak lizere

K
(Vi)Y = Z(g(WY, Np)An,X + hg(X,Y)BNp)
B=1
esitligi kullanilirsa,
k

(Vixf)Y = Z (g(wY, Ng)An X + hg(fX,Y)BNg),
p=1
k

(V)Y = > (a(wX, Ng) Ay, FY + hs(fY, X)BN),
p=1

K
(Vy )X = Z (g (WX, Ng)An,¥ + hg(Y, X)BNp),
B=1
olur. Bu esitlikler N¢(X,Y) ifadesinde yerlerine yazilirsa

( g(WY,Ng)Ay,fX + hg(fX,Y)BNp

)
{l ~g(wX, Ng)A,fY — hg(fY, X)BNg I}

~fg(wY, Ng)Ay,X — fhg(X,Y)BNg
L+ fg(wX,Ng)An,Y + fhe(Y, X)BNg J

= g(WY, Np)An, fX + g (An,fX,Y) 55 — g(WX, Ng)An, fY
—g (AnyfY.X) g5 = Fg(WY, Ng)Ay X + fg(wX, Ng)Ay, Y
= 65 {9 (A, X.Y) = g (A, Y. X)) + g(V55)Any FX
~9(X,$p)An,fY + fa(X,65)An,Y — F(Y,6p) AN, X

= 6p{g (An,fX.Y) = g(fAn, X, 1)}

+9(X,¢p) {ANBfY - fANBY} +9(,¢p) {ANBfX — fANBX}

k
mmnzz
p=1

k

= g{(An,f — Fax,) COYFsg + 9,50 (An,y f = FAN)CO
p=1

+9(X, ) (fAn, — AngH(Y)

olur. Buradan Bg = fAg — Agf ifadesi son esitlikte yerine yazilirsa
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k

N ) = D =g (FAw, = An,f) 00V} 5 = 90Y,50) (FAn, — Any X
B=1

+9(X’§ﬁ)(fANB - ANﬁf)(Y)

k
= Z l9(X,55)BgY — g(Y,55)BpX — g(BgX,Y)p] (5.2.1)
p=1
elde edilir.
Simdi
2dv,(X,Y) = X (v, (V) — Y (v (X)) — v, (IX, Y])
=X(9(V,60)) —Y(9(X,6a)) — g([X, Y], ¢a)
=9g(VxY,6a) + 9(Y,Vx6a) — 9(VyX,6a)
—9X,Vy¢q) — g([X, Y], ¢4)
=9(Y,Vx¢a) — 9(X, Vyqa)
olup Onerme 4.2.4 den

k k
VXCa = _fANaX + Z HayANyX + Z Oqy (X)Cy;
v=1 v=1

k k
Ve = ~fAnY + ) OayAn,Y + ) day (N,
y=1 y=1

esitlikleri yazilabilir. Boylece

k k
g(Y, VX';a) - g(X; VYCa) =49 Y' _fANaX + Z HayANyX + Z Ga]/ (X)Cy
y=1 y=1

k k
-9 X, _fANaY+ZgaVANyY+ZO-ay (Y)g]/
=1 y=1

= g(X'fANaY) - Q(Y'fANaX)
k k
+g Y, Z HCZYANVX - g X, Z QayANyy
y=1

y=1
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k k

+g Y;E Oay (X)Cy -9 X'z Oqy (Y)Cy

y=1 y=1

k
a0+ 3 o (1) =t 0]
y=1

k
+ 3 (901,600 (X) — 9K, 6,0y ()]

y=1
olur. Buradan

k
2dv,(X,Y) = —g(B,X,Y) + z[aay(X) 9(Y,¢,) — 00, (Ng(X,5,)]
y=1

elde edilir.
Teorem 5.2.4. (M, ®, g) bir poly-Norden Riemann manifoldu ve (M, g) de M nin
boyut farki k olan bir altmanifoldu olsun. Bu durumda her X, Y € I'(TM) i¢in

k k
N (X,Y) -2 z dv,(X,Y)g, = E[g(x, ¢p)BgY — g(Y,55)BpX]

y=1 B=1
k k
- Z Z[%(X)Q(Y. ¢5) — 0y (N g(X, )] (5.2.2)
a=1y=1

dir.
Eger M iizerindeki indirgenmis Y yapisi normal ve M nin normal

konneksiyonu V+ sifir (veya denk olarak o,, = 0) ise Teorem 5.2.3 den

k
=1

B
yazilir. Burada Bg = fAg — Agf oldugundan
k k
Z [9(X,55) (FAg — Apf YD) = Z[g(Y, ) (FAg —AgfH)(X)]  (5.23)
B=1 B=1
elde edilir.

Teorem 5.2.5. (M, ®, g) bir poly-Norden Riemann manifoldu ve (M, g) de M nin

boyut farki k olan bir altmanifoldu olsun. Eger normal konneksiyon V+, normal demet
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T+ M iizerinde sifir ve indirgenmis tensor f, A, ile bagdasabilir ise M altmanifoldu
tizerine indirgenmis ), yapisit normaldir.

Onerme 4.2.10 den bir (M,®,g) hemen hemen poly-Norden Riemann
manifoldunun bir invaryant M altmanifoldu {izerine indirgenmis ) yapisinin invaryant
altmanifold iizerinde dogurdugu ©= (eﬁy)kxk matrisinin bir hemen hemen poly-
Norden matris oldugunu yani ©2= m © —I, esitligini sagladigini biliyoruz.

Tersine ©= (HﬁV)kxk bir hemen hemen poly-Norden matris olsun. Bu

durumda

r

Opabay = m bgy — Oy
y=1
olur. Boylece (4.2.29) esitliginden

k
vp(fX) = mvg(X) — z Oy 1y, (X)
y=1

olup (4.2.30) dan

elde edilir. Bu ise f2X = mfX — X oldugunu gosterir. Ayrica (4.2.28) den w =0
oldugundan ®X = fX olur. O halde M bir invaryant altmanifolddur.

Teorem 5.2.6. (M, ®, g) bir poly-Norden Riemann manifold ve M de M nin ek boyutu
2 den biiyiik (k = 2) olan altmanifoldu olsun. Eger normal konneksiyon V+, normal
demet T+ M iizerinde sifir ve M bir non-invaryant altmanifold ise {¢,, ..., ¢z} vektor
alanlar1 lineer bagimsizdir.

Ispat.

k
vy(cﬁ) = mbg, — 8y — Z 05202, = 9(Sy,Sp)
=1

olmak tizere c;¢; + c5¢, + ==+ + ¢, = 0 olsun.

9(Sy) €161+ €262 + -+ ki) =0
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c19(¢y,61) + c29(5y.62) + -+ + crg(sy,6x) = 0,

ve
C1g(Cy, C1) = Clrlyi
CZg(Cy! CZ) = CZFZ]/'
Crg(Cy; Ck) = Ckl—‘ky!
denilirse
k
z Cirij = O,
i=1

lineer homojen denklem sistemi elde edilir. Burada i,j € {1,2, ..., k} olmak lizere i =

j igin
k
Iii = 9(si,6:) = mby; — 6;; — Z 0,265
=1
k
=ml; —1— Z 64
=1
Ve [ # jicin

K
Iy = 9(sis5) = mby; — Z 0i26);
=1

dir. Yukaridaki lineer homojen denklem sisteminin katsayilar matrisinin determinanti
A=m@O -l —O2

matrisinin determinantidir. M non-invaryant oldugu i¢in det-A # 0 dir. O halde lineer
homojen denklem sisteminin bir tek ¢6zlimii vardir o da asikar ¢éziimdiir. Boylece
ispat tamamlanir.

Teorem 5.2.7. (M, ®, g) bir poly-Norden Riemann manifold ve M de M nin ek boyutu
2 den biiyiik (k = 2) olan altmanifoldu olsun. Eger normal konneksiyon V+, normal
demet T+M iizerinde sifir ve M bir non-invaryant altmanifold ise M {izerine
indirgenmis - hemen hemen poly-Norden Riemann yapisinin normal olmasi igin
gerek ve yeter sart her a € {1, ..., k} i¢in (1,1)-tensor alan1 f nin her Weingarten
operatorii A, ile bagdasabilir (yani fA, = A,f) olmasidir.
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Ispat. (=) M iizerine indirgenmis Y yapist normal olsun. Eger V+= 0 (denk olarak
oap = 0) ise
> 9 6BLY = ) g(¥,6)BaX
esitliginden,
D 9,69 (BY.2) = ) g(¥,6)9(BaX, )

yazilabilir. Buradan Y yerine Z alinirsa

> 96 IgBZY) = ) g7 6a)g(BX, V)

elde edilir. Son iki esitlik taraf tarafa toplanir ve B, nin skew-simetrikligi kullanilirsa

D 90 6)9BXZ) + ) g(Z6)g(BX,Y) = 0

olur. Ayrica

z 9, 6a)ByX + g(BeX,Y)s, =0

olmak lizere bu esitlikte X yerine Y alinirsa

> 90X, 6BaY + g(Ba¥, X)sq = 0

yazilir. Boylece son iki esitligin toplamindan
D 9 6IBX + ) g(X,5a)Ba¥ = 0
> 90.5)g(BX.2) + ) g, 5)g(Ba¥, ) = 0

2 Z 9(X,60)9(B,Y,Z) =0

9, 6a)g(BeX,Z) =0
elde edilir. Eger M, bir (M, ®, g) poly-Norden Riemann manifoldunun k > 2 ek
boyutlu bir non-invaryant altmanifoldu ve normal konneksiyon V+ normal demet
T+ (M) iizerinde sifir ise son lemmadan her x € M igin lineer bagimsiz {¢y, ..., ¢}
vektor alanlari elde edilir. Bu durumda k < n olur. Boylece bir Y € X'(M) vektor
alan1 vardir 6yle ki bu vektor alami {¢q,...,¢,} — {¢,} tarafindan gerilen uzayda
ortogonaldir ve g(Y,¢,) # 0 dir. Bundan dolay1 B, X = 0 elde ederiz 6yle ki her a €
{1,2,...,k} icin fA, = A, f dir. k =1 i¢in g(Y,¢)BX = 0 elde edilir. Burada B =
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fA — Af dir. Y = ¢ i¢in g(¢,¢)BX = 0 dir. M non-invaryant altmanifold oldugundan
9(c,¢) #0dirve X € X(M) igin BX = 0 elde edilir. Denk olarak fA = Af dir.

(&) Tersinin ispat1 Teorem 5.2.4 den agiktir.
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6. SONUCLAR ve ONERILER

Bu ¢alismada, 2018 yilinda tanimlanmis olan hemen hemen poly-Norden
metrik manifoldlarin invaryant ve anti-invaryant altmanifoldlar1 géz oniine alinarak
slant altmanifoldlar ilk kez tanitilmis ve geometrik ozellikleri verilmistir. Ayrica
hemen hemen poly-Norden metrik manifoldlarin altmanifoldlar {izerine indirgenmis
yapinin normal olmasi i¢in gerek ve yeter sartlara ulasilmistir.

Konuyla ilgilenen arastirmacilar bu tez c¢alismasinda elde edilen sonuglari
kullanarak hemen hemen poly-Norden metrik manifoldlarin degisik tipteki

altmanifoldlarini tanimlayarak geometrik 6zelliklerini inceleyebilirler.
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