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Yüksek lisans tezi olarak hazırlanan bu çalışma altı bölümden oluşmaktadır. 

Giriş bölümü olarak düzenlenen birinci bölümde altın, metalik, hemen hemen poly-

Norden Riemann manifoldlar gibi bazı özel diferensiyellenebilir manifoldların ortaya 

çıkışı ve gelişimi ile ilgili bilgiler sunulmuştur. İkinci bölümde, diğer bölümlerin daha 

iyi anlaşılabilmesi için bazı temel kavramlara yer verilmiştir.  

Üçüncü bölümde altın oran ile ilgili temel tanım ve özellikler verildikten sonra 

altın oranın yakınsakları, kuvvetleri ve kuvvetlerinin yakınsakları incelenmiştir. Bu 

bölümde ayrıca bronz ve gümüş oranlar ele alınmıştır. 

Dördüncü bölümde hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldlar 

incelenerek bu tipteki manifoldların altmanifoldları ile ilgili temel özellikler verilmiş 

ve özel olarak bu tip manifoldların invaryant ve anti invaryant altmanifoldlarının 

geometrisi araştırılmıştır. 

 Tezin orijinal sonuçlarını içeren beşinci bölümde hemen hemen poly-Norden 

Riemann manifoldların slant altmanifoldları ilk kez tanıtılmış, geometrik özellikleri 

incelenmiş ve örnekler verilmiştir. Ayrıca hemen hemen poly-Norden Riemann 

manifoldlarının altmanifoldları üzerine indirgenen yapının normallik şartları elde 

edilmiştir. 

Son bölüm ise sonuçlar ve önerilere ayrılmıştır. 
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This study, which is designed as a master thesis, consists of six chapters. The 

first chapter is the introduction part and this section presents information on the 

emergence and development of some special differentiable manifolds such as golden 

manifolds, metallic manifolds and almost poly-Norden Riemannian manifolds. In the 

second section, some basic concepts for better understanding of the rest of the thesis 

are given.  

In the third section after giving basic definitions and properties of golden ratio; 

convergence, powers and convergence of powers of golden ratio are investigated. 

Also, bronze and silver ratios are discussed. 

In the fourth section, almost poly-Norden Riemannian manifolds and their 

basic geometric properties are investigated. Especially, the invariant and anti-invariant 

submanifolds of such manifolds are studied. 

In the fifth chapter, which contains the original results of the thesis, the slant 

submanifolds of poly-Norden Riemann manifolds are introduced for the first time, 

their geometric properties are examined and examples are given. In addition, the 

normality conditions of the structure, which is induced to the submanifolds from the 

ambient manifolds, are obtained. The last section is devoted to the results and 

recommendations. 
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1. GİRİŞ 

 

Altın oran, matematik ve sanatta, bir bütünün parçaları arasındaki uyumu ifade 

eden, basit bir kurala göre belirlenmiş ancak saptandığı her nesne ve varlıkta 

mükemmel bir sistemi ortaya çıkaran geometrik ve sayısal bir oran bağıntısıdır. Altın 

oran olarak bilinen 𝜑 =
1+√5

2
= 1,618033 sayısı 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 denkleminin bir 

çözümü olup doğada sıklıkla karşılaşılması ve sanat eserlerinde kullanılmasından 

dolayı çok ilginçtir. 

Spinadel 1997 de [1-3] altın oranın bir genelleştirmesi olarak metalik oranlar 

ailesini veya metalik oranları tanıttı. 𝑝 ve 𝑞 pozitif tamsayılar olmak üzere metalik 

oranlar ailesinin elamanları 𝑥2 − 𝑝𝑥 + 𝑞 = 0 denkleminin çözümüdür ve (𝑝, 𝑞)-

metalik sayıları olarak adlandırılan bu metalik sayılar 𝛿𝑝,𝑞 =
𝑝+√𝑝2+4𝑞

2
 ile gösterilir. 

Metalik oranlar ailesinin elemanları altın oran, gümüş oran, bronz oran, bakır oran ve 

diğer birçok metal gibi bir metalin adını alır. 

Belirli diferensiyellenebilir geometrik yapılarla donatılmış manifoldlar, 

diferensiyel geometride önemli bir yere sahiptir. Bu tip manifoldlar arasında olan 

kompleks manifoldlar, çarpım manifoldları, kontakt metrik manifoldlar, altın 

manifoldlar ve metalik manifoldlar yoğun olarak çalışılmaktadır. 

Son yıllarda altın orandan ve metalik orandan esinlenerek altın Riemann 

manifoldları [4] ve metalik Riemann manifoldları [5] Crasmareanu and Hretcanu 

tarafından tanımlandı. Metalik Riemann manifoldlarının önemli bir alt sınıfı olarak 

kabul edilen altın Riemann manifoldları ve altmanifoldları pek çok geometrici 

tarafından yoğun olarak çalışılmaktadır [6-11]. Altın yapı ile donatılmış semi-

Riemann manifoldların lightlike altmanifoldları da geniş bir çalışma alanı 

oluşturmaktadır [12-13]. Esas manifold üzerindeki metalik Riemann yapısı, altın 

yapıyı özel bir durumu olarak ortaya koyduğu ve altın Riemann yapısına göre daha 

geniş geometrik özellikler sunmaya imkan verdiği için son dönemlerde sıklıkla 

çalışılmaya başlanmıştır. Söz konusu çalışmalar metalik Reimann manifoldların farklı 

tipteki nondejenere altmanifoldları ve metalik yapı ile donatılmış semi-Riemann 

manifoldların lightlike altmanifoldları üzerinde yoğunlaşmaktadır [14-18]. 
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Diğer taraftan farklı bir bakış açısıyla 2011 yılında Kalia [19], Spinadel 

tarafından [3] de verilen bronz orandan farklı olan ve metalik oran ile arasında 

herhangi bir kapsama ilişkisi bulunmayan yeni bir bronz oran tanımlamıştır. [19] da 

yazar bronz Fibonacci ve Lucas sayılarını tanıtarak bronz oranların kuvvetlerinin 

sürekli kesirleri ile bronz Fibonacci ve Lucas sayıları arasındaki ilişkiyi araştırmıştır. 

Kalia tarafından tanımlanan bronz orana  𝑝 ve 𝑞 pozitif tamsayılar olmak üzere  𝛿𝑝,𝑞 

metalik sayıları ile ulaşmak mümkün değildir. 

Gümüş oran (2,414… ), 2 ve 3 arasındaki bir metalik oran iken altın oran 

(1,618… ), 1 ve 2 arasındaki bir metalik orandır. “Bronz oran” (3,303… ) terimi veya 

diğer metallerin adları kullanılan terimler ( nikel veya bakır gibi) bazen sonraki metal 

oranlarını adlandırmak için kullanılır. Metalik oranlar ailesinin elemanları matematik, 

fizik ve sanat arasında bir köprü teşkil eden önemli matematiksel özelliklere sahiptir. 

Örneğin Altın oran ve gümüş oran Mısır, Türkiye, Hindistan, Çin ve diğer birçok eski 

medeniyetlerin dinsel sanatlarında görünmektedir [20]. Gümüş oran fraktal geometriyi 

açıklamada kullanılmaktadır, bronz oranlar dinamik sistemler, quasi-kristaller [2], vb. 

çalışma alanlarında önemli bir rol oynar. Yüksek mertebeden Cantor kümelerinin 

Hausdorf boyutları arasındaki ilişkiler ve altın oran veya gümüş oran El Naschie [21-

24] tarafından incelenmiştir. El Naschie Bijection, Altın oran, Değiştirilmiş Fibonacci, 

Gümüş oran ve Aritmetik oran teoremlerini ispatlamıştır. 

Altın manifold ve metalik manifold tanımlarından esinlenerek Şahin [25], 

Kalia tarafından tanımlanan bronz oran ile donatılmış yeni bir manifold tanımladı ve 

bu tip manifoldları hemen hemen poly-Norden manifoldlar olarak adlandırdı. 2020 de 

ise Perktaş [26] tarafından Şahin’in tanımladığı hemen hemen poly-Norden metrik 

manifoldların altmanifoldları ile ilgili ilk çalışma yapıldı. 

Yüksek lisans tezi olarak hazırlanan bu çalışmada hemen hemen poly-Norden 

metrik manifoldların invaryant ve anti-invaryant altmanifoldları ile ilgili yapılmış 

çalışmalar göz önüne alınarak slant altmanifoldları ilk kez tanıtılmış ve altmanifolda 

indirgenmiş  yapının normalliği Nijenhuis tensör alanı kullanılarak araştırılmıştır.      
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde diğer bölümlerin daha iyi anlaşılabilmesi için Riemann manifoldları ve 

altmanifoldları ile ilgili temel tanımlar verilmiştir. 

 

2.1. Riemann Metriği 

 

Tanım 2.1.1.  𝑀 bir diferensiyellenebilir manifold ve manifold üzerindeki 

diferensiyellenebilir vektör alanlarının kümesi 𝜒(𝑀) olsun. Bu durumda 

𝑔 ∶  𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝐶∞(𝑀) 

ile tanımlı  𝑔 bilineer formu simetrik ve pozitif tanımlı ise, yani ∀𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) için 

i) 𝑔(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑌, 𝑋), 

ii) 𝑔(𝑋, 𝑋) ≥ 0  ve   ∀𝑋 için 𝑔(𝑋, 𝑋) = 0 ⟺ 𝑋 = 0 

şartları sağlanıyorsa 𝑔  bilineer formuna Riemann metriği veya metrik tensör adı 

verilir. Bu durumda (𝑀, 𝑔) ikilisine Riemann manifoldu denir [27].   

Örnek 2.1.2. ℝ𝑛 Öklidyen uzayını ve bu uzay üzerinde  

< 𝑋, 𝑌 >=∑𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

 

iç çarpımını göz önüne alalım. Bu durumda kolayca görülür ki <,> bilineer, simetrik 

ve pozitif tanımlıdır. Dolayısıyla <,> bir Riemann metrik ve (ℝ𝑛, <, >) ikilisi bir 

Riemann manifoldudur [28]. 

Örnek 2.1.3. (𝑀, 𝑔) ve (𝐵, 𝑔′), {(𝑈𝛼, 𝜑𝛼)}𝛼∈𝐼 ve {(𝑉𝛽, ϕ𝛽)}𝛽∈𝐽
 diferensiyellenebilir 

yapılara sahip 𝑚 ve 𝑛 boyutlu Riemann manifoldları olsun. {𝑈𝛼 × 𝑉𝛽}𝛼∈𝐼,𝛽∈𝐽
, 𝑀 × 𝐵 

topolojik çarpım uzayı için bir açık örtü oluşturur. Bu durumda  

 𝜑𝛼 × ϕ𝛽 ∶  𝑈𝛼 × 𝑉𝛽 ⟶ ℝ𝑚+𝑛 

      (𝑝, 𝑞)  → 𝜑𝛼 × ϕ𝛽(𝑝, 𝑞) = (𝜑𝛼(𝑝),ϕ𝛽(𝑞)) 

dönüşümünü göz önüne alalım. Kolayca görülür ki (𝑈𝛼 × 𝑉𝛽 , 𝜑𝛼 × ϕ𝛽),  𝑀 × 𝐵 için 

𝐶∞ uyumlu haritalardır ve  𝑀 × 𝐵 için diferensiyellenebilir yapı meydana getirirler. 

Sonuç olarak 𝑀 × 𝐵 bir diferensiyellenebilir manifolddur, bu manifolda çarpım 

manifoldu denir. Diğer taraftan 𝑀 × 𝐵 çarpım manifoldunu ve 𝜋1 ve 𝜋2 de 𝑀 × 𝐵 den 
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sırasıyla 𝑀 ve 𝐵 ye olan projeksiyonları göstersin. Bu durumda 

𝑔𝑀×𝐵 (𝑋, 𝑌) = 𝜋1
∗𝑔(𝑋, 𝑌) + 𝜋2

∗𝑔′(𝑋, 𝑌) 

fonksiyonunu tanımlayalım. Bu ifade  

𝑔𝑀×𝐵 (𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝜋1∗𝑋, 𝜋1∗𝑌) + 𝑔
′(𝜋2∗𝑋, 𝜋2∗𝑌) 

şeklinde de yazılır. Kolayca görülür ki 𝑔𝑀×𝐵 , simetrik bilineer bir fonksiyondur. Diğer 

taraftan, kabul edelim ki 𝑉 ≠ 0 için  

𝑔𝑀×𝐵 (𝑉, 𝑉) = 0,  𝑉 ∈ 𝜒(𝑀 × 𝐵) 

olsun. Böylece  

𝑔𝑀×𝐵 (𝑉, 𝜋1∗(𝑉)) = 𝑔(𝜋1∗(𝑉), 𝜋1∗(𝑉)) = 0 

⇒ 𝜋1∗(𝑉) = 0 

ve  

𝑔𝑀×𝐵 (𝑉, 𝜋2∗(𝑉)) = 𝑔(𝜋2∗(𝑉), 𝜋2∗(𝑉)) = 0 

⇒ 𝜋2∗(𝑉) = 0 

olur. Bu ifadelerden 𝑉 = 0 elde edilir. Bu ise   𝑔𝑀×𝐵  bilineer formunun pozitif tanımlı 

olduğunu gösteriri. Böylece (𝑀 × 𝐵, 𝑔𝑀×𝐵 ) bir Riemann manifoldudur [28]. 

Manifold üzerinde Riemann metriğinin tanımlı olması bir vektör alanının 

uzunluğunu ve iki vektör alanı arasındaki açıyı tanımlamayı mümkün kılmaktadır. 

Metrik tensörü <,> olan bir Riemann manifoldu 𝑀 olsun. Bir 𝑋𝑝 ∈ 𝑇𝑃𝑀 tanjant 

vektörünün uzunluğu  

∥ 𝑋𝑝 ∥= √< 𝑋, 𝑋 >𝑃,  

reel sayısı ile tanımlanır. Sıfırdan farklı iki 𝑋𝑝, 𝑌𝑝 ∈ 𝑇𝑃𝑀 tanjant vektörleri arasındaki 

𝜃 açısı  

< 𝑋𝑝, 𝑌𝑝 >=∥ 𝑋𝑝 ∥∥ 𝑌𝑝 ∥ cos 𝜃, 

ile tanımlanır. Burada  𝜃 ölçüsünün [0, 𝜋] kapalı aralığında kalacağını 

|< 𝑋𝑝, 𝑌𝑝 >| ≤∥ 𝑋𝑝 ∥∥ 𝑌𝑝 ∥, 

ile verilen Schwarz eşitsizliğinden biliyoruz. 𝑉 ve 𝑊 Riemann manifoldu 𝑀 üzerinde 

vektör alanları ise 

𝑔(𝑉,𝑊) = 𝑔(𝑑𝑥𝑖(𝑉)
𝜕

𝜕𝑥𝑖
, 𝑑𝑥𝑗(𝑊)

𝜕

𝜕𝑥𝑗
, 

dır. Bu durumda 𝑔 (
𝜕

𝜕𝑥𝑖
,
𝜕

𝜕𝑥𝑗
) = 𝑔𝑖𝑗 olmak üzere  
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𝑔(𝑉,𝑊) = 𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖(𝑉)𝑑𝑥𝑗(𝑊), 

yazılır. Bu ifade keyfi her 𝑉 ve 𝑊 için doğru olduğundan  

𝑔 = 𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 , 

olur [27]. 

Örnek 2.1.4.  ℝ𝑛 de tanımlanan metrik yukarıdaki notasyona göre  

𝑔 = 𝛿𝑗
𝑖𝑑𝑥𝑖𝑑𝑥𝑗 =∑(𝑑𝑥𝑖)2,

𝑛

𝑖=1

 

olur [28]. 

Eğer 𝑋1, … , 𝑋𝑛, 𝑀 Riemann manifoldu üzerinde çatı ve 𝜎1, … , 𝜎𝑛 dual çatı ise 

yukarıdaki notasyon 𝑔𝑖𝑗 = 𝑔(𝑋𝑖, 𝑋𝑗) olmak üzere 

𝑔 = 𝑔𝑖𝑗𝜎
𝑖𝜎𝑗 

olur. 

Tanım 2.1.5.  Metrik tensörü <,> olan bir Riemann manifoldu 𝑀 olsun.{([𝑎, 𝑏], 𝛼)} 

atlası ile verilen eğrinin teğet vektör alanı 𝑇 ise 𝛼([𝑎, 𝑏]) ⊂ 𝑀 eğirisinin 𝛼(𝑎) dan 

𝛼(𝑏) ye kadar olan yayının uzunluğu  

|𝛼|𝑎
𝑏 = ∫ √< 𝑇(𝑡), 𝑇(𝑡) >

𝑏

𝑎

𝑑𝑡,              𝑡 ∈ 𝐼,       

olarak tanımlanır [28]. 

Yukarıda verilen uzunluk 𝑑𝑠 ile gösterilir ve bu durumda metrik tensör  

𝑑𝑠2 = 𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗  

ile verilir. 

Teorem 2.1.6. Riemann manifoldu üzerinde bir eğrinin yay uzunluğu atlas seçiminden 

bağımsızdır [28]. 

Aşağıdaki teorem bir Riemann manifoldu üzerinde özel bir lineer 

konneksiyonunun varlığını garanti etmektedir. 

Teorem 2.1.7. (𝑀, 𝑔) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda 𝑀 üzerinde 

torsiyonsuz ve 𝑔 metriği ile uyumlu (∇𝑔 = 0) bir tek ∇ lineer konneksiyon vardır [28]. 

İspat. (Teklik). Kabul edelim ki 𝑇 = 0 ve ∇𝑔 = 0 olacak şekilde bir ∇ lineer 

konneksiyonu varolsun. Bu durumda 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) için 𝑇(𝑋, 𝑌) = 0 olduğundan 

[𝑋, 𝑌] = ∇𝑋𝑌 − ∇𝑌𝑋,                                                 (2.1.1) 
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dır. Diğer taraftan 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀) için (∇𝑋𝑔)(𝑌, 𝑍) = 0 olduğundan 

𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) = 𝑔(∇𝑋𝑌, 𝑍) + 𝑔(𝑌, ∇𝑋𝑍),                                      (2.1.2) 

olur. (2.1.1) ve (2.1.2) denklemleri kullanılırsa  

𝑔(∇𝑋𝑌, 𝑍) = 𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) − 𝑔(𝑌, ∇𝑍𝑋) + 𝑔([𝑍, 𝑋], 𝑌) 

olur. Bu işlem devam ettirilirse  

𝑔(∇𝑋𝑌, 𝑍) = 𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) + 𝑌𝑔(𝑍, 𝑋) − 𝑍𝑔(𝑋, 𝑌) + 𝑔(𝑍, [𝑋, 𝑌]) + 𝑔(𝑌, [𝑍, 𝑋]) 

                            −𝑔(𝑋, [𝑌, 𝑍]) − 𝑔(∇𝑋𝑌, 𝑍)  

elde edilir. Buradan Koszul formülü adı verilen  

       𝑔(∇𝑋𝑌, 𝑍) =
1

2
{

𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) + 𝑌𝑔(𝑍, 𝑋) − 𝑍𝑔(𝑋, 𝑌)

+𝑔(𝑍, [𝑋, 𝑌]) + 𝑔(𝑌, [𝑍, 𝑋]) − 𝑔(𝑋, [𝑌, 𝑍])
}                    (2.1.3)                                                                                              

denklemi bulunur. Bu ifadede 𝑀 üzerinde ilk iki denklem şartlarını sağlayan her ∇ 

konneksiyonu için sağlandığından ve 𝑔 Riemann metriği poztif tanımlı oluğundan ∇ 

tektir. 

(Varlık). 𝑋 ve 𝑌 seçilmiş vektör alanları olmak üzere ∇ konneksiyonu (2.1.3) ile 

tanımlayalım. Bu durumda kolayca görülür ki ∇ lineerdir. Doğrudan işlemlerle (2.1.1) 

ve (2.1.2) şartlarının sağlandığı da görülür. 

Teorem 2.1.7 de verilen konneksiyona Levi-Civita konneksiyon, Riemann 

konneksiyon veya metrik konneksiyon adı verilir. 

𝑀 bir Riemann manifoldu ve 𝑥1, … , 𝑥𝑛 , 𝑀 manifoldunun bir 𝑈 komşuluğunda 

koordinat sitemi, koordinat sisteminin belirlediği çatı {𝑋1, … , 𝑋𝑛}. Bu durumda 

∇𝑋𝑘𝑋𝑗 =∑Γ𝑘𝑗
𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑋𝑖 

olmak üzere 

Γ𝑘𝑗
𝑖 ∶ 𝑈 ⟶ 𝐶∞(𝑀,ℝ) 

fonksiyonları ile tanımlayalım. Bu fonksiyonlara Christoffel sembolleri denir. ∇ Levi-

Civita konneksiyonu olduğundan  

Γ𝑗𝑖
𝑘 =

1

2
∑𝑔𝑘𝑟 {

𝜕𝑔𝑟𝑗

𝜕𝑋𝑖
+
𝜕𝑔𝑟𝑖
𝜕𝑋𝑗

−
𝜕𝑔𝑖𝑗

𝜕𝑋𝑟
}

𝑛

𝑟=1

 

olur. Bu ifade Christoffel sembollerini dolayısıyla Levi-Civita konneksiyonunun 

metrik tensörün bileşenleri türünden elde edileceğini göstermektedir [27]. 
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2.2. Eğrilikler 

 

Tanım 2.2.1.  (𝑀, 𝑔) bir Riemann manifoldu ve 𝑅, 𝑀 üzerinde tanımlı eğrilik tensör 

alanı olsun. Bu durumda 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀) için 𝐾(𝑋, 𝑌, 𝑍,𝑊) = 𝑔(𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍,𝑊) ile 

tanımlı tensör alanına Riemann-Christoffel eğrilik tensör alanı adı verilir [28]. 

Aşağıdaki lemmada Riemann-Christoffel eğrilik tensör alanının özellikleri 

sıralanmaktadır. 

Lemma 2.2.2.  (𝑀, 𝑔) bir Riemann manifoldu ve 𝐾 Riemann-Christoffel eğrilik tensör 

alanı olsun. Bu durumda 𝑋, 𝑌, 𝑍,𝑊 ∈ 𝜒(𝑀) için 

 𝐾(𝑋, 𝑌, 𝑍,𝑊) + 𝐾(𝑌, 𝑍, 𝑋,𝑊) + 𝐾(𝑍, 𝑋, 𝑌,𝑊) = 0,                 (2.2.1) 

𝐾(𝑋, 𝑌, 𝑍,𝑊) = −𝐾(𝑋, 𝑌,𝑊, 𝑍),                                (2.2.2) 

𝐾(𝑋, 𝑌, 𝑍,𝑊) = 𝐾(𝑍,𝑊, 𝑋, 𝑌),                                 (2.2.3) 

dir [28]. 

Tanım 2.2.3. (𝑀, 𝑔)  𝑛- boyutlu bir Riemann manifoldu ve 𝑀 üzerinde lokal 

ortonormal vektör alanları 𝑒1, … , 𝑒𝑛 olsun. Bu durumda 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) için 

                                      𝑆: 𝜒(𝑀)  × 𝜒(𝑀)  ⟶ 𝐶∞(𝑀,ℝ)   

                                              (𝑋, 𝑌)      →    𝑆(𝑋, 𝑌) = 𝑖𝑧𝑅(. , 𝑋) 

dönüşümü ile tanımlı (2,0) − mertebeli  

𝑆(𝑋, 𝑌) =∑𝑔(𝑅(𝑒𝑖, 𝑋)𝑌, 𝑒𝑖)

𝑛

𝑖=1

                                           (2.2.4) 

tensör alanına (𝑀, 𝑔) manifoldunun Ricci tensörü adı verilir. 𝑀 manifoldunun Ricci 

operatörü 𝑅𝑖𝑐 ise , 

𝑔(𝑅𝑖𝑐𝑋, 𝑌) = 𝑆(𝑋, 𝑌) 

ile tanımlanır (2.2.2), (2.2.3) ve (2.2.4) ve kullanılırsa  

𝑆(𝑋, 𝑌) =∑𝑔(𝑅(𝑌, 𝑒𝑖)𝑒𝑖, 𝑋) =

𝑛

𝑖=1

∑𝑔(𝑅(𝑒𝑖, 𝑌)𝑋, 𝑒𝑖) =

𝑛

𝑖=1

𝑆(𝑌, 𝑋) 

elde edilir, yani Ricci tensörü simetriktir [28]. 
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Tanım 2.2.4. (𝑀, 𝑔) 𝑛- boyutlu Riemann manifoldu ve 𝑀 manifoldunu bir 𝑝 

noktasındaki tanjant uzayı 𝑇𝑝𝑀 olsun. 𝑇𝑝𝑀 uzayının 2-boyutlu bir altuzayı 𝑃 olsun. 𝑃 

düzlemini geren birim vektörler 𝑥 ve 𝑦 olmak üzere 

𝐾(𝑃) = 𝐾(𝑥, 𝑦) =
𝑔(𝑅(𝑥, 𝑦)𝑦, 𝑥)

𝑔(𝑥, 𝑥)𝑔(𝑦, 𝑦) − 𝑔(𝑥, 𝑦)2
                          (2.2.5) 

değerine 𝑀 manifoldunun 𝑃 düzlemine göre kesit eğriliği denir. Kolayca görülür ki 

kesit eğriliği 𝑃 düzlemi için seçilen bazlardan bağımsızdır [28]. 

Tanım 2.2.5. (𝑀, 𝑔) bir Riemann manifoldu ve 𝑝 ∈ 𝑀 noktasındaki tanjant uzay 𝑇𝑝𝑀 

olsun. 𝑇𝑝𝑀 uzayının 2 − boyutlu altuzaylarına göre kesit eğriliklerinin toplamına 𝑀 

manifoldunun skaler eğriliği denir ve 𝑟 ile gösterilir. Buna göre 𝑇𝑝𝑀 uzayının 

ortonormal bazı {𝑒1, … , 𝑒𝑛}  olmak üzere 

 𝑟 =∑𝑆(𝑒𝑖,

𝑛

𝑖=1

𝑒𝑖) 

dır. Diğer taraftan manifoldun 𝑋  doğrultusundaki Ricci eğriliği 𝑘(𝑋) 

 𝑘(𝑋) =
𝑆(𝑋, 𝑋)

𝑔(𝑋, 𝑋)
 

ile tanımlanır [28]. 

Teorem 2.2.6. (𝑀, 𝑔) Riemann manifoldu ve 𝑝 ∈ 𝑀 olsun. Eğer 𝑝 noktasındaki bütün 

kesit eğrilikleri biliniyorsa 𝑝 noktasındaki Riemann-Christoffel eğrilik tensörü tek 

olarak belirlidir [28]. 

Teorem 2.2.6, 𝑇𝑝𝑀 de bütün 𝑃 düzlemleri için elde edilen kesit eğriliğinin 

manifoldun eğrilik tensörünü belirlediğini ifade etmektedir. Kesit eğriliği 2. 

mertebeden kovaryant tensör olduğundan, 4. mertebeden olan eğrilik tensörüne göre 

büyük kolaylık sağlar. Eğer her 𝑝 ∈ 𝑀 ve her 𝑃 düzlemi için 𝐾(𝑃) sabit ise manifolda 

sabit eğrilikli uzay veya sadece uzay form denir. Öklidyen uzayda kesit eğriliği Gauss 

eğriliğine karşılık geldiğinden aşağıdaki iki örnek sıralanabilir. 

Örnek 2.2.7.  Öklidyen uzay ℝ𝑛, 0 kesit eğrilikli uzay formdur [28]. 

Örnek 2.2.8. ℝ𝑛+1 de 𝑆𝑛(𝑟) küresi, 
1

𝑒2
 eğrilikli bir uzay formdur [28]. 

Sonuç 2.2.9. (𝑀, 𝑔) Riemann manifold olsun. Eğer 𝑀, 𝑐 sabit kesit eğrilikli ise, her 

𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀)  için 
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                        𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 = 𝑐{𝑔(𝑍, 𝑋)𝑌 − 𝑔(𝑌, 𝑍), 𝑋}                                       (2.2.6) 

dir [28]. 

 

2.3. Riemann Altmanifoldları 

 

2.3.1. İndirgenmiş Konneksiyon ve Altmanifoldun İkinci Temel Formu 

 

(𝑀̅, 𝑔) ve 𝑀 sırası ile 𝑚 boyutlu Riemann manifoldu ve 𝑛 boyutlu keyfi 

manifold olsun. Bu durumda 𝑖:𝑀 ⟶ 𝑀̅ immersiyonunu gözönüne alalım. 𝑖 

immersiyonu 𝑀 üzerine 𝑖∗𝑔 ile tanımlı simetrik, bilineer ve pozitif tanımlı form, yani 

Riemann metriği indirger. Bu formu da 𝑔 ile gösterelim. Bu durumda (𝑀, 𝑔) bir 

Riemann manifoldu ve 𝑖 de izometrik immersiyon olur. 𝑚− 𝑛 sayısına 𝑀 

altmanifoldunun ek boyutu denir. Biz 𝑖 immersiyonunu inclusion dönüşümü olarak 

alacağımızdan 𝑖(𝑝) ile 𝑝 ve 𝑖∗(𝑋) ile 𝑋 ∈ 𝜒(𝑀) özdeş kabul edilecektir.𝑝 ∈ 𝑀 

noktasında altmanifoldun tanjant uzayı 𝑇𝑝𝑀 olsun. Bu durumda 𝑇𝑝𝑀, 𝑇𝑝𝑀̅ tanjant 

uzayının altvektör uzayıdır. 𝑝 noktasında 𝑇𝑝𝑀 uzayına dik olan tamamlayan uzayı 

𝑇𝑝𝑀
⊥ ile gösterelim. 𝑇𝑝𝑀

⊥ uzayına normal uzay ve bu uzayın meydana getirdiği 𝑇𝑀⊥ 

tanjant demete normal demet denir. Böylece 𝑇𝑝𝑀̅ uzayı için  

                                         𝑇𝑝𝑀̅ = 𝑇𝑝𝑀⊕𝑇𝑝𝑀
⊥                                              (2.3.1.1) 

veya 

𝑇𝑀̅ = 𝑇𝑀⊕ 𝑇𝑀⊥                                                 (2.3.1.2) 

ayrışımı geçerlidir. 𝑉 ∈ 𝑇𝑝𝑀
⊥  vektörüne normal vektör ve birim normal vektöre de 

normal kesit denir. Normal vektör alanlarının kümesi 𝜒(𝑀)⊥ veya Γ(𝑇𝑀⊥) ile 

gösterilir. Şimdi 𝑀̅  üzerindeki Levi-Civita konneksiyonu ∇̅ ile gösterelim ve 𝑋, 𝑌 ∈

𝜒(𝑀), 𝑉 ∈ 𝜒(𝑀)⊥ için  

(∇̅𝑋𝑌)
𝑇 = ∇𝑋𝑌 , (∇̅𝑋𝑉)

⊥ = ∇𝑋
⊥𝑉 

tanımlayalım, burada 𝑇 ve ⊥ sırası ile altmanifoldun tanjant demeti ve normal demeti 

üzerindeki projeksiyonları göstermektedir. Diğer taraftan  

                                (∇̅𝑋𝑌)
⊥ = ℎ(𝑋, 𝑌)                                                           (2.3.1.3) 

ve 

(∇̅𝑋𝑉)
𝑇 = −𝐴𝑉𝑋                                                              (2.3.1.4) 
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tanımlayalım. Bu durumda kolayca görülür ki ℎ simetrik ve bilineerdir. Böylece  

∇̅𝑋𝑌 = ∇𝑋𝑌 + ℎ(𝑋, 𝑌)                                   (2.3.1.5) 

ve  

∇̅𝑋𝑉 = −𝐴𝑉𝑋 + ∇𝑋
⊥𝑉                                      (2.3.1.6) 

elde edilir [28].  

Şimdi yukarıda verilen ∇,∇⊥,ℎ ve 𝐴𝑉  operatörlerinin özelliklerini 

inceleyelim. 

Lemma 2.3.1.1. ∇, 𝑀 üzerinde Levi-Civita konneksiyonudur [28]. 

İspat. ∇ operatörünün bir lineer konneksiyon olduğu açıktır. Biz Levi-Civita 

konneksiyonu olduğunu göstereceğiz. Öncelikle 𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) açılımı ∇̅ konneksiyonuna 

göre yapılırsa 

𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) = 𝑔(∇̅𝑋𝑌, 𝑍) + 𝑔(𝑌, ∇̅𝑋𝑍) 

olur. Burada (2.3.1.5) kullanılırsa  

𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) = 𝑔(∇𝑋𝑌 + ℎ(𝑋, 𝑌), 𝑍) + 𝑔(𝑌, ∇𝑋𝑍 + ℎ(𝑋, 𝑍)) 

elde edilir. Böylece (2.3.1.1) ayrışımından  ℎ(𝑋, 𝑌) ile ∇𝑋𝑌 vektör alanları birbirine 

dik olduğundan  

𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) = 𝑔(∇𝑋𝑌, 𝑍) + 𝑔(𝑌, ∇𝑋𝑍) 

olur. Yani (∇𝑋𝑔)(𝑌, 𝑍) = 0 dır. Şimdi torsiyonsuz olduğunu gösterelim. [𝑋, 𝑌] Lie 

braketinin ∇̅ konneksiyonuna göre açılımından  

[𝑋, 𝑌] = ∇̅𝑋𝑌 − ∇̅𝑌𝑋 

olur. Burada tekrar (2.3.1.5) kullanılırsa  

[𝑋, 𝑌] = ∇𝑋𝑌 + ℎ(𝑋, 𝑌) − ∇𝑌𝑋 − ℎ(𝑌, 𝑋) 

dır. Bu son denklemin altmanifoldun tanjant demeti ve normal demeti üzerindeki 

bileşenleri eşlenirse 

[𝑋, 𝑌] = ∇𝑋𝑌 − ∇𝑌𝑋, 

ℎ(𝑋, 𝑌) = ℎ(𝑌, 𝑋)                                          (2.3.1.7) 

elde edilir. Böylece ilk denklem ∇ konneksiyonunun torsiyonsuz olduğunu gösterir ve 

ispat tamamlanır. 

(2.3.1.7) den ℎ  simetriktir. ℎ ∶ 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀)⊥ ile tanımlı ℎ 

dönüşümüne ikinci temel form ve ∇ Levi-Civita konneksiyonua indirgenmiş 
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konneksiyon denir. Ayrıca Lemma 2.3.1.1 dekine benzer olarak kolayca görülür ki ∇⊥, 

normal demet üzerinde metrik konneksiyondur, yani (∇𝑋
⊥𝑔)(𝑉,𝑊) = 0, 𝑊 ∈ Γ(𝑇𝑀⊥) 

dır. ∇⊥ konneksiyonuna normal konneksiyon ve 𝐴𝑉 ∶ 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀) ile tanımlı 

operatöre Weingarten temel tensör denir [28].  

Aşağıdaki lemma ikinci temel form ile Weingarten temel tensörü arasındaki 

ilişkiyi vermektedir. 

 Lemma 2.3.1.2. (𝑀̅, 𝑔) bir Riemann manifoldu ve 𝑀, 𝑀̅ manifoldunun alt manifoldu 

olsun. Bu durumda 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀) ve 𝑉 ∈ Γ(𝑇𝑀⊥) için 

𝑔(𝐴𝑉𝑋, 𝑌) = 𝑔(ℎ(𝑋, 𝑌), 𝑉)                               (2.3.1.8) 

dir [28]. 

İspat. 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀) ve 𝑉 ∈ Γ(𝑇𝑀⊥)  için 𝑔(𝑌, 𝑉) = 0 dır. Bu ifadenin her iki tarafına 

∇̅ kovaryant türevi uygulanırsa 

           𝑔(∇̅𝑋𝑌, 𝑉) + 𝑔(𝑌, ∇̅𝑋𝑉) = 0 

elde edilir. Burada (2.3.1.5) ve (2.3.1.6) denklemleri kullanılırsa 

𝑔(∇𝑋𝑌 + ℎ(𝑋, 𝑌), 𝑉) + 𝑔(𝑌, −𝐴𝑉𝑋 + ∇𝑋
⊥𝑉) = 0 

olur. Burada (2.3.1.2) deki ayrışım kullanılırsa (2.3.1.8) elde edilir. ℎ simetrik ve 

bilineer olduğundan (2.3.1.8) ifadesinden 𝐴𝑉 operatörünün simetrik ve lineer olduğu 

elde edilir. (2.3.1.5) ve (2.3.1.6) denklemlerine sırasıyla Gauss formülü ve 

Weingarten formülü denir. 

Eğer ek boyut 𝑚 − 𝑛 = 1 ise altmanifolda hiperyüzey denir. Bu durumda 

𝜒(𝑀)⊥, 1 − boyutlu olduğundan 𝜒(𝑀)⊥ uzayını geren birim normal vektör alanı 𝑁 

olmak üzere 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) için ℎ(𝑋, 𝑌) = 𝜆𝑁 yazılabilir. Lemma 2.3.1.2 kullanılırsa 

𝜆 = 𝑔(𝐴𝑁𝑋, 𝑌) elde edilir. Böylece (2.3.1.5) Gauss formülü 

∇̅𝑋𝑌 = ∇𝑋𝑌 + 𝑔(𝐴𝑁𝑋, 𝑌)𝑁                             (2.3.1.9) 

olur. Diğer taraftan 𝑀 hiperyüzeyinin birim normal vektör alanı 𝑁 olmak üzere 

𝑔(∇𝑋
⊥𝑁,𝑁) = 𝑔(∇̅𝑋𝑁,𝑁) = 0 

olur. Buradan (2.3.1.6) Weingarten formülü 

∇̅𝑋𝑁 = −𝐴𝑁𝑋                                        (2.3.1.10) 

dir [28]. 

Tanım 2.3.1.3.  𝑀̅ bir Riemann manifoldu olsun ve 𝑀, 𝑀̅ manifoldunun altmanifoldu 
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{𝑒1, … , 𝑒𝑛} altmanifoldun ortonormal çatısı olsun. Bu durumda 

𝐻 =
1

𝑛
𝑖𝑧ℎ =

1

𝑛
∑ℎ(𝑒𝑖, 𝑒𝑖)

𝑛

𝑖=1

                                          (2.3.1.11) 

ile tanımlı 𝐻 vektör alanına, ki bu vektör alanı normal demetin kesitidir, ortalama 

eğrilik vektör alanı denir. Kolayca görülürki ortalama eğrilik vektör alanı baz 

seçiminden bağımsızdır [28]. 

Bir altmanifoldun kesit eğriliği veya yüzeyler için Gauss eğriliği içsel bir ölçüt 

(intrinsic) olmasına karşın ortalama eğrilik vektör alanı dışsal (extrinsic) bir ölçüttür. 

(2.3.1.8) bağıntısından aşağıdaki ifade elde edilir. 

Lemma 2.3.1.4. 𝑀̅ bir Riemann manifoldu olsun ve 𝑀, 𝑀̅ manifoldunun altmanifoldu 

ve {𝑛1, … , 𝑛𝑚} altmanifoldun normal uzayının bir bazı olsun. Bu durumda 

𝐻 =
1

𝑛
∑(𝑖𝑧𝐴𝑛𝑗)

𝑚

𝑗=1

𝑛𝑗                                          (2.3.1.12) 

dir [28]. 

İspat. {𝑒1, … , 𝑒𝑛}, 𝑀 manifoldunun ortonormal çatısı olsun. Bu durumda 

 

𝐻 =
1

𝑛
∑ℎ(𝑒𝑖 , 𝑒𝑖)

𝑛

𝑖=1

=
1

𝑛
∑∑𝑔(ℎ(𝑒𝑖 , 𝑒𝑖), 𝑛𝑗)

𝑛

𝑖=1

𝑚

𝑗=1

𝑛𝑗 

dır. Burada (2.3.1.8) kullanılırsa 

𝐻 =
1

𝑛
∑∑𝑔(𝐴𝑛𝑗𝑒𝑖, 𝑒𝑖)

𝑛

𝑖=1

𝑚

𝑗=1

𝑛𝑗 

elde edilir. Bu ise (2.3.1.12) dir. 

 

2.3.2. Riemann Altmanifoldların Eğrilikleri  

 

Bu altbölümde bir Riemann manifoldu ile onun altmanifoldunun eğrilikleri 

arasındaki bağıntılar sunulmaktadır. Bu bağıntılar bir Riemann manifoldunu 

altmanifoldunun geometrisi incelenirken çok önemli araçlar olarak kullanılmaktadır. 

𝑀̅ manifoldunun eğrilik tensör alanı 𝑅̅ ve 𝑀 altmanifoldunun eğrilik tensör alanı 𝑅 

olsun. ℎ ikinci temel formun kovaryant türevi 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀) olmak üzere 
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(∇𝑋ℎ)(𝑌, 𝑍) = ∇𝑋
⊥ℎ(𝑌, 𝑍) − ℎ(∇𝑋𝑌, 𝑍) − ℎ(𝑌, ∇𝑋𝑍)                     (2.3.2.1) 

ile tanımlayalım. Bu durumda 𝐴𝑉 Weingarten tensörünün türevi 

(∇𝑋𝐴)𝑉𝑌 = ∇𝑋𝐴𝑉𝑌 − A∇𝑋⊥𝑉𝑌 − 𝐴𝑉∇𝑋𝑌                       (2.3.2.2) 

olur. Gauss ve Weingarten formülleri kullanılırsa  

𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 = ∇̅𝑋∇̅𝑌𝑍 − ∇̅𝑌∇̅𝑋𝑍 − ∇̅[𝑋,𝑌]𝑍 

= ∇̅𝑋(∇𝑌𝑍 + ℎ(𝑌, 𝑍)) − ∇̅𝑌(∇𝑋𝑍 + ℎ(𝑋, 𝑍)) − ∇⌈𝑋,𝑌⌉𝑍 − ℎ([𝑋, 𝑌], 𝑍) 

olur. Tekrar Gauss ve Weingarten formülleri kullanılır, braket açılımı yapılır ve 

(2.3.2.1) uygulanırsa  

                 𝑅̅(𝑋, 𝑌)𝑍 = 𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 − 𝐴ℎ(𝑌,𝑍)𝑋 + 𝐴ℎ(𝑋,𝑍)𝑌  

+(∇𝑋ℎ)(𝑌, 𝑍) − (∇𝑌ℎ)(𝑋, 𝑍)                                      (2.3.2.3) 

elde edilir. (2.3.1.8) kullanılırsa (2.3.2.3) ifadesi 𝑇 ∈ 𝜒(𝑀) için  

       𝑔(𝑅̅(𝑋, 𝑌)𝑍, 𝑇) = 𝑔(𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍, 𝑇) − 𝑔(ℎ(𝑌, 𝑍), ℎ(𝑋, 𝑇))  

+𝑔(ℎ(𝑋, 𝑍), ℎ(𝑌, 𝑇))                                                   (2.3.2.4) 

olur. (2.3.2.4) ifadesine Gauss denklemi denir. (2.3.2.3) ifadesinin normal uzaya ait 

olan bileşenleri gözönüne alınırsa  

(𝑅̅(𝑋, 𝑌)𝑍)⊥ = (∇𝑋ℎ)(𝑌, 𝑍) − (∇𝑌ℎ)(𝑋, 𝑍)                                         (2.3.2.5) 

elde edilir. (2.3.2.5) denklemine Codazzi denklemi denir. 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) ve 𝑉 ∈ 𝜒(𝑀)⊥ 

olmak üzere 𝑅⊥ eğrilik tensörünü  

              𝑅⊥(𝑋, 𝑌)𝑉 = ∇𝑋
⊥∇𝑌

⊥𝑉 − ∇𝑌
⊥∇𝑋

⊥𝑉 − ∇[𝑋,𝑌]
⊥ 𝑉  

tanımlayalım. Yukarıdaki işlemler tekrarlanır ve (2.3.2.2) kullanılırsa  

                𝑅̅(𝑋, 𝑌)𝑉 = 𝑅⊥(𝑋, 𝑌)𝑉 − ℎ(𝑋, 𝐴𝑉𝑌) + ℎ(𝑌, 𝐴𝑉𝑋)  

 −(∇𝑋𝐴)𝑉𝑌 + (∇𝑌𝐴)𝑉𝑋                                                (2.3.2.6) 

olur. Bu ifade 𝑈 ∈ 𝜒(𝑀)⊥  için  

𝑔(𝑅̅(𝑋, 𝑌)𝑉, 𝑈) = 𝑔(𝑅⊥(𝑋, 𝑌)𝑉, 𝑈) + 𝑔([𝐴𝑈, 𝐴𝑉]𝑋, 𝑌)                           (2.3.2.7) 

dir, burada [𝐴𝑈 , 𝐴𝑉] = 𝐴𝑈𝐴𝑉 − 𝐴𝑉𝐴𝑈 ile tanımlanır. (2.3.2.7) denklemine Ricci 

denklemi denir. Eğer 𝑅⊥ = 0 ise normal koleksiyona flattır denir [28]. 

 

2.3.3. Özel Altmanifoldlar 

 

Bu altbölümde tamamen jeodezik altmanifoldlar, tamamen umbilik 
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altmanifoldlar ve minimal altmanifoldlar tanıtılmakta, karakterizasyonları verilmekte 

ve geometrik yorumları sunulmaktadır [28]. 

Tanım 2.3.3.1. (𝑀̅, 𝑔) bir Riemann manifoldu ve 𝑀, 𝑀̅ manifoldunun altmanifoldu 

olsun. Eğer ℎ ikinci temel form sıfır ise altmanifolda tamamen jeodeziktir denir [28]. 

(2.3.1.5) Gauss formülü tamamen jeodeziklik kavramının geometrik olarak ne 

anlama geldiğini söylemektedir. Gerçekten Gauss formülünden, bir altmanifoldun 

tamamen jeodezik olması için gerek ve yeter şart 𝑀 altmanifoldundaki her jeodeziğin 

aynı zamanda 𝑀̅ manifoldunda da jeodezik olmasıdır. Tamamen jeodezik 

altmanifoldlar en basit altmanifoldlardır. Örneğin düzlem (doğru veya hiper düzlem) 

bir tamamen jeodezik altmanifolddur [28]. 

𝑉 ∈ 𝜒(𝑀)⊥ ve 𝜆 ∈ 𝐶∞(𝑀,ℝ) olmak üzere 𝐴𝑉 = 𝜆𝐼 ise 𝑀 altmanifoldu 𝑉 

vektör alanına göre umbiliktir denir. Eğer 𝑀 altmanifoldu her normal vektör alanına 

göre umbilik ise 𝑀 altmanifolduna tamamen umbilik altmanifold denir. Tamamen 

umbilik altmanifoldlar tamamen jeodezik altmanifoldlarına en yakın altmanifoldlardır 

[28]. 

Aşağıdaki teorem tamamen umbilik altmanifoldlar için kullanışlı bir 

karakterizasyon sunmaktadır. 

Teorem 2.3.3.2. 𝑀̅ bir Riemann manifoldu ve 𝑀, 𝑀̅ manifoldunun altmanifoldu olsun. 

Bu durumda 𝐻 altmanifoldun ortalama eğrilik vektör alanı olmak üzere 𝑀 

altmanifoldunun tamamen umbilik olması için gerek ve yeter 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) için  

ℎ(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝑌)𝐻                                  (2.3.3.1) 

olmasıdır [28].  

İspat. {𝑒1, … , 𝑒𝑚, 𝑒𝑚+1, … , 𝑒𝑛} kümesi, {𝑒1, … , 𝑒𝑚} kümesi 𝜒(𝑀) uzayının bazı ve 

{𝑒𝑚+1, … , 𝑒𝑛} , 𝜒(𝑀) ⊥ uzayının bazı olacak şekilde 𝑀̅ manifoldunun ortonormal 

çatısı olsun. Bu durumda 𝐴𝑉𝑒𝑖 = 𝜆𝑒𝑖 dır. Buradan  𝑉 ∈ 𝜒(𝑀) ⊥ için 

∑ 𝑔(𝐴𝑉𝑒𝑖 , 𝑒𝑖) = 𝑚𝜆𝑚
𝑖=1  olur. Böylece 𝜆 =

1

𝑚
∑ 𝑔(𝐴𝑉𝑒𝑖, 𝑒𝑖)
𝑚
𝑖=1  elde edilir. Burada 

(2.3.1.8) kullanılırsa  𝜆 =
1

𝑚
∑ 𝑔(ℎ(𝑒𝑖, 𝑒𝑖), 𝑉)
𝑚
𝑖=1  dir. Buradan 𝜆 = 𝑔(𝐻, 𝑉) olur. 

Böylece 𝐴𝑉𝑋 = 𝜆𝑋 olması için gerek ve yeter şart 𝐴𝑉𝑋 = 𝑔(𝐻, 𝑉)𝑋 olmasıdır. 

Buradan 𝑔(𝐴𝑉𝑋, 𝑌) = 𝑔(ℎ(𝑋, 𝑌), 𝑉) = 𝑔(𝑋, 𝑌)𝑔(𝐻, 𝑉) elde edilir. Bu ifade keyfi her 

V normal vektör alanı için geçerli olduğundan ispat biter. 
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Teoremin ispatından görülmektedir ki bir M altmanifoldunun tamamen umbilik 

olması için gerek ve yeter şart X ∈ χ(M) ve V ∈ 𝜒(𝑀) ⊥  için 

𝐴𝑉𝑋 = 𝑔(𝐻, 𝑉)𝑋 

olmasıdır. 

Örnek 2.3.3.3. Aşağıda 𝜑 dönüşümü ile verilen  

𝜑:   ℝ2 ⟶  ℝ4 

(𝑥1, 𝑥2)   →   𝜙(𝑥1, 𝑥2) = (𝑥1, 𝑥2, √1 − (𝑥1
2 + 𝑥2

2), 0) , 𝑥1
2 + 𝑥2

2 < 1 

𝑀 altmanifoldunu gözönüne alalım. Bu durumda altmanifoldun tanjant demeti  

                          𝑍1 = √1 − (𝑥1
2 + 𝑥2

2)
𝜕

𝜕𝑥1
− 𝑥1

𝜕

𝜕𝑥3
 

                          𝑍2 = √1 − (𝑥1
2 + 𝑥2

2)
𝜕

𝜕𝑥2
− 𝑥2

𝜕

𝜕𝑥3
 

 ile normal demet 𝑇𝑀⊥ 

𝑊1 = 𝑥1
𝜕

𝜕𝑥1
+ 𝑥2

𝜕

𝜕𝑥2
+√1 − (𝑥1

2 + 𝑥2
2)

𝜕

𝜕𝑥3
,𝑊2 =

𝜕

𝜕𝑥4
 

ile gerilir. ∇̅, ℝ4 uzayının Levi-Civita konneksiyonu olmak üzere  

                   ∇̅𝑍1𝑍1 = −
𝑥1

√1 − (𝑥1
2 + 𝑥2

2)

𝜕

𝜕𝑥1
−

𝜕

𝜕𝑥3
 

                   ∇̅𝑍1𝑍2 = −
𝑥1

√1 − (𝑥1
2 + 𝑥2

2)

𝜕

𝜕𝑥2
 

                   ∇̅𝑍2𝑍2 = −
𝑥2

√1 − (𝑥1
2 + 𝑥2

2)

𝜕

𝜕𝑥2
−

𝜕

𝜕𝑥3
 

dır. Buradan  

            ℎ(𝑍1, 𝑍1) =
(−1 + 𝑥2

2)

√1 − (𝑥1
2 + 𝑥2

2)
𝑊1 = 𝑔(𝑍1, 𝑍1)𝐻 

           ℎ(𝑍1, 𝑍2) =
−𝑥1𝑥2

√1 − (𝑥1
2 + 𝑥2

2)
𝑊1 = 𝑔(𝑍1, 𝑍2)𝐻 

           ℎ(𝑍2, 𝑍2) =
(−1 + 𝑥2

2)

√1 − (𝑥1
2 + 𝑥2

2)
𝑊1 = 𝑔(𝑍2, 𝑍2)𝐻 

elde edilir, burada 𝐻 =
−1

√1−(𝑥1
2+𝑥2

2)
𝑊1 dir. Sonuç olarak 𝑀 tamamen umbilik bir 
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altmanifolddur. Bir Riemann manifoldun altmanifoldunun ortalama eğrilik vektör 

alanı sıfır ise altmanifolda minimaldir denir [28]. 

 

2.3.4. Sabit Kesit Eğrilikli Riemann Manifoldlarının Altmanifoldları 

 

Bu altbölümde sabit kesit eğrilikli manifoldlara olan immersiyonların 

geometrisi çalışılmaktadır. Eğer 𝑀̅ sabit kesit eğrilikli ise (2.2.6) ve (2.3.2.3) 

denklemlerinden 𝑅̅(𝑋, 𝑌)𝑍 altmanifolda teğettir. Bu nedenle (2.3.2.3) denkleminden 

Codazzi denklemi 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀) için  

(∇𝑋ℎ)(𝑌, 𝑍) = (∇𝑌ℎ)(𝑋, 𝑍)                        (2.3.4.1) 

olur. Eğer 𝑀̅, sabit 𝑐 kesit eğrilikli uzay form ise 𝑋, 𝑌, 𝑍,𝑊 ∈ 𝜒(𝑀) için Gauss 

denklemi  

         𝑔(𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍,𝑊) = 𝑐[𝑔(𝑌, 𝑍)𝑔(𝑋,𝑊) − 𝑔(𝑌,𝑊)𝑔(𝑋, 𝑍)]  

+𝑔(ℎ(𝑌, 𝑍), ℎ(𝑋,𝑊)) − 𝑔(ℎ(𝑋, 𝑍), ℎ(𝑌,𝑊))        (2.3.4.2) 

Elde edilir. {𝑛1, … , 𝑛𝑟} normal uzayın ortonormal çatısı olmak üzere  

  𝑔(ℎ(𝑌, 𝑍), ℎ(𝑋,𝑊)) =∑𝑔(𝑔(ℎ(𝑌, 𝑍), 𝑛𝑖)𝑛𝑖, ℎ(𝑋,𝑊))

𝑟

𝑖=1

 

olduğundan  

  𝑔(ℎ(𝑌, 𝑍), ℎ(𝑋,𝑊)) =∑𝑔(ℎ(𝑌, 𝑍), 𝑛𝑖)𝑔(ℎ(𝑋,𝑊), 𝑛𝑖)

𝑟

𝑖=1

 

dır. Burada (2.3.1.8) kullanılırsa  

𝑔(ℎ(𝑌, 𝑍), ℎ(𝑋,𝑊)) =∑𝑔(𝐴𝑛𝑖𝑌, 𝑍)𝑔(𝐴𝑛𝑖𝑋,𝑊)

𝑟

𝑖=1

            (2.3.4.3) 

olur. (2.3.4.3) ifadesi (2.3.4.2) Gauss denkleminde kullanılırsa 

𝑔(𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍,𝑊) = 𝑐[𝑔(𝑌, 𝑍)𝑔(𝑋,𝑊) − 𝑔(𝑌,𝑊)𝑔(𝑋, 𝑍)] 

+∑𝑔(𝐴𝑛𝑖𝑌, 𝑍)𝑔(𝐴𝑛𝑖𝑋,𝑊)

𝑟

𝑖=1

− 𝑔(𝐴𝑛𝑖𝑋, 𝑍)𝑔(𝐴𝑛𝑖𝑌,𝑊)     (2.3.4.4) 

dır. {𝑒1, … , 𝑒𝑚}, 𝑀 altmanifoldunun ortonormal çatısı olmak üzere (2.2.4) ve (2.3.4.4) 

denklemlerinden altmanifoldun Ricci tensörü 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) için  
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                   𝑆(𝑋, 𝑌) =∑𝑐[𝑔(𝑋, 𝑌)𝑔(𝑒𝑗 , 𝑒𝑗) − 𝑔(𝑋, 𝑒𝑗)𝑔(𝑒𝑗 , 𝑌)]

𝑚

𝑗=1

 

                                        +∑𝑔(𝐴𝑛𝑖𝑋, 𝑌)𝑔(𝐴𝑛𝑖𝑒𝑗 , 𝑒𝑗) − 𝑔(𝐴𝑛𝑖𝑒𝑗, 𝑌)𝑔(𝐴𝑛𝑖𝑋, 𝑒𝑗)

𝑟

𝑖=1

 

olur. Burada 𝐴𝑛𝑖, 𝑔 metriğine göre simetrik olduğundan  

                   𝑆(𝑋, 𝑌) = 𝑐 [𝑚𝑔(𝑋, 𝑌) −∑𝑔(𝑋, 𝑔(𝑌, 𝑒𝑗)𝑒𝑗)

𝑚

𝑗=1

] 

              +∑𝑔(𝐴𝑛𝑖𝑋, 𝑌)

𝑟

𝑖=1

𝑖𝑧𝐴𝑛𝑖 − 𝑔(𝐴𝑛𝑖𝑋, 𝑔(𝑒𝑗 , 𝐴𝑛𝑖𝑌)𝑒𝑗) 

elde edilir. Böylece bir uzay formun altmanifoldunun Ricci tensörü  

𝑆(𝑋, 𝑌) = 𝑐(𝑚 − 1)𝑔(𝑋, 𝑌) +∑𝑔(𝐴𝑛𝑖𝑋, 𝑌)

𝑟

𝑖=1

𝑖𝑧𝐴𝑛𝑖 − 𝑔(𝐴𝑛𝑖𝑋, 𝐴𝑛𝑖𝑌)      (2.3.4.5) 

elde edilir. diğer taraftan Tanım 2.2.5. ve (2.3.4.5) denkleminden  

𝑟 = 𝑐∑(𝑚 − 1)𝑔(𝑒𝑗 , 𝑒𝑗) +∑𝑔(𝐴𝑛𝑖𝑒𝑗 , 𝑒𝑗)𝑖𝑧𝐴𝑛𝑖

𝑟

𝑖=1

𝑚

𝑗=1

                  (2.3.4.6) 

dır. Böylece altmanifoldun skaler eğriliği  

𝑟 = 𝑐𝑚(𝑚 − 1) +∑(𝑖𝑧𝐴𝑛𝑖)
2 − 𝑖𝑧𝐴𝑛𝑖

2

𝑟

𝑖=1

                    (2.3.4.7) 

olur. Burada ∑ 𝑖𝑧𝐴𝑛𝑖
2𝑟

𝑖=1  ifadesi 𝑀 altmanifoldunun ikinci temel formunun karesidir 

ve ‖𝐴‖2 ile de gösterilir. İkinci temel formun uzunluğunun karesi  

‖ℎ‖2 = ∑ 𝑔(ℎ(𝑒𝑖 , 𝑒𝑗), ℎ(𝑒𝑖, 𝑒𝑗)) = ‖𝐴‖
2

𝑚

𝑖,𝑗=1

 

olarak ifade edilir [28]. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM  

 

3.1. Altın Oran ve Özellikleri 

 

Tanım 3.1.1. Sürekli bir kesir, payları 1 olan iç içe kesirler ile sayıyı temsil eden bir 

formdur. Örneğin; 
9

7
 için sürekli kesir  

1 +
1

3 +
1
2

 

dir. Bu sürekli kesrin kısaca gösterimi {1; 3,2} dir [19]. 

Bir sayının sürekli kesrinin sonlu olabilmesi için gerek ve yeter şart bu sayının 

rasyonel olmasıdır [19]. 

İkinci dereceden bir irrasyonel veya ikinci dereceden bir rasyonel olmayan sayı 

rasyonel katsayılı bir denklemin çözümü olan bir sayıdır [19]. 

Bir sayının sürekli kesrinin periyodik olması için gerek ve yeter şart bu sayının 

kuadratik irrasyonel olmasıdır. Periyodik sürekli bir kesrin yinelenen bloğu bir çizgi 

ile gösterilir [19]. 

İrrasyonel sayı, 1 den büyük ve eşleniği −1 den büyük olan 0 dan küçük bir 

sayıdır [19]. 

Bir yakınsak, sürekli bir kesrin kesilmesidir. Örneğin; {3; 2,5,6,8} in 2. 

Yakınsağı {3; 2} olacaktır [19]. 

 Fibonacci sayıları,  

𝐹𝑛+2 = 𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛                                                                                   (3.1.1)  

yinelemesiyle tanımlanan bir dizidir öyle ki; 𝐹0 = 0 ve 𝐹1 = 1 dir. 

 Lucas sayıları, 

 𝐿𝑛+2 = 𝐿𝑛+1 + 𝐿𝑛                                                                                   (3.1.2)  

yinelemesiyle tanımlanan bir dizidir, öyle ki; 𝐿0 = 2 ve 𝐿1 = 1 dir. 

           Fibonacci dizisinin ardışık terimlerinin oranları, terim numarası arttıkça 

yakınsak bir dizi oluşturur. Yakınsanan sayının bulunabilmesi için dizinin ardışık 

terimleri oranlanırsa  
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𝐹𝑛+1
𝐹𝑛

= 1 +
𝐹𝑛−1
𝐹𝑛

= 1 +
1

𝐹𝑛
𝐹𝑛−1

 

elde edilir. Buradan 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(
𝐹𝑛+1

𝐹𝑛
) = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
(
𝐹𝑛

𝐹𝑛−1
) eşitliği dikkate alınarak her iki tarafın 

limiti alınırsa 

𝜙 ≔ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(
𝐹𝑛+1
𝐹𝑛

) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(1 +
1

𝐹𝑛
𝐹𝑛−1

) = 1 +
1

𝜙
 

olup, buradan 

𝜙2 − 𝜙 − 1 = 0 

eşitliği elde edilir. Limit değeri pozitif olacağı için  

𝜙 = lim
𝑛→∞

(
𝐹𝑛+1
𝐹𝑛

) =
1 + √5

2
= 1.61803398874989… 

sonucuna ulaşılır. Bu sayı ise altın oran olarak adlandırılır [29]. 

 Altın oran 𝜙 =
1+√5

2
 dir. Gümüş oranlar 𝑆𝑚 =

𝑚+√𝑚2+4

2
 dir. Gümüş oranın 

altın orana benzerliği S1 = 𝜙 şeklindedir. 

 Lucas dizileri 2 çift tipli serilerin oluşturduğu bir seri ailesidir. 𝑈𝑛(𝑃, 𝑄) veya 

sadece 𝑈𝑛 ile gösterilen 𝑈 serileri 

𝑈𝑛+2 = 𝑃𝑈𝑛+1 − 𝑄𝑈𝑛                                                                    (3.1.3) 

yinelemesi ile tanımlanır, öyle ki 𝑈0 = 0 ve 𝑈1 = 1 dir. 𝑉𝑛(𝑃, 𝑄) veya sadece 𝑉𝑛 ile 

gösterilen 𝑉 serileri ise 

𝑉𝑛+2 = 𝑃𝑉𝑛+1 − 𝑄𝑉𝑛                                                                      (3.1.4) 

yinelemesi ile tanımlanır, öyle ki 𝑉0 = 2 ve 𝑉1 = 𝑃 dir. Lucas dizileri Fibonacci ve 

Lucas sayılarının genelleştirilmiş halidir. Yani 𝑈𝑛(1, −1) = 𝐹𝑛 ve 𝑉𝑛(1, −1) = 𝐿𝑛 dir 

[19]. 

Tanım 3.1.2. Gümüş Fibonacci sayıları (𝐹𝑚,𝑛) 

𝐹𝑚,𝑛+2 = 𝑚𝐹𝑚,𝑛+1 + 𝐹𝑚,𝑛                                                                    (3.1.5) 

yinelemesiyle tanımlanan dizilerin bir ailesidir öyle ki, 𝐹𝑚,0 = 0 ve 𝐹𝑚,1 = 1 dir [19]. 

 Gümüş Fibonacci sayıları Fibonacci sayılarının 𝐹1,𝑛 = 𝐹𝑛 gibi genelleştirilmiş 

halidir. 
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 Gümüş Lucas sayıları (𝐿𝑚,𝑛) 

𝐿𝑚,𝑛+2 = 𝑚𝐿𝑚,𝑛+1 + 𝐿𝑚,𝑛                                                                   (3.1.6) 

yinelemesi şeklinde tanımlanan dizilerin bir ailesidir öyle ki, 𝐿𝑚,0 = 2 ve 𝐿𝑚,1 = 𝑚 

dir. Gümüş Lucas sayıları, Lucas sayılarının 𝐿1,𝑛 = 𝐿𝑛 gibi genelleştirilmiş halidir 

[19]. 

 Bronz Fibonacci sayıları (𝑓𝑚,𝑛) 

𝑓𝑚,𝑛+2 = 𝑚𝑓𝑚,𝑛+1 − 𝑓𝑚,𝑛                                                                     (3.1.7) 

yinelemesiyle tanımlanan dizilerin bir ailesidir. Burada 𝑓𝑚,0 = 0 ve 𝑓𝑚,1 = 1 dir [19]. 

 Bronz Lucas sayıları (𝑙𝑚,𝑛) ise 

𝑙𝑚,𝑛+2 = 𝑚𝑙𝑚,𝑛+1 − 𝑙𝑚,𝑛                                                                     (3.1.8) 

yinelemesiyle tanımlanan dizilerin bir ailesidir. Burada 𝑙𝑚,0 = 2 ve 𝑙𝑚,1 = 𝑚 dir. 

Bronz oranlar (𝐵𝑚) =
𝑚+√𝑚2−4

2
 dir [19]. 

 Lucas sabitleri (𝐶(𝑃, 𝑄) veya 𝐶), 
𝑃+√𝑃2−4𝑄

2
 ile tanımlanır. Lucas sabitleri 

C(1,−1) = 𝜙 olmak üzere altın oranı verir. Ayrıca Gümüş ve Bronz oranın 

genelleştirilmesi C(𝑚,−1) = 𝑆𝑚 ve C(𝑚, 1) = 𝐵𝑚 dir. Eğer 𝑃2 − 4𝑄 bir tam kare ise 

Lucas sabiti dejeneredir denir [19]. 

Fibonaacci sayıları, Lucas sayıları ve altın oran ile ilgili bilinen bazı özellikler 

aşağıdaki gibi verilebilir [19]: 

1. 𝐿𝑛 = 𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛−1 = 2𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑛 dir. 

2. 𝐹𝑛
2 − 𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1 = (−1)𝑛−1 dir. 

3. Altın oran için sürekli kesir {1; 1̅} dir. 

4. 𝜙𝑛+2 = 𝜙𝑛+1 + 𝜙𝑛 dir. 

5. 𝜙𝑛 =
𝐿𝑛+𝐹𝑛√5

2
 dir. 

6. 𝜙𝜙̅ = −1 dir. 

7. 𝐹𝑛 =
𝜙𝑛−𝜙̅𝑛

√5
 dir. 
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3.2. Altın Oran ve Sürekli Kesirler 

 

Altın oran ile sürekli kesirler arasındaki ilişki üç özellikte ele alınabilir. İlki ve 

yaygın olarak bilineni altın oran ile Fibonacci sayıları arasındaki ilişkisidir. İkincisi 

fakat yaygın olmayan, altın oranın kuvvetleri ile Lucas sayıları arasındaki ilişkisidir. 

Son özellik ise altın oranın kuvvetlerinin yakınsaklığıyla ilgilidir [19]. 

 

3.2.1. Altın Oranın Yakınsakları 

 

Teorem 3.2.1.1. Altın oranın 𝑛 yinci yakınsaması 
𝐹𝑛+1

𝐹𝑛
 dir [19]. 

İspat. Açık olarak bu birinci yakınsak 1 ve 
𝐹2

𝐹1
= 1 olduğundan 𝑛 = 1 durumu için 

iddia sağlanır. 𝑛 yinci yakısağının 
𝐹𝑛+1

𝐹𝑛
 olduğunu varsayarsak  (𝑛 + 1) inci yakınsağı 

1 +
1

𝐹𝑛+1
𝐹𝑛

= 1 +
𝐹𝑛
𝐹𝑛+1

=
𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛
𝐹𝑛+1

=
𝐹𝑛+2
𝐹𝑛+1

 

olur ve ispat tamamlanır. 

 

3.2.2. Altın Oranın Kuvvetleri 

 

Teorem 3.2.2.1. 𝒏 tek ise sürekli kesir 𝝓𝒏 = {𝑳𝒏; 𝑳𝒏̅̅ ̅}, 𝒏 çift ise sürekli kesirler 𝝓𝒏 =

{𝑳𝒏 − 𝟏; 𝟏, 𝑳𝒏 − 𝟐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ } dir [19]. 

İspat. 𝑥 = {𝐿𝑛; 𝐿𝑛̅̅ ̅} ve  𝑛’ nin tek olduğunu varsayalım; 

𝑥 = 𝐿𝑛 +
1

𝑥
⇒ 𝑥 − 𝐿𝑛 −

1

𝑥
= 0 

             ⇒ 𝑥2 − 𝐿𝑛𝑥 − 1 = 0 

                     ⇒ 𝑥 =
𝐿𝑛 +√𝐿𝑛

2 + 4

2
=
𝐿𝑛 +√(2𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑛)2 + 4

2
 

                              =
𝐿𝑛 +√4𝐹𝑛+1

2 − 4𝐹𝑛+1𝐹𝑛 + 𝐹𝑛
2 + 4

2
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                               =
𝐿𝑛 +√4𝐹𝑛+1(𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑛) + 𝐹𝑛

2 + 4

2
 

                               =
𝐿𝑛 +√4𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛

2 + 4

2
 

                               =
𝐿𝑛 +√4(𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1 + 1) + 𝐹𝑛

2

2
 

                                =
𝐿𝑛 +√4(𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1 − (−1)𝑛) + 𝐹𝑛

2

2
 

                                 =
𝐿𝑛 +√4𝐹𝑛

2 + 𝐹𝑛
2

2
 

                                 =
𝐿𝑛 +√5𝐹𝑛

2

2
=
𝐿𝑛 + 𝐹𝑛√5

2
= 𝜙𝑛 

olur. Şimdi 𝑥 = {𝐿𝑛 − 1; 1, 𝐿𝑛 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} ve 𝑛’ nin çift olduğunu varsayalım. Bu durumda 

𝑥 = 𝐿𝑛 − 1 +
1

1 +
1

𝑥 − 1

= 𝐿𝑛 − 1 +
𝑥 − 1

𝑥
= 𝐿𝑛 −

1

𝑥
 

𝑥 = 𝐿𝑛 −
1

𝑥
⇒ 𝑥2 − 𝐿𝑛𝑥 + 1 = 0 

                      ⇒ 𝑥 =
𝐿𝑛 +√𝐿𝑛

2 − 4

2
=
𝐿𝑛 +√(2𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑛)2 − 4

2
 

                               =
𝐿𝑛 +√4𝐹𝑛+1

2 − 4𝐹𝑛+1𝐹𝑛 + 𝐹𝑛
2 − 4

2
 

                                =
𝐿𝑛 +√4𝐹𝑛+1(𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑛) + 𝐹𝑛

2 − 4

2
 

                                =
𝐿𝑛 +√4𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛

2 − 4

2
 

                                =
𝐿𝑛 +√4(𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1 − 1) + 𝐹𝑛

2

2
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                                =
𝐿𝑛 +√4(𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1 − (−1)𝑛) + 𝐹𝑛

2

2
 

                                =
𝐿𝑛 +√4𝐹𝑛

2 + 𝐹𝑛
2

2
 

                                =
𝐿𝑛 +√5𝐹𝑛

2

2
=
𝐿𝑛 + 𝐹𝑛√5

2
= 𝜙𝑛 

olur ve ispat tamamlanır. 

 

3.2.3. Altın Oranın Kuvvetlerinin Yakınsaklıkları 

 

Lemma 3.2.3.1. Eğer 𝑎 tek ise  

𝐹𝑎(𝑛+2) = 𝐿𝑎𝐹𝑎(𝑛+1) + 𝐹𝑎𝑛                                       (3.2.3.1)  

dir [19]. 

İspat. 𝑔0 = 0 ve 𝑔1 = 1 için 𝑔𝑛+2 = 𝐿𝑎𝑔𝑛+1 + 𝑔𝑛 olmak üzere 𝐺 = ∑ 𝑔𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛 

olsun. Böylece, 

𝑔0 = 0 

𝑔1 = 1 

𝑔2 = 𝐿𝑎𝑔1 + 𝑔0 = 𝐿𝑎 

𝑔3 = 𝐿𝑎𝑔2 + 𝑔1 = 𝐿𝑎
2 + 1 

𝑔4 = 𝐿𝑎𝑔3 + 𝑔2 = 𝐿𝑎(𝐿𝑎
2 + 1) + 𝐿𝑎 = 𝐿𝑎

3 + 2𝐿𝑎 

𝑔5 = 𝐿𝑎𝑔4 + 𝑔3 = 𝐿𝑎(𝐿𝑎
3 + 2𝐿𝑎) + 𝐿𝑎

2 + 1 = 𝐿𝑎
4 + 3𝐿𝑎

2 + 1 

⋮ 

𝐺 = ∑𝑔𝑛

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 = 𝑔0𝑥
0 + 𝑔1𝑥

1 + 𝑔2𝑥
2 + 𝑔3𝑥

3 + 𝑔4𝑥
4 + 𝑔5𝑥

5 +⋯ 

= 𝑥 + 𝐿𝑎𝑥
2 + (𝐿𝑎

2 + 1)𝑥3 + (𝐿𝑎
3 + 2𝐿𝑎)𝑥

4 + (𝐿𝑎
4 + 3𝐿𝑎

2 + 1)𝑥5 +⋯ 

= 𝑥 + 𝐿𝑎𝑥
2 + 𝐿𝑎

2𝑥3 + 𝑥3 + 𝐿𝑎
3𝑥4 + 2𝐿𝑎𝑥

4 + 𝐿𝑎
4𝑥5 + 3𝐿𝑎

2𝑥5 + 𝑥5 +⋯ 

= 𝑥 + 𝐿𝑎𝑥(𝑥 + 𝐿𝑎𝑥
2 + (𝐿𝑎

2 + 1)𝑥3 + (𝐿𝑎
3 + 2𝐿𝑎)𝑥

4 + (𝐿𝑎
4 + 3𝐿𝑎

2 + 1)𝑥5

+⋯) 

+𝑥2(𝑥 + 𝐿𝑎𝑥
2 + (𝐿𝑎

2 + 1)𝑥3 + (𝐿𝑎
3 + 2𝐿𝑎)𝑥

4 + (𝐿𝑎
4 + 3𝐿𝑎

2 + 1)𝑥5 +⋯) 
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= 𝑥 + 𝐿𝑎𝑥 𝐺 + 𝑥
2𝐺 

elde edilir. Buradan 

𝐺 = 𝑥 + 𝐿𝑎𝑥 𝐺 + 𝑥
2𝐺 ⇒ 𝐺 − 𝐿𝑎𝑥 𝐺 − 𝑥

2𝐺 = 𝑥 ⇒ 𝐺 =
𝑥

1 − 𝐿𝑎𝑥 − 𝑥2
 

olur. Paydayı sıfır yapan değerler 
−𝐿𝑎±√𝐿𝑎

2−4

2
 olup önceki ispatın birinci bölümünde 

kullanılan metotlara benzer yöntemlerle −𝜙̅𝑎  ve −𝜙𝑎 ifadelerine eşit olduğunu 

görürüz. Böylece, 

𝐺 = −
𝑥

(𝜙̅𝑎 + 𝑥)(𝜙𝑎 + 𝑥)
=

𝜙̅𝑎

𝜙̅𝑎 + 𝑥
−

𝜙𝑎

𝜙𝑎 + 𝑥

𝐹𝑎√5
=

1

1 +
𝑥
𝜙̅𝑎

−
1

1 +
𝑥
𝜙𝑎

𝐹𝑎√5
 

                   =

1
1 − 𝜙𝑎𝑥 −

1
1 − 𝜙̅𝑎𝑥

𝐹𝑎√5
 

                   ⇒ 𝑔𝑛 =
𝜙𝑎𝑛 − 𝜙̅𝑎𝑛

𝐹𝑎√5
=
𝐹𝑎𝑛
𝐹𝑎

 

olur. 
𝐹𝑎𝑛

𝐹𝑎
 sağladığından 𝐹𝑎𝑛 de sağlar.  

Lemma 3.2.3.2. Eğer 𝑎 çift ise 

 𝐹𝑎(𝑛+2) = 𝐿𝑎𝐹𝑎(𝑛+1) − 𝐹𝑎𝑛                                                                   (3.2.3.2)  

dır [19]. 

İspat. 𝑔0 = 0 ve 𝑔1 = 1 için 𝑔𝑛+2 = 𝐿𝑎𝑔𝑛+1 − 𝑔𝑛 olmak üzere 𝐺 = ∑ 𝑔𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛 

olsun. Böylece, 

𝑔0 = 0 

𝑔1 = 1 

𝑔2 = 𝐿𝑎𝑔1 − 𝑔0 = 𝐿𝑎 

𝑔3 = 𝐿𝑎𝑔2 − 𝑔1 = 𝐿𝑎
2 − 1 

𝑔4 = 𝐿𝑎𝑔3 − 𝑔2 = 𝐿𝑎(𝐿𝑎
2 − 1) − 𝐿𝑎 = 𝐿𝑎

3 − 2𝐿𝑎 

𝑔5 = 𝐿𝑎𝑔4 − 𝑔3 = 𝐿𝑎(𝐿𝑎
3 − 2𝐿𝑎) − 𝐿𝑎

2 − 1 = 𝐿𝑎
4 − 3𝐿𝑎

2 + 1 

⋮ 

𝐺 = ∑𝑔𝑛

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 = 𝑔0𝑥
0 + 𝑔1𝑥

1 + 𝑔2𝑥
2 + 𝑔3𝑥

3 + 𝑔4𝑥
4 + 𝑔5𝑥

5 +⋯ 
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= 𝑥 + 𝐿𝑎𝑥
2 + (𝐿𝑎

2 − 1)𝑥3 + (𝐿𝑎
3 − 2𝐿𝑎)𝑥

4 + (𝐿𝑎
4 − 3𝐿𝑎

2 + 1)𝑥5 +⋯ 

= 𝑥 + 𝐿𝑎𝑥
2 + 𝐿𝑎

2𝑥3 − 𝑥3 + 𝐿𝑎
3𝑥4 − 2𝐿𝑎𝑥

4 + 𝐿𝑎
4𝑥5 − 3𝐿𝑎

2𝑥5 + 𝑥5 +⋯ 

= 𝑥 + 𝐿𝑎𝑥(𝑥 + 𝐿𝑎𝑥
2 + (𝐿𝑎

2 − 1)𝑥3 + (𝐿𝑎
3 − 2𝐿𝑎)𝑥

4 + (𝐿𝑎
4 − 3𝐿𝑎

2 + 1)𝑥5

+⋯) 

−𝑥2(𝑥 + 𝐿𝑎𝑥
2 + (𝐿𝑎

2 − 1)𝑥3 + (𝐿𝑎
3 − 2𝐿𝑎)𝑥

4 + (𝐿𝑎
4 − 3𝐿𝑎

2 + 1)𝑥5 +⋯) 

= 𝑥 + 𝐿𝑎𝑥 𝐺 − 𝑥
2𝐺 

elde edilir. Buradan 

𝐺 = 𝑥 + 𝐿𝑎𝑥 𝐺 − 𝑥
2𝐺 ⇒ 𝐺 − 𝐿𝑎𝑥 𝐺 + 𝑥

2𝐺 = 𝑥 ⇒ 𝐺 =
𝑥

1 − 𝐿𝑎𝑥 + 𝑥2
 

olur. Payda çözülerek kökleri 𝜙̅𝑎 ve 𝜙𝑎 olan 
𝐿𝑎±√𝐿𝑎

2−4

2
 olduğunu kolayca görebiliriz. 

Böylece, 

𝐺 = −
𝑥

(𝜙̅𝑎 − 𝑥)(𝜙𝑎 − 𝑥)
=

𝜙̅𝑎

𝜙̅𝑎 − 𝑥
−

𝜙𝑎

𝜙𝑎 − 𝑥

𝐹𝑎√5
 

      =

1

1 −
𝑥
𝜙̅𝑎

−
1

1 −
𝑥
𝜙𝑎

𝐹𝑎√5
=

1
1 − 𝜙𝑎𝑥 −

1
1 − 𝜙̅𝑎𝑥

𝐹𝑎√5
 

                             ⇒ 𝑔𝑛 =
𝜙𝑎𝑛 − 𝜙̅𝑎𝑛

𝐹𝑎√5
=
𝐹𝑎𝑛
𝐹𝑎

 

olur. 
𝐹𝑎𝑛

𝐹𝑎
 eşitliği sağladığından 𝐹𝑎𝑛 de eşitliği sağlar. 

Teorem 3.2.3.3. Eğer 𝑎 tek ise 𝜙𝑎 nın 𝑛 yinci yakınsaklığı 
𝐹𝑎(𝑛+1)

𝐹𝑎𝑛
  ve eğer 𝑎 çift ise 

𝜙𝑎 nın 2𝑛 yinci yakınsaklığı 
𝐹𝑎(𝑛+1)

𝐹𝑎𝑛
 dır [12]. 

İspat. Bunu tümevarım yöntemi ile kolayca ispatlayabiliriz. 𝑎 tek için, n = 1 durumu 

𝜙𝑎 = {𝐿𝑎; 𝐿𝑎̅̅ ̅̅̅} nın birinci yakınsaklığı olan 
𝐹2𝑎

𝐹𝑎
= 𝐿𝑎 değerini verir. 𝑛 yinci 

yakınsaklığının 
𝐹𝑎(𝑛+1)

𝐹𝑎𝑛
 olduğunu varsayalım. Böylece (𝑛 + 1) inci yakınsaklığı 

𝐿𝑎 +
1

𝐹𝑎(𝑛+1)
𝐹𝑎𝑛

= 𝐿𝑎 +
𝐹𝑎𝑛

𝐹𝑎(𝑛+1)
=
𝐿𝑎𝐹𝑎(𝑛+1) + 𝐹𝑎𝑛

𝐹𝑎(𝑛+1)
=
𝐹𝑎(𝑛+2)

𝐹𝑎(𝑛+1)
 

elde edilir. 
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𝑎 çift için, n = 1 durumu 𝜙𝑎 = {𝐿𝑎 − 1; 𝐿𝑎 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ } nin ikinci yakınsaklığı olan 
𝐹2𝑎

𝐹𝑎
= 𝐿𝑎 

değerini verir. 2𝑛 yinci yakınsaklığının 
𝐹𝑎(𝑛+1)

𝐹𝑎𝑛
 olduğunu varsayalım. Böylece 

2(𝑛 + 1) inci yakınsaklığı 

𝐿𝑎 − 1 +
1

1 +
1

𝐹𝑎(𝑛+1)
𝐹𝑎𝑛

− 1

= 𝐿𝑎 − 1 +
1

1 +
𝐹𝑎𝑛

𝐹𝑎(𝑛+1)−𝐹𝑎𝑛

= 𝐿𝑎 − 1 +
𝐹𝑎(𝑛+1) − 𝐹𝑎𝑛
𝐹𝑎(𝑛+1)

 

=
𝐿𝑎𝐹𝑎(𝑛+1) − 𝐹𝑎(𝑛+1) + 𝐹𝑎(𝑛+1)−𝐹𝑎𝑛

𝐹𝑎(𝑛+1)
=
𝐿𝑎𝐹𝑎(𝑛+1)−𝐹𝑎𝑛

𝐹𝑎(𝑛+1)
=
𝐹𝑎(𝑛+2)

𝐹𝑎(𝑛+1)
 

elde edilir. 

 

3.3. Gümüş ve Bronz Oranlar 

 

Altın oran ve sürekli kesirler ile ilgili bulduğumuz özellikler gümüş oranlar 

olarak bilinen benzer sayılar ailesine genelleştirilebilir. Altın oranın sürekli kısmı 

{1; 1̅} iken gümüş oranların sürekli kısmı {𝑚; 𝑚̅} dir. Fibonacci ve Lucas sayıları altın 

oranla ilişkili iken gümüş Fibonacci ve gümüş Lucas sayıları olarak adlandıracağımız 

dizilerin ailesi de altın oranla benzer şekilde ilişkilidir. Genelleştirmeyi tamamlamak 

için sabitlerin başka bir ailesini ve dizilerin farklı iki ailesini tanımlamalıyız, bunları 

bronz oran ve bronz Fibonacci ve Lucas sayıları olarak adlandıracağız. Tanımlanan bu 

terimlerle Teorem 3.2.1.1, Teorem 3.2.2.1 ve Teorem 3.2.3.3 ü genelleştirebiliriz [19]. 

Lemma 3.3.1. 

 𝐿𝑚,𝑛 = 𝐹𝑚,𝑛+1 + 𝐹𝑚,𝑛−1 = 2𝐹𝑚,𝑛+1 −𝑚𝐹𝑚,𝑛                                (3.3.1)  

dir. Benzer şekilde 

𝑙𝑚,𝑛 = 𝑓𝑚,𝑛+1 − 𝑓𝑚,𝑛−1 = 2𝑓𝑚,𝑛+1 −𝑚𝑓𝑚,𝑛                                  (3.3.2)  

dir [19]. 

İspat. (3.3.1) ve (3.3.2) denklemlerinin her iki tarafı da aynı tekrarı paylaştığından 

dolayı sadece 𝑛 = 1 ve 𝑛 = 2 durumları için sağladığını göstermemiz gerekir. 

𝑛 = 1 için, 

𝐹𝑚,2 + 𝐹𝑚,0 = 𝑚 + 0 = 𝐿𝑚,1. 

𝑓𝑚,2 − 𝑓𝑚,0 = 𝑚 − 0 = 𝑙𝑚,1. 
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𝑛 = 2 için, 

𝐹𝑚,3 + 𝐹𝑚,1 = 𝑚2 + 1 + 1 = 𝑚2 + 2 = 𝐿𝑚,2. 

𝑓𝑚,3 − 𝑓𝑚,1 = 𝑚
2 − 1 − 1 = 𝑚2 − 2 = 𝑙𝑚,2. 

Lemma 3.3.2.  

𝐹2𝑚,𝑛 − 𝐹𝑚,𝑛+1𝐹𝑚,𝑛−1 = (−1)𝑛−1                                                     (3.3.3)  

ve 

 𝑓2
𝑚,𝑛

− 𝑓𝑚,𝑛+1𝑓𝑚,𝑛−1 = 1                                                                   (3.3.4)  

dir [19]. 

İspat. Bunu tümevarım yardımıyla kolayca ispatlayabiliriz. 

𝑛 = 1 için, 

𝐹2𝑚,1 − 𝐹𝑚,2𝐹𝑚,0 = 1 − 0 = 1 = (−1)0 ve 𝑓2
𝑚,1

− 𝑓𝑚,2𝑓𝑚,0 = 1 − 0 = 1 olur. 

Özelliğin 𝑛 için doğru olduğunu varsayalım. Eğer  𝑛 + 1 için de doğru olduğunu 

gösterirsek ispatı tamamlamış oluruz.  

𝐹2𝑚,𝑛+1 − 𝐹𝑚,𝑛+2𝐹𝑚,𝑛 = 𝐹
2
𝑚,𝑛+1 − (𝑚𝐹𝑚,𝑛+1 + 𝐹𝑚,𝑛)𝐹𝑚,𝑛 

                                          = 𝐹2𝑚,𝑛+1 −𝑚𝐹𝑚,𝑛+1𝐹𝑚,𝑛 − 𝐹
2
𝑚,𝑛    

                                        = 𝐹𝑚,𝑛+1(𝐹𝑚,𝑛+1 −𝑚𝐹𝑚,𝑛) − 𝐹
2
𝑚,𝑛 

                                          = 𝐹𝑚,𝑛+1𝐹𝑚,𝑛−1 − 𝐹
2
𝑚,𝑛 

                                          = −(𝐹2𝑚,𝑛 − 𝐹𝑚,𝑛+1𝐹𝑚,𝑛−1) 

                                          = −(−1)𝑛−1 

                                          = −(−1)𝑛(−1)−1 

                                          = (−1)𝑛 

ve 

𝑓2
𝑚,𝑛+1

− 𝑓𝑚,𝑛+2𝑓𝑚,𝑛 = 𝑓
2
𝑚,𝑛+1

− (𝑚𝑓𝑚,𝑛+1 − 𝑓𝑚,𝑛)𝑓𝑚,𝑛 

                                         = 𝑓2
𝑚,𝑛+1

−𝑚𝑓𝑚,𝑛+1𝑓𝑚,𝑛 + 𝑓
2
𝑚,𝑛

 

                                         = 𝑓𝑚,𝑛+1(𝑓𝑚,𝑛+1 −𝑚𝑓𝑚,𝑛) + 𝑓
2
𝑚,𝑛

 

                                         = 𝑓2
𝑚,𝑛

− 𝑓𝑚,𝑛+1𝑓𝑚,𝑛−1 

                                         = 1 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Lemma 3.3.3. Bronz oranlar için sürekli kesirler 𝑥 = {𝑚 − 1; 1,𝑚 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} dir [19]. 



3. MATERYAL ve YÖNTEM Vildan AYHAN 

28 

 

İspat. 𝑥 = {𝑚 − 1; 1,𝑚 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} alalım. Buradan 

  𝑥 = 𝑚 − 1 +
1

1 +
1

𝑥 − 1

 

 = 𝑚 − 1 +
𝑥 − 1

𝑥
 

= 𝑚 − 1 + 1 −
1

𝑥
 

= 𝑚 −
1

𝑥
 

yazılabilir. O halde 

 𝑥 =
𝑚 + √𝑚2 − 4

2
= 𝐵𝑚 

elde edilir. 

Lemma 3.3.4.  

𝐵𝑛+2𝑚 = 𝑚𝐵𝑛+1𝑚 − 𝐵
𝑛
𝑚                                        (3.3.5)  

dir [19]. 

İspat. Bronz oran 

  𝐵𝑚 =
𝑚 + √𝑚2 − 4

2
 

olduğundan 

  𝐵2𝑚 =
𝑚2 + 2𝑚√𝑚2 − 4 +𝑚2 − 4

4
 

 

=
2𝑚2 − 4 + 2𝑚√𝑚2 − 4

4
 

=
𝑚2 +𝑚√𝑚2 − 4

2
− 1 

= 𝑚(
𝑚 + √𝑚2 − 4

2
) − 1 

elde edilir ki bu durumda 𝐵2𝑚 = 𝑚𝐵𝑚 − 1 olur. Bu eşitliğin her iki tarafı 𝐵𝑛𝑚 ile 

çarpılırsa, (3.3.5) eşitliğine ulaşılır. 

 

 



3. MATERYAL ve YÖNTEM Vildan AYHAN 

29 

 

Lemma 3.3.5.  

                                           𝐵𝑛𝑚 =
𝑙𝑚,𝑛 + 𝑓𝑚,𝑛√𝑚2 − 4

2
                                         (3.3.6) 

dir [19]. 

İspat. Denklemin her iki tarafı aynı tekrarı paylaştığı için sadece 𝑛 = 0 ve 𝑛 = 1 

durumları için sağladığını göstermemiz yeterlidir: 

𝑛 = 0 için, 

𝑙𝑚,0 + 𝑓𝑚,0√𝑚2 − 4

2
=
2 + 0√𝑚2 − 4

2
= 1 = 𝐵0𝑚 

ve 𝑛 = 1 için, 

𝑙𝑚,1 + 𝑓𝑚,1√𝑚2 − 4

2
=
𝑚 + 1 ∙ √𝑚2 − 4

2
= 1 = 𝐵1𝑚 

dir. 

Lemma 3.3.6. 𝐵𝑚𝐵𝑚̅̅ ̅̅ = 1 dir [19]. 

İspat. 

𝐵𝑚𝐵𝑚̅̅ ̅̅ =
𝑚 + √𝑚2 − 4

2
∙
𝑚 − √𝑚2 − 4

2
=
𝑚2 −𝑚2 + 4

4
= 1. 

Lemma 3.3.7. 𝑓𝑚,𝑛 =
𝐵𝑛𝑚−𝐵𝑛𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

√𝑚2−4
 dir [19]. 

İspat. 

𝐵𝑛𝑚 − 𝐵𝑛𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅

√𝑚2 − 4
=

𝑙𝑚,𝑛 + 𝑓𝑚,𝑛√𝑚2 − 4
2 −

𝑙𝑚,𝑛 − 𝑓𝑚,𝑛√𝑚2 − 4
2

√𝑚2 − 4
=
𝑓𝑚,𝑛√𝑚2 − 4

√𝑚2 − 4
= 𝑓𝑚,𝑛. 

 

Teorem 3.3.8. Bronz oranın 2𝑛 yinci yakınsaklığı 
𝑓𝑚,𝑛+1

𝑓𝑚,𝑛
 dir [19]. 

İspat. Bunu tümevarım yoluyla kolayca ispatlayabiliriz. 𝑛 = 1 durumu için sağlandığı 

açık olup, (𝑛 + 1) inci yakınsaklığı, 

          𝑚 − 1 +
1

1 +
1

𝑓𝑚,𝑛+1
𝑓𝑚,𝑛

− 1

= 𝑚 − 1 +
1

𝑓𝑚,𝑛+1
𝑓𝑚,𝑛+1 − 𝑓𝑚,𝑛

 

    = 𝑚 − 1 +
𝑓𝑚,𝑛+1 − 𝑓𝑚,𝑛

𝑓𝑚,𝑛+1
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                                                        =
𝑚𝑓𝑚,𝑛+1 − 𝑓𝑚,𝑛

𝑓𝑚,𝑛+1
=
𝑓𝑚,𝑛+2
𝑓𝑚,𝑛+1

 

olarak elde edilir.
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4. HEMEN HEMEN POLY-NORDEN METRİK MANİFOLDLAR ve 

ALTMANİFOLDLARI 

 

4.1. Hemen Hemen Poly-Norden Metrik Manifoldlar 

 

Tanım 4.1.1. 𝑀 diferansiyellenebilir bir manifold olsun. 𝑀 üzerinde 

Φ2 = mΦ− I                                                                                         (4.1.1) 

eşitliğini sağlayan (1,1) tipindeki tensör alanına bir poly-Norden yapı denir. Burada 𝐼, 

𝑀 diferansiyellenebilir manifold üzerindeki vektör alanlarının 𝜒(𝑀) Lie cebiri 

üzerinde özdeşlik (birim) operatörüdür. Bu durumda (𝑀,Φ) ikilisine bir hemen-

hemen poly-Norden manifold denir [25]. 

Örnek 4.1.2. ℝ4 reel uzayını göz önüne alalım ve 

Φ:
ℝ4

(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2)
→

ℝ4

(𝐵𝑚𝑥1, 𝐵𝑚𝑥2, 𝐵̅𝑚𝑦1, 𝐵̅𝑚𝑦2)
                            (4.1.2) 

ifadesini tanımlayalım. Burada 𝐵𝑚 =
𝑚+√𝑚2−4

2
 ve 𝐵̅𝑚 = 𝑚 − 𝐵𝑚 dir. Φ nin  

(4.1.1) eşitliğini sağladığı aşağıdaki gibi gösterilebilir: 

                     Φ2(𝑋) = (𝑚Φ− I)(𝑋) 

                                   ⇒ Φ2(𝑋) = Φ2(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2) = Φ(Φ(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2)) 

                                   = Φ(𝐵𝑚𝑥1, 𝐵𝑚𝑥2, 𝐵̅𝑚𝑦1, 𝐵̅𝑚𝑦2) 

                                   = (𝐵𝑚
2𝑥1, 𝐵𝑚

2𝑥2, 𝐵̅𝑚
2
𝑦1, 𝐵̅𝑚

2
𝑦2) 

ve 

        (𝑚Φ − I)(𝑋) = 𝑚Φ(𝑋) − 𝐼(𝑋) = 𝑚Φ(𝑋) − 𝑋 

                              = 𝑚(𝐵𝑚𝑥1, 𝐵𝑚𝑥2, 𝐵̅𝑚𝑦1, 𝐵̅𝑚𝑦2) − (𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2) 

                              = ((𝑚𝐵𝑚 − 1)𝑥1, (𝑚𝐵𝑚 − 1)𝑥2, (𝑚𝐵̅𝑚 − 1)𝑦1, (𝑚𝐵̅𝑚 − 1)𝑦2) 

dir. Buradan 𝐵𝑚 =
𝑚+√𝑚2−4

2
 ve 𝐵̅𝑚 = 𝑚 − 𝐵𝑚 =

𝑚−√𝑚2−4

2
 olduğundan, 

  𝐵𝑚
2 =

𝑚2 + 2𝑚√𝑚2 − 4 +𝑚2 − 4

4
=
𝑚2 +𝑚√𝑚2 − 4 − 2

2
, 

𝑚𝐵𝑚 − 1 =
𝑚(𝑚 + √𝑚2 − 4)

2
− 1 =

𝑚2 +𝑚√𝑚2 − 4 − 2

2
, 
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 𝐵̅𝑚
2
=
𝑚2 − 2𝑚√𝑚2 − 4 +𝑚2 − 4

4
=
𝑚2 −𝑚√𝑚2 − 4 − 2

2
, 

  𝑚𝐵̅𝑚 − 1 =
𝑚(𝑚 − √𝑚2 − 4)

2
− 1 =

𝑚2 −𝑚√𝑚2 − 4 − 2

2
 

olur. Yani 𝐵𝑚
2 = 𝑚𝐵𝑚 − 1 ve 𝐵̅𝑚

2
= 𝑚𝐵̅𝑚 − 1 dir. Böylece Φ2 = 𝑚Φ− I olduğu 

kolayca görülür ve (ℝ4, Φ) ikilisi bir hemen-hemen poly-Norden manifold olur [25]. 

Tanım 4.1.3. (𝑀,Φ) bir hemen hemen poly-Norden manifold olsun. 𝑔, 𝑀 üzerinde 

bir semi-Riemann metrik olmak üzere eğer ∀𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) için   

𝑔(𝛷𝑋, 𝛷𝑌) = 𝑚𝑔(𝛷𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝑋, 𝑌)                                                        (4.1.3) 

ise 𝑔 ye, Φ ile uyumlu bir semi-Riemann metriktir denir [25]. 

Lemma 4.1.4. Φ self-adjointtir [25]. 

İspat. 𝑔, Φ ile uyumlu olduğundan (4.1.3) eşitliğinde 𝑋 = Φ(𝑋) alınırsa 

𝑔(𝛷(Φ(𝑋)),Φ𝑌) = 𝑚𝑔(Φ(Φ(𝑋)), 𝑌) − 𝑔(Φ𝑋, 𝑌) 

𝑔(Φ2(𝑋),Φ𝑌) = 𝑚𝑔(Φ2(𝑋), 𝑌) − 𝑔(Φ𝑋, 𝑌) 

𝑔(𝑚𝛷𝑋 − 𝑋,𝛷𝑌) = 𝑚𝑔(𝑚𝛷𝑋 − 𝑋, 𝑌) − 𝑔(Φ𝑋, 𝑌) 

𝑚𝑔(Φ𝑋,Φ𝑌) − 𝑔(𝑋,Φ𝑌) = 𝑚2𝑔(Φ𝑋, 𝑌) − 𝑚𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝑔(Φ𝑋, 𝑌) 

yazılabilir. Burada (4.3) yeniden kullanılırsa 

𝑚(𝑚𝑔(Φ𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝑋, 𝑌)) − 𝑔(𝑋,Φ𝑌) = 𝑚2𝑔(Φ𝑋, 𝑌) − 𝑚𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝑔(Φ𝑋, 𝑌) 

𝑚2𝑔(Φ𝑋, 𝑌) − 𝑚𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝑋,Φ𝑌) = 𝑚2𝑔(Φ𝑋, 𝑌) − 𝑚𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝑔(Φ𝑋, 𝑌) 

𝑔(𝑋,Φ𝑌) = 𝑔(Φ𝑋, 𝑌) 

elde edilir. Buradan Φ nin 𝑔 ile uyumlu bir self-adjoint operatör olduğu, yani 

𝑔(Φ𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑋,Φ𝑌) 

olduğu sonucuna varılır. 

Tanım 4.1.5. (𝑀, 𝑔) bir semi-Riemann manifoldu Φ poly-Norden yapısı ile verilsin. 

Böylece 𝑔 semi-Rieman metriği hemen hemen poly-Norden yapı olarak adlandırılan 

Φ ile uyumlu ise (𝑔,Φ) ikilisine 𝑀 üzerinde bir hemen-hemen poly-Norden semi-

Riemann yapı denir [25]. 

Tanım 4.1.6. 𝑀 bir diferensiyellenebilir manifold olsun. 

                            J: Γ(TM) → Γ(TM) 

     𝑋 → 𝐽𝑋                                                                                           (4.1.4) 
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ile tanımlanan dönüşüm ∀𝑋 ∈ Γ(TM) için 𝐽2𝑋 = −𝑋 şartını sağlıyor ise (𝑀, 𝐽) 

ikilisine bir hemen hemen kompleks manifold denir [27].  

Eğer (𝑀, 𝐽) üzerinde 

𝑔(𝐽𝑋, 𝐽𝑌) = −𝑔(𝑋, 𝑌)                                                                            (4.1.5) 

eşitliğini sağlayan bir 𝑔 metriği varsa 𝑔 ye bir Norden metrik ve (𝑀, 𝐽, 𝑔) üçlüsüne de 

bir hemen hemen Norden manifold denir. Eğer 𝐽 integrallenebilir ise (𝑀, 𝐽, 𝑔) üçlüsü 

bir Norden manifold olarak adlandırılır [30]. 

Örnek 4.1.7. 𝑀, hemen-hemen kompleks 𝐽 yapısına sahip bir hemen hemen kompleks 

manifold olsun. Her hemen hemen Norden manifoldu 𝑚 = 0 ile beraber bir poly-

Norden semi-Riemann manifolddur [25]. 

Bundan sonra çalışmamız boyunca 𝑚 sayısının sıfırdan farklı olduğunu kabul 

edeceğiz.  

Önerme 4.1.8. Bir hemen-hemen poly-Norden yapı olan Φ nin özdeğerleri, 
𝑚+√𝑚2−4

2
 

ve 
𝑚−√𝑚2−4

2
 dir [25]. 

İspat. ∀𝑋 ∈ Γ(TM) için ΦX = 𝜆𝑋 olsun. Buradan 

Φ2(𝑋) = 𝜆Φ(𝑋) 

𝑚Φ(𝑋) − I(𝑋) = 𝜆Φ(𝑋) 

𝑚𝜆𝑋 − X = 𝜆2𝑋 

𝜆2𝑋 −𝑚𝜆𝑋 + X = 0 

(𝜆2 −𝑚𝜆 + 1)𝑋 = 0 

 𝜆1,2 =
𝑚 ± √𝑚2 − 4

2
 

elde edilir. 

Önerme 4.1.9. Bir hemen-hemen poly-Norden yapı olan Φ, 𝑀 nin bir tanjant uzayı 

üzerinde bir izomorfizmdir. Φ nin tersini Φ̃ olmak üzere  

Φ̃ = −Φ+𝑚𝐼                                                                                     (4.1.6) 

dir [25]. 

İspat. Φ nin birebir olduğunu gösterelim: 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(TM) için Φ(𝑋) = Φ(𝑌) olsun. Bu 

durumda 

Φ(𝑋) = Φ(𝑌) ⇒ Φ(Φ(𝑋)) = Φ(Φ(𝑌)) ⇒ Φ2(𝑋) = Φ2(𝑌) 
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⇒ 𝑚Φ(𝑋) − I(𝑋) = 𝑚Φ(𝑌) − 𝐼(𝑌) ⇒ 𝑋 = 𝑌 

olur. Şimdi Φ̃ ∘ Φ = 𝐼 = Φ ∘ Φ̃ eşitliğini göz önüne alalım. Buradan 

  Φ ∘ Φ̃(𝑋) = 𝐼(𝑋) ⇒ Φ(Φ(Φ̃(𝑋))) = Φ(𝐼(𝑋)) ⇒ Φ2 (Φ̃(𝑋)) = Φ(𝑋) 

⇒ 𝑚Φ(Φ̃(𝑋)) − I (Φ̃(𝑋)) = Φ(𝑋) ⇒ 𝑚𝐼(𝑋) − Φ̃(𝑋) = Φ(𝑋) 

⇒ Φ̃ = −Φ +𝑚𝐼 

elde edilir. 

Önerme 4.1.10. Φ̃, 𝑀 de bir poly-Norden yapı değildir. Yani 

 Φ̃2 ≠ 𝑚Φ̃ − 𝐼                                                                                 (4.1.7)  

dir [25]. 

İspat. ∀𝑋 ∈ Γ(TM) için 

Φ̃2(𝑋) = Φ̃ (Φ̃(𝑋)) = Φ̃((−Φ+𝑚𝐼)(𝑋)) = Φ̃(−Φ(𝑋)) + 𝑚Φ̃(𝐼(𝑋)) 

                       = (−𝐼 + 𝑚Φ̃)(𝑋) 

ve 

(𝑚Φ̃ − 𝐼)(𝑋) = 𝑚Φ̃(𝑋) − 𝐼(𝑋) = 𝑚((−Φ+𝑚𝐼)(𝑋)) − 𝐼(𝑋) 

                                             = −𝑚Φ(𝑋) + 𝑚2𝐼(𝑋) − 𝐼(𝑋) 

olduğundan (4.1.7) nin varlığı kolayca görülür. 

Önerme 4.1.11. Bir semi-Riemann manifold üzerindeki her kompleks yapı, 

                                 Φ1 =
𝑚

2
𝐼 +

√4 −𝑚2

2
𝐽, 

          Φ2 =
𝑚

2
𝐼 −

√4 −𝑚2

2
𝐽,    − 2 < 𝑚 < 2                                       (4.1.8) 

ile verilen iki poly-Norden yapıyı oluşturur [25]. 

İspat. Φ1
2 = 𝑚Φ1 − I olduğunu gösterelim: ∀𝑋 ∈ Γ(TM) için 

Φ1
2(𝑋) = Φ1(Φ1(𝑋)) = Φ1(

𝑚

2
𝐼(𝑋) +

√4 −𝑚2

2
𝐽(𝑋)) 

=
𝑚

2
𝐼(𝑋)(

𝑚

2
𝐼(𝑋) +

√4 −𝑚2

2
𝐽(𝑋))     
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                                       +
√4 −𝑚2

2
𝐽(𝑋)(

𝑚

2
𝐼(𝑋) +

√4 −𝑚2

2
𝐽(𝑋)) 

                           =
𝑚2

4
𝐼2(𝑋) +

𝑚√4 −𝑚2

4
𝐽(𝑋)𝐼(𝑋) +

𝑚√4 −𝑚2

4
𝐽(𝑋)𝐼(𝑋)   

+
4 − 𝑚2

4
𝐽2(𝑋) 

                                 =
𝑚2 − 2

2
+
𝑚√4 −𝑚2

2
𝐽(𝑋) 

ve 

   𝑚Φ1 − I = 𝑚(
𝑚

2
𝐼(𝑋) +

√4 −𝑚2

2
𝐽(𝑋)) − 𝐼(𝑋) 

 =
𝑚2

2
+
𝑚√4 −𝑚2

2
𝐽(𝑋) − 𝐼 

 =
𝑚2 − 2

2
+
𝑚√4 −𝑚2

2
𝐽(𝑋) 

dir. Bu ise Φ1
2 = 𝑚Φ1 − I olduğunu gösterir.  

Şimdi de Φ2
2 = 𝑚Φ2 − I olduğunu gösterelim: 

Φ2
2(𝑋) = Φ2(Φ2(𝑋)) = Φ2 (

𝑚

2
𝐼(𝑋) −

√4 −𝑚2

2
𝐽(𝑋)) 

          =
𝑚

2
𝐼 (
𝑚

2
𝐼(𝑋) −

√4 −𝑚2

2
𝐽(𝑋)) −

√4 −𝑚2

2
𝐽 (
𝑚

2
𝐼(𝑋) −

√4 −𝑚2

2
𝐽(𝑋)) 

           =
𝑚2

4
−
𝑚√4 −𝑚2

4
𝐽(𝑋) −

𝑚√4 −𝑚2

4
𝐽(𝑋) +

4 − 𝑚2

4
𝐽2(𝑋) 

             =
𝑚2 − 2

2
−
𝑚√4 −𝑚2

2
𝐽(𝑋) 

ve 

𝑚Φ2 − I = 𝑚(
𝑚

2
𝐼(𝑋) −

√4 −𝑚2

2
𝐽(𝑋)) − 𝐼(𝑋) 
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=
𝑚2

2
−
𝑚√4 −𝑚2

2
𝐽(𝑋) − 𝐼 

=
𝑚2 − 2

2
−
𝑚√4 −𝑚2

2
𝐽(𝑋) 

dir. Bu ise Φ2
2 = 𝑚Φ2 − I olduğunu gösterir. 

Önerme 4.1.12. Bir semi-Riemann manifold üzerindeki her hemen hemen poly-

Norden yapı, 

                                𝐽1 =
−𝑚

√4 −𝑚2
𝐼 +

2

√4 −𝑚2
Φ, 

                           𝐽2 =
𝑚

√4 −𝑚2
𝐼 −

2

√4 −𝑚2
Φ,    − 2 < 𝑚 < 2                    (4.1.9) 

ile verilen iki hemen hemen kompleks yapıyı oluşturur [25]. 

İspat. 𝐽1
2 = −𝐼 ve 𝐽2

2 = −𝐼 olduğunu göstereceğiz: 

            𝐽1
2(𝑋) = 𝐽1(𝐽1(𝑋)) = 𝐽1 (

−𝑚

√4 −𝑚2
𝐼 +

2

√4 −𝑚2
Φ) 

                           =
−𝑚

√4 −𝑚2
𝐼 (

−𝑚

√4 −𝑚2
𝐼 +

2

√4 −𝑚2
Φ)

+
2

√4 −𝑚2
Φ(

−𝑚

√4 −𝑚2
𝐼 +

2

√4 −𝑚2
Φ) 

                          =
𝑚2

4 −𝑚2
−

2𝑚

4 −𝑚2
Φ(𝑋) −

2𝑚

4 −𝑚2
Φ(𝑋) +

4

4 −𝑚2
Φ2(𝑋) 

                          =
𝑚2

4 −𝑚2
−

4𝑚

4 −𝑚2
Φ(𝑋) +

4

4 −𝑚2
(𝑚Φ(𝑋) − 𝐼(𝑋)) 

                         =
𝑚2

4 −𝑚2
−

4𝑚

4 −𝑚2
Φ(𝑋) +

4𝑚

4 −𝑚2
Φ(𝑋) −

4

4 −𝑚2
 

                        =
𝑚2 − 4

4 −𝑚2
= −𝐼 

elde edilir. Ayrıca 

              𝐽2
2(𝑋) = 𝐽2(𝐽2(𝑋)) = 𝐽2 (

𝑚

√4 −𝑚2
𝐼 −

2

√4 −𝑚2
Φ) 

                           =
𝑚

√4 −𝑚2
𝐼 (

𝑚

√4 −𝑚2
𝐼 −

2

√4 −𝑚2
Φ)

−
2

√4 −𝑚2
Φ(

𝑚

√4 −𝑚2
𝐼 −

2

√4 −𝑚2
Φ) 
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                           =
𝑚2

4 −𝑚2
−

2𝑚

4 −𝑚2
Φ(𝑋) −

2𝑚

4 −𝑚2
Φ(𝑋) +

4

4 −𝑚2
Φ2(𝑋) 

                           =
𝑚2

4 −𝑚2
−

4𝑚

4 −𝑚2
Φ(𝑋) +

4

4 −𝑚2
(𝑚Φ(𝑋) − 𝐼(𝑋)) 

                           =
𝑚2

4 −𝑚2
−

4𝑚

4 −𝑚2
Φ(𝑋) +

4𝑚

4 −𝑚2
Φ(𝑋) −

4

4 −𝑚2
 

                          =
𝑚2 − 4

4 −𝑚2
= −𝐼 

olur. Böylece ispat tamamlanır. 

Tanım 4.1.13. (𝑀,Φ, 𝑔) bir hemen hemen poly-Norden semi-Riemann manifold 

olsun. Eğer Φ hemen hemen poly-Norden yapısı, 𝑀 üzerindeki Levi-Civita 

koneksiyonuna göre paralel ise (𝑀,Φ, 𝑔) üçlüsüne bir poly-Norden semi-Riemann 

manifold denir [25]. 

 

4.2. Hemen Hemen Poly-Norden Riemann Manifoldların Altmanifoldları 

 

Bu bölümde öncelikle hemen hemen poly-Norden Riemannian manifoldlarının 

altmanifoldları için [26] da elde edilmiş sonuçları sunacağız. 

(𝑀̃, Φ̃, 𝑔), (𝑛 + 𝑘)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann 

manifoldu ve 𝑀 de 𝑀̃ nın 𝑛-boyutlu bir alt manifoldu olsun. Burada 𝑀 üzerine 

indirgenen Riemann metriği de 𝑔 ile göstereceğiz.  

Her 𝑋 ∈ Γ(𝑇𝑀) ve 𝑈 ∈ Γ(𝑇𝑀⊥) için  

Φ̃𝑋 = 𝑓𝑋 + 𝑤𝑋,                                                                                  (4.2.1)                                                                     

Φ̃𝑈 = 𝐵𝑈 + 𝐶𝑈,                                                                                  (4.2.2)                                                                                            

olmak üzere (4.2.1) ve (4.2.2) den  

𝑔(𝑓𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝑓𝑌) ,   ∀𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀),                                                 (4.2.3)                                                    

𝑔(𝐶𝑈, 𝑉) = 𝑔(𝑈, 𝐶𝑉),    ∀𝑈, 𝑉 ∈ Γ(𝑇𝑀⊥)                                               (4.2.4)                                                  

elde edilir. Burada 

𝑓: Γ(𝑇𝑀) → Γ(𝑇𝑀),                  𝐵: Γ(𝑇𝑀⊥) → Γ(𝑇𝑀), 

𝑤: Γ(𝑇𝑀) → Γ(𝑇𝑀⊥),               𝐶: Γ(𝑇𝑀⊥) → Γ(𝑇𝑀⊥), 

ve 

𝑓𝑋 = (Φ̃X)𝑇,                  𝐵𝑈 = (Φ̃U)𝑇, 
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𝑤𝑋 = (Φ̃X)⊥,                 𝐶𝑈 = (Φ̃U)⊥, 

dir. Ayrıca  𝑤 ve 𝐵 projeksiyon dönüşümleri arasında 

𝑔(𝑤𝑋,𝑈) = 𝑔(𝑋, 𝐵𝑈), 

ilişkisi vardır. 

Önerme 4.2.1. (𝑀̃, Φ̃, 𝑔) bir  poly-Norden Riemann manifoldu ve 𝑀 de 𝑀̃ nın bir alt 

manifoldu olsun. Bu durumda her  𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀) için  

𝑓([𝑋, 𝑌]) = ∇𝑋𝑓𝑌 − ∇𝑌𝑓𝑋 − 𝐴𝑤𝑌𝑋 + 𝐴𝑤𝑋𝑌                              (4.2.5) 

ve 

𝑤([𝑋, 𝑌]) = ℎ(𝑋, 𝑓𝑌) − ℎ(𝑓𝑋, 𝑌) + ∇𝑋
⊥𝑤𝑌 − ∇𝑌

⊥𝑤𝑋                 (4.2.6) 

dir. Burada ∇, 𝑀 üzerindeki indirgenmiş konneksiyonudur [26]. 

İspat. (𝑀̃, Φ̃, 𝑔) bir poly-Norden Riemann manifold ve ∇̃ da 𝑀̃ üzerindeki Levi-Civita 

konneksiyonu olsun. Bu durumda her  𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀) için (∇̃𝑋Φ̃)𝑌 = 0 olacağından  

                                                         ∇̃𝑋Φ̃𝑌 = Φ̃(∇̃𝑋𝑌) 

yazılır. Böylece Gauss-Weingarten formülleri ve (4.1.1) kullanılırsa 

                                            ∇̃𝑋(𝑓𝑌 + 𝑤𝑌) = Φ̃(∇𝑋𝑌 + ℎ(𝑋, 𝑌)) 

                                          ∇̃𝑋𝑓𝑌 + ∇̃𝑋𝑤𝑌 = Φ̃∇𝑋𝑌 + Φ̃ℎ(𝑋, 𝑌) 

    ∇𝑋𝑓𝑌 + ℎ(𝑋, 𝑓𝑌) − 𝐴𝑤𝑌𝑋 + ∇𝑋
⊥𝑤𝑌 = 𝑓(∇𝑋𝑌) + 𝑤(∇𝑋𝑌) + 𝐵ℎ(𝑋, 𝑌) + 𝐶ℎ(𝑋, 𝑌) 

elde edilir. Son eşitliğin her iki tarafının teğet ve normal bileşenleri karşılıklı olarak 

eşitlenirse  

∇𝑋𝑓𝑌 − 𝑓(∇𝑋𝑌) = 𝐴𝑤𝑌𝑋 + 𝐵ℎ(𝑋, 𝑌)                                  (4.2.7) 

ve  

𝑤(∇𝑋𝑌) − ∇𝑋
⊥𝑤𝑌 = ℎ(𝑋, 𝑓𝑌) − 𝐶ℎ(𝑋, 𝑌)                              (4.2.8) 

bulunur. (4.2.7) de 𝑋 ve 𝑌 nin rolleri değiştirilirse 

∇𝑌𝑓𝑋 − 𝑓(∇𝑌𝑋) = 𝐴𝑤𝑋𝑌 + 𝐵ℎ(𝑌, 𝑋)                             (4.2.9) 

olur. Böylece (4.2.7) ve (4.2.9) denklemleri taraf tarafa çıkarılırsa  

𝑓(∇𝑌𝑋 − ∇𝑋𝑌) − (∇𝑌𝑓𝑋 − ∇𝑋𝑓𝑌) = 𝐴𝑤𝑌𝑋 − 𝐴𝑤𝑋𝑌 

𝑓[𝑋, 𝑌] = ∇𝑋𝑓𝑌 − ∇𝑌𝑓𝑋 − 𝐴𝑤𝑌𝑋 + 𝐴𝑤𝑋𝑌 

elde edilir. Benzer şekilde (4.2.8) de 𝑋 ve 𝑌 nin rolleri değiştirilir ve elde edilen  

𝑤(∇𝑌𝑋) − ∇𝑌
⊥𝑤𝑋 = ℎ(𝑌, 𝑓𝑋) − 𝐶ℎ(𝑌, 𝑋)                              (4.2.10) 

eşitliği ve (4.2.8) denklemleri taraf tarafa çıkarılırsa 
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𝑤(∇𝑋𝑌 − ∇𝑌𝑋) − (∇𝑋
⊥𝑤𝑌 − ∇𝑌

⊥𝑤𝑋) = ℎ(𝑋, 𝑓𝑌) − ℎ(𝑌, 𝑓𝑋) 

                                        𝑤[𝑋, 𝑌] = ℎ(𝑋, 𝑓𝑌) − ℎ(𝑌, 𝑓𝑋) + ∇𝑋
⊥𝑤𝑌 − ∇𝑌

⊥𝑤𝑋 

bulunur ve ispat tamamlanır. 

Önerme 4.2.2. (𝑀̃, Φ̃, 𝑔) bir  poly-Norden Riemann manifoldu ve 𝑀 de 𝑀̃ nın bir alt 

manifoldu olsun. Bu durumda her  𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀) için  

(∇𝑋𝑓)𝑌 = 𝐴𝑤𝑌𝑋 + 𝐵ℎ(𝑋, 𝑌), 

                                               (∇̃𝑋𝑤)𝑌 = 𝐶ℎ(𝑋, 𝑌) − ℎ(𝑋, 𝑓𝑌),                               (4.2.11) 

(∇𝑋𝐵)𝑈 = 𝐴𝐶𝑈𝑋 − 𝑓𝐴𝑈𝑋 

                                                   (∇̃𝑋𝐶)𝑈 = −ℎ(𝑋, 𝐵𝑈) − 𝑤𝐴𝑈𝑋                             (4.2.12) 

dir [26]. 

Her 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀) ve  𝑇𝑀⊥ in bir ortonormal {𝑁1, 𝑁2, 𝑁3, … , 𝑁𝑘} bazı için 

Gauss ve Weingarten formülleri   

                                               ∇̃𝑋𝑌 = ∇𝑋𝑌 +∑ℎ𝛽

𝑘

𝛽=1

(𝑋, 𝑌)𝑁𝛽                                    (4.2.13) 

                                         ∇̃𝑋𝑁𝛽 = −𝐴𝑁𝛽𝑋 +∑𝜎𝛽𝛾

𝑘

𝛾=1

(𝑋)𝑁𝛾                                 (4.2.14) 

şeklinde verilebilir. Burada ∇ ve ∇̃, sırasıyla 𝑀 ve 𝑀̃ üzerindeki Levi-Civita 

konneksiyonları ve 𝛽, 𝛾 ∈ {1,2, … , 𝑘} dır. Burada ℎ𝛽, (𝛽 ∈ {1,2, … , 𝑘}), 𝑀 nin ikinci 

temel formunu tanımlayan ikinci temel tensörlerdir, öyle ki 

ℎ(𝑋, 𝑌) = ∑ℎ𝛽

𝑘

𝛽=1

(𝑋, 𝑌)𝑁𝛽 

dır.  𝐴𝑁𝛽 , (𝛽 ∈ {1,2, … , 𝑘}), dönüşümü 𝑔 (𝐴𝑁𝛽𝑋, 𝑌) = ℎ𝛽(𝑋, 𝑌) ile verilen 𝑁𝛽 

doğrultusundaki şekil operatörünü ve 𝜎𝛽𝛾, (𝛽, 𝛾 ∈ {1,2, … , 𝑘}), ise 𝑀 alt manifoldu 

üzerinde 

∇𝑋
⊥𝑁𝛽 =∑𝜎𝛽𝛾

𝑘

𝛾=1

(𝑋)𝑁𝛾 

eşitliğini sağlayan 1-formları göstermektedir. 
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𝛽, 𝛾 ∈ {1,2, … , 𝑘} için 𝑔(𝑁𝛽 , 𝑁𝛾) = 𝛿𝛽𝛾 ifadesinde eşitliğin her iki tarafının 𝑋 ∈

Γ(𝑇𝑀) için türevi alınırsa 

𝜎𝛽𝛾 = −𝜎𝛾𝛽 

elde edilir. 

Lemma 4.2.3. (𝑀̃, Φ̃, 𝑔) bir hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldu olsun. 

Bu durumda ∀ 𝑋̃, 𝑌̃, 𝑍̃ ∈ Γ(𝑇𝑀̃) için 

                             𝑔 ((∇̃𝑋̃Φ̃)𝑌̃, 𝑍̃) = 𝑔(𝑌̃, (∇̃𝑋̃Φ̃)𝑍̃),                                          (4.2.15) 

dir [26].        

Önerme 4.2.4. (𝑀̃, Φ̃, 𝑔), (𝑛 + 𝑘)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann 

manifoldu ve 𝑀 de (𝑀̃, Φ̃, 𝑔)  nin 𝑛-boyutlu bir altmanifoldu olsun. Bu durumda her 

∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ Γ(𝑇𝑀) için 

                                         𝑔((∇𝑋𝑓)𝑌, 𝑍) = 𝑔(𝑌, (∇𝑋𝑓)𝑍)                                         (4.2.16) 

dir [26]. 

İspat. (4.2.1), (4.2.2), (4.2.13) ve (4.2.14) kullanılarak 

      (∇̃𝑋Φ̃)𝑌 = ∇̌𝑋Φ̃𝑌 − Φ̃(∇̃𝑋𝑌) 

                      = ∇̃𝑋𝑓𝑌 + ∇̃𝑋𝑤𝑌 − Φ̃∇𝑋𝑌 −∑ℎ𝛽(𝑋, 𝑌)

𝑘

𝛽=1

Φ̃𝑁𝛽 

                      = (∇𝑋𝑓)𝑌 −∑𝑔(𝑤𝑌,𝑁𝛽)𝐴𝑁𝛽

𝑘

𝛽=1

𝑋 −∑ℎ𝛽

𝑘

𝛽=1

(𝑋, 𝑌)𝐵𝑁𝛽 

                           +∑ {ℎ𝛽(𝑋, 𝑓𝑌) + 𝑋 (𝑔(𝑤𝑌,𝑁𝛽)) − 𝑔(𝑤𝑌,𝑁𝛾𝜎𝛽𝛾(𝑋)}𝑁𝛽

𝑘

𝛽=1

 

     −∑ ℎ𝛽(𝑋, 𝑌)𝐶𝑁𝛽 − 𝑤∇𝑋𝑌

𝑘

𝛽=1

                                                        (4.2.17) 

yazılabilir. 𝛽 ∈ {1,2, … , 𝑘} için 𝑔(𝑤𝑋, 𝑁𝛽) = 𝑔(𝑋, Φ̃𝑁𝛽) eşitliği göz önüne alınırsa, 

son denklem, 

𝑔 ((∇̃𝑋Φ̃)𝑌, 𝑍) = 𝑔((∇𝑋𝑓)𝑌, 𝑍) −∑ {
ℎ𝛽(𝑋, 𝑍)𝑔(𝑌, Φ̃𝑁𝛽)

+ℎ𝛽(𝑋, 𝑌)𝑔(𝑍, Φ̃𝑁𝛽)
}

𝑘

𝛽=1

               (4.2.18) 
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halini alır. (4.2.18) eşitliğinde 𝑌 ve 𝑍 nin rolleri değiştirilirse ispat tamamlanır.  

Şimdi (𝑀̃, Φ̃, 𝑔) nin (𝑛 + 𝑘)-boyutlu bir poly-Norden Riemann manifoldu ve 

𝑀 nin de 𝑀̃ da 𝑛 -boyutlu bir altmanifold olduğunu gözönünde bulunduralım. Buna 

göre ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀) için 

∇̃𝑋𝑤𝑌 = ∑

{
 
 

 
 𝑋 (𝑔(𝑤𝑌,𝑁𝛽))𝑁𝛽 − 𝑔(𝑤𝑌,𝑁𝛽)𝐴𝑁𝛽𝑋

+∑𝜎𝛽𝛾(𝑋)𝑔(𝑤𝑌,𝑁𝛽)𝑁𝛾

𝑘

𝛾=1 }
 
 

 
 𝑘

𝛽=1

                                (4.2.19) 

yazılır. 

𝑀̃  bir poly-Norden Riemann manifold olduğu için ∇̃Φ̃ = 0 eşitliğinde (4.2.1), 

(4.2.2), (4.2.13) ve (4.2.14) kullanılarak 

∇𝑋𝑓𝑌 +∑ {
ℎ𝛽(𝑋, 𝑓𝑌)𝑁𝛽

−𝑔(𝑤𝑌,𝑁𝛽)𝐴𝑁𝛽𝑋
}

𝑘

𝛽=1

 

            +∑ {𝑋 (𝑔(𝑤𝑌,𝑁𝛽)) −∑𝜎𝛽𝛾(𝑋)𝑔(𝑤𝑌,𝑁𝛽)𝑁𝛾

𝑘

𝛾=1

}

𝑘

𝛽=1

 

= 𝑓∇𝑥𝑌 + 𝑤∇𝑋𝑌 +∑{ℎ𝛽(𝑋, 𝑌)𝐵𝑁𝛽 + ℎ𝛽(𝑋, 𝑌)𝐶𝑁𝛽}

𝑘

𝛽=1

                             (4.2.20) 

bulunur. Öte yandan her 𝑋 ∈ Γ(𝑇𝑀) ve 𝑈 ∈ Γ(𝑇𝑀⊥) için 

∇̃𝑋𝑈 = ∑

{
 
 

 
 𝑋 (𝑔(𝑈, 𝑁𝛽))𝑁𝛽 − 𝑔(𝑈,𝑁𝛽)𝐴𝑁𝛽𝑋

+∑𝜎𝛽𝛾(𝑋)𝑔(𝑈,𝑁𝛽)𝑁𝛾

𝑘

𝛾=1 }
 
 

 
 

                                   (4.2.21)

𝑘

𝛽=1

 

yazılabilir. (4.2.21) eşitliğinin her iki tarafına Φ̃ uygulanır ve 𝑀̃ nin bir poly-Norden 

Riemann manifold olduğu göz önüne alınırsa (4.2.1), (4.2.2), (4.2.13) ve (4.2.14) ile 

        ∇𝑋𝐵𝑈 +∑{ℎ𝛽(𝑋, 𝐵𝑈) + 𝑋(𝑔(𝐶𝑈,𝑁𝛽))}𝑁𝛽

𝑘

𝛽=1

 

                   +∑

{
 
 

 
 −𝑔(𝐶𝑈,𝑁𝛽)𝐴𝑁𝛽𝑋

+∑𝑔(𝐶𝑈,𝑁𝛽)𝜎𝛽𝛾(𝑋)𝑁𝛾

𝑘

𝛾=1 }
 
 

 
 𝑘

𝛽=1
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                  = ∑ {
𝑋 (𝑔(𝑈,𝑁𝛽)) 𝐵𝑁𝛽 + 𝑋 (𝑔(𝑈,𝑁𝛽)) 𝐶𝑁𝛽

−𝑔(𝑈,𝑁𝛽)𝑓𝐴𝑁𝛽𝑋 − 𝑔(𝑈, 𝑁𝛽)𝑤𝐴𝑁𝛽𝑋
}

𝑘

𝛽=1

 

+ ∑ {𝑔(𝑈,𝑁𝛽)𝜎𝛽𝛾(𝑋)𝐵𝑁𝛾 + 𝑔(𝑈,𝑁𝛽)𝜎𝛽𝛾(𝑋)𝐶𝑁𝛾}

𝑘

𝛽,𝛾=1

                  (4.2.22) 

 

elde edilir [26].  

Böylece aşağıdaki önerme verilebilir: 

Önerme 4.2.5. 𝑀, (𝑛 + 𝑘)-boyutlu bir poly-Norden Riemann manifoldu (𝑀̃, Φ̃, 𝑔) nin  

𝑛- boyutlu bir altmanifoldu olsun. Buna göre, 

                        (∇𝑋𝑓)𝑌 = ∑ {𝑔(𝑤𝑌, 𝑁𝛽)𝐴𝑁𝛽𝑋 + ℎ𝛽(𝑋, 𝑌)𝐵𝑁𝛽}

𝑘

𝛽=1

 

∑𝑔(𝑤𝑌,𝑁𝛾)∇𝑋
⊥𝑁𝛽

𝑘

𝛽=1

= 𝑤∇𝑋𝑌 +∑{
ℎ𝛽(𝑋, 𝑌)𝐶𝑁𝛽 − ℎ𝛽(𝑋, 𝑓𝑌)𝑁𝛽

−𝑋(𝑔(𝑤𝑌,𝑁𝛽))
}

𝑘

𝛽=1

 

                           ∇𝑋𝐵𝑈 = ∑

{
 
 

 
 𝑔(𝐶𝑈,𝑁𝛽)𝐴𝑁𝛽𝑋 − 𝑔(𝑈,𝑁𝛽)𝑓 (𝐴𝑁𝛽𝑋)

+𝑋 (𝑔(𝑈,𝑁𝛽)) 𝐵𝑁𝛽 +∑𝜎𝛽𝛾(𝑋)𝑔(𝑈, 𝑁𝛽)𝐵𝑁𝛾

𝑘

𝛾=1 }
 
 

 
 𝑘

𝛽=1

 

       ∑ 𝑔(𝐶𝑈,𝑁𝛽)∇𝑋
⊥

𝑘

𝛽=1

𝑁𝛽 =∑

{
  
 

  
 − [𝑋 (𝑔(𝐶𝑈,𝑁𝛽)) + ℎ𝛽(𝑋, 𝐵𝑈)]𝑁𝛽

−𝑔(𝑈,𝑁𝛽)𝑤 (𝐴𝑁𝛽𝑋) + 𝑋 (𝑔(𝑈,𝑁𝛽)) 𝐶𝑁𝛽

+∑𝜎𝛽𝛾(𝑋)𝑔(𝑈,𝑁𝛽)𝐶𝑁𝛾

𝑘

𝛾=1 }
  
 

  
 

𝑘

𝛾=1

 

dır [26]. 

𝑀, (𝑛 + 𝑘)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldu 

(𝑀̃, Φ̃, 𝑔) nin  𝑛- boyutlu bir altmanifoldu ve  {𝑁1, 𝑁2, … , 𝑁𝑘} ise 𝑀 nin normal uzayı 

𝑇𝑀⊥  in ortonormal bir bazı olsun. Bu durumda her 𝑋 ∈ Γ(𝑇𝑀)  için 𝛽 ∈ {1,2, … , 𝑘} 

olmak üzere 

Φ̃𝑋 = 𝑓𝑋 +∑𝑣𝛽(𝑋)

𝑘

𝛽=1

𝑁𝛽                                                         (4.2.23) 
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Φ̃𝑁𝛽 = 𝜍𝛽 +∑𝜃𝛽𝛾𝑁𝛾

𝑘

𝛾=1

                                                               (4.2.24) 

yazılabilir. Burada 𝑓, 𝑀 üzerindeki 𝑋 tanjant vektörünü Φ̃𝑋 in teğet bileşenine 

dönüştüren (1,1) -tipinde bir tensör alanı; 𝑣𝛽, (𝛽 ∈ {1,2, … , 𝑘}), reel 1-formlar ve 𝜍𝛽, 

(𝛽 ∈ {1,2, … , 𝑘}), ise 𝑀 üzerinde vektör alanlarıdır. Ayrıca 𝑀 altmanifoldu üzerindeki 

diferensiyellenebilir reel değerli 𝜃𝛽𝛾 fonksiyonları (𝜃𝛽𝛾)1≤𝛽,𝛾≤𝑘
ile gösterilen 𝑘 × 𝑘 

tipinde bir matris oluştururlar. 

 Φ̃ nın 𝑔 ile uyumlu bir self-adjoint operatör olduğu göz önüne alınarak 

𝑔(Φ̃𝑋,𝑁𝛽) = 𝑔(𝑋, Φ̃𝑁𝛽) ve 𝑔(Φ̃𝑁𝛽 , 𝑁𝛾) = 𝑔(𝑁𝛽 , Φ̃𝑁𝛾) 

yazılabileceğinden (4.2.3) kullanılarak aşağıdaki lemma verilebilir: 

Lemma 4.2.6. (𝑛 + 𝑘)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldu 

(𝑀̃, Φ̃, 𝑔) nin 𝑛-boyutlu bir altmanifoldu 𝑀 için 𝛽, 𝛾 ∈ {1,2, … , 𝑘} olmak üzere 

𝑣𝛽(𝑋) =  𝑔(Φ̃𝑋, 𝑁𝛽) =  𝑔(𝑋, 𝜍𝛽) ,                                                      (4.2.25) 

𝑔(𝑓𝑋, 𝑓𝑌) = 𝑚𝑔(𝑋, 𝑓𝑌) − 𝑔(𝑋, 𝑌) − ∑ 𝑣𝛽(𝑋)𝑣𝛽(𝑌)

𝑘

𝛽,𝛾=1

 ,                    (4.2.26) 

𝜃𝛽𝛾 = 𝜃𝛾𝛽                                                                                              (4.2.27) 

dır [26]. 

Önerme 4.2.7. (𝑀̃, Φ̃, 𝑔), (𝑛 + 𝑘)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann 

manifoldu ve 𝑀 de 𝑀̃ nın 𝑛-boyutlu bir altmanifoldu olsun. Bu durumda 𝑀̃ nın 

üzerinde tanımlı olan hemen hemen poly-Norden yapının 𝑀 üzerine indirgediği ve her 

Γ(𝑇𝑀) için, 

𝑓2𝑋 = 𝑚𝑓𝑋 − 𝑋 −∑𝑣𝛽(𝑋)

𝑘

𝛽=1

𝜍𝛽 ,                                     (4.2.28) 

𝑣𝛽(𝑓𝑋) = 𝑚𝑣𝛽(𝑋) −∑𝜃𝛽𝛾𝑣𝛾(𝑋)

𝑘

𝛾=1

,                                     (4.2.29) 

𝑣𝛾(𝜍𝛽) = 𝑚𝜃𝛽𝛾 − 𝛿𝛽𝛾 −∑𝜃𝛽𝜆

𝑘

𝜆=1

𝜃𝜆𝛾 ,                              (4.2.30) 
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𝑓𝜍𝛽 = 𝑚𝜍𝛽 −∑𝜃𝛽𝛾

𝑘

𝛾=1

𝜍𝛾                                               (4.2.31) 

eşitliklerini sağlayan bir  (𝑓, 𝑔, 𝑣𝛽,𝜍𝛽 , (𝜃𝛽𝛾)𝑘×𝑘
) yapısı vardır [26]. 

İspat.  (4.2.23) denkleminin her iki tarafına Φ̃ uygulanırsa 

𝑚Φ̃𝑋 − 𝑋 = Φ̃(𝑓𝑋) +∑𝑣𝛽(𝑋)

𝑘

𝛽=1

Φ̃𝑁𝛽 , 

eşitliği elde edilir. Yani, 

           𝑚𝑓𝑋 +𝑚∑𝑣𝛽(𝑋)

𝑘

𝛽=1

𝑁𝛽 − 𝑋 

= 𝑓2𝑋 +∑𝑣𝛽(𝑓𝑋)𝑁𝛽

𝑘

𝛽=1

+∑𝑣𝛽(𝑋)

𝑘

𝛽=1

(𝜍𝛽 +∑𝜃𝛽𝛾

𝑘

𝛾=1

𝑁𝛾) 

olur. Eğer son denklemin her iki tarafındaki teğet ve normal bileşenler karşılıklı olarak 

eşitlenirse, sırasıyla (4.2.28) ve (4.2.29) elde edilir. (4.2.24) eşitliğinden, 

𝑔(Φ̃𝑁𝛽 , Φ̃𝑁𝛾) = 𝑔(𝜍𝛽 , 𝜍𝛾) +∑𝜃𝛽𝜆𝜃𝛾𝜆

𝑘

𝜆=1

                                                    (4.2.32) 

ve  

𝑔(Φ̃𝑁𝛽 , Φ̃𝑁𝛾) = 𝑚𝜃𝛽𝛾 − 𝛿𝛽𝛾                                                                          (4.2.33) 

yazılabilir. Bu durumda  (4.2.27), (4.2.32) ve (4.2.33) eşitlikleri kullanılarak 

(4.2.30) elde edilir. Son olarak, (4.2.30) de 𝑋 = 𝜍𝛽 alınırsa (4.2.31) eşitliğine ulaşılır. 

Böylece ispat tamamlanır.  

Önerme 4.2.8. (𝑛 + 𝑘)-boyutlu bir poly-Norden Riemann manifoldu (𝑀̃, Φ̃, 𝑔) nin 𝑛-

boyutlu bir altmanifoldu 𝑀 olsun. Bu durumda 

    𝑓𝐴𝑁𝛽𝑋 + ∇𝑋𝜍𝛽 −∑𝜃𝛽𝛾𝐴𝑁𝛾𝑋 −∑𝜎𝛽𝛾(𝑋)

𝑘

𝛾=1

𝑘

𝛾=1

𝜍𝛾 = 0, 

   𝑋(𝜃𝛽𝜆) + ℎ𝜆(𝑋, 𝜍𝛽) + ℎ𝛽(𝑋, 𝜍𝜆) +∑(𝜃𝛽𝛾𝜎𝛾𝜆(𝑋) −

𝑘

𝛾=1

𝜃𝛾𝜆𝜎𝛽𝛾(𝑋)) = 0 

dır [26]. 
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İspat. (4.2.5), (4.2.6), (4.2.23) ve (4.2.25) kullanılarak 

            (∇̃𝑋Φ̃)𝑁𝛽 = ∇̃𝑋Φ̃𝑁𝛽 − Φ̃(∇̃𝑋𝑁𝛽) 

            = ∇̃𝑋 (𝜍𝛽 +∑𝜃𝛽𝛾𝑁𝛾

𝑘

𝛾=1

) − Φ̃(−𝐴𝑁𝛽𝑋 +∑𝜎𝛽𝛾(𝑋)𝑁𝛾

𝑘

𝛾=1

) 

                              = ∇𝑋𝜍𝛽 +∑𝑋(𝜃𝛽𝛾)𝑁𝛾 +∑𝜃𝛽𝛾(−𝐴𝑁𝛾𝑋 +∑𝜎𝛾𝜆(𝑋)𝑁𝜆)

𝑘

𝜆=1

𝑘

𝛾=1

𝑘

𝛾=1

 

                                   +𝑓𝐴𝑁𝛽𝑋 + 𝑤𝐴𝑁𝛽𝑋 −∑𝜎𝛽𝛾(𝑋)

𝑘

𝛾=1

(𝜍𝛾 +∑𝜃𝛾𝜆𝑁𝜆

𝑘

𝜆=1

) 

                              = 𝑓𝐴𝑁𝛽𝑋 + ∇𝑋𝜍𝛽 −∑𝜃𝛽𝛾𝐴𝑁𝛾𝑋 −∑𝜎𝛽𝛾(𝑋)𝜍𝛾

𝑘

𝛾=1

𝑘

𝛾=1

 

                                  +∑𝑋(𝜃𝛽𝛾)𝑁𝛾

𝑘

𝛾=1

+ ∑ 𝜃𝛽𝛾𝜎𝛾𝜆(𝑋)𝑁𝜆

𝑘

𝛾,𝜆=1

 

                                 +𝑤𝐴𝑁𝛽𝑋 − ∑ 𝜎𝛽𝛾(𝑋)𝜃𝛾𝜆𝑁𝜆,

𝑘

𝛾,𝜆=1

 

elde edilir. 𝑀̃ bir poly-Norden manifold iken her 𝑋 ∈ Γ(𝑇𝑀) için (∇̃𝑋Φ̃)𝑁𝛽 = 0 dır. 

Yukarıdaki son denklemin teğet ve normal bileşenleri karşılıklı eşitlenerek ispat 

tamamlanır. 

Teorem 4.2.9. 𝑀, (𝑛 + 𝑘)-boyutlu bir poly-Norden Riemann manifoldu (𝑀̃, Φ̃, 𝑔) nin 

𝑛-boyutlu bir altmanifoldu olsun. Eğer 𝜍𝛽, 𝛽 ∈ {1,2, … , 𝑘}, vektör alanları lineer 

bağımsız ve  𝑓, 𝑀 üzerinde Levi-Civita konneksiyonuna göre paralel ise 𝑀 tamamen 

jeodeziktir [26]. 

İspat. Önerme (4.2.7) deki ilk denklemden ∀ 𝑍 ∈ Γ(𝑇𝑀) için 

∑{𝑔(𝑤𝑌,𝑁𝛽)𝑔 (𝐴𝑁𝛽𝑋, 𝑍) + ℎ𝛽(𝑋, 𝑌)𝑔(𝐵𝑁𝛽 , 𝑍)} = 0

𝑘

𝛽=1

, 

yazılabilir. Böylece (4.2.25) göz önüne alınarak 

∑𝑣𝛽(𝑌)ℎ𝛽(𝑋, 𝑍) = −∑𝑣𝛽(𝑍)ℎ𝛽(𝑋, 𝑌),

𝑘

𝛽=1

𝑘

𝛽=1
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olur. Son denklemde 𝑋 ve 𝑍 nin rolleri değiştirilirse 

∑𝑣𝛽(𝑌)

𝑘

𝛽=1

ℎ𝛽(𝑋, 𝑍) = −∑𝑣𝛽(𝑋)

𝑘

𝛽=1

ℎ𝛽(𝑌, 𝑍), 

elde edilir. Buradan 

∑𝑣𝛽(𝑌)ℎ𝛽(𝑋, 𝑍)

𝑘

𝛽=1

 

ifadesinin 𝑋 ve 𝑌 için hem simetrik hem de anti-simetrik olduğu göz önüne alınırsa 

∑𝑣𝛽(𝑌)ℎ𝛽(𝑋, 𝑍)

𝑘

𝛽=1

= 0, 

yani 

 ∑ 𝑔(𝑌, ℎ𝛽(𝑋, 𝑍)𝐵𝑁𝛽) = 0

𝑘

𝛽=1

 

yazılır. Böylece 𝛽 ∈ {1,2, … , 𝑘} için 𝐵𝑁𝛽 = 𝜍𝛽 ve kabul gereği 𝜍𝛽 lar lineer bağımsız 

olduğundan ispat tamamlanır. 

 

4.3. Hemen Hemen Poly-Norden Riemann Manifoldların İnvaryant 

Altmanifoldları 

 

Tanım 4.3.1. 𝑀, (𝑀̃, Φ̃, 𝑔) hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldunun bir 

altmanifoldu olsun. Eğer her 𝑝 ∈ 𝑀 noktası için Φ̃(𝑇𝑝𝑀)    ⊂  𝑇𝑝𝑀 ise 𝑀 ye 𝑀̃ nın bir 

invaryant altmanifoldu denir [26]. 

Kabul edelim ki 𝑀, (𝑛 + 𝑘)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann 

manifoldu (𝑀̃, Φ̃, 𝑔) nin 𝑛- boyutlu bir invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda, 

(4.2.23) den her 1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑘 için 𝑣𝛽 = 0 (veya denk olarak 𝜍𝛽 = 0) elde edilir. Bu 

ifadenin tersi de doğrudur. 

Önerme 4.3.2. 𝑀, (𝑛 + 𝑘)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann 

manifoldu (𝑀̃, Φ̃, 𝑔) nin 𝑛- boyutlu bir invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda 𝑀̃ 

nın üzerinde tanımlı olan hemen hemen poly-Norden yapının 𝑀 üzerine indirgediği 

(𝑓, 𝑔, 𝑣𝛽 , 𝜍𝛽 , (𝜃𝛽𝛾)𝑘×𝑘
) yapısına ait ⊝= (𝜃𝛽𝛾)𝑘×𝑘

 matrisi bir hemen hemen poly-
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Norden matristir. Yani ⊝2= 𝑚⊝−𝐼𝑘 dır. Burada  𝐼𝑘, 𝑘-yıncı mertebeden birim 

matrisi gösterir [26]. 

İspat. 𝑀 bir 𝑛-boyutlu invaryant altmanifold olduğu için (4.2.30) dan 1 ≤ 𝛽, 𝛾 ≤ 𝑘 

için  

∑𝜃𝛽𝜆

𝑘

𝜆=1

𝜃𝜆𝛾 = 𝑚𝜃𝛽𝛾 − 𝛿𝛽𝛾, 

yazılır. Böylece  (𝜃𝛽𝛾)𝑘×𝑘
 matrisi ⊝ ile gösterilir ve matris çarpımı tanımı göz önüne 

alınırsa ispat tamamlanır. 

Önerme 4.3.3. 𝑀, (𝑛 + 𝑘)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann 

manifoldu (𝑀̃, Φ̃, 𝑔) nin 𝑛-boyutlu bir altmanifoldu ve (𝑓, 𝑔, 𝑣𝛽,𝜍𝛽 , (𝜃𝛽𝛾)𝑘×𝑘
)  beşlisi 

de 𝑀̃ üzerinde tanımlı olan hemen hemen poly-Norden yapıdan 𝑀 üzerine indirgenmiş 

yapı olsun. Bu durumda 𝑀 nin bir invaryant altmanifold olması için gerek ve yeter şart 

 (𝑓, 𝑔) indirgenmiş yapısının 𝑀 üzerinde bir hemen hemen poly-Norden Riemann yapı 

olmasıdır [26]. 

İspat. 𝑀, hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldu (𝑀̃, Φ̃, 𝑔) nin bir invaryant 

altmanifoldu olsun. Bu durumda 𝑣𝛽 = 0 ( veya denk olarak 𝜍𝛽 = 0) olduğu için 1 ≤

𝛽 ≤ 𝑘 olmak üzere (4.2.26) ve (4.2.28) den  

                                           𝑓2𝑋 = 𝑚𝑓𝑋 − 𝑋, 

                                𝑔(𝑓𝑋, 𝑓𝑌) = 𝑚𝑔(𝑋, 𝑓𝑌) − 𝑔(𝑋, 𝑌), 

olur. Bu ise (𝑓, 𝑔) nin 𝑀 üzerinde bir hemen hemen poly-Norden yapı olduğunu 

gösterir.  

Tersine, (𝑓, 𝑔), 𝑀 üzerinde bir hemen hemen poly-Norden Riemann yapı 

olsun. Bu durumda (4.2.28) den 

∑𝑣𝛽(𝑋)𝜍𝛽 = 0

𝑘

𝛽=1

 

yazılabilir. Bu ise 𝑣𝛽(𝑋) = 0 yani 𝑀 nin bir invaryant altmanifold olduğunu gösterir 

ve ispat tamamlanır. 

Örnek 4.3.4. 𝑅𝟒, (𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2) koordinat sistemi ile verilen 4-boyutlu Öklid uzayı 

olsun.  
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Φ̃: 𝑅𝟒  → 𝑅𝟒, 

dönüşümünü 

       Φ̃(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2) = (𝐵𝑚𝑥1, (𝑚 − 𝐵𝑚)𝑥2, 𝐵𝑚𝑦1, (𝑚 − 𝐵𝑚)𝑦2), 

ile tanımlayalım. Bu durumda 

     Φ̃2(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2) = Φ̃ (Φ̃(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2)) 

                                      = Φ̃(𝐵𝑚𝑥1, (𝑚 − 𝐵𝑚)𝑥2, 𝐵𝑚𝑦1, (𝑚 − 𝐵𝑚)𝑦2) 

                                      = (𝐵𝑚
2 𝑥1, (𝑚 − 𝐵𝑚)

2𝑥2, 𝐵𝑚
2 𝑦1, (𝑚 − 𝐵𝑚)

2𝑦2), 

ve 

(𝑚Φ̃ − 𝐼)(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2) = 𝑚Φ̃(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2) − (𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2) 

                                      = ((𝑚𝐵𝑚 − 1)𝑥1, (𝑚𝐵̅𝑚 − 1)𝑥2, (𝑚𝐵𝑚 − 1)𝑦1, (𝑚𝐵̅𝑚 − 1)𝑦2) 

olduğundan 

                    𝑚𝐵𝑚 − 1 = 𝑚
𝑚 + √𝑚2 − 4

2
− 1 =

𝑚2 +𝑚√𝑚2 − 4 − 2

2
= 𝐵𝑚

2  

𝑚𝐵̅𝑚 − 1 = 𝑚
𝑚 − √𝑚2 − 4

2
− 1 =

𝑚2 −𝑚√𝑚2 − 4 − 2

2
= 𝐵̅𝑚

2  

eşitlikleri göz önüne alınırsa 

Φ̃2 =  𝑚Φ̃ − 𝐼, 

elde edilir. Ayrıca  

Φ̃𝑋 = (𝐵𝑚𝑥1, (𝑚 − 𝐵𝑚)𝑥2, 𝐵𝑚𝑥3, (𝑚 − 𝐵𝑚)𝑥4), 

Φ̃𝑌 = (𝐵𝑚𝑦1, (𝑚 − 𝐵𝑚)𝑦2, 𝐵𝑚𝑦3, (𝑚 − 𝐵𝑚)𝑦4), 

olmak üzere 

𝑔(Φ̃𝑋, Φ̃𝑌) = 𝐵𝑚
2 𝑥1𝑦1 + (𝑚 − 𝐵𝑚)

2𝑥2𝑦2 + 𝐵𝑚
2 𝑥3𝑦3 + (𝑚 − 𝐵𝑚)

2𝑥4𝑦4 

ve 

           𝑚𝑔(𝑋, Φ̃𝑌) = 𝑚𝐵𝑚𝑥1𝑦1 +𝑚(𝑚 − 𝐵𝑚)𝑥2𝑦2 +𝑚𝐵𝑚𝑥3𝑦3 +𝑚(𝑚 − 𝐵𝑚)𝑥4𝑦4 

                   𝑔(𝑋, 𝑌) = 𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + 𝑥3𝑦3 + 𝑥4𝑦4 

tür.  Buradan Φ̃ ile 𝑔 nin bağdaşabilirliği yani 

𝑔(Φ̃𝑋, Φ̃𝑌) = 𝑚𝑔(𝑋, Φ̃𝑌) − 𝑔(𝑋, 𝑌) 

olduğu sonucuna ulaşılır. Böylece (𝑀̃ = 𝑅4, Φ̃, 𝑔) bir hemen hemen poly-Norden 

Riemann manifoldu olur [26]. 

Şimdi (𝑀̃ = 𝑅4, Φ̃, 𝑔) manifoldunun  
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𝑥1 = 𝑦1, 𝑥2 = 𝑦2, 

ile tanımlanan 𝑀 alt manifoldunu göz önüne alalım. Bu durumda 

𝑈1 = (1,0,1,0), 𝑈2 = (0,1,0,1),   

olmak üzere 𝑇𝑀 = 𝑆𝑝{𝑈1, 𝑈2} dir. Ayrıca  

Φ̃𝑈1 = 𝐵𝑚𝑈1, Φ̃𝑈2 = (𝑚 − 𝐵𝑚)𝑈2, 

olduğundan 𝑀, (𝑀̃ = 𝑅4, Φ̃, 𝑔) hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldunun 

bir invaryant altmanifoldudur. 

 

4.4. Hemen Hemen Poly-Norden Riemann Manifoldlarının Anti-İnvaryant 

Altmanifoldları 

 

Tanım 4.4.1.  𝑀, (𝑀̃, Φ̃, 𝑔) hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldunun bir 

altmanifoldu olsun. Eğer herhangi bir 𝑝 ∈ 𝑀  noktasında Φ̃(𝑇𝑝𝑀) ⊂ 𝑇𝑝𝑀
⊥ ise 𝑀 ye 

𝑀̃ nın bir anti-invaryant altmanifoldu denir [26]. 

𝑀, (𝑛 + 𝑘)-boyutlu bir (𝑀̃, Φ̃, 𝑔) hemen hemen poly-Norden Riemann 

manifoldunun 𝑛-boyutlu bir anti-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda (4.2.15) 

ve (4.2.16) eşitliklerinden, 𝑋 ∈ Γ(𝑇𝑀) olmak üzere Φ̃𝑋 ve Φ̃𝑁𝛽, (1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑘), için 

sırasıyla  

Φ̃𝑋 = ∑𝑣𝛽(𝑋)𝑁𝛽,

𝑘

𝛽=1

                                                 (4.4.1) 

Φ̃𝑁𝛽 = 𝜍𝛽 +∑𝜃𝛽𝛾𝑁𝛾,

𝑘

𝛾=1

                                             (4.4.2) 

yazılabilir.  

Önerme 4.4.2. 𝑀, (𝑛 + 𝑘)-boyutlu (𝑀̃, Φ̃, 𝑔)  hemen hemen poly-Norden Riemann 

manifoldunun 𝑛-boyutlu bir anti-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda 

∑𝑔(Φ̃

𝑘

𝛽=1

𝑌,𝑁𝛽)𝐴𝑁𝛽𝑋 = ∑−ℎ𝛽(𝑋, 𝑌)𝐵𝑁𝛽

𝑘

𝛽=1

, 

                         ∑ 𝑔(Φ̃

𝑘

𝛽=1

𝑌,𝑁𝛽)∇𝑋
⊥𝑁𝛽 = 𝑤∇𝑋𝑌 +∑ {

ℎ𝛽(𝑋, 𝑌)𝐶𝑁𝛽

−𝑋(𝑔(𝑤𝑌,𝑁𝛽))𝑁𝛽
}

𝑘

𝛽=1
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dır [26]. 

Önerme 4.4.3. (𝑀̃, Φ̃, 𝑔), (𝑛 + 𝑘)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann 

manifoldu ve 𝑀 de 𝑀̃ nın 𝑛-boyutlu bir anti-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda 

𝑀̃ nın üzerinde tanımlı olan hemen hemen poly-Norden yapının 𝑀 üzerine indirgediği 

bir (𝑔, 𝑣𝛽 , 𝜍𝛽 , (𝜃𝛽𝛾)𝑘×𝑘
) yapısı vardır ve her 𝑋 ∈ Γ(𝑇𝑀) için, 

 𝑋 = −∑𝑣𝛽(𝑋)

𝑘

𝛽=1

𝜍𝛽 , 

𝑣𝛽(𝑋) =
1

𝑚
∑𝜃𝛽𝛾𝑣𝛾(𝑋)

𝑘

𝛾=1

, 

  𝑣𝛾(𝜍𝛽) = 𝑚𝜃𝛽𝛾 − 𝛿𝛽𝛾 −∑𝜃𝛽𝜆

𝑘

𝜆=1

𝜃𝜆𝛾 , 

                                                     𝜍𝛽 =
1

𝑚
∑𝜃𝛽𝛾𝜍𝛾,                                                       (4.4.3)

𝑘

𝛾=1

 

  𝑔(𝑋, 𝑌) = −∑𝑣𝛽(𝑋)𝑣𝛽(𝑌),

𝑘

𝛽=1

 

∇𝑋𝜍𝛽 =∑(𝜃𝛽𝛾𝐴𝑁𝛾𝑋 + 𝜎𝛽𝛾(𝑋)𝜍𝛾) ,

𝑘

𝛾=1

 

𝑋(𝜃𝛽𝜆) + ℎ𝜆(𝑋, 𝜍𝛽) + ℎ𝜆(𝑋, 𝜍𝜆) = −∑(𝜃𝛽𝛾𝜎𝛾𝜆(𝑋) − 𝜃𝛾𝜆𝜎𝛽𝛾(𝑋))

𝑘

𝛾=1

, 

dir [26]. 
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5. BULGULAR ve TARTIŞMA 

 

5.1. Hemen Hemen Poly-Norden Riemann Manifoldların Slant Altmanifoldları 

 

(𝑀̃, Φ̃, 𝑔), (𝑛 + 𝑘)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldu 

ve 𝑀 de 𝑀̃ nın 𝑛-boyutlu bir altmanifoldu olsun. Her 𝑋 ∈ Γ(𝑇𝑀) için Cauchy-

Schwarz eşitsizliği kullanılırsa 

|𝑔(Φ̃𝑋, 𝑓𝑋)| ≤ ‖Φ̃𝑋‖‖𝑓𝑋‖,                                          (5.1.1) 

yazılabilir. Böylece 𝑥 ∈ 𝑀 ve  𝜃: Γ(𝑇𝑥𝑀) ⟶ [0, 𝜋] fonksiyonu için 

𝑔(Φ̃𝑋𝑥, 𝑓𝑋𝑥) = cos 𝜃 (𝑋𝑥)‖Φ̃𝑋𝑥‖‖𝑓𝑋𝑥‖                            (5.1.2) 

olur. 

Her 𝑥 ∈ 𝑀 ve sıfırdan farklı teğet vektör 𝑋𝑥 ∈ Γ(𝑇𝑥𝑀) için Φ̃𝑋𝑥 ve 𝑓𝑋𝑥 

arasındaki 𝜃(𝑋𝑥) açısına 𝑋 in Wirtinger açısı denir ve 

cos 𝜃(𝑋𝑥) =
𝑔(Φ̃𝑋𝑥, 𝑓𝑋𝑥)

‖𝑓𝑋𝑥‖‖Φ̃𝑋𝑥‖
 ,                                                      (5.1.3) 

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 5.1.1. (𝑀̃, Φ̃, 𝑔), (𝑛 + 𝑘)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann 

manifoldu ve 𝑀 de 𝑀̃ nın 𝑛-boyutlu bir altmanifoldu olsun. Eğer Φ̃𝑋𝑥 ve 𝑓𝑋𝑥 

arasındaki 𝜃(𝑋𝑥) açısı herhangi bir 𝑥 ∈ 𝑀 ve 𝑋𝑥 ∈ 𝑇𝑥𝑀 için sabit ise 𝑀 ye 𝑀̃ nın bir 

slant altmanifoldu denir. Bu durumda 𝜃 =: 𝜃(𝑋𝑥) açısı 𝑀  nin slant açısı olarak 

adlandırılır ve 

cos 𝜃 =
𝑔(Φ̃𝑋, 𝑓𝑋)

‖Φ̃𝑋‖‖𝑓𝑋‖
=
‖𝑓𝑋‖

‖Φ̃𝑋‖
                                             (5.1.4) 

şeklinde tanımlanır. 

(𝑀̃, Φ̃, 𝑔), hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldunun invaryant ve 

anti-invaryant altmanifoldları, slant açısı sırasıyla 𝜃 = 0 ve 𝜃 =
𝜋

2
 olan slant alt 

manifoldlardır. İnvaryant veya anti-invaryant olmayan slant altmanifoldlar proper 

(has, öz) slant altmanifoldlar olarak adlandırılır. 

Hatırlatma 5.1.2.  𝐼, Γ(𝑇𝑀) de birim olmak üzere 
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sin2 𝜃 (𝑚𝑓 − 𝐼) = ∑𝑣𝛽⊗ 𝜍𝛽

𝑘

𝛽=1

                                              (5.1.5) 

yazılabilir. 

Önerme 5.1.3. (𝑀̃, Φ̃, 𝑔), (𝑛 + 𝑘)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann 

manifoldu ve 𝑀 de 𝑀̃ nın 𝑛-boyutlu bir altmanifoldu olsun. Eğer 𝑀 slant ise her 𝑋, 𝑌 ∈

Γ(𝑇𝑀) için 

𝑔(𝑓𝑋, 𝑓𝑌) = cos2 𝜃 {𝑚𝑔(𝑋, Φ̃𝑌) − 𝑔(𝑋, 𝑌)}, 

𝑔(𝑤𝑋, 𝑤𝑌) = sin2 𝜃 {𝑚𝑔(𝑋, Φ̃𝑌) − 𝑔(𝑋, 𝑌)}, 

dir. 

İspat. (𝑀̃, Φ̃, 𝑔) bir hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldu ve 𝑀 de 𝑀̃ nın 

bir slant altmanifoldu olsun. Bu durumda her 𝑋 ∈ Γ(𝑇𝑀) için 

 cos 𝜃 =
∥ 𝑓𝑋 ∥

∥  Φ̃𝑋 ∥
, 

olduğundan 

  cos2 𝜃 ∥ Φ̃𝑋 ∥2=∥ 𝑓𝑋 ∥2, 

yani 

  cos2 𝜃 𝑔(Φ̃𝑋, Φ̃𝑋) = 𝑔(𝑓𝑋, 𝑓𝑋) 

yazılabilir. Burada 𝑋 yerine 𝑋 + 𝑌 yazılır, bir önceki eşitlik ve (4.1.3) kullanılırsa 

cos2 𝜃 𝑔(Φ̃𝑋 + Φ̃𝑌, Φ̃𝑋 + Φ̃𝑌) = 𝑔(𝑓𝑋 + 𝑓𝑌, 𝑓𝑋 + 𝑓𝑌) 

⟹ cos2 𝜃 (𝑔(Φ̃𝑋, Φ̃𝑋) + 2𝑔(Φ̃𝑋, Φ̃𝑌) + 𝑔(Φ̃𝑌, Φ̃𝑌)) 

                           = 𝑔(𝑓𝑋, 𝑓𝑋) + 2𝑔(𝑓𝑋, 𝑓𝑌) + 𝑔(𝑓𝑌, 𝑓𝑌) 

⟹ cos2 𝜃 𝑔(Φ̃𝑋, Φ̃𝑌) = 𝑔(𝑓𝑋, 𝑓𝑌) 

 ⟹ cos2 𝜃 (𝑚𝑔(𝑋, Φ̃𝑌) − 𝑔(𝑋, 𝑌)) = 𝑔(𝑓𝑋, 𝑓𝑌) 

elde edilir. Ayrıca 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀) için 

𝑔(Φ̃𝑋, Φ̃𝑌) = 𝑔(𝑓𝑋 + 𝑤𝑋, 𝑓𝑌 + 𝑤𝑌) 

                                                                  = 𝑔(𝑓𝑋, 𝑓𝑌) + 𝑔(𝑤𝑋,𝑤𝑌), 

olduğundan  

𝑔(𝑤𝑋,𝑤𝑌) =  𝑔(Φ̃𝑋, Φ̃𝑌) − 𝑔(𝑓𝑋, 𝑓𝑌) 

                                 = 𝑔(Φ̃𝑋, Φ̃𝑌) − cos2 𝜃 𝑔(Φ̃𝑋, Φ̃𝑌) 
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                             = sin2 𝜃 (𝑚𝑔(𝑋, Φ̃𝑌) − 𝑔(𝑋, 𝑌) 

bulunur ve ispat tamamlanır. 

Teorem 5.1.4. (𝑀̃, Φ̃, 𝑔) bir hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldu ve 𝑀 de 

𝑀̃ nın bir altmanifoldu olsun. Bu durumda 𝑀 nin slant olması için gerek ve yeter şart 

𝑓2 = 𝜆(𝑚𝑓 − 𝐼)                                              (5.1.6) 

olmasıdır. 

İspat. (⟹) 𝑀, (𝑀̃, Φ̃, 𝑔) hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldunun bir slant 

altmanifoldu olsun. Bu durumda her 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀) için 

              𝑔(𝑓2𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑓(𝑓𝑋), 𝑌) 

                                  = 𝑔(Φ̃(𝑓𝑋), 𝑌) 

= 𝑔(𝑓𝑋, Φ̃𝑌) 

= 𝑔(𝑓𝑋, 𝑓𝑌) 

                                     = cos2 𝜃 (𝑚𝑔(𝑋, Φ̃𝑌) − 𝑔(𝑋, 𝑌)) 

                      = cos2 𝜃 𝑔(𝑚Φ̃𝑋 − 𝑋, 𝑌),  

olur. Buradan 

𝑓2𝑋 = cos2 𝜃 (𝑚Φ̃𝑋 − 𝑋) ,  

elde edilir. Burada  𝜆 = cos2 𝜃 dır. 

(⟸) Tersine,   𝑓2 = 𝜆(𝑚𝑓 − 𝐼) olacak şekilde bir 𝜆 ∈ [0,1] sayısı var olsun. O halde 

her 𝑋 ∈ Γ(𝑇𝑀) için   

                cos 𝜃 (𝑋) =
𝑔(Φ̃𝑋, 𝑓𝑋)

∥  Φ̃𝑋 ∥∥ 𝑓𝑋 ∥
 

                                  =
𝑔(𝑋, 𝑓2𝑋)

∥  Φ̃𝑋 ∥∥ 𝑓𝑋 ∥
 

                                  =
𝑔(𝑋, 𝜆(𝑚Φ̃ − 𝐼)𝑋)

∥  Φ̃𝑋 ∥∥ 𝑓𝑋 ∥
 

                                  = 𝜆
𝑚𝑔(𝑋, Φ̃𝑋) − 𝑔(𝑋, 𝑋)

∥  Φ̃𝑋 ∥∥ 𝑓𝑋 ∥
 

                                  = 𝜆
𝑔(Φ̃𝑋, Φ̃𝑌)

∥  Φ̃𝑋 ∥∥ 𝑓𝑋 ∥
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                                  = 𝜆
∥ Φ̃𝑋 ∥

∥ 𝑓𝑋 ∥
, 

bulunur. Böylece 𝜆 = cos2 𝜃 (𝑋) = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡, 𝑋 ∈ Γ(𝑇𝑀),  elde edilir. Bu ise 𝑀 nin bir 

slant altmanifold olduğunu gösterir. Böylece ispat tamamlanır. 

Önerme 5.1.5. (𝑀̃, Φ̃, 𝑔) bir hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldu ve 𝑀 de 

𝑀̃ nın bir altmanifoldu olsun. Eğer 𝑀 slant ise her 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀) için 

                                            (∇𝑋𝑓
2)𝑌 = 𝑚 cos2 𝜃 (∇𝑋𝑓)𝑌 

dir. 

İspat. (5.1.6) eşitliğinden   

𝑓2(∇𝑋𝑌) = cos
2 𝜃 (𝑚𝑓∇𝑋𝑌 − ∇𝑋𝑌) 

ve 

∇𝑋𝑓
2𝑌 = cos2 𝜃 (𝑚∇𝑋𝑓𝑌 − ∇𝑋𝑌) 

yazılabilir. Böylece 

                                       (∇𝑋𝑓
2)𝑌 = ∇𝑋𝑓

2𝑌 − 𝑓2(∇𝑋𝑌) 

                                                        = cos2 𝜃 (𝑚∇𝑋𝑓𝑌 − ∇𝑋𝑌) − cos
2 𝜃 (𝑚𝑓∇𝑋𝑌 − ∇𝑋𝑌) 

                                                         = 𝑚 cos2 𝜃 (∇𝑋𝑓𝑌 − 𝑓∇𝑋𝑌) 

                                                         = 𝑚 cos2 𝜃 (∇𝑋𝑓)𝑌 

olur ve ispat tamamlanır. 

Önerme 5.1.6.  (𝑀̃, Φ̃, 𝑔), (𝑛 + 𝑘)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann 

manifoldu ve 𝑀 de 𝑀̃ nın 𝑛-boyutlu bir slant altmanifoldu olsun. Bu durumda her 

𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀) için 

(∇𝑋𝑓
2)𝑌 = 𝑚 cos2 𝜃∑ [𝑣𝛽(𝑌)𝐴𝑁𝛽𝑋 + ℎ𝛽(𝑋, 𝑌)𝜍𝛽]

𝑘

𝛽=1

 

dir. 

İspat. Her 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀) için 

               (∇𝑋𝑓
2)𝑌 = 𝑚 cos2 𝜃 (∑ {𝑔(𝑤𝑌,𝑁𝛽)𝐴𝑁𝛽𝑋 + ℎ𝛽(𝑋, 𝑌)𝐵𝑁𝛽}

𝑘

𝛽=1

), 

yazılabilir. Burada  𝑣𝛽(𝑌) = 𝑔(Φ̃𝑌, 𝑁𝛽) = 𝑔(𝑤𝑌,𝑁𝛽) ve 𝐵𝑁𝛽 = 𝜍𝛽 olduğu göz 

önüne alınırsa 
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                     (∇𝑋𝑓
2)𝑌 = 𝑚 cos2 𝜃 (∑𝑣𝛽

𝑘

𝛽=1

(𝑌)𝐴𝑁𝛽𝑋 + ℎ𝛽(𝑋, 𝑌)𝜍𝛽) 

elde edilir ve ispat tamamlanır.  

Önerme 5.1.7. 𝑀, (𝑛 + 𝑘)- boyutlu hemen hemen poly-Norden Riemann manifold 

(𝑀̃, Φ̃, 𝑔) nin 𝑛- boyutlu altmanifoldu olsun. 𝑀 slant ise 

𝑓2 =
1

tan2 𝜃
∑ 𝑣𝛽 ⊗ 𝜍𝛽

𝑘

𝛽=1

 

dir. 

İspat. (5.1.6) dan  

               𝑚𝑓 − 𝐼Γ(𝑇𝑀) =
𝑓2

cos2 𝜃
, 

yazılabilir. Burada (4.2.28) kullanılırsa 

𝑓2 =
𝑓2

cos2 𝜃
−∑𝑣𝛽⊗ 𝜍𝛽

𝑘

𝛽=1

 

 ⟹ ∑𝑣𝛽 ⊗ 𝜍𝛽 =

𝑘

𝛽=1

𝑓2

cos2 𝜃
− 𝑓2 = 𝑓2 (

1 − cos2 𝜃

cos2 𝜃
) = 𝑓2

sin2 𝜃

cos2 𝜃
 

⟹ 𝑓2 tan2 𝜃 = ∑𝑣𝛽 ⊗ 𝜍𝛽

𝑘

𝛽=1

 

  ⟹ 𝑓2 =
1

tan2 𝜃
∑ 𝑣𝛽 ⊗ 𝜍𝛽

𝑘

𝛽=1

 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Örnek 5.1.8. ℝ4 de (𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2) koordinat sistemini göz önüne alalım. 

 

                             Φ:ℝ4 ⟶ℝ4 

(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2) ⟶ Φ(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2) = (𝐵𝑚𝑥1, 𝐵𝑚𝑥2, 𝐵̅𝑚𝑦1, 𝐵̅𝑚𝑦2) 

 

olmak üzere (ℝ4, Φ) ikilisi bir hemen hemen poly-Norden manifolddur. Eğer ℝ4 

üzerindeki alışılmış metrik göz önüne alınırsa (ℝ4, Φ, 〈, 〉) üçlüsü bir hemen hemen 

poly-Norden Riemann manifold olur. 
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Şimdi 

                                  𝜑:ℝ2 ⟶ℝ4 

                            (𝑢, 𝑣) ⟶ 𝜑(𝑢, 𝑣) = (𝑢 + 𝑣, 𝑢 − 𝑣, √2𝑣, √2𝑢) 

 

ile tanımlanan 𝑀 = 𝜑(ℝ2) ⊂ ℝ4 yüzeyini göz önüne alalım. Bu durumda  

𝑈1 = (1,1,0, √2) 

𝑈2 = (1,−1, √2, 0) 

olmak üzere 𝑇𝑀 = 𝑆𝑝{𝑈1, 𝑈2} olur. 

Φ𝑈1 = (𝐵𝑚, 𝐵𝑚, 0, √2𝐵̅𝑚) 

Φ𝑈2 = (𝐵𝑚, −𝐵𝑚, √2𝐵̅𝑚, 0) 

dır. Burada 

〈Φ𝑈1, 𝑈1〉 = 2𝐵𝑚 + 2𝐵̅𝑚 = 2𝑚;          ‖𝑈1‖ = 2 = ‖𝑈2‖, 

〈Φ𝑈2, 𝑈2〉 = 2𝐵𝑚 + 2𝐵̅𝑚 = 2𝑚;         ‖Φ𝑈2‖ = ‖Φ𝑈1‖ = √2(𝑚2 − 2) 

〈Φ𝑈1, 𝑈1〉

‖𝑈1‖‖Φ𝑈1‖
=

2𝑚

2√2(𝑚2 − 2)
=

𝑚

√2(𝑚2 − 2)
 

〈Φ𝑈2, 𝑈2〉

‖𝑈2‖‖Φ𝑈2‖
=

2𝑚

2√2(𝑚2 − 2)
=

𝑚

√2(𝑚2 − 2)
 

dir. O halde 𝑀, (ℝ4, Φ, 〈, 〉) hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldunun 

  𝜃 = cos−1(
𝑚

(2(𝑚2−2))
1
2⁄
) ; −√2 < 𝑚 < √2 slant açılı bir slant yüzeyidir. 

Örnek 5.1.9. ℝ5 de  

Φ(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) = (𝐵𝑚𝑥1, 𝐵𝑚𝑥2, 𝐵̅𝑚𝑥3, 𝐵̅𝑚𝑥4, 𝐵𝑚𝑥5) 

ile verilen hemen hemen poly-Norden yapı ve 𝑔 usual metriğini gözönüne alalım. 

                                            𝜑: ℝ3 ⟶ℝ5  

(𝑢, 𝑣, 𝑤) ⟶ 𝜑(𝑢, 𝑣) = (𝑢 cos 𝜃 , 𝑢 sin 𝜃 , 𝑣, 𝑤, 0) 

ile tanımlanan 𝑀1 = 𝜑(ℝ3) ⊂ ℝ5 altmanifoldu için  

𝑈1 = (cos 𝜃 , sin 𝜃 , 0,0,0), 

𝑈2 = (0,0,1,0,0), 

𝑈3 = (0,0,0,1,0), 

olmak üzere 𝑇𝑀1 = 𝑆𝑝{𝑈1, 𝑈2, 𝑈3}  dır. Burada  
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 𝜑𝑈1 = (𝐵𝑚 cos 𝜃 , 𝐵𝑚 sin 𝜃 , 0,0,0) = 𝐵𝑚𝑈1 

 𝜑𝑈2 = (0,0, 𝐵̅𝑚, 0,0) = 𝐵̅𝑚𝑈2 

 𝜑𝑈3 = (0,0,0, 𝐵̅𝑚, 0) = 𝐵̅𝑚𝑈3 

olduğundan 𝑀1 altmanifoldu (ℝ𝟓, 𝛷, 𝑔) hemen hemen poly-Norden Riemann 

manifoldun bir 3 − boyutlu invaryant altmanifoldu olur. 

Şimdi  

           ψ:ℝ2 ⟶ℝ5 

(𝑢, 𝑣) ⟶ 𝜓(𝑢, 𝑣) = (𝐵̅𝑚𝑢 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 𝐵̅𝑚𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 𝐵𝑚𝑢 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , 𝐵𝑚𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 0) 

ile tanımlanan 𝑀2 = ψ(ℝ2) ⊂ ℝ5 altmanifoldu için 

𝑉1 = (𝐵̅𝑚 cos 𝜃 , 0, 𝐵𝑚 sin 𝜃 , 0,0) 

𝑉2 = (0, 𝐵̅𝑚 cos 𝜃 , 0, 𝐵𝑚 sin 𝜃 , 0) 

olmak üzere 𝑇𝑀2 = 𝑆𝑝{𝑉1, 𝑉2} dir. Buradan  

Φ𝑉1 = (cos 𝜃 , 0, sin 𝜃 , 0,0), 

Φ𝑉2 = (0, cos 𝜃 , 0, sin 𝜃 , 0) 

ve  

g(Φ𝑉1, 𝑉1) = 𝐵̅𝑚 cos
2 𝜃 + 𝐵𝑚 sin

2 𝜃 = 𝑔(Φ𝑉2, 𝑉2), 

‖𝑉1‖ = √𝐵̅𝑚
2
cos2 𝜃 + 𝐵𝑚

2 sin2 𝜃 = ‖𝑉2‖, 

‖Φ𝑉1‖ = ‖Φ𝑉2‖ = 1 

olmak üzere  

        
g(Φ𝑉1, 𝑉1)

‖𝑉1‖‖Φ𝑉1‖
=

𝐵̅𝑚 cos
2 𝜃 + 𝐵𝑚 sin

2 𝜃

√𝐵̅𝑚
2
cos2 𝜃 + 𝐵𝑚

2 sin2 𝜃

=
𝑔(Φ𝑉2, 𝑉2)

‖𝑉2‖‖Φ𝑉2‖
 

elde edilir. Böylece 𝑀2, (ℝ5, Φ, 𝑔) hemen hemen poly-Norden Riemann 

manifoldunun  

  cos 𝑡 =
𝐵̅𝑚 cos

2 𝜃 + 𝐵𝑚 sin
2 𝜃

√𝐵̅𝑚
2
cos2 𝜃 + 𝐵𝑚

2 sin2 𝜃

 

açılı 2-boyutlu bir slant altmanifoldu olur. 
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5.2.  Nijenhuis Tensör Alanı ve Normallik 

 

Tanım 5.2.1. (𝑀̃, Φ̃, 𝑔) bir hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldu olsun. 

Eğer Φ̃ nın her 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀̃) için  

                  𝑁Φ̃(𝑋, 𝑌) = [Φ̃𝑋, Φ̃𝑌] + Φ̃2[𝑋, 𝑌] − Φ̃[Φ̃𝑋, 𝑌] − Φ̃[𝑋, Φ̃𝑌], 

ya da denk olarak 

                  𝑁Φ̃(𝑋, 𝑌) = (𝛻̃Φ̃𝑋Φ̃)(𝑌) − (𝛻̃Φ̃𝑌Φ̃)(𝑋) − Φ̃[(𝛻̃𝑋Φ̃)(𝑌) − (𝛻̃𝑌Φ̃)(𝑋)], 

şeklinde tanımlanan 𝑁Φ̃ Nijenhuis tensör alanı sıfır ise Φ̃ hemen hemen poly-Norden 

yapısına integrallenebilirdir denir. Açıktır ki (𝑀̃, Φ̃, 𝑔) üzerindeki Levi-Civita 

konneksiyonu ∇̃ olmak üzere, hemen hemen poly-Norden yapı Φ̃, ∇̃ konneksiyonuna 

göre paralel ise 𝑁Φ̃ = 0 olur. 

(𝑀̃, Φ̃, 𝑔), (𝑛 + 𝑘)-boyutlu bir hemen hemen poly-Norden Riemann 

manifoldu ve 𝑀 de 𝑀̃ nın 𝑛-boyutlu bir altmanifoldu olsun. 𝑀̃ nın üzerinde tanımlı 

olan hemen hemen poly-Norden yapının 𝑀 üzerine indirgediği ∑ = (𝑓, 𝑔, 𝑣𝛽 , 𝜍𝛽 , 𝜃𝛽𝛾)  

yapısını göz önüne alalım.  

Tanım 5.2.2. (𝑀̃, Φ̃, 𝑔)  bir hemen hemen poly-Norden Riemann manifoldu ve (𝑀, 𝑔) 

de 𝑀̃ nın boyut farkı 𝑘 olan bir altmanifoldu olsun.  Eğer  

𝑁𝑓 = 2∑𝑑𝑣𝛼⊗

𝑘

𝛼=1

𝜍𝛽 

ise bu durumda 𝑀 üzerine indirgenmiş ∑ yapısına normaldir denir.  

Teorem 5.2.3. (𝑀̃, Φ̃, 𝑔)  bir poly-Norden Riemann manifoldu ve (𝑀, 𝑔) de 𝑀̃ nın 

boyut farkı 𝑘 olan bir altmanifoldu olsun. Bu durumda her 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀) için  

𝑁𝑓(𝑋, 𝑌) = ∑[𝑔(𝑋, 𝜍𝛽)𝐵𝛽𝑌 − 𝑔(𝑌, 𝜍𝛽)𝐵𝛽𝑋 − 𝑔(𝐵𝛽𝑋, 𝑌)𝜍𝛽],

𝑘

𝛽=1

 

2𝑑𝑣𝛼(𝑋, 𝑌) = −𝑔(𝐵𝛼𝑋, 𝑌) + ∑[𝜎𝛼𝛾(𝑋)𝑔(𝑌, 𝜍𝛾) − 𝜎𝛼𝛾(𝑌)𝑔(𝑋, 𝜍𝛾)], 

dır. Burada 𝛼 ∈ {1,2, … , 𝑘}, 𝐴𝛼 = 𝐴𝑁𝛼 ve 𝐵𝛼 = 𝑓𝐴𝛼 − 𝐴𝛼𝑓 dir. 

İspat. Φ̃ dan 𝑀 altmanifoldu üzerine indirgenmiş olan yapıdaki (1,1)-tipli 𝑓 

tensörünün Nijenhuis torsiyon tensörü 

𝑁𝑓(𝑋, 𝑌) = (∇𝑓𝑋𝑓)𝑌 − (∇𝑓𝑌𝑓)𝑋 − 𝑓[(∇𝑋𝑓)𝑌 − (∇𝑌𝑓)𝑋], 
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olmak üzere 

                              (∇𝑋𝑓)𝑌 = ∑(𝑔(𝑤𝑌,𝑁𝛽)𝐴𝑁𝛽𝑋 + ℎ𝛽(𝑋, 𝑌)𝐵𝑁𝛽)

𝑘

𝛽=1

 

eşitliği kullanılırsa, 

   (∇𝑓𝑋𝑓)𝑌 = ∑ (𝑔(𝑤𝑌,𝑁𝛽)𝐴𝑁𝛽𝑓𝑋 + ℎ𝛽(𝑓𝑋, 𝑌)𝐵𝑁𝛽) ,

𝑘

𝛽=1

 

    (∇𝑓𝑌𝑓)𝑌 = ∑(𝑔(𝑤𝑋,𝑁𝛽)𝐴𝑁𝛽𝑓𝑌 + ℎ𝛽(𝑓𝑌, 𝑋)𝐵𝑁𝛽) ,

𝑘

𝛽=1

 

(∇𝑌𝑓)𝑋 = ∑(𝑔(𝑤𝑋, 𝑁𝛽)𝐴𝑁𝛽𝑌 + ℎ𝛽(𝑌, 𝑋)𝐵𝑁𝛽)

𝑘

𝛽=1

, 

olur. Bu eşitlikler 𝑁𝑓(𝑋, 𝑌) ifadesinde yerlerine yazılırsa 

𝑁𝑓(𝑋, 𝑌) = ∑

{
 
 

 
 
𝑔(𝑤𝑌,𝑁𝛽)𝐴𝑁𝛽𝑓𝑋 + ℎ𝛽(𝑓𝑋, 𝑌)𝐵𝑁𝛽

−𝑔(𝑤𝑋, 𝑁𝛽)𝐴𝑁𝛽𝑓𝑌 − ℎ𝛽(𝑓𝑌, 𝑋)𝐵𝑁𝛽

−𝑓𝑔(𝑤𝑌,𝑁𝛽)𝐴𝑁𝛽𝑋 − 𝑓ℎ𝛽(𝑋, 𝑌)𝐵𝑁𝛽

+𝑓𝑔(𝑤𝑋,𝑁𝛽)𝐴𝑁𝛽𝑌 + 𝑓ℎ𝛽(𝑌, 𝑋)𝐵𝑁𝛽}
 
 

 
 

𝑘

𝛽=1

 

                                 = 𝑔(𝑤𝑌,𝑁𝛽)𝐴𝑁𝛽𝑓𝑋 + 𝑔 (𝐴𝑁𝛽𝑓𝑋, 𝑌) 𝜍𝛽 − 𝑔(𝑤𝑋,𝑁𝛽)𝐴𝑁𝛽𝑓𝑌 

                                 −𝑔 (𝐴𝑁𝛽𝑓𝑌, 𝑋) 𝜍𝛽 − 𝑓𝑔(𝑤𝑌,𝑁𝛽)𝐴𝑁𝛽𝑋 + 𝑓𝑔(𝑤𝑋, 𝑁𝛽)𝐴𝑁𝛽𝑌 

                                 = 𝜍𝛽 {𝑔 (𝐴𝑁𝛽𝑓𝑋, 𝑌) − 𝑔 (𝐴𝑁𝛽𝑓𝑌, 𝑋)} + 𝑔(𝑌, 𝜍𝛽)𝐴𝑁𝛽𝑓𝑋 

                                 −𝑔(𝑋, 𝜍𝛽)𝐴𝑁𝛽𝑓𝑌 + 𝑓𝑔(𝑋, 𝜍𝛽)𝐴𝑁𝛽𝑌 − 𝑓𝑔(𝑌, 𝜍𝛽)𝐴𝑁𝛽𝑋 

                                 = 𝜍𝛽 {𝑔 (𝐴𝑁𝛽𝑓𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝑓𝐴𝑁𝛽𝑋, 𝑌)} 

                               +𝑔(𝑋, 𝜍𝛽) {𝐴𝑁𝛽𝑓𝑌 − 𝑓𝐴𝑁𝛽𝑌} + 𝑔(𝑌, 𝜍𝛽) {𝐴𝑁𝛽𝑓𝑋 − 𝑓𝐴𝑁𝛽𝑋} 

                               = ∑𝑔 {(𝐴𝑁𝛽𝑓 − 𝑓𝐴𝑁𝛽) (𝑋), 𝑌} 𝜍𝛽

𝑘

𝛽=1

+ 𝑔(𝑌, 𝜍𝛽)(𝐴𝑁𝛽𝑓 − 𝑓𝐴𝑁𝛽)(𝑋) 

                               +𝑔(𝑋, 𝜍𝛽)(𝑓𝐴𝑁𝛽 − 𝐴𝑁𝛽𝑓)(𝑌) 

olur. Buradan 𝐵𝛽 = 𝑓𝐴𝛽 − 𝐴𝛽𝑓 ifadesi son eşitlikte yerine yazılırsa 
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 𝑁𝑓(𝑋, 𝑌) = ∑−{𝑔 (𝑓𝐴𝑁𝛽 − 𝐴𝑁𝛽𝑓) (𝑋), 𝑌} 𝜍𝛽

𝑘

𝛽=1

− 𝑔(𝑌, 𝜍𝛽)(𝑓𝐴𝑁𝛽 − 𝐴𝑁𝛽𝑓)(𝑋) 

            +𝑔(𝑋, 𝜍𝛽)( 𝑓𝐴𝑁𝛽 − 𝐴𝑁𝛽𝑓)(𝑌) 

= ∑[𝑔(𝑋, 𝜍𝛽)𝐵𝛽𝑌 − 𝑔(𝑌, 𝜍𝛽)𝐵𝛽𝑋 − 𝑔(𝐵𝛽𝑋, 𝑌)𝜍𝛽]

𝑘

𝛽=1

                  (5.2.1) 

elde edilir. 

Şimdi  

2𝑑𝑣𝛼(𝑋, 𝑌) = 𝑋(𝑣𝛼(𝑌)) − 𝑌(𝑣𝛼(𝑋)) − 𝑣𝛼([𝑋, 𝑌]) 

                                   = 𝑋(𝑔(𝑌, 𝜍𝛼)) − 𝑌(𝑔(𝑋, 𝜍𝛼)) − 𝑔([𝑋, 𝑌], 𝜍𝛼) 

                            = 𝑔(∇𝑋𝑌, 𝜍𝛼) + 𝑔(𝑌, ∇𝑋𝜍𝛼) − 𝑔(∇𝑌𝑋, 𝜍𝛼) 

   −𝑔(𝑋, ∇𝑌𝜍𝛼) − 𝑔([𝑋, 𝑌], 𝜍𝛼) 

  = 𝑔(𝑌, ∇𝑋𝜍𝛼) − 𝑔(𝑋, ∇𝑌𝜍𝛼) 

olup Önerme 4.2.4 den   

∇𝑋𝜍𝛼 = −𝑓𝐴𝑁𝛼𝑋 +∑𝜃𝛼𝛾𝐴𝑁𝛾𝑋

𝑘

𝛾=1

+∑𝜎𝛼𝛾

𝑘

𝛾=1

(𝑋)𝜍𝛾, 

∇𝑌𝜍𝛼 = −𝑓𝐴𝑁𝛼𝑌 +∑𝜃𝛼𝛾𝐴𝑁𝛾𝑌

𝑘

𝛾=1

+∑𝜎𝛼𝛾

𝑘

𝛾=1

(𝑌)𝜍𝛾 

eşitlikleri yazılabilir. Böylece 

𝑔(𝑌, ∇𝑋𝜍𝛼) − 𝑔(𝑋, ∇𝑌𝜍𝛼) = 𝑔(𝑌,−𝑓𝐴𝑁𝛼𝑋 +∑𝜃𝛼𝛾𝐴𝑁𝛾𝑋

𝑘

𝛾=1

+∑𝜎𝛼𝛾

𝑘

𝛾=1

(𝑋)𝜍𝛾) 

                                   −𝑔(𝑋,−𝑓𝐴𝑁𝛼𝑌 +∑𝜃𝛼𝛾𝐴𝑁𝛾𝑌

𝑘

𝛾=1

+∑𝜎𝛼𝛾

𝑘

𝛾=1

(𝑌)𝜍𝛾) 

                                              = 𝑔(𝑋, 𝑓𝐴𝑁𝛼𝑌) − 𝑔(𝑌, 𝑓𝐴𝑁𝛼𝑋) 

                             +𝑔(𝑌,∑𝜃𝛼𝛾𝐴𝑁𝛾𝑋

𝑘

𝛾=1

)  − 𝑔(𝑋,∑𝜃𝛼𝛾𝐴𝑁𝛾𝑌

𝑘

𝛾=1

) 
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                                                 +𝑔(𝑌,∑𝜎𝛼𝛾

𝑘

𝛾=1

(𝑋)𝜍𝛾)  − 𝑔(𝑋,∑𝜎𝛼𝛾

𝑘

𝛾=1

(𝑌)𝜍𝛾) 

                                   = −𝑔(𝐵𝛼𝑋, 𝑌) +∑ [𝑔 (𝐴𝑁𝛾𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝐴𝑁𝛾𝑌, 𝑋)] 𝜃𝛼𝛾

𝑘

𝛾=1

 

                   +∑[𝑔(𝑌, 𝜍𝛾)𝜎𝛼𝛾(𝑋) − 𝑔(𝑋, 𝜍𝛾)𝜎𝛼𝛾(𝑌)]

𝑘

𝛾=1

 

olur. Buradan 

2𝑑𝑣𝛼(𝑋, 𝑌) = −𝑔(𝐵𝛼𝑋, 𝑌) +∑[𝜎𝛼𝛾(𝑋)𝑔(𝑌, 𝜍𝛾) − 𝜎𝛼𝛾(𝑌)𝑔(𝑋, 𝜍𝛾)] 

𝑘

𝛾=1

     

elde edilir. 

Teorem 5.2.4. (𝑀̃, Φ̃, 𝑔)  bir poly-Norden Riemann manifoldu ve (𝑀, 𝑔) de 𝑀̃ nın 

boyut farkı 𝑘 olan bir altmanifoldu olsun. Bu durumda her 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀) için 

𝑁𝑓(𝑋, 𝑌) − 2∑𝑑𝑣𝛼(𝑋, 𝑌)𝜍𝛾

𝑘

𝛾=1

= ∑[𝑔(𝑋, 𝜍𝛽)𝐵𝛽𝑌 − 𝑔(𝑌, 𝜍𝛽)𝐵𝛽𝑋]

𝑘

𝛽=1

 

−∑∑[𝜎𝛼𝛾(𝑋)𝑔(𝑌, 𝜍𝛽) − 𝜎𝛼𝛾(𝑌)𝑔(𝑋, 𝜍𝛽)]

𝑘

𝛾=1

𝑘

𝛼=1

                     (5.2.2) 

dir. 

Eğer 𝑀 üzerindeki indirgenmiş ∑ yapısı normal ve  𝑀 nin normal 

konneksiyonu ∇⊥ sıfır (veya denk olarak 𝜎𝛼𝛾 = 0) ise Teorem 5.2.3 den  

∑[𝑔(𝑋, 𝜍𝛽)𝐵𝛽𝑌 − 𝑔(𝑌, 𝜍𝛽)𝐵𝛽𝑋] = 0

𝑘

𝛽=1

 

yazılır. Burada 𝐵𝛽 = 𝑓𝐴𝛽 − 𝐴𝛽𝑓 olduğundan 

∑[𝑔(𝑋, 𝜍𝛽)(𝑓𝐴𝛽 − 𝐴𝛽𝑓 )(Y)] = ∑[𝑔(𝑌, 𝜍𝛽)(𝑓𝐴𝛽 − 𝐴𝛽𝑓 )(X)]           (

𝑘

𝛽=1

𝑘

𝛽=1

5.2.3) 

elde edilir. 

Teorem 5.2.5. (𝑀̃, Φ̃, 𝑔)  bir poly-Norden Riemann manifoldu ve (𝑀, 𝑔) de 𝑀̃ nın 

boyut farkı 𝑘 olan bir altmanifoldu olsun. Eğer normal konneksiyon ∇⊥, normal demet 
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𝑇⊥𝑀 üzerinde sıfır ve indirgenmiş tensör 𝑓, 𝐴𝛼 ile bağdaşabilir ise 𝑀 altmanifoldu 

üzerine indirgenmiş ∑ yapısı normaldir. 

Önerme 4.2.10 den bir (𝑀̃, Φ̃, 𝑔) hemen hemen poly-Norden Riemann 

manifoldunun bir invaryant 𝑀 altmanifoldu üzerine  indirgenmiş ∑ yapısının invaryant 

altmanifold üzerinde doğurduğu ⊝= (𝜃𝛽𝛾)𝑘×𝑘
 matrisinin bir hemen hemen poly-

Norden matris olduğunu yani ⊝2= 𝑚⊝−𝐼𝑘 eşitliğini sağladığını biliyoruz. 

Tersine ⊝= (𝜃𝛽𝛾)𝑘×𝑘
 bir hemen hemen poly-Norden matris olsun. Bu 

durumda  

∑𝜃𝛽𝜆𝜃𝜆𝛾 = 𝑚

𝑟

𝛾=1

𝜃𝛽𝛾 − 𝛿𝛽𝛾 

olur. Böylece (4.2.29) eşitliğinden 

𝑣𝛽(𝑓𝑋) = 𝑚𝑣𝛽(𝑋) −∑𝜃𝛽𝛾

𝑘

𝛾=1

𝑣𝛾(𝑋) 

olup (4.2.30) dan 

𝑣𝛽(𝜍𝛾) = 𝑚𝜃𝛽𝛾 − 𝛿𝛽𝛾 −∑𝜃𝛽𝜆𝜃𝜆𝛾

𝑟

𝜆=1

 

                  =  𝑚𝜃𝛽𝛾 − 𝛿𝛽𝛾 −𝑚𝜃𝛽𝛾 + 𝛿𝛽𝛾 

                                                           = 0 

elde edilir. Bu ise 𝑓2𝑋 = 𝑚𝑓𝑋 − 𝑋 olduğunu gösterir. Ayrıca (4.2.28)  den 𝑤 = 0 

olduğundan Φ̃𝑋 = 𝑓𝑋 olur. O halde 𝑀 bir invaryant altmanifolddur. 

Teorem 5.2.6. (𝑀̃, Φ̃, 𝑔) bir poly-Norden Riemann manifold ve 𝑀 de 𝑀̃ nın ek boyutu 

2 den büyük (𝑘 ≥ 2) olan altmanifoldu olsun. Eğer normal konneksiyon ∇⊥, normal 

demet 𝑇⊥𝑀 üzerinde sıfır ve  𝑀 bir non-invaryant altmanifold ise {𝜍1, … , 𝜍𝑘} vektör 

alanları lineer bağımsızdır. 

İspat. 

        𝑣𝛾(𝜍𝛽) = 𝑚𝜃𝛽𝛾 − 𝛿𝛽𝛾 −∑𝜃𝛽𝜆𝜃𝜆𝛾

𝑘

𝜆=1

= 𝑔(𝜍𝛾, 𝜍𝛽) 

olmak üzere 𝑐1𝜍1 + 𝑐2𝜍2 +⋯+ 𝑐𝑘𝜍𝑘 = 0 olsun. 

                                     𝑔(𝜍𝛾, 𝑐1𝜍1 + 𝑐2𝜍2 +⋯+ 𝑐𝑘𝜍𝑘) = 0 
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            𝑐1𝑔(𝜍𝛾, 𝜍1) + 𝑐2𝑔(𝜍𝛾, 𝜍2) +⋯+ 𝑐𝑟𝑔(𝜍𝛾, 𝜍𝑘) = 0, 

ve 

𝑐1𝑔(𝜍𝛾, 𝜍1) = 𝑐1Γ1𝛾, 

𝑐2𝑔(𝜍𝛾 , 𝜍2) = 𝑐2Γ2𝛾, 

            ⋮ 

𝑐𝑟𝑔(𝜍𝛾, 𝜍𝑘) = 𝑐𝑘Γ𝑘𝛾, 

denilirse  

∑𝑐𝑖Γ𝑖𝑗 = 0,

𝑘

𝑖=1

 

lineer homojen denklem sistemi elde edilir. Burada 𝑖, 𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑘}  olmak üzere  𝑖 =

𝑗 için  

Γ𝑖𝑖 = 𝑔(𝜍𝑖, 𝜍𝑖) = 𝑚𝜃𝑖𝑖 − 𝛿𝑖𝑖 −∑𝜃𝑖𝜆𝜃𝜆𝑖

𝑘

𝜆=1

 

                  = 𝑚𝜃𝑖𝑖 − 1 −∑𝜃𝑖𝜆
2

𝑘

𝜆=1

 

ve 𝑖 ≠ 𝑗 için  

Γ𝑖𝑗 = 𝑔(𝜍𝑖, 𝜍𝑗) = 𝑚𝜃𝑖𝑗 −∑𝜃𝑖𝜆𝜃𝜆𝑗

𝑘

𝜆=1

 

 dir. Yukarıdaki lineer homojen denklem sisteminin katsayılar matrisinin determinantı 

𝒜 = 𝑚⊝−𝐼𝑘 −⊝
2, 

matrisinin determinantıdır. 𝑀 non-invaryant olduğu için 𝑑𝑒𝑡𝒜 ≠ 0 dır. O halde lineer 

homojen denklem sisteminin bir tek çözümü vardır o da aşikar çözümdür. Böylece 

ispat tamamlanır. 

Teorem 5.2.7. (𝑀̃, Φ̃, 𝑔) bir poly-Norden Riemann manifold ve 𝑀 de 𝑀̃ nın ek boyutu 

2 den büyük (𝑘 ≥ 2) olan altmanifoldu olsun. Eğer normal konneksiyon ∇⊥, normal 

demet 𝑇⊥𝑀 üzerinde sıfır ve  𝑀 bir non-invaryant altmanifold ise 𝑀  üzerine 

indirgenmiş ∑- hemen hemen poly-Norden Riemann yapısının normal olması için 

gerek ve yeter şart her 𝛼 ∈ {1,… , 𝑘} için (1,1)-tensör alanı 𝑓 nin her Weingarten 

operatörü 𝐴𝛼 ile bağdaşabilir (yani 𝑓𝐴𝛼 = 𝐴𝛼𝑓) olmasıdır. 
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İspat. (⟹) 𝑀 üzerine indirgenmiş ∑ yapısı normal olsun. Eğer ∇⊥= 0 (denk olarak 

𝜎𝛼𝛽 = 0) ise 

∑𝑔(𝑋, 𝜍𝛼)𝐵𝛼𝑌 =∑𝑔(𝑌, 𝜍𝛼)𝐵𝛼𝑋 

eşitliğinden, 

∑𝑔(𝑋, 𝜍𝛼)𝑔(𝐵𝛼𝑌, 𝑍) =∑𝑔(𝑌, 𝜍𝛼)𝑔(𝐵𝛼𝑋, 𝑍) 

yazılabilir. Buradan  𝑌 yerine 𝑍 alınırsa 

∑𝑔(𝑋, 𝜍𝛼)𝑔(𝐵𝛼𝑍, 𝑌) =∑𝑔(𝑍, 𝜍𝛼)𝑔(𝐵𝛼𝑋, 𝑌) 

elde edilir. Son iki eşitlik taraf tarafa toplanır ve 𝐵𝛼 nın skew-simetrikliği kullanılırsa 

                    ∑𝑔(𝑌, 𝜍𝛼)𝑔(𝐵𝛼𝑋, 𝑍) +∑𝑔(𝑍, 𝜍𝛼)𝑔(𝐵𝛼𝑋, 𝑌) = 0 

olur. Ayrıca  

∑𝑔(𝑌, 𝜍𝛼)𝐵𝛼𝑋 + 𝑔(𝐵𝛼𝑋, 𝑌)𝜍𝛼 = 0 

olmak üzere bu eşitlikte  𝑋  yerine 𝑌 alınırsa 

∑𝑔(𝑋, 𝜍𝛼)𝐵𝛼𝑌 + 𝑔(𝐵𝛼𝑌, 𝑋)𝜍𝛼 = 0 

yazılır. Böylece son iki eşitliğin toplamından  

                      ∑𝑔(𝑌, 𝜍𝛼)𝐵𝛼𝑋 +∑𝑔(𝑋, 𝜍𝛼)𝐵𝛼𝑌 = 0 

∑𝑔(𝑌, 𝜍𝛼)𝑔(𝐵𝛼𝑋, 𝑍) +∑𝑔(𝑋, 𝜍𝛼)𝑔(𝐵𝛼𝑌, 𝑍) = 0 

                              2∑𝑔(𝑋, 𝜍𝛼)𝑔(𝐵𝛼𝑌, 𝑍) = 0 

                                        𝑔(𝑌, 𝜍𝛼)𝑔(𝐵𝛼𝑋, 𝑍) = 0    

elde edilir. Eğer 𝑀, bir (𝑀̃, Φ̃, 𝑔) poly-Norden Riemann manifoldunun 𝑘 ≥ 2 ek 

boyutlu bir non-invaryant altmanifoldu ve normal konneksiyon ∇⊥ normal demet 

𝑇⊥(𝑀) üzerinde sıfır ise son lemmadan her 𝑥 ∈ 𝑀 için lineer bağımsız {𝜍1, … , 𝜍𝑘}  

vektör alanları elde edilir. Bu durumda 𝑘 ≤ 𝑛 olur. Böylece bir  𝑌 ∈ 𝒳(𝑀) vektör 

alanı vardır öyle ki bu vektör alanı {𝜍1, … , 𝜍𝑟} − {𝜍𝛼} tarafından gerilen uzayda 

ortogonaldir ve 𝑔(𝑌, 𝜍𝛼) ≠ 0 dır. Bundan dolayı 𝐵𝛼𝑋 = 0 elde ederiz öyle ki her 𝛼 ∈

{1,2, … , 𝑘} için 𝑓𝐴𝛼 = 𝐴𝛼𝑓 dir. 𝑘 = 1 için 𝑔(𝑌, 𝜍)𝐵𝑋 = 0  elde edilir. Burada 𝐵 =
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𝑓𝐴 − 𝐴𝑓 dir. 𝑌 = 𝜍 için 𝑔(𝜍, 𝜍)𝐵𝑋 = 0 dır. 𝑀 non-invaryant altmanifold olduğundan 

𝑔(𝜍, 𝜍) ≠ 0 dır ve 𝑋 ∈ 𝒳(𝑀) için 𝐵𝑋 = 0 elde edilir. Denk olarak 𝑓𝐴 = 𝐴𝑓 dir. 

(⇐) Tersinin ispatı Teorem 5.2.4 den açıktır. 
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6. SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

 

Bu çalışmada, 2018 yılında tanımlanmış olan hemen hemen poly-Norden 

metrik manifoldların invaryant ve anti-invaryant altmanifoldları göz önüne alınarak 

slant altmanifoldları ilk kez tanıtılmış ve geometrik özellikleri verilmiştir. Ayrıca 

hemen hemen poly-Norden metrik manifoldların altmanifoldları üzerine indirgenmiş 

yapının normal olması için gerek ve yeter şartlara ulaşılmıştır. 

Konuyla ilgilenen araştırmacılar bu tez çalışmasında elde edilen sonuçları 

kullanarak hemen hemen poly-Norden metrik manifoldların değişik tipteki 

altmanifoldlarını tanımlayarak geometrik özelliklerini inceleyebilirler. 
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