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Bu tezde genislemeyen ve Suzuki genellesmis genislemeyen doniistimlerin
sabit noktalara yakinsakliklarini incelemek icin yeni iterasyon semasi sunulmaktadir.
Bunun yaninda sunulan iterasyon siirecinin genislemeyen ve Suzuki genellesmis
genislemeyen donilisiimler icin zayif ve kuvvetli yakinsaklik teoremleri
ispatlanmaktadir. Yeni iterasyon siirecinin etkinligini gérmek i¢in niimerik 6rnek
verilmektedir. Ayrica (C) sartim1 saglayan doniisiimlerin ornekleri verilmekte ve
mevcut iterasyon siiregleri ile yeni sunulan iterasyonun yakinsakligi niimerik olarak

karsilastirilmaktadir.
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The purpose of this thesis is to introduce a new iteration scheme for
approximations of fixed points of the nonexpansive mappings and Suzuki generalized
nonexpansive mappings. We also prove weak and strong theorems for nonexpansive
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1. GIRIS

“Sabit Nokta Teorisi” calismalar1 19. ylizy1l baslarina dayanmaktadir.
Matematikte sabit nokta teorisi, adi diferansiyel denklemlerin ¢ozlimiiniin varligini,
tekligini ve bir integral denklemde ¢0ziimiin varligmi gostermek amaciyla
kurulmustur. Sabit nokta teorisi, miihendislik, ekonomi, kimya ve tip gibi farkli
alanlarda uygulamalar1 oldugunda ¢ogu problemi ¢dzmek i¢in faydali sagladiginda

literatiirde biiyiik bir dneme sahiptir.

Genel olarak sabit nokta teorisi ¢alismalari iki yonde gelismektedir. Birincisi
tam metrik uzaylar tizerinde tanimli biiziilme ve biiziilme tipi doniisiimler igin sabit
nokta teori, digeri ise normlu lineer uzaylarin kompakt konveks alt kiimeleri iizerinde

taniml siirekli doniistimler icin sabit nokta teoridir.

Bununla birlikte, baz1 doniisiimlerin bir sabit noktasinin varligini ve sabit
noktanin degerinin bulunmasi kolay olmadigindan bunlar1 hesaplamak i¢in iterasyon
metotlar1 kullanilmaktadir. Bununla ilgili birgok iterasyon siirecleri gelistirilmistir. En
bilinen Banach biiziilme teoremi sabit noktalarin yaklasimi i¢in Picard iterasyon[19]
stirecini kullanir. Diger bilenen iterasyon siire¢leri Mann [16], Ishikawa[11], Agarwal
ve ark.[2], Noor[17], Abbas ve Nazir[1], Thakur ve ark.[24,25].

Rhoades [20], azalan fonksiyonlar i¢in Mann iterasyon siirecinin Ishikawa[11]
iterasyon siirecinden daha hizli oldugunu, artan fonksiyonlar i¢in tersi durumun sz
konusu oldugundan bahsetmektedir. Bazi yazarlar ise biiziilme donisiimleri igin
Agarwal ve ark.[2] , Picard iterasyon siireglerinin Mann iterasyon siirecinden daha iyi
oldugunu goézlemlemislerdir. [1] de (6) ile verilen Abbas ve Nazir ’m iterasyon
metodunun, (5) ile verilen Agarwal ve ark.[2] iterasyon metodundan daha hizli oldugu
incelenmistir. Thakur ve ark. [24,25] genislemeyen donisiimlerin ve Suzuki
genellesmis genislemeyen doniisiimlerin sabit noktasini bulmak i¢in yeni gelistirilmis

iterasyon siiregleri olusturmuslardir. Bu iterasyon siirecinin literatiirde bilinen
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Mann[16], Ishikawa[11], Agarwal ve ark.[2], Noor[17], Abbas ve Nazir[1] iterasyon

stireglerinden daha hizli oldugu niimerik 6rneklerle vermislerdir.

Bu tezde, Bulgular ve Tartisma boliimiiniin 1. kisminda yeni sunulan iterasyon
stireci (10) yardimiyla genislemeyen doniisiimlerin sabit noktaya yakinsaklig
incelenmektedir. Alinan drnekle bu iterasyon siirecinin Agarwal ve ark.[2], Noor[17],
Abbas ve Nazir [1] , Thakur ve ark. [24,25] in sundugu iterasyon siire¢lerinden daha
hizli sabit noktaya yaklastig1 nlimerik olarak gosterilmektedir. Ayrica bu boliimiin 2.
kisminda ise 1. kisimda ¢alisilan (10) iterasyon siireci yardimiyla genislemeyen
dontigiimleri kapsayan Suzuki genellesmis genislemeyen doniisiimlerin ozellikleri
incelenmekte ve caligilan (10) iterasyon siireCi yardimiyla Suzuki genellesmis
genislemeyen dontigiimlerin sabit noktaya yakinsakliklari arastirilmaktadir. Ayrica
genislemeyen doniisiim olmayan ancak Suzuki (C) kosulunu saglayan doniisiimlerin
niimerik drnekleri verilmektedir. Alinan 6rneklerle bu iterasyonun, Thakur ve ark. [25]
mn ve Ullah ve Arshad [26] in sundugu iterasyon siireglerinden daha hizli sabit noktaya

yaklastig1 niimerik olarak gosterilmektedir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Bircok lineer olmayan denklemleri sabit nokta problemleri ile
¢Ooziimlenmektedir. Sabit nokta teorisi literatiirde miihendislik, ekonomi vs. farkli

alanlarinda uygulamaya sahip bir¢ok problemi ¢6zmek i¢in fayda saglamaktadir.

Bazi doniisiimlerin sabit noktasinin varligi belirlendikten sonra bu sabit
noktanin degerini bulmak kolay degildir. Bu yiizden bunlar1 hesaplamak i¢in iterasyon
stirecleri kullanilir. Birgok iterasyon siireci gelistirilmis ve hepsini kapsamasi

imkansizdir.

Sabit nokta iterasyonu igin standart sonu¢ Banach biiziilme teoremidir. Iyi
bilinen Banach biiziilme teoremi, sabit noktalarin yaklasimi igin Picard[19] (1)

iterasyon siireci kullanilmustir.

1955°te Krasnoselskii[12], genislemeyen T doniisiimii i¢in Picard iterasyon (1)

sirecinin T’nin tek bir sabit noktast olsa bile T’nin sabit noktasina
yakinsamayabilecegini gosterdi. Ancak Vn > 1 a,, = % i¢in Mann iterasyon dizisinin

T’nin sabit noktasina kuvvetli yakinsar. Mann iterasyonu (2), Ishikawa iterasyonu (3),
Noor iterasyon (4) metotlar1 genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalarina

yakinsamasi problemi literatiirde ¢ok ¢alisilmustir.

2007°de Agarwal ve ark.[2] yeni iterasyon tanimlay1p bu iterasyonun biiziilme
dontigiimleri i¢in Mann iterasyonundan daha hizli ve Picard[19] iterasyonu ile ayni
oranda yakinsadigini gostermislerdir. Abbas ve Nazir[1] ise elde ettikleri iterasyonun
Agarwal ve ark.[2]’ nin sundugu iterasyondan daha hizli yakinsadigini gostermislerdir.
Thakur ve ark. [24,25] genislemeyen doniisiimlerin ve Suzuki genellesmis
genislemeyen dontisiimlerin sabit noktasini bulmak i¢in yeni gelistirilmis (7) ve (8)
iterasyon siirecleri olusturmuslardir. [24] de Berinde [5] anlaminda daralma
doniistimleri i¢in yeni elde edilen (7) iterasyon siirecinin literatiirde bilinen Mann[16],

Ishikawa[11], Agarwal ve ark.[2], Noor[17], Abbas ve WNazir [1] iterasyon
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stireclerinden daha hizli oldugu gosterilmis ve ayrica (7) iterasyonu kullanilarak
genislemeyen doniisiimler i¢in zayif ve kuvvetli yakinsaklik teoremleri ispatlanmastir.
Bununla birlikte niimerik 6rnekler verilerek (7) iterasyonunun davranisi Mann[16],
Ishikawa[11], Agarwal ve ark.[2], Noor[17], Abbas ve Nazir[1] iterasyon siireclerine

gore karsilastirilmisgtir.

Suzuki [23], 2008’de genislemeyen doniisiimlerin daha zayif ve quasi
genislemeyen dontisiimden daha kuvvetli olan yeni doniisiim olusturarak genellesmis
genislemeyen doniisimii tanimlamistir. Bu kosulu saglayan doniistimler igin sabit

nokta teoremleri ve yakinsaklik teoremleri ispatlamistir.

Thakur ve ark.[25] de yeni elde edilen (8) iterasyon siirecinin Suzuki
genellesmis genislemeyen dontisiimlerin sinifi igin literatiirde bilinen Mann[16],
Ishikawa[11], Agarwal ve ark.[2], Noor[17], Abbas ve Nazir [1] iterasyon
stireglerinden daha hizli oldugu niimerik Ornekle gosterilmis ve (8) iterasyonu
kullanilarak Suzuki genellesmis genislemeyen doniisiimler i¢in zayif ve kuvvetli
yakinsaklik teoremleri ispatlanmistir.

Ullah ve Arshad [26] da yine yeni elde edilen (9) iterasyon siirecinin Suzuki
genellesmis genislemeyen doniisiimlerin sinifi igin literatiirde bilinen Mann[16],
Ishikawa[11], Agarwal ve ark.[2], Noor[17], Abbas ve Nazir[1] ve Thakur ve ark.[25]
iterasyon siireclerinden daha hizli oldugu niimerik 6rnekle gosterilmis ve (9)
iterasyonu kullanilarak Suzuki genellesmis genislemeyen doniisiimler i¢in zayif ve

kuvvetli yakinsaklik teoremleri ispatlanmigtir.
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3. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan temel tanimlara ve teoremlere yer
verilmistir

3.1 Metrik Uzaylar
Tanmm 3.1.1.

X bos olmayan bir kiime olsun. d: X X X - R* fonksiyonuna, her x,y,z € X

igin
(M1)d(x,y)=0
(M2)d(x,y)=0ex=y
(M3)d(xy)=d(y,x)
(M4)d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (iggen esitsizligi)

kosullarini sagliyorsa bu fonksiyona X tizerinde bir metrik ad1 verilir. ( X,d ) ikilisine

de bir metrik uzay denir.

Tanim 3.1.2.

Bir ( X.,d ) metrik uzay1 ile bu uzaym bir X, noktasi ve pozitif bir r reel sayisi

verilsin. Bu durumda

B(xo,r):{x e X 1d (%, X) < r}
kiimesine X, merkezli ve r yarigaph agik yuvar,

B(X,,r)={xe X :d(x,x)<r}
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kiimesine X, merkezli ve r yarigapli kapali yuvar,
S(X, ) ={xeX:d(x,x)=r}

kiimesine de X, merkezli ve r yarigapl yuvar yiizeyi denir.

Tanim 3.1.3.

X bir metrik uzay ve A bir alt kiimesi olsun. Bir xe X noktasinin A

kiimesine uzaklig1 bu noktanin A nin tiim noktalarina uzakliklarmnin infimumudur.
d(x A)=inf{d(x,y):yeAl
Tanim 3.1.4.

X bir metrik uzay ve A ile B birer alt kiimesi olsun. iki A ve B kiimesinin

birbirine uzakligi, Xxe A ve y e B i¢in
d(AB)=inf{d(xy):xeAyeB}
dir. Bu tammda d (A, B) =d (B, A) oldugu agiktir.

Iki kiime arasindaki uzakligin sifir olmasinin bu kiimelerin ayni1 oldugunu ifade

etmedigi agiktir.
Tanim 3.1.5.

X bir metrik uzay ve A bir alt kiimesi olsun.x,y e A igin bir A alt

kiimesinin ¢api,
d(A)=sup{d(x,y):x,yeA}

ile tanimlanir.



3. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER Abdulhamit EKINCI

Tanmim 3.1.6. (Yakinsak Dizi)

(X, d) bir metrik uzay (x,,), X de bir dizi olsun.
lim d(x,,x) =0
n—->0oo

olacak sekilde bir x € X varsa (x,) dizisine X de yakinsak ve x e de dizinin limiti

denir. (x,,) dizisi yakinsak ve limiti x ise bu, lim x, = x, x,, — x veyan — oo i¢in

n—oo

x, — x sembollerinde biri ile ifade edilir. (x,) yakinsak degilse (x,) ye iraksak

denir.
Teorem 3.1.7.

(X, d) bir metrik uzay, A, X in bos olmayan bir alt ciimlesi ve A4, A nin kapanist

olsun.

1) x € A olmasi igin gerek ve yeter sart x, — x olacak sekilde A da bir (x,) dizisi

olmasidir.

2) A nin kapal1 olmasi igin gerek ve yeter sart x,, € A ve x,, — x olmasi halinde x €

A olmasidir. [4]
Tamm 3.1.8. (Cauchy dizisi ve Tamhik)

X = (X, d) bir metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Her € > 0 i¢in

m,n > n, oldugunda

d(xp, xp) <€ (3.2)

olacak sekilde bir ny = n,(€) sayisi varsa (x,,) dizisine Cauchy dizisi (veya esas dizi)
denir. X deki her Cauchy dizisi yakinsak ise yani x, — x € X metrik uzayma tam

denir.
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Ornek 3.1.9.

R deki mutlak deger metrigine gore R — {x} ve (a, b) aralig1 tam degildir.

Ayni zamanda Q rasyonel sayilar ciimlesi de tam degildir. Ciinkii

1,1.4,141,...,-»\V2 ¢ Q

(X, d) metrik uzay1 tam olma olmayabileceginden (2.36) sart1 yakinsaklik i¢in yeter
bir sart olmayabilir. Mesela X = (0,1] uzayinda d(x,y) = |x —y| metrigini
distinelim. X de x, = % olmak tizere (x,) dizisi bir Cauchy dizisidir.

Cinkii m,n — oo iken |x, — x| = |%—%| < %+% — 0 dir. Fakat yakinsak

degildir. Ciinkii dizinin yakinsamak istedigi O noktas1 X e ait degildir.

Her ne kadar (3.1) sart1 yakinsaklik i¢in yeterli degilse de gerekli bir sarttir. Asagidaki

teorem bu hususla ilgilidir.
Teorem 3.1.10.[4]
(X, d) metrik uzay olsun. Bu takdirde
1) (X, d) de yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir.
2) (X,d) de her Cauchy dizisi sinirhdir.
3) (x,) ve (v,) Cauchy dizisi ise (d((x,, y»,)) reel dizisi yakinsaktir.
Tanim 3.1.11. (Kompakthk)

X metrik uzay olsun. X deki her bir dizi yakinsak alt diziye sahipse X e kompakt
denir. X’in A alt kiimesi X’in bir alt uzay1 olarak kompakt ise yani A daki her bir dizi

A’da yakinsak bir alt diziye sahipse A ya da kompakt denir.
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3.2. Normlu Lineer Uzaylar

Tanim 3.2.1.

X bir lineer uzay olsun. N: X - R doniistimii her x,y e X ve her a € F igin

N1) N(X)ZO ve N ):O<:>X=9

(x

N2) N(a_x) = |a|- N(X)

N3) N( =N_ +N

() ")

X+Y)

kosullarini sagliyorsa bu doniisiime norm ve {izerinde bir norm tanimlanmis olan X

lineer uzayina da normlu lineer uzay denir. Genel olarak, N norm doniisiimii yerine

|| : || sembolii kullanilir.
X normlu bir lineer uzay olmak iizere,
d:X x X > R; d(xy)=[x-VY|

seklinde tanimlanan d doniisiimii X uzay1 lizerinde bir metriktir. Bu metrige norm

metrigi denir. Bu nedenle her normlu uzay bir metrik uzaydir [13,14].

Tanim 3.2.2.

(X , || . ||) normlu lineer uzayinin alt kiimesi A olsun. Eger
R, =sup{[x-y[:xe AyeAl<w

oluyorsa A kiimesine X i¢inde sinirli kiime denir.
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Tanim 3.2.3.

(X,] - [|) normlu lineer uzay1 iginde bir dizi (x,) ve xe X olsun. Her £>0
icin Ny <N oldugunda ||Xn — X|| < ¢ olacak sekilde bir Ny dogal sayisi bulunabiliyorsa

(Xn) dizisi X noktasina yakinsaktir denir ve X, = X seklinde gosterilir.

Onerme 3.2.4.

(X,” - ||) normlu lineer uzay: icinde yakisak her dizi siirhidir ve limiti

tektir[14].
Tanim 3.2.5.

(X,|| - ||) bir normlu lineer uzay ve bu uzay icinde bir dizi (Xn) olsun. Her

£ >0 i¢in ny < n,m oldugunda

X, =%, <&

olacak sekilde bir Ny dogal sayis1 varsa (Xn) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tamim 3.2.6. Tam Normlu Uzay (Banach Uzay)

Bir (X, || . |) normlu uzaydaki her Cauchy dizisi X i¢inde bir limite

yakinsiyorsa, bu (X,|].|[) normlu uzayma tam normlu uzay veya Banach uzay1 denir.

Tamm 3.2.7. (i¢ Carpim Fonksiyonu ve i¢ carpim Uzayi)
X, F cismi {izerinde bir lineer uzay olsun. { ): X X X — F fonksiyonu
I1.(x+y,z)=(xz)+ (y,z)
I (ax,y) = a(x,y)
3. (x y) = (y,%)
[,.(x,x) >0ve(x,x)=0=x=10

sartlarini sagliyorsa, i¢ ¢arpim fonksiyonu denir.

10
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Uzerinde i¢ garpim fonksiyonunun tanimlandig lineer uzaya i¢ ¢arpim uzay1

denir ve (X, ()) biciminde gosterilir.

Tammm 3.2.8. (Hilbert Uzay1)

X bir i¢ ¢arpim uzay1 Ve ||.|| i¢ ¢arpim normu olsun. d(x,y) = ||x — y|| =

J{(x —y,x —y) olarak tanimlanirsa (X, d) bir metrik uzay olur. i¢ ¢arpim normuyla

tanimlanan bu d metrigine gére X i¢ ¢arpim uzay1 tam ise, X ¢ Hilbert uzay1 denir.

Hilbert uzaylari, 6zel bir normdan elde edilmis Banach uzaylaridir.

Tamm 3.2.9.(X,|| - llx), (Y, -lly) normlu lineer uzaylar,XOEX ve X

uzayindan Y uzaymin i¢ine bir f fonksiyonu tanimlansin. Eger her & >0 sayisina

karsiik ||x —xollxy < 6 = ||f(x) — f(xo)lly <& ya da buna denk olarak
f (B(XO,5)) c B(f (XO),S) olacak sekilde bir & >0 sayisivarsa f fonksiyonuna X;

noktasinda siireklidir denir.
Bir (X,” : ||) normlu lineer uzaymin her noktasinda siirekli olan f
fonksiyonuna X {izerinde siirekli fonksiyon denir.
Tanim 3.2.10. (Konveks Kiime)
X bir lineer uzay ve A X olsun. Her x,y € A igin

B={zeX:z=ax+(1—-a)y. 0<a <1} c A oluyorsa A’ya konveks denir.

Burada B’nin ug noktalar1 x ve y olan (kapali) bir dogru pargasidir.

Tamim 3.2.11. (Diizgiin Konveks Uzay)

X bir Banach uzay1 olsun. Her € > O icin ||x|| < L, ||y|| < 1ve|x —y| = ¢

sartin1 saglayan her x,y € X icin
1
Slix+yll=1-4()

olacak sekilde 6 (&) = 0 sayisi varsa, X e diizgiin (uniformly) konveks uzay adi verilir.

11
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Teorem 3.2.12.
X Banach uzaymin diizgiin konveks olmasi igin gerek ve yeter kosul her

€ € (0,2] igin 6, (&) > 0 olmasidir [3].

Ornek 3.2.13.

Her X Hilbert uzayr diizgiin konvekstir. Ger¢ekten her x,y € X igin
paralelkenar kuralindan
llx +¥112 = 2(lIxN” + Iy 1I*) = llx = yII?
dir. x # y olmak iizere x,y € B, Ve ||x — y|| = € oldugunu kabul edelim. Bdylece

llx — ylI* < 4 — &

olur. Sayet 6(¢) =1 — /1 - % secilirse

1
Sllx=yll=1-4()
elde edilir. O halde, X diizglin konveks bir uzaydir.
Tamm 3.2.14.

X veY aym bir F cismi tizerinde iki lineer uzay olsun. T : X —Y doniisiimii

her x,ye X vehera € Figin T(x+y)=T(x)+T(y), T(a-x)=a-T(X)

ya da buna denk olarak  her X,y e X ve af€EF igin
T (a X+ - y) =a-T (X) +p-T (y) sartimt  saghyorsa T  doniigiimiine lineer
dontistim denir. Eger T donisimii yukaridaki sartlardan herhangi birini

gergeklemezse T doniisiimiine lineer olmayan doniisiim denir.

Tamm 3.2.15. (Normlu Dual)

X bir normlu lineer uzay olsun. X de tanimli tiim siirekli ve reel degerli lineer
fonksiyonellerin  kiimesini B(X,R) ile gosterelim. Yani B(X,R) = {T:X —
R lineer ve stirekli } olsun. Her x € Xve Ty, T, € B(X, R) i¢in

{T1 + T,(x) = T (x) + T,(%)
(aT)(x) = aT;(x)

12
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olarak tanimlanirsa, bu durumda B(X, R) bir lineer uzaydir. Bu B(X, R) uzayimna X in
normlu duali denir ve X* ile gosterilir. Ayrica R tam oldugu i¢in X tam olmasa bile X*

daima Banach uzayidir.
Tamm 3.2.16. (Kuvvetli Yakinsaklik)

X normlu uzay ve {x,} de X de bir dizi olsun. Eger;
lim ||x, —x|| =0
n—->oo
olacak sekilde bir x € X varsa, {x,} dizisi x e kuvvetli yakinsaktir (veya norma gore

yakinsaktir) denir ve bu durum

lim x, = x
n—->oo

k
veya kisaca X, — X ile gosterilir. Burada x e, {x,} dizisinin kuvvetli limiti ad1 verilir.

Tamim 3.2.17. (Zayif Yakinsakhk)

X normlu uzay ve {x,} de X de bir dizi olsun. Eger her f € X* i¢in
lim f(x,) = £()
olacak sekilde x € X varsa {x,} dizisi x e zayif yakinsaktir denir ve bu durum ya

VA
X, = X veya X, — x seklinde gosterilir. Buradaki x e, {x,} dizisinin zayif limiti adi

verilir.

3.3. Bazi Doniisiim Simiflar1 ve Sabit Nokta Kavrami
Tamm 3.3.1. (Sabit Nokta)

X bos olmayan bir kiime ve T: X — X herhangi bir doniisiim olsun. Eger Tx=x
olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina T nin sabit noktasi denir. O halde Tx=x
denkleminin ¢oziimii veya ¢oziimleri T nin sabit noktalaridir. T nin tim sabit

noktalarinin kiimesi F(T) ile gosterilir.

13
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dir.

Ornekler 3.3.2.

X = R* olmak iizere T: X — X, TX:% (x — i) icin F (T):{\/§} tlr.

X # @ olmak tizere I: X = X 0zdes doniisiimii i¢in X in her noktasi sabit bir
noktadir.

X = R olmak tizere T: X = X, Tx = a + x seklindeki 6teleme doniistimlerinin
sabit noktas1 yoktur.

X=R olmak izere T:X—->X, Tx=x>-—3x*—x34+3x>—-5x+18
doniisimii i¢in F(T) = {_\/§, V3, 3} tir.

g:R->R, g(x)= §+§ doniistimiiniin sabit noktalarindan biri,

Eger X=R ve T(x) = x2+5x+4olursa F(T) yi inceleyelim. T(x)= x olmak iizere
T(X) = x245x+4=x ise x2+4x+4=0 = (x + 2)?=0 = x=-2 = F(T)={-2}olur.

Tanim 3.3.3.

¢: RT - R* fonksiyonu0 da siirekli, artan bir fonksiyon olsun ve ¢(0):O

kosulunu saglasin. (X,d)ve (Y, ,0) metrik uzaylar olmak iizere f:X —Y

fonksiyonu her X, X, € X igin

P(F(x),f (%)) <4(d(xx))

bagintisin1 gerceklerse ¢ ye f fonksiyonun bir siireklilik modiilii ad1 verilir.
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Tanim 3.3.4.

k > Obir sabit olmak {izere siireklilik modiilii ¢(d)=k-d seklinde olan

fonksiyonlar Lipschitz sinifini olusturur ve her X, X, € X icin

d(f (%) f (%)) <k-d(x,%)

oldugundan Lipschitz siirekli fonksiyonlar olarak adlandirilir. k sayisina Lipschitz

sabiti ad1 verilir.

Tanmim 3.3.5.(Diizgiin L-Lipschitz doniisiim)
X Banach uzayi, C , X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. T:C —C

doniistimii her x,y e C ve n21 i¢in

olacak sekilde L>0 sabiti varsa T doniisiimiine diizgiin L-Lipschitzian adi verilir.

T"X-T"y

<Lfx-v]

Tanim 3.3.6.

(X : d) bit metrik uzay olsun ve f : X — X fonksiyonu bu uzay1 kendi i¢ine

doniistiirsiin. Her x,y e X nokta ¢ifti ve 0 <k <1 kosulunu saglayan bir k reel sayisi
icin ,0( f (X), f (y)) <k-d (X, y) kosulu saglaniyorsa f Ye bir daralma doniisiimii

adi verilir. Bir biiziilme doniisiimiiniin Lipschitz siirekli bir fonksiyon oldugu agiktir.

k, Lipschitz sabiti bu durumda biiziilme sabiti olarak adlandirilir.
Teorem 3.3.7.

Tam metrik uzay lizerinde her biiziilme doniisiimii, bir sabit noktaya sahiptir.

[14]
ispat: X, € X ve {Xn} dizisi asagidaki gibi tanimlansin.
X =TXy, X, =TX, X, =TX,, ..., X, =TX

> ™ n-1s «--
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X, dizisine iterasyon dizisi ad1 verilir.
d (%, %) =d (T (%), T(%))<k-d(%,%)=k"d(x,T (%))
d (%, %) =d(T(%).T(x))<k-d(x,%)=k*-d(x,T (%))

d (%, %,) =0 (T (%), T (%)) <k-d (%, %) =k*-d (X, T (%))

d (X, %) =0 (T (%) T (%)) <ked (X0, %, ) =k"-d (%, T (%))

dir. Herhangi bir m pozitif tam sayist1 i¢in

d (X Xy ) <A (X, X000 )+ (Xopgs Xgp )+ 0 (X X )
<k"d (X, T (%)) + K™ d (%5, T (X)) + -+ K™d (X0, T (X))
<(K" k™ k™) d (%5,T (%)
kK" —k"
- -d (%, T (%))

nk +d (%, T (%))

<

ve0 <k <1dir.

Bu sebeple n— oo iken d(X,,X,)—>0dir. Boylece {X,} dizisi Cauchy
dizisidir. X tam oldugu igin {Xn} dizisi X e yakinsaktir. X, T nin sabit bir noktasi

olsun. Yani T(X)=X olsun.
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n - oo iken limx, = x oldugu igin d (X, T (X)) —Odir. Boylece T(X)=X olur. Yani

n—oo

X, T nin sabit bir noktasidir.

T(y) =Y olacak sekilde y e X olsun.

d(xy)=d(T(x),T(y))=k-d(xy)

olur. Eger x= VY ise d (X, y) >0dir. c>1, 0<c <1 olmasiyla gelisir. Bu geliski X=Y

oldugunu gosterir. Boylece tek sabit nokta mevcuttur.

(X,d)bir tam metrik uzay ve f bir biiziilme déniisiimi ise f fonksiyonunun tek

bir sabit noktas1 vardir. Biiziilme olmayan doniisiimlerin de sabit noktas: vardir, hatta

tek olabilir.
Biiziilme doniisiim prensibi Banach uzaylari i¢in de benzer sekilde ispat edilir.
Tanim 3.3.8.(Genislemeyen Doniisiim)

Lipschitz sabiti k =1 olarak alinirsa bu doniisiime genislemeyen doniisiim ad1

verilir. Bu tanim asagidaki gibi yazilabilir.

X Banach uzay1 ve C, X in kapali konveks bir alt kiimesi olsun. Eger

T :C —C lineer olmayan doniisiimii her x,y € C i¢in

[T =T ()< lx=v]
esitsizligini gergekliyorsa T doniisiimiine C {izerinde genislemeyen doniisiim denir.
Tamm 3.3.9. (Quasi-Genislemeyen Doniisiim)

X bir normlu uzay, € € X bostan farkli bir alt kiime olsun ve T: C — C bir
dontisiim olsun. Eger p € F(T) # @ ve her x € C igin

ITx = pll < [lx —pll

17
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ise, T ye qusi-genislemeyen doniisiim denir.
Ornek 3.3.10.

X Banach uzay1 ve C, X in kapali konveks bir alt kiimesi olsun. T:C —C

dontigimi, T (x) = §+ a, (a % 0) seklinde tanimlansin. O zaman T genislemeyen bir

doniistimdiir.

Coziim: Gergekten her x,y e C ve y #0 igin

_(zj
2 2

Ir(-T ()

dir.
Ornek 3.3.11.

0 eger x+2

r:[02] =R, T()= {1 eger x =2

tanimlansin. Asikar olarak T, x = 0 da bir sabit noktaya sahiptir. Eger x =
1.2,y =2 alinwrsa [ITXx-Tyll=1«0.8=|x=yll. T siirekli degildir. Dolayisiyla

genislemeyen dontisiim de degildir.

Ornek 3.3.12.

L e (0 eger x+4
T, [0,4] tizerinde bir doniisim T (x) = {3 eger x =4
tanimlansin. Ac¢ik olarak T, x = 0 da bir sabit noktaya sahiptir. T siirekli degildir.
Dolayisiyla genislemeyen doniisiim de degildir. Ayrica ||T(x)|| < ||x||, ¥X€[0,4]

oldugundan , T quasi-genislemeyen doniisiim olur.

Ornek 3.3.13.

0 eger x+#2

T : [0,2] — [0,2] doniisiimi, T (x) = {1 eger x=2

18
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seklinde tanimlansin. T, quasi genislemeyen doniisiimdiir ancak alisilmis norm altinda
T doniisiimii siirekli degildir. Agik olarak 0, T’ nin tek sabit noktasidir ve tim x €

[0,2] i¢in |Tx —TO| = |Tx| < |x| = |x — 0|. Bu yiizden, T quasi-nonexpansive

genislemeyen doniistimdiir ancak T, stirekli degildir. Clinkii {2 — %} c [0,2]ve 2 —

1 1
o 2fakat T(2-3)=0+1=T(2).

Ornek 3.3.14.
2x o
T 1 1] - [-1; 1], Tx _{— sm— eger x #0
0 eger x=0
seklinde tanimlansin. T siirekli ve quasi genislemeyen doniisiimdiir. Ancak T
genislemeyen doniisiim degildir.

Acik olarak T stireklidir ve 0, T ‘nin bir tek sabit noktasidir. Eger x # 0 ve

. .. 2 .1 1 3
Tx = x ise,0zaman x € [-1,0) U (0,1] i¢in x = ?x sin— olur. Bu da sin— =~

. Bii yiizden tim

olmasi bu miimkiin degildir. Clinkii |Tx — 0| = M|sin | < 2|x|

x € [-1,1] i¢in |Tx — 0| < |x — 0] olur. Boylece T quasi genislemeyen donisimdiir.

Bununla birlikte T genislemeyen doniisiim degildir. Bunu dogrulamak i¢in x = %, y=

2
v alinsin. O zaman

|Tx — Ty| = | sm———sm— —E<E+i)=i(1+l)=5,
31 2 3\m 3m 3m o
lx —y| = |— ——| == elde edilir ve 9— > olur. Buradan T’nin genislemeyen

doniisiim olmadigini gérﬁh’ir.
Boylece quasi genislemeyen doniisiimler genislemeyen doniistimlerden daha
geneldir. En az bir sabit noktasi olan bir genislemeyen doniisiim quasi genislemeyen

doniisiim olur.

19



4. MATERYAL VE YONTEM Abdulhamit EKINCI

4. MATERYAL VE YONTEM
4.1. iterasyon Yontemleri

Bir doniisiimiin sabit noktalar1 bulunurken cesitli iterasyon metotlar

kullanilir. Bunlardan bazilar1 asagidaki gibidir;
4.1.1. (Picard iterasyonu) [19]:

Picard iterasyonu bazen ardisik yaklasikliklarin dizisi (Sequence of
succesive approximations) olarak da adlandirilir. X bir diizgiin konveks Banach uzay1,
C de X nin bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi olsun. T: C = C bir doniisiim

olsun. Keyfi x € C, n > 1 pozitif tamsay1 i¢in
Xn+1 = Txp 1)

{x,} dizisini olusturalim. (1) ile iiretilen diziye Picard iterasyon dizileri denir. 1955

yilinda Krasnoselski; T sabit noktaya sahip olsa bile T genislemeyen doniisiimii i¢in
Picard iterasyonunun T nin sabit noktasina yakinsamadigini gosterdi. Ancak a,, = %,

Vn = 1 i¢in Mann iterasyonun T nin sabit noktasina kuvvetli yakinsandigini gosterdi.
4.1.2. (Mann iterasyonu) [16]:

1953 yilinda Mann[16] tarafindan olusturulmustur. Banach biiziilme
teoremini saglamayan dontistimlerin sabit noktalarinin bulunmasinda kullanilmistir. X
bir normlu uzay ve C , X’in bostan farkli konveks bir altkiimesi, T:C —C bir

doniisiim ve xy € C olmak tizere Mann iterasyonu asagidaki gibi olur;
Xns1 = (1 — ap)xy + anTy, (2)

seklinde tanimlanir. Burada {an} , (0, 1) araliginda bir dizidir.
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4.1.3. (Ishikawa iterasyonu) [11]:

Bu iterasyon 1974 yilinda S. Ishikawa [11] tarafindan kurulmus ve Mann
iterasyonunun yetersiz kaldigi durumlarda kullanilmak iizere olusturulmustur. Bu
iterasyon ilk olarak bir Hilbert uzayinin konveks ve kompakt bir altkiimesi iizerinde
taniml1 Lipschitzian ve pseudocontractive doniisiimiin sabit bir noktaya kuvvetli

yakinsamasini kurmak i¢in kullanildi.

X Banach uzayi, C, X in konveks bir alt kiimesi ve T :C — C bir doniisiim olsun.

X, € C olmak iizere
Xne1 = (1 = ap)xn + anTyn
Yn = (1 = Bp)xn + PnTxn ®)
seklinde tanimlanir. Burada {(Zn} ve { ﬂn} €(0,1).

Yukaridaki esitlikte verilmis iterasyonda [5,,= 0 alinirsa, bu iterasyon Mann

iterasyonuna indirgenir.

Buna ragmen Mann [16] ile Ishikawa [11] iterasyonlari ig¢in yakinsama

sonuclar1 arasinda genel bir bag yoktur.
4.1.4. (Noor iterasyonu) [17]:

Noor iterasyon metodu 2000 yilinda M. A. Noor [17] tarafindan kurulmustur.
Bu iterasyon ise, ¢ozlimler yineleyen degisik teknikler kullanarak Hilbert uzaylardaki
cesitli esitsizliklerin yaklasik ¢6ziimlerini ¢alismak icin 3-adim (Noor) iterasyonunu
analiz etmis ve tanitmigtir. 2000 y1linda Noor [17] (0,1) araliginda olan {a,}, {S,} ve
{vn} dizileri i¢in

X = xo
Xn+1 = (1 - an)xn +anTy, (4)
Yn = (1 - Bn)xn + BTz,

Zn = (1 - Vn)xn + YnTxy
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iterasyon semasini tanimladi.
4.1.5 (Agarwal ve ark. iterasyonu) [2]:

2007 yilinda Agarwal, D. O’Regan, D. R. Sahu [2] x, € C keyfi eleman1 ve
{an}, {Br}, (0,1) araligindaki diziler igin
X = xo
Xns1 = (1= ap)Txy + ay Ty, (5)
Yo = (1= Br)xn + BnTxy

iterasyon semasini ¢alistilar.

Agarwal, D. O’Regan, D. R. Sahu [2] bu semanin Picard’in semasi(1) ile ayni
oranda yakinsadigi doniisiimler i¢cin Mann iterasyonundan daha hizli yakinsadigini

gosterdiler.
4.1.6 (Abbas ve Nazir iterasyonu) [1]:

Abbas ve ark. [1], x, € C, (0,1) arahgindaki {a,}, {8} ve {y,.} dizileri igin

X = XO
Xn+1 = (1 - an)Tyn + a,Tz, (6)
Yn = (1 - ﬁn)Txn + ,BnTZn

Zn = (1 - Yn)xn + VuTxy,

iterasyon semasini sundular ve bu iterasyon semasinin Agarwal ve arkadaslar1 [2]'nin

sundugu iterasyon semasina gore daha hizli yakinsadigini gosterdiler.
4.1.7 (Thakur ve ark. iterasyonu) [24]:

Son zamanlarda Thakur ve arkadaslari [24] x, € C,(0,1) araligindaki
{an}, {Bn} ve {y,} dizileri i¢in

X = xO
Xn+1 = (1 - an)Txn + an, Ty, (7)
Yn = (1 - ﬁn)zn + BTz,

Zn = (1 - Vn)xn + ynTxy
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iterasyonunu olusturdular ve bu iterasyonu kullanarak genislemeyen doniisiimler igin
yakinsaklik sonuglarini ispatladilar. Ayrica tanimlanan (7) iterasyonun Picard, Mann,
Ishikawa, Noor, Agarwal, Abbas ve ark. olusturduklari iterasyondan azalan

doniistimler igin daha hizli sabit noktaya yakinsadigini 6rnekle gosterdiler.

4.1.8 (Thakur ve ark. iterasyonu) [25]: Thakur ve ark. [25], x, € C,(0,1)

araligindaki {a,} ve {B,} dizileri igin

X = xO
Xnt1 = Tyn 8
Yn = T((l - an)xn + anzn) ( )

zn = (1= Bp)xp + BnTxp

iterasyonunu olusturdular ve bu iterasyonu kullanarak genellesmis genislemeyen

dontisiimler i¢in yakinsaklik sonuglarini ispatladilar
4.1.9 (Ullah ve Arshad iterasyonu)[26]:

Ullah ve Arshad [27] x, € C, (0,1) araligindaki {a,} dizi i¢in

X = XO
Xn+1 = TYn
Vp = TZn (9)

Zn = (1 —ap)x, + a,Tx,

iterasyonunu olusturdular ve bu iterasyonu kullanarak genellesmis genislemeyen

dontistimler i¢in yakinsaklik sonuglarini ispatladilar.
4.2. Baz1 Onemli Tamimlar ve Notasyonlar

Tamm 4.2.1. (Opial sarti)

X bir Banach uzay1 olsun. X€ X ve bu X elemanina zayif yakinsayan herhangi

bir {X,} dizisi ile her xy i¢in

liminf |x, —x|| < liminf |x, - y|
n—o0 N—oo
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ise 0 zaman X Opial sartin1 saglar denir [18].
Tamm 4.2.2.(Demi-closed (yar1 kapaly)) :

X bir Banach uzay1 ,C kiimesi de X’in bostan farkli kapal1 bir alt kiimesi

olsun. T:C —»C ye doniigiimil tanimlansin. C iginde {Xn} sinirh dizisi {Xn} X €

C zayif yakinsak ve TX, 0’a kuvvetli yakinsar sartlart TX =0 olmasini gerceklerse T

dontigiimiine 0 da yar1 kapali(demi-closed) doniisiim denir.
Tamim 4.2.3. (Semi-compact(yar1 kompakt)):

X Banach uzay1 C , X in kapali bir alt kiimesi olsun. T :C —C ye doniisiimii

tanimlansin. C iginde {Xn} stirh dizisi ile lim||x, —Tx, [ =0 verilsin.
n—oo

X = X €C (kuvvetli yakinsak) olacak sekilde {Xn} in bir alt dizisi {xni } mevcutsa

ozaman T doniisiimiine yar1 kompakt(semi-compact) denir.

Tanim 4.2.4.(Tamamen siirekli doniisiim) :

T:C — C bir doniigiim olsun. Eger her sinirlt {x,,} dizisinin {xn,} alt dizisi var
ve {Txp } dizisi T nin goriintii kiimesinde yakinsak ise, T doniisiimiine tamamen

sureklidir denir.

Tanmim 4.2.5. (A Sarti):

X diizglin konveks Banach uzay1 ve C, X in bostan farkli konveks alt kiimesi
ayrica T: C — C bir dontisiim ve F(T) # @ olsun. her k > 0 igin f(k) > 0, f(0) =

0 olacak olacak sekilde azalmayan bir f:[0,00) — [0, o) fonksiyonu var ve her
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x € C igin ||X—TX|| > f(d(x,F(T))) ise, T ye (A) sartim1 saglar denir [22]. Burada

d(x,F(T)) = ) ei?(fr) d(x,y) dir. (A) sart1, C nin kompaktligindan daha zayiftir.

Lemma 4.2.6:

X bir diizgiin konveks Banach uzay ve biitiin pozitif tamsayilar i¢in

0< p<t <q<1 olsun. Ayrica {Xn} ve {yn} Xdebazt r =0 igin

Lijposup||xn|| < r,Lijposup||yn|| <r ve

t X, +(1—tn)yn =r

limsup
n—oo

sartlarin1 saglayan iki dizi olsun.Bu durumda

,l]imSUp”Xn ~Y,|=0 olur [21].

Tamim 4.2.7. (Asimptotik Yaricap ve Asimptotik Merkez):

C,X Banach uzayinin bir alt kiimesi ve {x,}, X te sinirl1 bir dizi olsun. x € X

olmak tizere
ra(x' {xn}) = lim ”xn - X”
n-oo

kural1 ile verilen 7,(.,{x,}) fonksiyonunun infumumuna {x,} dizisinin C ya gore

asimptotik ¢ap1 denir ve 1, (C, {x,,}) ile gosterilir. Yani asimptotik yarigap
12(C, {xn}) = inf{ry(x,{x,}): x € C}
dir.
z € C olmak iizere
12z, {x}) = inf{r, (x, {x}): x € C} = 1,(C, {x,})
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oluyorsa z € C noktasina {x,} dizisinin C ye asimptotik merkez denir. {x,} dizisinin
K ya gore asimptotik merkezlerinin sinif1 Z, (C, {x,}) ile gosterilir. Yani asimptotik

merkez
Za(C: {xn}) ={z€C: ra(Z' {xn})} = Ta(C, {xn})
dir .

Z,(C,{x,}) bos kiime olabildigi gibi tek ya da ¢ok elemanli da olabilir. Edelstein [8]
de C, X diizgiin konveks Banach uzayimin bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi
ve X deki her smurh {x,} dizisi i¢in Z,(C,{x,}) kiimesinin tek elemana sahip

oldugunu asagidaki teoremle gosterdi.
Teorem 4.2.8.

C, X diizgiin konveks Banach uzaymin bos olmayan kapali konveks bir alt
kiimesi olsun. X deki her smirh {x,} dizisi C ye gore bir tek asimptotik merkeze

sahiptir. Yani
Zy(C,{xn}) = {2z}
ve x # z olmak lizere
lim sup [, = zI) < lim sup |lx, x|
dir [8].
Sonuc¢ 4.2.9.
1. Eger K zayif kompakt ise Z,(C, {x,}) bos olmayan bir kiimedir.
2. Eger K kapali ise Z,(C, {x,}) de kapaldir.

3. Eger K konveks ise Z,(C, {x,}) de konvekstir. [3]
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Teorem 4.2.10.

C, X diizgiin konveks Banach uzaymin bos olmayan kapali konveks bir alt
kiimesi ve {x,, }, C de Z,(C, {x,}) = {z} olacak sekilde sinirl1 bir dizi olsun. Eger {y,,},

C de lim 7, (v, {xn}) = 1,(C, {x,,}) sartin1 saglayan bir dizi ise lim y,, = z dir [3].
n—-oo n—-oo
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5.BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde asagida (10) ile tanimlanan yeni iterasyon siireci yardimiyla

genislemeyen dontisiimlerin sabit noktaya yakinsakligi incelenmektedir.
x € C i¢in, (0,1) arahginda {a,,}, {8} ve {y,} dizileri igin
Xne1 = (1= ap)T(Tyn) + anT(Tzy)
Yo =T((1 = B)Txn + BnTzy)

Zn = (1 - yn)xn + ynTxy (10)

Bu boliimiin 1. kisminda, genislemeyen doniistimler i¢in (10) iterasyon dizisinin
zay1f ve kuvvetli yakinsakliklar ispatlanmakta ve (10) iterasyon dizisinin (4), (5), (6)
ve (7) iterasyonlarma gore niimerik olarak genislemeyen doniisiimler i¢in sabit

noktalarina daha hizli yakinsadigi gésterilmektedir.

5.1. Genislemeyen Déniisiimler Icin iterasyon Dizisinin Kuvvetli ve Zayif

Yakinsaklik Teoremleri

[lk olarak (10) iterasyonu igin zayif ve kuvvetli yakinsaklik teoremlerini

verelim.
Lemmab5.1.1.

X bir diizgiin konveks Banach uzayi, C de X nin bos olmayan kapali konveks
bir alt kiimesi olsun. T:C — C genislemeyen doniisiim ve {x,} dizisini (10) ile

tanimlayalim. O zaman tiim p € F(T) i¢in lim ||x,, — p|| mevcuttur.
n—-oo
Ispat:
”Zn - p” = ”(1 - Vn)xn + VuTxn — p”

=11 - Vn)(xn =)+ Vn(Tx, — p)”
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<A =yIlxp —pll + ¥ullTx, — pll < (1 = v)llxn — 2l + vullx, — pll

= llxn = pll (5.1)

lyn = pll = IT(X = B)Txn + BpTzn — pll
< (@ = B)Txn + BTz = pll
= 11 = Bn) (Txn = p) + Bn(Tz — D)l
< (1= BITxn = pll + BallTz, — pll
< (1= Bllxn = pll + Bnllzn — pll
< (1= Bllxn = pll + Bullxn — Pl

= |lx, —pll (5.2)

(10), (5.1) ve (5.2) den

xn+1 — pll = lanT(Tz,) + (1 — )T (Tyn) — Pl
= (@) T(Tz,) —p) + (1 = )T (Tyn) — P)I
< (@)lIT(Tz,) = pll + (1 — )l T(Tyn) — Pl
= (a)lITz = pll + (1 = a)ll Ty, — pll
< (allzn —pll + 1 = a)ll v = pll
< (a)llxn —pll + (1 = )l x, — pll

= [l xn =2l
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olur.lim ||x,41 — pll < lim ||x,, — p|| elde edilir.
n—-00 n—-oo

Tim p € F(T) i¢in {||x,, — p||} smrli ve artmayan oldugunu gosterir. Boylece

lim ||x,, — p|| mevcuttur.
n—-oo

Lemmab5.1.2.

C, X diizgiin konveks Banach uzayinin bos olmayan kapali konveks alt kiimesi
ve T:C — C genislemeyen bir doniisiim olsun. Keyfi x, € C se¢imi ve Vn > 1 i¢in
(10) ile tretilen {x,} dizisini alalim. Burada {a,}, {Bn}, {vn}, 0<a <b <1 ile
herhangi a, b i¢in [a, b] araliginda reel sayilarin dizileri ve F(T) # @ olsun. O zaman

lim || x,, — Tx,|| = 0 olur.
n—-oo

Ispat: Lemma 5.1.1° den lim|| x, —p|| mevcuttur. Kabul edelim ki
n—->oo

rllil?o” X, — pll = r oldugunu kabul edelim. (5.1) ve (5.2) den

Il z, — pll < Il x,, — pll oldugundan

lim sup [| z, —pll < (53)
ve

l ¥» — pll < |l x — pll oldugundan

lim sup || y —pll<r (5.4)
olur. T genislemeyen doniisiim oldugundan

Il Tyn —pll < lyn —pll ise

lim sup || Tyn —pll <7 (5.5)

| Tz, —pll < |l z, — pll ise

lim sup || Tz, —p|| <r (5.6)
n—>oco
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olur. Buradan
lim|| T(Tz,) = pll < lim || Tz, — pl|
< lim|| z, — pl|
n—oo
< lim|l x, —pll =7
n—-o0o

ve

T}Lrgll T(Ty,) —pll < ,lfi?o” Ty, — pll
< lim|| y, — pll
n—-oo
< lim|l x, —pll =7
n—-oo
elde edilir.

Ustelik

(5.7)

(5.8)

r = lim || Xpr = pll = lim || (@)T(Tz) + (1 = @)T(Ty) =

= lim || (€,)T(T2n) = p) + (1 — an)(T(Tyn) = D)l
Lemma 4.2.6 kullanilarak
lim IT(T7,) = T(Ty) | = 0
elde edilir. Simdi
X041 = pll = 1(@)T(Tzn) + (1 = a)T(Tyn) — pli
=T (Tyn) —p) + an(T(Tyn) = T(Tz))|

< “(T(Tyn) - p) + an(T(Tyn) - T(Tzn))”
31

(5.9)



5.BULGULAR VE TARTISMA Abdulhamit EKINCI

oldugu goriiliir.
Her iki tarafin limiti alinirsa (5.9) dan
r = lim || %0 = pll < lim (I T(Ty) = pll + @l T(Ty0) = T(T2) 1)
< lim || 7(Ty) = pl
elde edilir. (5.8) den ,Pl?o” T(Ty,) — pl| = r oldugu goriiliir.
Buradan
I T(Tyn) = pll S IT(Tyn) =TTzl + 1| T(Tz,) = pll
S IT(Tyn) =TTzl + |l 2 = pll

oldugundan her iki tarafin limiti alinirsa (5.9) dan r < Tlll_r)go || z, — pl| elde edilir.
(5.3) ten ii_{?o” z, — pl|| = r olur.

Boylece 7 = lim | 2 — pll = Jim || (1 = @) Géa — ) + @n (T2, —p)Il olur,
Lemma 4.2.6 geregi 7111—{?0” Xp —Txpll =0 (5.10)

elde edilir.
Teorem 5.1.3.

X, Opial kosulunu saglayan reel diizgiin konveks Banach uzayi olsun. C
olmayan kapali ve konveks X nin bir alt kiimesi olsun. T: C = C bir genislemeyen
dontisiim olsun. {x,} dizisi iterasyon siireci (10) ile tanimlanan bir dizi olsun. Bu

durumda {x,} dizisi T nin sabit noktasina zayif olarak yakinsar.

Ispat: p € F(T) olsun. Bu durumda lim ||x, — p|| vardir. {x,} dizisinin

n—->oo
F(T)’de tek zayif alt dizisel limiti oldugunu gésterilecektir. Bunun i¢in u ve v {x,}
dizisinin sirastyla {xni} ve {an} alt dizilerinin limitleri olsun. %i_r)glo”xnk — Txnk” =0
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ve Lemma 5.1.2’ten sifira gore demiclosed oldugundan T,, = u elde ederiz. Benzer

olarak v € F(T) oldugunu gosterebiliriz.

Lemma 5.1.2°den lim ||x,, — v|| vardur.
n—0o

u # v oldugunu kabul edelim. Opial kosulundan

lim ||x, —u|l = lim ||xnl. — u|| < lim ||xni — v|| = lim ||x,, — v||

= lim ”xnj —v| < lim ”xnj —u” = lim ||x,, — ul|
n—-oo

nj—>oo nj—mo
olur. Buradan bir ¢eliski elde edilir. O zaman u = v olur.

Boylece {x,,} dizisi F(T) nin bir zayif noktasina zay1f olarak yakinsar. Boylece

ispat tamamlanmuis olur.

Teorem 5.1.4.

X, diizgiin konveks Banach uzayr C,T ve {x,} Lemma 5.1.2 i¢inde
tanimlandig1 gibi kabul edilsin. Eger T semicompact ve F(T) # @ ise o zaman {x,}

dizisi T’ nin bir sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

Ispat: Lemma 5.1.2’ten lim ||x, — Tx,|| = 0 elde edilir. T semicompact
n—oo
oldugundan {x,} C kapali oldugundan p € C noktasina yakinsayan bir alt diziye

sahiptir. T’nin siirekliligi lim ”Txnj - Tp” — 0 oldugunu verir. O zaman Lemma
]—)OO

5.1.2’ten ||Tp — p|| = 0 olur. Boylece p € F(T) olur. Lemma 5.1.1°den tiim p €
F(T) igin lim ||x,, — p|| vardir. Bu yiizden {x,,}, p € F(T) noktasina yakinsar.
n—->oo

Teorem 5.1.5.

X, diizgiin konveks Banach uzayinin bos olmayan kapali konveks bir alt
kiimesi C olsun. T:C — C genislemeyen doniisim {x,} (10) ile tanimlanmis bir

iterasyon dizisi ve F(T) # @ olsun. Bu nedenle {x,,}, F(T) noktasina yakinsar, ancak
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ve ancak lim d(x,, F(T)) = 0 olur. Bu durumda d(x,, F(T)) = infllx, — pll, p €
n—oo

F(T).
Ispat: Gereklilik asikardir. Yeterlilik igin liminf d(x,, F(T)) = 0 olsun.
n—-0o

Lemma 5.1.1'den tim we€F(T) igin lim||lx, —w| mevcuttur. Bdylece
n—-oo

lim d(x,, F(T)) vardir. Fakat hipotez geregi liminf d(x,,, F(T)) = 0 dur.
n—-oo n—>oo

Bu yiizden lim d(x,, F(T)) elde edilir. {x,} dizisi C de bir Cauchy dizisi oldugunu
n—->o0o
gosterecegiz. lim d(xn, F (T)) = 0 oldugundan € > 0 i¢in n = n, i¢in olmak iizere
n—oo

ny, dogal sayis1 vardir. Ozellikle inf {||xn0 - p||: pEF (T)} <§ olur. Bdylece

||xn0 —-pil| < g olacak sekilde p* € F(T) vardir.

||xn+m - xn” < ”xn+m - p*” + ”xn - p*” < 2||xn0 - p* <¢

olur. Buradan {x,} dizisi C de bir Cauchy dizisidir.

X, Banach uzayinda C kiimesi kapali oldugundan lim x,, = p olacak sekilde C
n—->00
icine bir p noktasi vardir. lim d(xn,F (T)) = 0 olmasi d(p,F (T)) = 0 oldugunu
n—-oo

verir. F(T) kapali oldugundan p € F(T) olur.
Teorem 5.1.6.

X diizgiin konveks Banach uzayinin bos olmayan kapali konveks alt kiimesi C
olsun. T:C — C genislemeyen bir doniisim {x,} dizisi (10) iterasyon siireci ile
tanimlansin ve F(T) # @ olsun. T doniisimii (A) sartin1 saglasin. O zaman {x,}, T

nin bir sabit noktasina kuvvetli olarak yakinsar.

Ispat: Lemma 5.1.2°ten lim ||x,, — Tx,|| = 0 oldugu gosterildi. (4) sartindan
n—->oo

ve (5.10)’dan lim f(d(x,, F(T)) < lim ||x, — Tx,|| =0
n—-oo n—oo

34



5.BULGULAR VE TARTISMA Abdulhamit EKINCI

elde edilir.
Yani lim f(d(x,, £(T)) = 0 olur.
n—-0o

f:[0,00) — [0,00) f(0) =0, tim r € (0,0) i¢in f(r) >0 sartin1 saglayan,
azalmayan bir fonksiyon oldugundan lim f(d (xn, f (T)) = 0 elde edilir.
n—-oo

Teorem 5.1.4°den {x,} dizisi F(T) nin bir noktasina kuvvetli yakinsar. Tiim
y € (0,0) i¢in f(y) >0 saglayan, azalmayan bir fonksiyon oldugundan
lim f(d(x,, F(T)) = 0 elde edilir. Teorem 5.1.4°den {x,} dizisi F(T) nin bir
n—->oo

noktasina kuvvetli yakinsar.
Ornek 5.1.7.
xo = 40, a,, = 0,85, B, = 0,65, y,, = 0,45 olarak alalim. T doniisiimiinii ise
Tx = Vx2 — 8x + 40 olsun. x* = 5 alalim.

Bu ornekle Agarwal ve ark.[2], Noor[17], Abbas ve ark.[1] , Thakur ve ark.
[24,25] iterasyonlarinin ve bu ¢aligmada verilen (10) iterasyon dizilerinin yakinsaklik

davraniglar1 asagida verilmektedir.
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fer Yeni Iterasyon Ullah ve Agarwall ve Abbas ve Thakur ve Thakur ve
Noor (4) . ark (8)

No. (10) Arshad (9) ark (5) Nazir (6) ark (7)
1 4E+01 4E+01 4E+01 4E+01 4E+01 4E+01 4E+01

2 3.01088E+01 | 3.10854E+01 | 3.39816E+01 | 3.43249E+01 3.424E+01 3.29459E+01 | 3.16503E+01
3 2.0659E+01 2.24899E+01 | 2.80883E+01 | 2.87529E+01 | 2.86874E+01 | 2.60697E+01 | 2.35684E+01
4 1.2206E+01 1.4521E+01 | 2.23812E+01 | 2.3329E+01 | 2.30905E+01 | 1.94826E+01 | 1.59797E+01
5 6.46458E+00 8.0845E+00 | 1.69736E+01 | 1.81322E+01 | 1.78351E+01 | 1.34242E+01 | 9.48774E+0Q0
6 5.05887E+00 | 5.26038E+00 | 1.20962E+01 | 1.33147E+01 | 1.29887E+01 | 8.47459E+00 | 5.69487E+00
7 5.00133E+00 | 5.00745E+00 | 8.22893E+00 | 9.19393E+00 | 8.90324E+00 | 5.72797E+00 | 5.02918E+00
8 5.00003E+00 | 5.00019E+00 | 6.01821E+00 | 6.37173E+00 | 6.21237E+00 | 5.07651E+00 | 5.00091E+00
9 5E+00 5E+00 5.2517E+00 | 5.24344E+00 | 5.20647E+00 | 5.00647E+00 | 5.0003E+00
10 5E+00 5E+00 5.05764E+00 | 5.02981E+00 | 5.02528E+00 | 5.00053E+00 5E+00

11 5E+00 5E+00 5.01296E+00 | 5.00337E+00 | 5.00289E+00 | 5.00004E+00 5E+00

12 5E+00 5E+00 5.0029E+00 | 5.00038E+00 | 5.00033E+00 5E+00 5E+00

13 5E+00 5E+00 5.00065E+00 | 5.00004E+00 | 5.00004E+00 5E+00 5E+00

14 5E+00 5E+00 5.00015E+00 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00

15 5E+00 5E+00 5.00003E+00 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00

16 5E+00 5E+00 5.00001E+00 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00

17 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00

18 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00

19 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00

20 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00

21 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00

22 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00

23 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00 5E+00
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¥ Agarwal ve ark. (5)
—4— Abbas ve Nazir (6)
10 4 —— Thakur ve ark (7)
—p— Thakur ve ark (8)
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[terasyon Sayilari

Sekil 5.1.1 Iterasyon Yaklagimi-1

Cizelge 5.1.1 ve Sekil 5.1.1 deki iterasyon adimlar1 ve iterasyon yaklasiminda
goriildiigii gibi yeni sunulan iterasyon (10) siirecinin literatiirde verilen Noor[17],
Agarwal ve ark.[2], Abbas ve Nazir[1] ve Thakur ve ark.[24,25] sunulan iterasyon
stireclerinden daha hizli yaklagtigi yukaridaki niimerik olarak verilen Ornekle

gosterilmektedir.

5.2. Genellestirilmis Genislemeyen Doniisiimlerin Kuvvetli ve Zayif

Yakinsaklik Teoremleri

Bu kisimda, Suzuki genellesmis genislemeyen doniisiimler i¢in (10) iterasyon
dizisinin zay1f ve kuvvetli yakinsakliklari ispatlanmakta ve (10) iterasyon dizisinin (8)
ve (9) iterasyonlarina gore niimerik olarak Suzuki genellesmis genislemeyen

dontigiimler i¢in sabit noktalarina daha hizli yakinsadigi gosterilmektedir.
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Tanim 5.2.1

T: C — C bir doniisiim olsun. Eger
1
Sl =Tx[| < llx =yl = ITx =Tyl < [lx = yl,vx,y € C  (5.11)

ise T doniisiimiine C tizerinde (C) sartin1 saglar denir.

(C) sarti1 saglayan T doniistimii Suzuki genellesmis genislemeyen doniistimdiir.

Onerme 5.2.2. ([23]).

C, X Banach uzayinin bos olmayan bir altkiimesi ve T: C = C bir doniisiim

olsun.
(i) Eger T genislemeyen doniisiim ise o0 zaman T doniistimi (C) sartini saglar.

(if) Sabit noktaya sahip olan ve (C) sartini saglayan her doniisim quasi

genislemeyen doniistimdiir.
(iii) Eger T dontisiimii (C) sartini sagliyorsa, 0 zaman
lIx — Tyl < 3lITx — yll + llx — yll, vx,y € C.
Lemma 5.2.3. ([23]).

C, X Banach uzayinin bos olmayan bir altkiimesi ve T: C — C Opial sartin
saglayan bir doniisiim olsun. T°nin,(C) sartin1 sagladigi kabul edilsin. Eger {x,}, z’ye

zayif yakinsarsa ve lim |[x,, — Tx,|| = 0 ise 0 zaman Tz = z. Yani, I — T sifirda
n—-oo

demiclosed olur.
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Lemma 5.2.4. ([23]).

C, X diizgiin konveks Banach uzayiin zayif kompakt konveks bir altkiimesi
ve T: C — C bir doniisiim olsun. T’nin,(C) sartin1 sagladig1 kabul edilsin. O zaman T

bir tek sabit noktaya sahiptir.
Lemma 5.2.5.

C, X diizgiin konveks Banach uzaymin bos olmayan, kapali konveks bir
altkiimesi ve F(T) # @ olmak tizere T: C — C bir Suzuki genellesmis genislemeyen
dontistimii olsun. {x,} dizisi (10) iterasyon siireci ile tanimlanan bir dizi olsun. O

zaman tim p € F(T) i¢in Ai_r)glollxn — p|| mevcuttur.
Ispat: F(T) # @, p € F(T) ve z € C olsun. T, (C) sartin1 sagladigindan

%llp —Tp|l =0 < |lp — z|| oldugundan ||Tp — Tz|| < ||p — z|| olur.
Onerme 5.2.2 (i)’den ve Lemma 5.1.1°den
1zn — pll < llxn — pll ve llyn — pll < llx, — pll elde edilir.
%41 =PIl = llanT(Tzn) + (1 — a)T(Tyn) — pll

= (@) T(Tz,) —p) + (1 — )T (Tyn) — D)l

< (@)lIT(Tzy) —pll + (1 — a) |l T(Tyn) — pll

= (@ )lITz = pll + (1 — a) |l Tyn — pll

< (@)llzn —pll + (1 — a)ll v —plI

< (a)llxn —pll + 1 = a)ll x, —pli

= |l x, —pll

elde edilir. Boylece lim [|x,4; — pll < lim||x,, — pl| olur. Buradan tim p € F(T)
n—o0o n—>00

icin {||x,, — pl| } sinirli ve artmayan olur. Béylece lim ||x,, — p|| mevcuttur.
n—-oo
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Lemma 5.2.6.

C, X diizgiin konveks Banach uzayinin bos olmayan, kapali konveks bir
altkiimesi ve F(T) # @ olmak lizere T: C — C bir Suzuki genellesmis genislemeyen
dontisiimii olsun. {x,} dizisi (10) iterasyon siireci ile tanimlanan bir dizi olsun. O

zaman p € F(T) ancak ve ancak {x,} smirhdir ve lim ||x,, — Tx,|| = 0 olur.
n—->0o

Ispat: F(T) # @ oldugunu kabul edelim. O zaman Lemma 5.2.5 den

lim || x, — p|l mevcuttur ve {x,} smrhdir. lim|| x,, —p|l =r oldugunu kabul
n—oo n—-oo

edelim. Ozaman || z, — pll < || x, — pl| oldugundan lim ||z, —p|| <r (5.12)
n—-oo

ve || y» —pll < Il x, — pll oldugundan

lim |l y, —pll=r (5.13)

olur. T Suzuki genellesmis genislemeyen déniisiim oldugundan Onerme 5.2.2 (ii) den
sabit noktaya sahip olan ve (C) sartin1 saglayan her doniisiim quasi genislemeyen

déniistimdiir. O halde|| Ty, — pll < |l y,, — pll ise
lim sup || Ty, —pll <7 (5.14)
1Tz = pll < II 2, — pll ise
7ll_r)ilo sup || Tz, — pl| < r olur. (5.15)
Buradan
lim|| T(T2,) = pll < lim|| Tz, = p|

< lim || z, = pl|

< lim|lx, —pll =7 (5.16)
ve

Nm I T(Ty,) —pll < lim || Ty, —pll
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< lim|| y, —pll
n—-o0o
< Aijgoll xp,—pll=r (5.17)

elde edilir.

Ustelik
r = lim | xpyg = pll = lim || (@)T(T2n) + (1 = @) T(Tyn) =2l
= lim || (¢,)T(T2n) — p) + (1 — an)(T(Tyn) — D)l
Lemma 4.2.6 kullanilarak
lim |IT(Tz,) = T(Ty)ll = 0 (5.18)
elde edilir. Simdi
n+1 =2l = [(@)T(T2,) + (1 = )T (Tyn) — Pl
= IT(Tyn) = p) + an(T(Tyn) = T(Tz)|
S (T (Tyn) = p) + an(T(Tyn) = T(Tz )l
oldugu goriiliir.
Her iki tarafin limiti alinirsa (5.18) dan
r = lim [l xpyq —pll < lim (I T(Tyn) = pll + anllT(Tyn) = T(Tza))
< lim | T(Ty) =
elde edilir. (5.17) den Ai_r)gloll T(Ty,) — pll = r oldugu goriiliir.
Buradan

I T(Tyn) =pll S IT(Tyn) = T(Tz)|l + 1| T(T2,) — Pl
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S IT(Tyn) =TTzl + |l 2 = pll

oldugundan her iki tarafin limiti alinirsa (5.18) dan r < lim || z,, — p|| elde edilir.
n—->0oo
(5.12) ten lim || z,, — pl| = r olur.Boylece
n—->oo
r = lim|l z, — pll = lim || (1 = @,)Cex = p) + @u(Tx, = )1

olur.Lemma 4.2.6 geregi lim || x,, — Tx,|| = 0 elde edilir.
n—-oo

Tersine {x,} smurli ve lim ||x,, — Tx,|| = 0 olsun.
n—->oo

Onerme 5.2.2°den p € Z,(C,{x,}) ise

7a(Tp, {xn}) = lim supl|x, - Tpl|

< lim sup(3[ITx, — xp)ll +llxn = plD)

lim supl|x, — pl|
n—-oo

12 (0, {(xn})

Buradan Tp € Z,(C,{x,}) elde edilir. X diizgiin konveks oldugundan |,
Z,(C,{x,}) tek elemana sahiptir. O halde Tp = p elde edilir.

Teorem 5.2.7.

C, X diizgiin konveks Banach uzaymin bos olmayan, kapali konveks bir
altkiimesi ve F(T) # @ olmak iizere T: C — C bir Suzuki genellesmis genislemeyen
doéntistimii olsun. {x,,} dizisi (10) iterasyon siireci ile tanimlanan bir dizi olsun. X Opial

sartin1 saglasin. O zaman {x,}, F(T)’ nin bir noktasina zay1f yakinsaktir.
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Ispat: p € F(T) olsun. Bu durumda lim ||x, — p|| vardir. {x,} dizisinin

n—->0o
F(T)’de tek zayif alt dizisel limiti oldugunu gosterilecektir. Bunun igin u ve v {x,}
dizisinin sirastyla {x,,,} ve {xnj} alt dizilerinin limitleri olsun. T{m||xnk — Txn, || =0

ve Lemma 5.2.3’ten sifira gore demiclosed oldugundan T,, = u elde ederiz. Benzer

olarak v € F(T) oldugunu gosterebiliriz. Lemma 5.2.5’ten lim ||x,, — v|| vardur.
n—-oo

u # v oldugunu kabul edelim. Opial kosulundan

lim ||x, —u|l = lim ||xnl — u|| < hm ||xn — v” = llm IIxn —v||
n—oo n;—oo
= 11m ”xn —v| < 11m ”xn —u” = lim ||x,, — u|| olur.
n—-oo

Boylece bu bir ¢eligkidir. O zaman u = v olur. Boylece {x,} dizisi F(T) nin bir

noktasina zayif yakinsar. Ispat tamamlanmis olur.
Teorem 5.2.8.

C, X diizgin konveks Banach uzaymin bos olmayan, kapali konveks bir
altkiimesi ve F(T) # @ olmak tizere T: C — C bir Suzuki genellesmis genislemeyen
dontistimii olsun. {x,} dizisi (10) iterasyon siireci ile tanimlanan bir dizi olsun. O

zaman {x,}, F(T) nin bir noktasina kuvvetli yakinsar.

Ispat: Lemma 5.24’ten, F(T) # @ oldugundan ve Lemma 5.2.6’dan
lim ||Tx, — x,|| = 0 elde edilir. C kompakt oldugundan ,
n—00

{x,} dizisinin bir {xnj} alt dizisi vardir 8yleki baz1 p € C igin X, — p kuvvetli

yakinsar. Onerme 5.2.1 (iii)’den ,
e 7ol 23, =5 =l 2 .

elde edilir. j - oo igin Xn;, — Tp elde edilir. Béylece Tp =p olur , yani, p €

F(T) olur. Ayrica Lemma 5.2.5’ten , lim ||x,, — p|| mevcuttur. Sonug olarak {x,}
n—-oo

dizisi o noktasina kuvvetli yakinsar.
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Teorem 5.2.9.

C, X duzgin konveks Banach uzaymin bos olmayan, kapali konveks bir
altkiimesi ve F(T) # @ olmak lizere T: C — C bir Suzuki genellesmis genislemeyen
dontisiimii olsun. {x,} dizisi (10) iterasyon siireci ile tanimlanan bir dizi olsun. O
zaman T: C — C bir Suzuki genellesmis genislemeyen doniisiimii (A) sartini saglarsa

{x,}, T’nin bir sabit noktasina yakinsar.

Ispat: Lemma 5.2.5’ten tim p € F(T)i¢in, lim ||x,, — p|| mevcuttur ve
n—-oo
boylece lim d(x,, F(T)) mevcuttur. r > 0 i¢in lim [|x,, — p|| = r oldugunu kabul
n—oo n—-oo

edelim. Eger r = 0 ise sonu¢ bulunur. r > 0 oldugunu kabul edelim. Hipotezden ve

(A) sartindan f(d(xp, F(T))) < |[Tx, — x| (5.19)
elde edilir. F(T) # @ oldugundan Lemma5.2.6 dan Tlll_r)lc‘)lo ITx,, — x, || = 0 elde edilir.
Bu da limf (d(xn,F(T))) =0 oldugunu verir. f azalmayan bir fonksiyon
oldugundan lim infd(x,, F(T)) = 0 elde edilir. Béylece tim j € N igin (B

yj|| < 55 olacak sekilde {x,,} dizisinin bir altdizisi {x,, } ve {y;} < F(T) dizisine elde

ederiz. Ozaman

1
[nses =5l = s =l < 37

Boylece

[vjer = Yill < Nlyjes = xjaall + 502 = vl

1 1
— 2Jj+1 2J

2j_1—>0,n—>oo,

<
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Béylece {y;} dizisi F(T) i¢inde bir Cauchy dizisi oldugu gériiliir ve dizi bir p
noktasina yakinsar. F(T) kapali oldugundan p € F(T) olur ve {xnj} p ye kuvvetli

yakinsar. lim [|x,, — p|| mevcut oldugundan {x,,} = p € F(T) elde edilir.
n—-oo

Ornek.5.2.10
Tx = xX+5 1 1
=[]

doniigiimii tanimlansin. T dontisiimii Suzuki genellesmis genislemeyen doniisiimdiir.
Fakat genislemeyen doniisiim olmadigini gosterelim.

X=—Vey=- ahnlrsa
19

x — yll = ”— _Z ” — 0,0087

5l -

3 1/6+5
6

_ 10 =0,0146
684

+5
ITx — Tyl = ||1—x—y ”

O zaman ||Tx — Ty|| > [|x — y|| oldugundan T — genislemeyen doniisiim degildir.

Simdi T nin suzuki genellesmis genislemeyen doniisiim oldugunu gosterelim.
(C) sartin1 saglamak i¢in asagidaki durumlar incelenecektir.

Durum |

0.2) 5l = Txll = e — (1=l === € (.5
g) 2 T AT g =T 62

€
x[6

1—2x< 1 by < 1< e[l 1]
— R = — —
2 Y TNTATXSYESSYYE

c Z

y+5—6+6x|_|y+6x—1| 1
B 6

ITx — Tyl = ||— - (-0 =

o=yl = e~ y1 > [e =] =2 =
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Buradan
~|lx = Tx|| < [lx = yll = ITx = Ty|l < ||x — yl| elde edilir.
Durum 11
X € [l, 1] olsun.
6
1|x+5

1 5-5 25
O zaman = ||x — Tx|| = = ——x| =22¢ [0,—]
2 21 6 12 72

. . 5-5 e )
%llx —Tx|| < |lx — y|| i¢in Tx < |y — x| olmalidir. Bunun i¢in ise iki durum s6z

konusudur.
a)x <yise = < |y — x| isey = " oldugundan y € [i—z 1] c [% 1] elde edilir.

Boylece ||Tx — Ty|| = |fo5 — 22 =2 |lx — yll < llx — yIl bulunur.

Bu ise% llx = Tx|| < llx —yll = lITx — Tyl < ||x — y|| sartin1 saglar.
5-5 5-5 17x-5 .
b)x>yo|sun.OzamanTxSx—y:ny—?x:ys%eldeedlllr.

Bu durumda y € [_7—123 1] bulunur.

. 17x-5 12y-5 T 5
y € [0,1] oldugundan y < oo XS—— elde edilir. Buradan da x € [ /17, 1]

bulunur.
Simdi x € [%, 1] ,Y € [%, 1] (a) durumunu igerir.

Boylece x € [137, 1] Vey € [%, 1] oldugundan

x+5

ITx =Tyl = 2 - (1 - y)| =

x+6y—1
6

| olur.
< . 5 1 1
Bunu saglamak i¢in ilk olarak x € [1—7,51 vey € [0, E) alsin.
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Buradan ||Tx — Ty|| = |%|

1 13
< — —_ _—
=715 ve ||x y” > 10z olur.

Boylece ||[Tx — Tyl|| < |[x — y|| elde edilir.
1 1
Son olarak x € [E’ 1] vey € [O, g) alinsin.

x+6y—1
6

O zaman ||Tx — Ty|| = |

Buradan da ||Tx — Ty|| < [lx — y|| ger¢eklenir.

Boylece T bir Suzuki genellesmis genislemeyen doniistimdiir.

1 1
< — — -
| scve |lx — y|| > 3 bulunur.

fter. No. Yeni Iterasyon Thakur ve ark (8) Ullah ve Arshad (9)
1 9E-01 9E-01 9E-01
2 9.99692E-01 9.99899E-01 9.98263E-01
3 1E+00 9.99955E-01 9.99969E-01
4 1E+00 9.99999E-01 9.99999E-01
5 1E+00 9.99999E-01 9.99999E-01
6 1E+00 9.99999E-01 9.99999E-01
7 1E+00 9.99999E-01 9.99999E-01
8 1E+00 9.99999E-01 9.99999E-01
9 1E+00 9.99999E-01 9.99999E-01
10 1E+00 9.99999E-01 9.99999E-01

Cizelge 5.2.1 Iterasyon Algoritmasinin Yakinsaklik Davranisi-2
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1.00 4 & & & @& & a a
1.0004 T T T T
0.98 -
2 0%y |
o |
- ;
§ |
) |
5 0.96 - 8 ,‘
o
0
) 099% ||
=
0
>
2 \
0 094 ‘
0 T T T T T T T T T T T
= 20 22 24 26 28 34
Iterasyon Sayilari
0.92 -
—- Yeni lterasyon (10)
—@— Thakur ve ark (8)
—A— Ullah ve Arshad (9)
0.90 —
v | v |
5 10

Iterasyon adimlari

Sekil 5.2.1 iterasyon Yaklasimi-2

Yukarida alman Suzuki genellesmis genislemeyen doniisiim &rnegi Ornek
5.2.10 igin sunulan (10) iterasyon siirecinin Thakur ve ark.[25] ve Ullah ve Arshad
[26] de sunulan iterasyon siire¢lerinden daha hizli sabit noktaya yaklastigi niimerik

olarak gosterilmektedir.

Simdi diger 6rnegi alalim ve (10) iterasyon dizilerinin yakinsaklik davranislarini ve

sabit noktaya yaklagimini inceleyelim.
Ornek 5.2.11. T:[0,1] - [0,1],
1
1—-x xE€ [O, E)

8 8

Tx =
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Benzer olarak yukarida verilen Ornek 5.2.10°den Suzuki genellesmis

genislemeyen doniisiimdiir ancak genislemeyen doniisiim olmadig1 Ullah ve Arshad

[26 ]’dan kolaylikla goriiliir. Simdi bu 6rnek igin sunulan (10) iterasyon siirecinin

Thakur ve ark.[25] ve Ullah ve Arshad [26] de sunulan iterasyon siireglerinden daha

hizli yaklastig1 niimerik olarak gosterelim.

xo = 0.9, a, =0,85,8, =0,65,y, = 0,45 ve x* = 1 alalim.

Bu ornekle Thakur ve ark. [25], Ullah ve Arshad[26] iterasyonlarinin ve bu

caligmada verilen (10)

verilmektedir.

iterasyon dizilerinin yakinsaklik davraniglar1 asagida

Iter. No. Yeni Iterasyon(10) | Thakur ve ark (8) Ullah ve Arshad (9)
1 9E-01 9E-01 9E-01
2 9.99843E-01 9.98837E-01 9.99053E-01
3 1E+00 9.99986E-01 9.99991E-01
4 1E+00 1E+00 1E+00
5 1E+00 1E+00 1E+00
6 1E+00 1E+00 1E+00
7 1E+00 1E+00 1E+00
8 1E+00 1E+00 1E+00
9 1E+00 1E+00 1E+00
10 1E+00 1E+00 1E+00

Cizelge 5.2.2 Iterasyon Algoritmasinin Yakinsaklik Davranisi-3
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100 4 — 3 — 50
0.98
T T ' T T
1,000
- 096+ -
2 :
o )
o) o)
m 2]
T 5
c 2
9 g
2 g
o094
e
T T T T T T T T T T T
20 22 24 26 28 30
Iterasyon sayilari
092 5
- —- Yeni lterasyon (10)
/ —8- Thakur ve ark (8)
‘ —A—Ulah ve Arshad (9)
0.90
T [ T ]
5 10

Iterasyon sayilari

Sekil 5.2.2 iterasyon Yaklasimi-3
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Tezde, yeni sunulan iterasyon siireci yardimiyla genislemeyen doniisiimlerin
ve Suzuki genellesmis genislemeyen doniisiimlerin sabit noktaya yakinsakliklari
incelenmektedir. Suzuki genellesmis genislemeyen doniisiim olan ancak genislemeyen
doniisiim olmayan bir donlisimiin (C) sartim1 sagladigi durumlar detaylari ile
verilmektedir. Alinan 6rneklerle yeni sunulan iterasyon siirecinin literatiirde sunulan
iterasyon siireclerinden daha hizli sabit noktaya yaklastigi nlimerik olarak
gosterilmektedir.

Bu tezde elde edilen sonuglar 6zgiin olup elde edilen sonuglar bundan sonraki

yapilacak ¢alismalara kaynak olacaktir.
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