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Bu tezde determinant esitsizlikleri {izerine ¢aligilmistir.

Tezimizin ilk kisimlarinda pozitif tanimli matris, akretif-dissipatif matris,
sektor matris kavramlart tanitilmis ve bu matrislerle ilgili determinant esitsizlikleri
verilmigstir. Ayrica Hadamard determinant esitsizligi, Fan determinant esitsizligi,
Fischer Esitsizligi gibi bir¢ok dnemli determinant esitsizliklerinden bahsedilmistir.

Tezimizin esas kisminda ise baz1 yeni determinant esitsizlikleri elde edilmistir.
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In this thesis, determinant inequalities are studied.

In the first part of our thesis, positive definite matrix, accretive-dissipative
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1.GiRIiS Mehmet ibrahim FIGEN

1. GIRIS

Matrisler veri biliminin yap1 taglaridir. Matris islemleri teorik fizikten yapay
sinir aglarina kadar birgok yerde kullanilir. Ornegin optimizasyon problemlerinde,
kritik noktanin minimum veya maksimum nokta oldugunu belirlemede Hessian
matrisin 6zdegerleri ¢cok Onemli bir aragtir. Bir noktada hesaplanan 6zdegerlerin
hepsinin pozitif olmasi1 fonksiyonunun o noktada minimuma sahip oldugu; hepsinin
negatif olmasi o noktada maksimuma sahip oldugunu gosterir. Ayrica ¢cok degiskenli
bir fonksiyonun konvekslik ve konkavlik incelemesi de yine Hessian matrisinin

0zdegerleri ile ilgilidir.

Matris teoride, 6zdegerleri negatif olmayan Hermityen matrise pozitif yari
tanimli matris denir. Pozitif yar1 tanimli matrisler negatif olmayan reel sayilara
benzerler. Ornegin pozitif sayilarin pozitif bir karekokii oldugu gibi pozitif yari taniml
matrislerin de karesi kendisini veren bir tek pozitif yari tanimli matris kokii vardir.
Ayrica bu matrisler arasinda adina Lowner siralamasi denilen bir kismi siralama
bagintist mevcuttur. Bu tez ¢calismasinda pozitif yar1 tanimli matrisler ve bu matrislerin
genellestirilmeleri olan akretif-dissipatif ve sektor matrislerin determinantlar: lizerine

calisacagiz.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Tarihsel olarak determinantlar matrislerden ¢ok daha Once kullanilmistir.
Determinant, lineer denklem sistemlerinin bir 06zelligi olarak tanimlanmustir.
Determinant bir sistemin tek bir ¢éziimiiniin olup olmadigimi belirler. Bu anlamda
determinant Cince yazilmis olan The Nine Chapters on the Mathematical Art kitabinda

ilk olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Avrupa’da 2 x 2 determinantlar 16.yiizy1ll sonunda Cardano tarafindan
incelenmis daha biiyiik boyutlu matrislerin determinantlar1 ise Leibniz tarafindan

calisilmistir. Japonya’da Seki Takakazu determinantin kesfedicisi olarak bilinir.

Determinanti  bagimsiz fonksiyonlar olarak tanimlayan ilk kisi ise
Vandermonde dir. Laplace ise mindrleri kullanarak determinanti elde etmede genel bir

metod vermistir.

Literatiir taramasi yaptigimizda karsimiza birgok determinant esitsizligi
cikmaktadir. Ozellikle pozitif tammli matrislerin iceren Minkowski determinant
esitsizligi, Hadamard esitsizligi, Fan determinant esitsizligi, blok matrisler ile ilgili

olan Fischer esitsizligi matris esitsizlikleri i¢in 6nemli esitsizliklerdir.

Son yillarda pozitif tanimli matrislerin genisletmeleri olan akretif-dissipatif
matrisler ve sektor matrisler iizerine determinant c¢alismalari siklikla karsimiza
cikmaktadir. Mevcut determinant esitsizliklerinin bu matrislere uyarlamasi

yapilmaktadir.

Bizde tez ¢galismamizda bazi 6zel matrislerin determinantlari iizerine calismaya

devam edecegiz.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Pozitif yar1 tanimli matrislerin determinantlari ile ilgili yayimnlanmig makaleler
ve kitaplardan yararlanilacaktir. Matrislerin determinantlart ile ilgili 6zelliklerin

pozitif yar1 taniml1 matrislerdeki karsiliklarina bakilacaktir.
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4. MATRISLER

Tamim 4.1.[1] Elemanlari sayilar, degiskenler veya fonksiyonlar olabilen
&y ... 9y,

a a

mi mn

seklindeki diizenli tabloya m satir ve N siitunlu bir matris veya kisaca mxn matris

denir. mxn ye matrisin mertebesi denir. Elemanlar1 a; ler reel say1 ise A ya reel

matris, kompleks say1 ise A ya kompleks matris denir. Bir tek satirdan olugsan matrise
satir matrisi denir. Satir matrisin mertebesi 1xn seklindedir. Bir tek siitundan olusan

matrise siitun matrisi denir.

Her eleman sifir olan matrise sifir matrisi denir. Sifir matrisi O ile gosterilir.

Satir sayisi siitun sayisina esit olan bir matrise kare matris denir. A=[aij],n><n

mertebesinden bir kare matris ise a,,,a,,,8,;,...,8,, clemanlarina A nin asal kdsegen

elemanlar1 denir. Bir kare matriste asal kdsegen disindaki elemanlar sifirsa matrise
kosegen matris denir. Bir kdsegen matrisin asal kdsegen elemanlar1 birbirine esitse
yani a, =a,, =a, =...=a,, =K ise matrise skaler matris denir. Bir skaler matriste
asal kosegen elemanlar: 1, diger elemanlar1 0 ise matrise birim matris denir. nxn

mertebeden birim matris | ile gosterilir. Karsilikli elemanlari esit olan ayni

n
mertebeden matrislere esit matrisler denir. mxn mertebeden A= [aij] ve B= [bij]
matrisleri esit ise A= B seklinde yazilir.

Ayn1 mertebeden iki matrisin toplam1 karsilikli elemanlarin toplamiyla elde

edilen, aynt mertebeden bir matristir. Yani A:[aij] ve B:[bij], mxn
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mertebesinden iki matris ise bunlarin toplam1  A+B = [aij +bij] , Mxnmatristir.

Farkli mertebeden matrisler toplanamazlar.

A bir matris ve A bir skaler olmak tizere, 4 A skaler ¢arpimi A’nin her bir
elemaninin Aile ¢arpilmasindan elde edilen bir matristir. (-1)A ¢arpimi —A ile
gosterilir. Eger A ve B ayn1 mertebeden iki matris ise bu iki matrisin farki

A-B=A+(-B)=A +(-1)B dir.
Teorem 4.1. [1] A, B,C ayni mertebeden matrisler ve A4, A, birer skaler olmak iizere,
i.  A+B=B+A (degisme ozelligi )
ii. A+(B+C)=(A+B)+C (birlesme 6zelligi )
iii.  A+0=A (etkisiz eleman)
iv. A-A=0
21(A+ B) =LA+4B

V.

vi (A +4,) A= LA+ 2,A
Vii. (%ﬂz)Azﬂl(ﬂzA)
viii. 1A=A

ozellikleri vardir.

Tamim 4.2.[1] A=[aij] bir mxr - matris ve B=[bij] bir rxn - matris ise bunlarmn

carpimt i =1,....m; j=1,...,n igin

irrj

)
C; =aub, +a,b, +..+a,b, = Zaikbkj
k=1

olmak {izere AB = [cij} , Mx N matristir.

Herhangi iki matris her zaman carpilamaz. Iki matrisin carpilabilmesi igin birinci
matrisin siitun sayisi ikinci matrisin satir sayisina esit olmalidir.

Matrislerin toplama, carpma ve skalerle ¢carpma tanimlarindan asagidaki teorem elde
edilir.

Teorem 4.2.[1] A,mxn matris B ve C,nxr matrisler, D,rxt matris ve A bir

skaler olmak iizere agsagidaki 6zellikler saglanir.

i. A (BD) = (AB) D
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i. A (B+C)= AB+AC
iii. (B+C)D=BD+CD
iv.  2(AB)=(1A)B=A(2B)

V. A0O=0
vi. Genellikle AB = BA

Tamim 4.3.[1] A bir kare matris olsun. A’nin n defa kendisiyle ¢arpimi sonucunda

elde edilen matrise A’nin n.kuvveti denir. Yani

AA.... A=A
dir. Ayrica,
AN = ve (A)=AC (KleN)
dir.

Tamim 4.4.[1] Bir A matrisinin ayni numarali satirlariyla siitunlarini yer degistirerek
elde edilen matrise A nin transpozesi (devrigi) denir ve A' ya da A" ile gosterilir.
Buna gore A=|a; |, mxn-matrisiise A'=|a; | nxm - matrisidir.

Elemanlar1 karmagik sayilar olan bir A matrisinde her elemanin yerine

esleniginin yazilmasiyla elde edilen matrise Amatrisinin eslenigi denir ve A ile
gosterilir.

Teorem 4.3.[1] A, B ayni mertebeden iki matris ve A ve K bir skaler olmak tizere
i. (A+B) =A"+B'

i. (A) =A

ii.  (1A) =AAT

iv. A ve B carpilabilir iki matris olmak {izere (AB)T =B"A" dir.

Vi, (kA)=KA
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Vii. (A+B):R+§
vii.  (AB)=AB
Tamm 4.5.[1] A" = A olacak sekilde A ( reel ) kare matrisine simetrik matris denir.

Eger A=|a; | bir simetrik matris ise her i, j i¢in a; =a; dir. Omegin,

5
4
-7

A=

g w N
A P W

bir simetrik matristir.
Tamim 4.6.[1] A" =—A olacak sekilde A(reel) kare matrisine ters simetrik matris

(anti simetrik matris ) denir. Bger A= ay | bir ters simetrik matris ise her i, j icin

g; =—a;; dir. Su halde bir ters simetrik matriste asal kdsegen elemanlari hep sifirdir.
Ornegin,

0 2 3

-2 0 -5

-3 5 0

bir ters simetrik matristir.

—\T
Tamm 4.7.[1] A" = (A) = A olacak sekilde A (kompleks) kare matrisine Hermityen

matris denir. Eger A=[a; | kare matrisi Hermityen matris ise a; =a; dir. Bir
Hermityen matrisin kdsegen elemanlari reel sayilardir.
Ornegin,
1 I 1+
A= -i -5 2-i
1-i 2+i 3

matrisi bir Hermityen matristir.

—\T
(A) =—A olacak sekilde A (kompleks) kare matrisine ters Hermityen matris

denir. Eger A=]a; | kare matrisi ters Hermityen matris ise a; =-a; dir.

7
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Bir ters Hermityen matrisin kdsegen elemanlar1 0 veya sanal sayilardir.
Ornegin,
i 1-i 2
A=-1-i 3i i
-2 i 0

matrisi bir ters Hermityen matristir.

Tanim 4.8.[1] A, nxn mertebesinden bir kare matris olmak iizere
AB=BA=1,
bagmtisini saglayan ( eger varsa ) B matrisine A matrisinin tersi veya inversi denir.
A matrisinin inversi A™ ile gosterilir. Tersi olan matrise regiiler matris ya da tersinir
matris denir.
A , nxn mertebesinden bir kare matris olmak tizere A nin tersi yoksa A

ya singiiler veya tekil matris denir.
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5. POZITIiF YARI TANIMLI MATRIiSLER

Bu boliimde matris teoride 6nemli bir yere sahip olan pozitif tanimli matrisler
ve pozitif yar1 tanimli matrisler lizerinde duracagiz. Bu matrislerin 6zdegerleri pozitif

oldugundan uygulamali matematikte bircok kolayliklar saglamaktadir.
A, nxn tipinde bir hermityen matris olsun. A matrisi sifirdan farkli her x e C" igin
X Ax>0 sartii sagliyorsa bu matrise pozitif tamimli matris denir ve A > 0 ile
gosterilir. Eger her x e C" igin
X AX>0 sartim sagliyorsa A matrisine pozitif yar1 tanimli matris denir ve A > 0 ile
gosterilir.

Her pozitif taniml1 matris ayn1 zamanda pozitif yar1 taniml1 matristir. Fakat bir

pozitif yar1 tanimli matrisin pozitif tanimli matris olmasi i¢in gerek ve yeter sart

matrisin tersinir olmasidir. Ornegin L J matrisi pozitif yar1 tanimlidir ama pozitif

2 1
taniml1 degildir. L J matrisi ise hem pozitif tanimli, hem de pozitif yar1 tanimli bir

matristir. Pozitif tanimli matrislerin eslenigi, transpozesi, eslenik transpozesi ve tersi

de pozitif tanimlidir.

Pozitif taniml1 matrislerin kullanigh ve basit bir¢cok karakterizasyonu vardir.

Simdi bunlarin bazilarini verelim.

Teorem5.1.[2] AeM, (C) hermityen matrisinin pozitif tanimli olmas1 igin gerek ve

yeter sart 6zdegerlerinin pozitif olmasidir. Pozitif yar1 tanimlilikta ise gerek ve yeter
sart 6zdegerlerin negatif olmamasidir.

Ispat: A matrisi pozitif taniml1 matris, A , A matrisinin 6zdegerlerinden birisi ve X de
A ya karsilik gelen 6zvektor olsun. Bu takdirde

X*AX = X*AX = AX"X
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*

esitligi yazilabilir. Buradan A = X — elde edilir. x"Ax ve X'x pozitif oldugundan

X X
oranlar1 da pozitiftir. Béylece istenen elde edilmis olur. D =k&s(4,,...,4,) matrisi A

nin 6zdegerlerinden olusan kdsegen matris olsun. A matrisinin 6zdegerleri pozitif ise

y=Ux n n

sifir olmayan x e C" igin X"Ax=XxU'DUx = y Dy = Z:di)_liyi = Zdi |yi|2 >0 elde
i=1 i=1

edilir ki istenendir.

Sonug 5.1.1. Pozitif taniml1 matrislerin izi ve determinanti pozitiftir.

Sonu¢ 5.1.2. Ae M, pozitif yar: taniml1 matris ise A* matrisi de k =1,2,...icin pozitif

yar1 tanimhidir.

ispat: A matrisinin 6zdegerleri A4,,..., 4, ise A matrisinin Ozdegerleri ﬂ,lk/”L: dir.

Dolayistyla bu 6zdegerler de pozitiftir.

Teorem 5.2.[3] A hermityen matrisinin pozitif tanimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

ilk esas minorlerinin pozitif olmasidir. Pozitif yar1 tanimli olmasi igin gerek ve yeter

sart esas minodrlerinin negatif olmamasidir.

Teorem 5.3.[3] A, nxn tipinde bir matris olmak iizere biitin nxm X kompleks

matrisleri i¢in, A matrisinin pozitif yar1 tanimli olmast i¢in gerek ve yeter sart

X"AX >0 olmasidir.

Teorem 5.4.[3] A, nxn kompleks matrisinin pozitif yar1 tanimli olmasi i¢in gerek

ve yeter sart U {niter matrisi ve negatif olmayan A 0Ozdegerleri igin

A=U"kos(4,,...,4,)U olmasidur.

Teorem 5.5.[3] A matrisinin pozitif yar1 tanimli matris olmasi i¢in gerek ve yeter sart

baz1 B matrisleriigin A=B'B olmasidir. Pozitif tammlilik igin ise B nin tekil olmayan

matris olmasi gerekir.

Teorem 5.6.[3] A matrisinin pozitif yar1 tanimli olmast igin gerek ve yeter sart bazi

{ist ficgen matrisleri icin A=T T olmasidir. Ayrica T negatif olmayan kdsegen

elemanlaria sahip bir matris olarak segilebilir. A pozitif tanimli matris ise T tektir.
Her negatif olmayan saymin bir tane negatif olmayan karekokii vardir. Bu

durum matrisler i¢in soyle genellestirilebilir.

10



5. POZITiF YARI TANIMLI MATRIiSLER Mehmet ibrahim FIGEN

Teorem 5.7.[3] Her A>0 icin B? = A olacak sekilde bir tane B >0 matrisi vardir.
Ispat: A>0icin A=U*kds(A,...,4,)U oldugunu biliyoruz. Oyleyse

1 1

B =U"kés(42,..,1,2)U

matrisi vardir. Bu matrisin 6zdegerleri de pozitif oldugundan B matrisi pozitif yar1

1
tanimlidir. B matrisine A matrisinin karekokii denir ve A? ile gosterilir.

11
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6. POZITIF YARI TANIMLI MATRIS CIFTI

Esitsizlikler modern matris teorinin ana konularindan biridir. Bu boliimde
tezimizde de Onemli bir yere sahip olan iki pozitif yar1 tanmimli matris igeren
esitsizlikler tizerinde duralacaktir.

A ve B ayni mertebeli hermityen iki matris olsun. A-B pozitif yar1 tanimli ise
A>B veya B<A vyazabiliriz. Buradaki > esitsizligi bir kismi siralamadir.
Hermityen matrisler tizerindeki bu siralamaya Lowner kismi siralamasi da denir. Bu
siralama su sekilde gosterilebilir:

e Her A hermityen matrisi igin A > A,

e A>BveB>Aise A=B,

eA>BveB>CiseA>C

Ayrica Teorem 5.3 de yer alan A>0 olmas1 i¢in gerek ve yeter sart
X"AX >0 esitsizligi, A> B olmasi igin gerek ve yeter sart X AX > X BX olarak
genellestirilebilir.

Simdi de pozitif yar1 tanimli matrisler i¢in 6nemli esitsizlikler igeren teorem
asagidaki gibidir.
Teorem 6.1.[3] A>0 ve B>0 ayni mertebeli iki matris olsun. O halde asagidaki
esitsizlikler vardir:

i. A+B>B

N 11

ii. A2BAZ >0

iii. iz(AB) <izA.izB

IV.  AB’ nin 6zdegerleri negatif olmayan sayilardir. 4B’ nin pozitif yar1
taniml1 matris olmasi icin gerek ve yeter sart AB=BA olmasidir.

Teorem 6.2.[4] A ve B pozitif yar1 tanimli matrisler olsun. Oyleyse

N
N

A>2B=A?=B

dir.

12
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Teorem 6.3.[3] Eger A pozitif tanimli matris ve B hermityen matris ise

A=P’IP ve B=PDP
esitliklerini saglayan tersinir bir P matrisi vardir. Ayrica B matrisinin pozitif
0zdegerleri ile D matrisinin pozitif 6zdegerlerinin sayis1 aynidir. Ayn1 durum negatif
Ozdegerler ve sifir 6zdegerlerin sayisi i¢in de gecerlidir.

Dolayisiyla B pozitif yar1 tanimli matris ise D negatif olmayan kdsegen
elemanlara, B pozitif tanimli bir matris ise D pozitif kdsegen elemanlarina sahip
olacaktir. Ayrica D matrisinin kosegen elemanlar1 A™'B matrisinin 6zdegerleri ile
aynidir.

Teorem 6.4.[2] A ve B, nxn tipinde hermityen matrisler olsun.

i. Eger A matrisi pozitif tanimli ise AB matrisi kosegenlestirilebilir ve reel
Ozdegerlere sahiptir. Ek olarak Bpozitif tanimli ise AB matrisi pozitif
Ozdegerlere, B matrisi pozitif yari tanimli ise AB matrisi negatif olmayan
0zdegerlere sahiptir.

ii. Egerhem A hemde B pozitifyari tanimli ise AB matrisi kdsegenlestirilebilir

ve negatif olmayan 6zdegerlere sahiptir.

13
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7. DETERMINANTLARIN BAZI OZELLIiKLERI

Teorem: 7.1.[1] Bir A kare matrisinin determinant1 det(A) veya |A| ile gdsterilir.
i.  1x1 mertebesinden A= [a] kare matrisinin determinanti

det(A) = |A| = |a| =a dir.

ii. 2x2 mertebesinden A= {aﬂ %o } kare matrisinin determinanti
aZl a22
a, a, :
iii. A= =a,,a,, —a,a, dir.
aZl 22
a, @, a;
iv.  3x3 mertebesinden A=|a, a, a, | karematrisinin determinanti
a3 dp A
ail alz a13 a22 a‘23 a21 a23 a21 a22
|A|:a21 ay, azs:aua3 a, - 283 a, ""'3‘136‘3 a,
2 3 1 3 1 2
a3l a32 a33

=a; (azzaas - azsaez ) —ay, (a21a33 - a23a31) + a13 (a21a32 - a22a31)

dir. Bu ifade, A matrisinin determinantinin 1 inci satira gore agilimidir.

i 3

Teorem: 7.2[1] A=[a;]|, nxn mertebesinden bir matris olsun ve M
elemaninin bulundugu satir ve siitunun silinmesiyle A dan elde edilen (n—1)x(n—1)
mertebeden matrisi gostersin. M matrisinin determinantina @; elemaninin minori

denir. Ayrica

i+]

A = (‘1)

degerine @; elemaninin es¢arpani ( kofaktorii) denir.

M,

Teorem 7.3.[1] n>2 olmak iizere A, nxn mertebesinden bir kare matris olsun.
i=12,..,nve j=12,..,n igin

det(A)=|Al=a,A, +a,A, +..+3,A, =a A +a, A +..+a A,
14
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dir. Determinantin bu sekilde hesaplanmasina Laplace agilim1 denir.
Teorem 7.4.[1] Bir determinantta herhangi bir satir ( ya da siitun) elemanlarinin hepsi
0 ise determinantin degeri 0 olur.

Bir determinantin bir satirindaki ( ya da stitununda ki ) elemanlar bir k skaleri
ile ¢arpilirsa determinant K ile garpilmis olur.

Determinantta herhangi iki satir ( ya da siitun ) yer degistirirse determinant
isaret degistirir.

Bir determinantin herhangi satir (ya da siitun) elemanlar1 bir k skaleri ile
carpilip bir bagka satirin ( ya da siitunun ) elemanlarina eklenirse determinantin degeri
degismez.

Bir determinantin herhangi iki satir1 ( ya da siitunu ) birbirine esit ise
determinantin degeri O olur.

Bir determinantin herhangi iki satir ( ya da siitun ) elemanlar1 karsilikli olarak
orantil1 ise determinantin degeri O dir.

Teorem 7.5.[1] Bir matrisin determinanti transpozesinin determinantina esittir. Yani,
bir A, nxn matrisi i¢in |A|=‘At‘ dir.
Teorem 7.6. (Sarrus Kurah)

Sadece 3x3tipindeki matrislerin determinantin hesaplanmasinda kullanilan

bir yontemdir.

& 8, dy
| A| =la,, A, ay| determinanti
8 8y Ay

| A| = (anazzass ) + (a12a23a31) + (a13a21a32 ) - (a13a22a31) - (anazsasz ) - (a12a21a33 )

seklinde hesaplanir.

Teorem 7.7.[3] A,B € M, olmak iizere
det(A.B) =det A.detB
dir.

15
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Teorem7.8.[3] AeM_,CeN, B, .0, olmakiizere

nxm? ~'mxn

B
=det AdetC
0 C

dir.
Teorem 7.9.[3] Elementer satir ( siitun ) islemleri lineer cebirde 6nemli bir rol oynar.
Bu islemlerin blok matrislere uyarlanmis hali su sekildedir.
i. ki blok satir1 ( siitunu ) yer degistirme
ii.  Bir blok satir1 ( siitunu ) soldan ( sagdan ) tekil olmayan uygun boyutlu bir
matris ile ¢arpma
iii.  Bir blok satir1 ( siitunu ) soldan ( sagdan ) uygun boyutlu bir matris ile garpip
baska bir satira ( siituna ) ekleme

iv.  Bu elementer islemler kullanilarak

A B A B A 0 ;
N P . | sonucuna varilir. Boylece
C D 0 D-CAB 0 D-CA'B

A tersinir matris olmak sartiyla
A
C

Teorem 7.10.[3] Ae M, , tersinir, DeN_,, BeM

B
o= det A.det(D —CA™'B) bulunur.

CeM,, , olmakiizere

nxm?

A B
AC =CA ise ‘ ‘ = det(AD —CB)
C D

. A B
Ispat: ‘C D‘ =det A.det(D —CA™'B) oldugu bir énceki maddeden bilinmektedir.

Buradan da
det A det(D —CA™'B) = det(AD — ACA'B) = det(AD —CAA'B) = det(AD —CB)
Sonucu elde edilir.

Teorem 7.11.[3] A ve B , nxn kompleks matrisler olmak tizere

‘0 A =(-1)"det AdetB
B 0

olur.

16
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Teorem 7.12.[3] A,B € M, (R) matrislerini ele alalim. Oyleyse

A -B
det(A+iB)|’ =
|det(A+iB)| ‘B A‘

olur.

. I —

Ispat: Benzer matrislerin determinantlar1 ayni oldugundan P :[O I j secilerek
I i (A -B)(I -} (A+iB 0
o 1)AB AJlo 1) 0o A-iB

matrisi elde edilir. Oyleyse

A+iB 0
0 A—iB

A -B
B A

‘:det(A+iB).det(A—iB)

= det(A+iB)det(A+iB) =|det(A+iB)[

sonucuna varilir. Ustteki dzelligin pozitif yar1 tanimli matrisler i¢inde dogru oldugu da

agikardir.

Yani A BeM, ((C) pozitif yar1 taniml1 matrisler ise

A -B
det(A+iB)|’ =
|det(A+iB)| ‘B A‘

dir.

Teorem 7.13.[3] A Be M, (C) ise
8 _ det(A+ B).det(A— B)
B A '
dir.

17
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Ispat: ABeM, (C)

A+B B+A

B

A Bl
B A

|
=det(A+B
(A+ >\B A\

I I
=det(A+B =det(A+B)det(A-B
(+)‘OA_B‘ (A+B)det(A-B)

dir.
Teorem 7.14.[3] Eger A>B >0 ise det A>detB dir.
Ispat: A ve B pozitif yar1 tanimli matrisler oldugundan Teorem 6.3’ten A=P D,P ve
B=P'D,P esitliklerini saglayan P ters gevrilebilir matrisi vardir. Oyleyse
A>B>0= PDP>PD,P=P(D,-D,)P>0
=D,-D,>20=D, 2D, =detD, >det D,
= det P" det D, det P > det P" det D, det P => det A>det B
dir.
Teorem 7.15.[3] A>0,B >0 ayn1 mertebeden matrisler olmak {izere
det(A+ B) >det A+ detB
dir.
Ispat: Bir 6nceki 6zellikte oldugu gibi A=P D,P ve B = P"D,P seklinde yazilabilir.
Oyleyse D, =kés(a,,a,,...,a,) , D,=kos(b,b,,....b,) olmak iizere

det(A+ B) = det(P"D,P + P"D,P)
=det(P"(D, + D,)P =det P" det(D, + D,) det P

= det P*.ll[(ai +b, ) det P > det P*[]l[ai +f[bijdetP

i=1 i=1 i=1

=det P det D, det P +det P  det D, det P
=det A+detB

bulunur. Ispat tamamlanmis olur.

18
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Teorem 7.16.[2] (Minkowski Determinant Esitsizligi)

A ve B, nxn tipinde pozitif yar1 tanimli matrisler ve n>1 olmak iizere

1 1 1

det" (A+B) >det” A+det" B
dir.
Esitlik durumu (i)A=0 (ii)B=0 (iii)A+B tekil matris (iv)B=aA, a>0

durumlarinin herbiri i¢in gegerlidir. Ayrica sonug olarak

det(A+ B) >det A+detB dir.

Esitlik durumu (i)A=0 (ii)B=0 (iii) A+ B tekil matris durumlarmimn her biri igin
gecerlidir

Ispat: Cok iyi bilinen bir esitsizligi kullanarak ispatimiza baglayalim. 6,,...,6, negatif
olmayan sayilarmin @, +6, +..+6, =1 esitligini sagladigini varsayalim. Oyleyse
X = (X Xn) ve y= (yl, .. yn) negatif olmayan bilesenlere sahip ise

O+ Y)Y ) 2 x2%% X, +yhy,% Ly, esitsizligi - gecerlidi.  Esitlik
durumu ancak ve ancak x=0 veya y=0 veya bazi i’ler igin X, =Yy, =0 veya x=Kky
(k >0) durumlarindan birinde gegerlidir. Bu sayisal esitsizlik timevarim metodu ile

ispatlanabilir.

Vi i¢in ¢, >0 ve d, >0 olacak sekilde
C =kos(cy,¢y,...c,) , D=k0s(d,,d,,...,d,) kosegen matrisleri i¢in

A=P'CP, B=PDP olacak sekilde bir tersinir P matrisinin varligi
biliniyor. Oyleyse

1 1 0
n n

(det(A+B))" > (det A)" +(det B)' < (|det P[" det(C + D))

1
n

>(|det P detc)* +(|det P[ det D)" < (det(C + D))" > det’ C +det’ D

< ((¢+d,)--(c, +dn))% >(c,..C, ) +(d,...d, )

1
n
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bulunur ki stteki esitsizlik Vi icin 4 :1 almarak dogru oldugu goriliir. Diger
n

esitsizlikler bu esitsizligin bir sonucudur.

Teorem 7.17.[3] A>0 ve B>0 ayni boyutlu iki matris olsun. Herhangi A, ueC
i¢in

|det(AA+ uB)| < det(|4| A+||B) olur.
Ispat: Vi igin c,d, >0 olmakiizere C =kos(c,,c,,....c,) ve D =kos(d,,d,,...,.d,)
kosegen matrislerini alalim. A=P'CP ve B=P'DP oldugunu biliyoruz. Ayrica

c,d >0 olmak iizere |Ac+ ud|<|A|c+|x|d bilinen bir gergektir. Oyleyse

|det(AA+ uB)| <|det P|" det(AC + uD)
=|det P|* | ¢, + ud,...| Ac, + ud, |
<|det P[*(|4|c, +|¢d,)...(|A|c, +|«|d, )
=det(|A| A+|u|B)
bulunur.
Teorem 7.18.[3] A>0 ve B >0 ayni boyutlu iki matris ve A>B olsun. Oyleyse

@> detB
trA  det A

dir.

Teorem 7.19.[3] Teorem?7.9. ‘da A, ters gevrilebilir matris olmak sartiyla

(B 8)
A Ay

blok matrisinin determinantinin

Ar A

1 2

detA= = det Au-det(Azz - A21A1171A12)

oldugunu goérmiistiik. Literatiirde

A= Al A=A, - Azlpﬁll'Aiz

matrisine A, matrisinin Schur tamamlayicisi denir.
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A pozitif tanimli matris ise A, pozitif tanimli matris ve A, = A, oldugu
bilinen bir gergektir. Oyleyse
A,z A, 20
elde edilir. Buradan da

det A, >det A,

yazilir.
Bu esitsizlikleri kullanarak Fischer esitsizligi olarak da bilinen determinant
esitsizligini verelim.

Teorem 7.20.[2] (Fischer Esitsizligi)

A pozitif yar1 taniml1 matrisinin

(B 2
Ay Ay

seklinde bloklara ayrildigini varsayalim. Oyleyse
det A<det A,.det A,

dir. Ayrica tim bloklar ayni boyutlu kare matrisler olmak sartiyla

|det A,|* <det A,.det A,
esitsizligi gecerlidir.
ispat: det A=det A,.det( A, — A, A, A, ) oldugunu biliyoruz.
A,>A,—A,A'A, oldugundan birinci esitsizlik elde edilmis olur. Ikinci
esitsizligin ispat1 i¢in
Ay 2 Ay ATA, 20

oldugunu biliyoruz. Her iki tarafin determinantini alirsak

det A, > det(A, A'A,)
=det A, det A, >|det A,

|2

dir.
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Teorem 7.21.[2] (Hadamard Esitsizligi)
A matrisi a,,,a,,,...,a,, kosegen elemanlarina sahip pozitif yar: tanimli matris olsun.
Oyleyse
detA<a,.a,..a,
dir.
Ispat: A matrisi pozitif yar1 tanimli matris oldugundan Vi igin a, >0 dir. Farz edelim

a; >0olsun.
D= k6§(a1_l% ey a;n%) kdsegen matrisini olusturalim.

A matrisi pozitif yar1 tanimli matris oldugundan B = DAD matrisi kosegen elemanlari

1 olan pozitif yar1 tanimli matristir. Oyleyse aritmetik-geometrik ortalama esitliginden
1
n n n 1
n=trB=> %(B)=> n(Hﬂ,, (B)J =n(detB)n
i=1 i=1
elde edilir. Yani
detB<1

dir. Boylece
det A=det(D'BD ") =] [ a; detB<] ] a;
i=1 i=1

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.
Bu esitsizligin bir sonucu olarak A, mx ntipinde herhangi bir kompleks matris

olmak iizere
det(A'A)<] i\a”

esitsizligi yazilabilir.

Teorem 7.22.[3] A,B,C ve D tekil olmayan nxn tipinde kompleks matrisler ise

(_

AT BY (1) |AC
" det(ABCD)|B D

C -1 D—l

dir.
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Teorem 7.23.[2] (Fan Determinant Esitsizligi)

H,K € M, hermityen matrisler olsun. Ayrica A=H +iK matrisini olusturalim. Eger

H pozitif taniml1 matris ise
2 2 2 2
(det H)n +|det K|n <|det (H +iK)[r =|det Alr
dir. Esitlik durumu H 'K matrisinin biitiin 6zdegerlerinin ayn1 modiile sahip olmasi
durumunda gecerlidir.

Ispat: Teorem 6.3’ten biliyoruz ki H =SIS™ ve K = SDS” esitliklerini saglayan bir

tersinir S matrisi vardir. Yine ayni teoremden bilinir Ki
D =kos(A,..., 4,) matrisinin kdsegen elemanlart H K matrisinin 6zdegerleridir.

Dolayisiyla esitsizligimiz

(det(1 +iD)|s =1+ |det DJr

esitsizligine denktir.
1 1

mpmi\f :Lﬁ(lmf)]n ve [det D|s :(sz

=t

oldugundan

esitsizligini ispatlamamiz gereklidir. Bu esitsizlik

(o[ {18 <[f1n] snso

Minkowski  ¢arpim  esitsizliginin  6zel bir  halidir.  Esitlik  durumu
A =..=4>=c>0 durumunda gegerlidir.
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8. BAZI DETERMINANT ESITSIZLIKLERI

Teorem 8.1.[3] A B,C nxn pozitif yar1 taniml1 matrisler olmak tizere
det(A+C)+det(B+C)<detC +det(A+B+C) (8.1)
dir.

Ispat: Amatrisinin tekil olmayan bir matris oldugunu kabul edelim. Ayrica C =1
alinarak ispatin yapilmasi genelligi bozmayacaktir. i =1,2,...,n olmak lizere A,z ve
S, ’ler sirastyla B, Ave B+ Amatrislerinin i.6zdegerleri olsunlar. Oyleyse iistteki
esitsizligi

n n n

[Ta+2)+]JA+m)<1+]](1+6)

i=1 i=1 i=1
seklinde yazabiliriz. 5, (X), k .elementer simetrik fonksiyon olmak iizere

n

[T@+%) =1+ (0 + %+t X )+t X X X, = D6, (X)

i=1 k
esitligi dogrudur.
Ek(x)zék(ﬂl(x),...,ln(x)) X’in Ozdegerlerinin k. elementer simetrik

fonksiyonlar1 ve E, (A)+E, (B) < E, (A+B) bilgisinden hareketle esitsizligin dogru

oldugu asikardir.
Bu teoremde C =0alinirsa
det(A+ B) >det A+detB (8.2)
oldugu goriiliir. Buradan da
det(A+C)+det(B+C) <detC +det(A+B+C)
esitsizligi
det(A+B) >det A+ detB
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esitsizliginin bir genisletmesi oldugu gercegine varilir.

Minghua Lin [6] makalesinde, (8.1) ile (8.2) arasinda asagidaki iliskiyi elde etmistir.

Teorem 8.2.[3] A, B,C pozitif yar1 tanimli matrisler olmak tizere
det(A+B+C)+detC —(det(A+C)+det(B+C))>det(A+ B)— (det A+det B)

esitsizligi gecerlidir.

Haynsworth [5] caligmasinda asagidaki teoremleri vermistir.

Teorem 8.3.[5] A, B nxntipinde Hermityen matrisler (A;),(B;) i,i=12,

matrisleri A ve B matrislerinin bloklar1 olsun. Ayrica A, ve B, matrislerinin kare

matrisler oldugunu kabul edelim.
Eger A>0,B>0,A, >0,B, >0 ise
(A+ B/A,+ Bll) Z(A/ A11)+(B/ Bll)
dir.
Teorem 8.4.[5] A, B nxntipinde Hermityen matrisler (A;),(B;) i,j=12,

matrisleri A ve B matrislerinin bloklar1 olsun. Ayrica A, ve B, matrislerinin kare

matrisler oldugunu kabul edelim.

det(A+B/A,+B,)>detA/det A, +detB/detB,
dir.

Sonug olarak Haynsworth [5] makalesinde det( A+ B)>det A+detB

esitsizligini gelistirerek asagidaki esitsizligi bulmustur.

Teorem 8.5.[5] A ve B pozitif tanimli matrisler ve k =1,...,n i¢in A ve B, ’lar

sirastyla A ve B matrislerinin k. mertebeden sol iist kosede ki esas alt matrisleri ise
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>
=3

-1
det( A+ B) > det A(l+ det(Bk)}rdet B[1+

= det(Ak)J
= det(A,)

= det(By)
dir.

Hartfiel, ‘An Extension of Haynsworth’s determinant inequality’ , makalesinde

Haynsworth’un elde ettigi esitsizligi gelistirerek asagidaki teoremi sunmustur.

Teorem 8.6.[9] A, Bmatrisleri n. mertebeden pozitif tanimli matrisler olmak tizere

det (A+ B)2[1+ 5 det(B‘)JdetA+[1+ 5 det(A‘)Jdet B+(2" —2n)(det Adet B)2
iz det(A) im det(B))

dir.

Ispat: Ave B k.mertebeden matrisler olsun.

k =1lise esitsizlik |A+ B| > |A| + | B| esitsizligine indirgenir ki {liggen esitsizliginden
dogrudur.

k <nolmak tizere esitsizligin her k xk boyutunda Ave B matrisi i¢in dogru olsun.

Simdi Ave B matrislerinin n.mertebeden pozitif tanimli matrisler oldugunu kabul

edelim. Oyleyse Teorem 8.4° ten

det(A+B) =det(A,_, +B,_,)det(A+B/(A_ +B,,))
>det(A,_,+B,,)(det A/det A, +detB/detB, )

elde edilir. Boylece tiimevarim metodundan

det(A+B)> [1+Zi%z;] det A +(1+ 12 %}det B,
2| detA  detB }

+(2"*=2(n-1))(det(A,,).det(B,)) '{det A " gt By

esitsizligi elde edilir. Buradan da bazi hesaplamalar sonucunda
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det(A+B)=> [1+ i%}i‘;)det A+(1+ f‘l %}det B+(2"—2n)(det A det B)%

esitsizligi elde edilir ki istenen bulunmus olur.
Bu teoremin dogal bir sonucu su sekilde verilebilir.

Teorem 8.7.[9] Eger A ve B matrisleri n.mertebeden pozitif tanimli matrisler ise

det(A+B) > det A+det B+ (2" - 2)(det A.det B)%
dir. Esitlik durumu A= Big¢in gegerlidir.
Teorem 8.8.[2] (Ostrowski-Taushy Esitsizligi)
H,K e M, Hermityen matrisler ve A= H +iK olsun.

Eger H pozitif tanimli ise

det H <|det H +iK|=|det A|

dir. Esitlik durumu K =0 olmast durumunda yani A matrisi hermityen matrisi iken

gecerlidir.
Ispat: A=H(l +iH 'K)yazarsak esitsizligimiz

|det(l +iH'K)| =1

halini alir. Teorem 6.4. den H K kosegenlestirilebilir ve 4, 4,,..., 4, reel

0zdegerlere sahiptir.

Oyleyse
det(1 +iH K)| =f[\1+i/1]\
j=1

ve

L+ =1+4% 21
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oldugundan ispat tamamlanmis olur. Esitlik durumu A =0 olmas1 halinde saglanir. Bu

da H 'K =0 olmasi ile yani K=0 olmas1 halinde gegerlidir. Bu da Amatrisinin

hermityen olmas1 durumunda saglanir.
Ostrowski-Taussky esitsizligini asagidaki teoremde biraz daha gelistirebiliriz.

Teorem 8.9.[2] n>2, Hve K matrisleri hermityen matrisler ve A=H +iK olsun.

Eger H pozitif taniml1 ise

det H +|det K| <|det(H +iK )|

dir. n=2 ise bu esitsizlik baz1 Creel sayilari i¢in K =CcH olmasi durumunda esitlik
haline gelir. n>3 ise esitlik haline gelmesi i¢in gerek ve yeter sart K =0olmasi yani

A matrisinin hermityen matris olmasidir.

Ispat: Esitsizligin dogru olmasi i¢in bir nceki 6zellikte oldugu gibi i =1,...,nigin A

-1 e e o . .
’ler H K matrisinin 6zdegerleri olmak {izere

det(l +iH*K)| = [ T[L+i4;| 21+ | 4| = det 1 +|det(H *K)|
j=1 j=1
esitsizligini ispatlarsak istedigimizi elde etmis oluruz.
. 2 2
L+id| =1+ 4
oldugundan yukaridaki esitsizlige denk olarak
n n 2
V2;eR ve n=2 igin H(l+ ﬁ,jz ) > (l+ HV‘J U esitsizligini ispatlayalim.
j=1 j=1

n=2i¢in

(1+Af)(1+/122):1+/112 + A2+ APAL
>14 2|4 |+ 4222 = (L+|4|)

bulunur ki esitlik ancak ve ancak 4 =4, =¢ < K =cH oldugunda gecerlidir.
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n>3ise
n n n-1 n
[T@+47)=1+] A7 +] 147 + 2.4 +negatif olmayan terimler
j-1 j-1 j-1 i1
>1+1n;i/12 + A7 +ﬁ/1j2 +nilf
j=1 j=1 =

21+[ﬁ/1j2 +/1an+ll!/1j2
5 .

j=1

ol
j=1 j=1
2
= (“H‘ﬂi‘}
j=1

bulunur ki ispat tamamlanur.

Teorem 8.10.[2] f(A)=logdetA fonksiyonu nxn tipinde pozitif taniml

matrislerin olusturdugu konveks kiime tizerinde keskin konkav bir fonksiyondur.

Ispat: A ve Bpozitif tamml matrisleri alahm. & €(0,1) igin
f(aA+(1-a)B)2af(A)+(1-a)f (B) (8.3)

oldugunu gostermeliyiz. Teorem 6.3’den A=CIC ve B = CDC esitliklerini saglayan
C e u, ve D=kds(4,,....4,), 4 >0 matrislerinin oldugu bilinir.

f (aA+(1—a)B) =log det[aA+(1—a)B]
=logdet| C(al +(1-a)D)C" |
=log(detCC".det(al +(1-)D))
=logdetCIC" +logdet (! +(1-)D)
=logdet A+logdet(al +(1-a)D)

= f (A)+logdet(al +(1-a)D)

dir. Ayrica
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af(A)+@1-a)f(B)=alogdet A+ (1-a)logdet(CDC")
=af (A)+(1-a)log(det(CC").det D)
—af(A)+(@1-a)f (A)+(1-a)logdet D’
=f(A)+(1-a)logdetD

esitligini elde ederiz.
(8.3) esitsizliginin saglanmasi igin
logdet(al +(1-a)D)> (1-a)logdet D

oldugunu gostermek yetecektir. log x fonksiyonunun keskin konkav oldugu bilgisi

yardimiyla bu esitsizligi su sekilde ispatlayabiliriz.
logdet (al +(1-a)D)=log[ [(a+@-a)4)
i=1

=i|og(a+(1—a)/1,)2i[alogl+(1—a) log A |

i1
~(1-a)) log =(t-a)log[ | 4
i=1 i=1
=(l-a)logdet D
Bu esitsizligin esitlik haline gelmesi Vi i¢in 4 =1olmasi ile gergeklesir. Bu
da D=1 olmasi yani A=B olmasi ile saglanir.

Her iki tarafi iistel fonksiyona tabi tutarak, iistel fonksiyonun artan fonksiyon

olmasindan asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 8.1. Ave B pozitif tanimli matrisler ve 0 < a <1 olsun. Oyleyse

det(aA+(1-a)B)>det A*.det B

dir. Esitlik durumu A= B i¢in gegerlidir. o = % alirsak = det( A; B ) >+/det AB

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik matrislerin aritmetik-geometrik ortalamalari tizerine

bir determinant esitsizligidir.
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Ayrica Minkowski determinant esitsizliginde A matrisi yerine A matrisi, B

matrisi yerine (1-«)B yazinca

1

[ det(aA+(1-a) B)]% > or(det A)% +(1—a)(det B)"

1
esitsizligi elde edilir. Bu da f(A)=(det A)" fonksiyonunun pozitif tanimli matrisler

kiimesi lizerinde konkav oldugunu gosterir.

Lakin A ve B keyfi kompleks matrisler oldugunda bu esitsizlikler genellikle
gecerli degildir.
Fozi M. Dannan[7] , Convexity of  f(A)=(detA)" adli makalesinde

f (A) =det A fonksiyonunun konveksligi tizerine ¢alismis ve asagidaki sonuclar: elde

etmistir.

Teorem 8.11.[7] A,BeMn((C) pozitif tanimli matrisler ve A, (j:1,2,...,n)

1 1
A 2BA 2 matrisinin 6zdegerleri olsun. Eger her ii¢in 4 >1 veya A <1 ise

det(aA+ BB)<adet A+ S detB

esitsizligi a, >0 ve o+ f =1 sart1 altinda gegerlidir

1 1
Teorem 8.12.[7] A ve B pozitif tanimli matrisler ve A 2BA ? matrisinin biitiin

ozdegerleri 1°den biiyiik veya 1°den kiigiik olsun. Oyleyse f (A)=(detA)"
fonksiyonu pozitif tanimli matrisler kiimesi iizerinde m>1 veya m<0 oldugunda

konveks bir fonksiyondur.

Shilin Zhan, [8], ¢calismasinda A ve B matrislerinin keyfi kompleks kare matrisler

olmasi durumunu incelemis ve asagidaki sonuglari elde etmistir.
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Teorem 8.13.[8] A,BeM, (C) olsun. B matrisi tekil olmayan bir matris ve

Re A, (B‘lA) >0 (k=1,2,...,n) olmasi durumunda t > 2 icin
n

|det(A+B)[ > |det(A)[ +|det(B)|
esitsizligi gecerlidir. Ozel olarak t =1 alinirsa

|det(A+ B)| > |det A|+|det B]
bulunur.

Teorem 8.14.[8] A,BeM (C) olsun. Bmatrisi tekil olmayan bir matris ve
Reﬂk(B’lA)ZO, (k=1,2,..,n)olsun. B'A matrisinin tiim &zdegerlerinin ayn1

modiile sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart
2 2 2
|det(A+ B)|» >|det Aln +|det BJn
olmasidir.

Teorem 8.15.[8] A ,BeM, (C)matrislerini alalim. Btekil olmayan matris ve
Re 4, (B_lA) >0, (k=12,...,n)olsun. Eger B™A matrisinin r tane reel 0zdegeri var

ve diger kokleri de eslenik kompleks kokler ise

|det(A+B)|' >|det Al +|det B[

esitsizligi t> 2 i¢in saglanir.
n+r

Bu teoremden yararlanarak Minkowski determinant esitsizliginin bir

genellestirilmesi soyle verilebilir.

Teorem 8.16.[8] A,B nxn tipinde matrisler olsun. Eger B tekil olmayan matris ve

_ e P : 1..
B~ A matrisinin biitiin 6zdegerleri pozitif sayilar ise t > = icin
n
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|det(A+B)|' >|det(A)| +|det(B)[
esitsizligi gecerlidir.

Tamim 8.1.[10] nxn kompleks matrisler kiimesinden kompleks sayilar kiimesinin bir
alt kiimesinde tanimlanan,
F(¢):M, > D(DcC)
A—F(A)=x"Ax (xeC")
fonksiyonunu g6z oniine alalim. Bu taktirde,
W (A) :{F(A) tAe Mn}
:{X*AX: Ae Mn,XeC“,x*x:l}
:{X*Ax: Ae Mn,XEC",||x||:1}

ile tanimlanan kiimeye, cebirsel anlamda A€M, matrisinin niimerik bolgesi,

kiimedeki kompleks sayilara kompleks diizlemde noktalarin karsilik getirilmesi ile

olusan geometrik sekle, A 'nin sayisal goriintiisii denir. Bu bagka bir ifade ile cebirsel

olarak matrisin niimerik bolgesi, geometrik olarak sayisal goriintii anlamindadir.
Ayrica bir A matrisinin Hermityen ayrisimi veya Toeplitz ayrisimi A=B+iC

olarak bilinir. Burada

*

_ A+ A C A—_A
2 2i

oldugu bilinmektedir. Dikkat edilirse B ve C hermityen matrislerdir.

B

)

Kompleks diizlemin belirli alt kiimeleri ve kompleks kare matrislerin baz1 6zel
siniflar1 arasinda iyi bilinen benzerlikler vardir. Ornegin modiilii 1 olan kompleks
sayilar iiniter matrislere, reel sayillar da bir¢ok durumda Hermityen matrislere
benzerdir. Ozel matrislerin bagka bir tiirii vardir ki kompleks diizlemin uzayin birinci
bolgesindeki sayilara benzemektedir.

A matrisinin hermityen ayrisiminda eger B pozitif yari tanimli (B >0) ise A

ya akretif matris denir. Eger B pozitif tanimli (B >0) ise A ya kesin akretif matris
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denir. Benzer sekilde eger C pozitif yari tanimli (C >0) ise A yadissipatif, C pozitif

tanimli (C > 0) ise A ya kesin dissipatif matris denir.

Hem (B>0) hem de (C >0) ise A ya akretif- dissipatif matris denir. Hem
(B>0) hemde(C >0) ise A yakesin akretif- dissipatif matris denir.

M. semboliinii (B >0) ve (C >0) olmak lizere akretif- dissipatif matrislerin

genisletilmis kiimesini gostersin.

Hermityen pozitif tanimli matrisler M ;" kiimesinin alt kiimesidir. M deki

matrislerin bir¢ok 6zelligi pozitif tanimli matrislerin 6zelliginin dogal genislemesidir.

Simdi de 6zel bir matristen bahsedelim.

ae [O, %} olmak tizere

S, :{z eC;Rez>0,|Imz|<|Rez|tan a}
kiimesine kompleks diizlemde sektor adi verilir. Bir A matrisinin niimerik bolgesi bir
o€ {0,%) degeri icin {Z :|arg z| < a} kiimesinin alt kiimesi ise A ya sektor matris

ad1 verilir. Yani bir & degeri i¢in bir A matrisinin niimerik bolgesi

taral1 bolgenin icine diisiiyorsa Aya sektdr matris denir.
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Akretif — Dissipatif matrisler; sektor matris olarak alinabilir mi sorusu aklimiza
gelmektedir. Akretif- Dissipatif matrisleri sektor matris olarak diisinmek 2 problem
ortaya cikarir. Birincisi biitiin akretif-dissipatif matrisleri i¢ine alan bir « degeri
bulunmamaktadir. ikincisi olarak da akretif-dissipatif matrislerin niimerik bélgeleri

birinci bolgeye diistiigiinden dolay1 sektoriin alt kismina gerek yoktur.

Bundan sonraki kisimda sektor matrisleri ve Akretif-Dissipatif matrisleri igeren

determinant esitsizlikler lizerinde durulacaktir.

‘Extension of a result of Haynworth and Hartfiel” adli ¢alismasinda Lin [11]

tarafindan asagidaki sonuglar elde edilmistir.
Teorem 8.17.[11] AeM_ (C)ve W (A)<S, olsun.
Oyleyse

|det A| <sec" (a)det(Re A)
esitsizligi gecerlidir.

Bu teorem Ostrowski-Taussky esitsizliginin sektér matrisler i¢in tersi olarak kabul
edilebilir.

Minghua Lin, ayn1 ¢alismasinda Haynsworth esitsizligini sektor matrisler i¢in

su sekilde elde etmistir.

Teorem 8.18.[11] A,Be M, (C)ve W (A),W (B)cS, olsun.

Ave B,, k=1..,n-1, sirastyla Ave B matrislerinin ilk temel alt matrisleri olsun.

Oyleyse
n-1
Sec" (a)‘det(A+ B)‘ > (1*‘2 gzg j|det A+ (1*‘2 det A j|d et B|
k=1 k

+(2"—2n),/|det AB|
dir.
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Bu teorem yardimiyla Minghua Lin [11] , akretif-dissipatif matrisler i¢in bir esitsizlik
elde etmistir. Amatrisi akretif-dissipatif matris ise

w (e_i“AJ cs.
n

olur. Yani e_le, o= % icin bir sektdr matristir. Dolayistyla yukaridaki teoremde A
yerine e ‘A, B yerine e “Bve o =% yazarsak asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 8.19.[11] ABeM, (C) akretif-dissipatif matrisler olsun. A ve B,,

k=1,..,n-1,sirastyla Ave Bmatrislerinin ilk temel alt matrislerini gostermek iizere

=S| det A, det A

:Ln,l n
2
22 " |det(A+ B)‘z[lJrkZl: Jet B,

+(2"-2n),/|det AB|

J|det A+ (1+z

J|det Bl

dir.

Zhang ve arkadaglar1 tarafindan bu teoremler gelistirilerek asagidaki teoremler elde

edilmistir.
Teorem 8.20.[13] A, Be M, (C)ve W (A),W(B)cS, olsun.

A ve B, k=1,..,n—-1, sirastyla Ave B matrislerinin ilk temel alt matrisleri olsun.

Oyleyse

< |det A det A

2n—1
Sec’™* (a)|det(A+B)|> (1 édet B

+(2"-2n),f|det AB|

]|det A+ (1+Z

J|det B
(8.4)

olur.
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Teorem 8.21.[13] ABeM,(C) akretif-dissipatif matrisler olsun. A ve B,,

k=1,..,n-1, sirastyla Ave B matrislerinin ilk temel alt matrislerini gostermek iizere

det A det A

2n_;|det(A+B E (1+Z

J|det Al+ (1+Z

J|det B|+(2" —2n),/|det AB|

olur.

Hartfiel esitsizliginin ikiden fazla matris i¢in distinildigi ilk ¢alisma Hou ve
Dong [12] tarafindan yapilmistir. Hou ve Dong tarafindan Hartfiel esitsizligi 3 tane

matris i¢in ¢alisiimis ve

! det B, +detC, ]detA+

det(A+B+C)>| 1+
( ) [ kZ:;‘ det A,

n-1 n-1
1JrzdetAkdeetCk det B+ 1+Zdet,DkeretBk detC
e~ det B, e~ detC,

+(2” —2n)(Jdet AB ++/det AC ++/det BC)

(85)

esitsizligi elde edilmistir.

Mao [12] tarafindan Hartfiel determinant esitsizligi ¢oklu matrisler igin
asagidaki sekilde elde edilmistir.
Teorem 8.22.[12] A;, jeM ={1,...,m} matrisleri pozitif tanimli matrisler olsun.

Ay k=1,..,n-1 icin A matrislerinin k.ilk temel alt matrisi olsun. Oyleyse

. D, detA,
]ZZI 1+i% dEtAj+(2”—2n) Z JdetA.detAj
i= j

k=1 1<i<j<m

det[zm: A

=1

dir.

Bu esitsizlikte m =2 alinirsa Hartfiel esitsizligi ; m=3alinirsa (8.5) esitsizligi elde

edilir.
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Mao bu ¢alismasinda elde ettigi esitsizligi sektor matrislere de uyarlayarak

asagidaki teoremleri elde etmistir.

Teorem 8.23.[12] A; € M, matrisleri W (Aj ) c 0, sartin1 saglasinlar.

Ay k=1,..,n-1, matrisleri A;, jeM ={1,....m}, k.ilk temel alt matrisleri olsunlar.

Oyleyse
m m n-1 z |d6tAk|
Sec" (0)|det| > A 1+cos* ( ZM _ lldet A,
(B o s
2"—2n) det AA|
Kl<]£m
elde edilir.

Teorem 8.24.[12] A e M, matrisleri W (A, ) = 8, sartim saglasinlar.

Ay, k=1,..,n-1, matrisleri A;, jeM ={1,....m}, k.ilk temel alt matrisleri olsunlar.

Oyleyse
Sec®™( dt(zm:AJ |1+ i— J'Z“”|detAk| det A|
n e > i£j,ie e )
=1 ! =1 k=1 ‘det Ajk‘ !

+(2”—2n) > \detAAj\

I<i<j<m
elde edilir.

Bu teoremde m=2ahmirsa (8.4) esitsizligi elde edilir,
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9. ARASTIRMA BULGULARI VE SONUCLAR

Bu kisimda calismamiz esnasinda elde ettigimiz sonuglar1 sunacagiz.

Kullandigimiz en 6nemli ara¢ Teorem 7.12 olacaktir.
ABeM, ((C) pozitif yar1 tanimli matrisleri igin
det(A+B)>det A+detB (9.1)
esitsizligi iyi bilinmektedir.
(9.1) esitsizligi Minkowski determinant esitsizligi olarak bilinen

1 1 1

(det(A+B))" > (det A)" +(det B)’

esitsizliginden kolaylikla elde edilebilmektedir. Daha Onceki bdoliimlerde de
verdigimiz lizere, Hartfiel [9] ve Haynsworth [5] (9.1) esitsizligini gelistirerek

n-1
det (A+ B)z[1+zw]dem+

i det(A) 9.2)
 det(A) : |
[1+;Wg:)]det8+(2 —2n)\/detAB

esitsizligini elde etmislerdir. Hartfiel tarafindan ayrica bu esitsizligin bir sonucu olarak

det(A+B)>det A+detB+(2"—2)/det AB (9.3)

esitsizligi elde edilmistir.

ABeM, ((C) pozitif yar1 taniml1 matrisleri ele alindiginda

|det(A+iB)|<det(A+ B)szg\det(AHB)\ (9.4)

esitsizligi de det ( A+ iB) ile det ( A+ B) arasinda bir karsilastirma sunmaktadir.
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Bu karsilastirmanin bir sonucu olarak  (9.2) esitsizliginde sol tarafi

det(A+ iB) almamiz halinde ne olur? sorusu aklimiza gelir. Bu durumu bir teorem

olarak verelim.

Ama 6ncelikle teoremimiz i¢in gerekli olan bir teoremi ispatsiz olarak verelim.

Teorem 9.1.[3] Ae M, (C)pozitif tammli matris ve A’de Amatrisinin esas alt

matrisi olsun.
(A1) =(A)
dir.

Teorem9.2. ABeM, ((C) pozitif yar1 taniml1 matrisler ise

Lo 1o
g det‘l[BZ A‘lBZJ g det‘l(BzABzJ

det(A+iB)[ 2|1+ 2 | det? B+ |1+ —
- det[BzAlej = det(BZAsz

+(2” —2n)det A.detB

Ll det® A

dir.

Ispat : Teorem 7.12 ve Hartfiel esitsizligini kullanarak

n-1

1 1
det(B_ZAB_Zj
det(A+iB)|" = det Adet(A+BA™'B)>det AdetB| 1+ — 2
= det(BzA‘leJ

A
.det(BZAlej

1 L
g det[BZAlB2] L
+ 1+ — .det(BZABZJ+(2”—2n).l
o det(BzA‘lej
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esitsizligi elde edilir. det A.det B’yi de parantez i¢ine dagittigimizda ve Teorem
9.1.’1 kullandigimizda

1 1
det‘l(BzA‘le)
i 2

i i .det° B+
det(BzAlej

det(A+iBY 2|14 S
(s ) 2| 145

Lt
B det‘l(B 2AB Zj

+H 1+ ——' |.det? A+(2"—2n).det Adet B
o det[B‘ZAB_ZJ

esitsizligi elde edilmis olur.
Benzer sekilde (9.3) esitsizliginde esitsizligin sol tarafinin det(A+ iB) olmasi

halinde de sirada ki esitsizligi elde ederiz.

Teorem 9.3. ABeM, (C) pozitif tanimli matrisler olsun. Oyleyse

det (A+iB)|" > det? A+det? B+ (2" —2)det AB
esitsizligi gecerlidir.
Ispat: Teorem 7.12’ten

det(A+iB) =det Adet(A+BA™B)  oldugunu biliyoruz. (9.3) esitsizligini

kullanarak

> det A.(det A+ det(BA‘lB)+(2” —2).det§ A.det% (BA*B))

= det? A+ det? B+(2” —z)det AB

bulunur ki istenen elde edilmis olur.
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Sonug9.1. N> 2 oldugunda (2" —2)>2 oldugunu biliyoruz. Béylece Teorem 9.3°den
det (A+iB)[" > det> A+det® B+(2" —2)det AB
> det? A+det’ B +2det AB

= (det A+det B)2

elde edilir. Her iki tarafin karekoki alinirsa

|det(A+iB)|> det A+det B

bulunur. Bu esitlikte A ve B pozitif tanimli matrisler i¢in Teorem 8.9’daKi

esitsizliktir.

Teorem 7.23’de Fan Determinant esitsizligini vermistik. Simdi Teorem 7.12’yi

kullanarak farkli ve basit bir ispatini verelim.

Teorem 9.4. A BeM, (C) pozitif tanimh matrisler olsun. Oyleyse

2

2 22
|det(A+iB)[" > det A" +det" B

esitsizligi gecerlidir.

Ispat : Teorem 7.12 ve Minkowski Determinant esitsizliginden

[

" 1 1

|det(A+iB) f" = det" Adet" (A+BA"B)

2‘A

2 2

>det" A+det" B
oldugu rahatlikla goriliir.

Son olarak (9.4) esitsizliginin 6zel bir durum i¢in iyilestirmesini vererek bu

boliimii sonlandiracagiz.
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Teorem9.5. ABeM, ((C) pozitif tanimli matrisler olsun. Oyleyse

-1
|det(A+iB)|< det[AJr BA B]

dir.
Ispat : Teorem 7.12°den

1

1
=det? (A).det? (A+BA'B)

N

-B

A
|det(A+iB)| = 5 A

-1
sdet[A+BA Bj

esitsizligi elde edilir.
Sonu¢ 9.2. A ve B pozitif tanimli matrisler ve B <2A olsun. Oyleyse

BA'B

‘det(A+iB)‘£det[A+ jsdet(A+ B)

bulunur ki (9.4) esitsizliginin bir genellestirilmisi oldugu goriiliir.
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