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OZET

IKi DELTA ETKILESIM NOKTALI STURM- LIOUVILLE OPERATORUNUN
SPECTRAL OZELLIKLERININ INCELENMESI

Ahmet ZINCIR

Adiyaman Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Manaf MANAFLI

Yil: 2020, Sayfa sayisi: Vi+44

Jiri : Prof. Dr. Manaf MANAFLI
Prof. Dr. Seyit TEMIR
Prof. Dr. Abdullah KABLAN

Bu ¢aligmanin birinci kisminda, diferansiyel operatorler. Sturm-Liouville operator ve
ters spektral problemler ile ilgili bilgiler verilmistir. Ikinci bdliimde, onceki calismalara yer
verilmistir. Ugiincii boliimde, diferansiyel operatdrlerin spektral teorisinde sik sik kullanilan
temel tanim ve teoremler verilmistir. Dordiincii boliimde, Sturm-Liouville operator, doniisiim
operatorii i¢in genel bilgiler ve 6z fonksiyonlarin 6zellikleri verilmistir. Besinci bdliimde; iki
Delta-Etkilesim  noktali  Sturm-Liouville operatoriiniin  spektal  karakteristiklerinin
incelenmesi, diiz spektral problemler ile ilgili agiklamalar, teoremler ters problem formiilleri

ve teklik teoremleri verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville operatorii; Ozdeger, Ozfonksiyon; Ters problem, Ters
spektral problemler.




ABSTRACT

INVESTIGATION OF SPECTRAL PROPERTIES OF STURM-LIOUVILLE
OPERATOR WITH TWO DELTA INTERACTION POINT

Ahmet ZINCIR

Adiyaman University
Graduate School of Natural and Applied Science
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Manaf MANAFLI

Year: 2020, Number of pages: vi+44

Jury : Prof. Dr. Manaf MANAFLI
Prof. Dr. Seyit TEMIR
Prof. Dr. Abdullah KABLAN

In the first part of this study, differential operarors. Information on Sturm-Liouville operator
and inverse spectral problems is given. In the second part, previous studies are included. In
the third chapter, basic definitions and theorems, which are frequently used in the spectral
theory of differential operators, are given. In the fourth section, the Sturm-Liouville operator,
general information fort he transformation operator and the properties of the eigenfunctions
are given. In the fifth section; Investigation of the spectral characteristics of two Delta-
Interacting point Sturm-Liouville operators, explanations about straight spectral problems,

theorems, inverse problem formulas and uniqueness theorems are given.

KeyWords: Sturm-Liouville Operators: Eigenvalue; Eigenfunction; Inverse problem; Inverse

spectral problems.
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1. GIRIS

Operatorlerin spektral teorisi, matematik, fizik ve mekanigin pek ¢ok alanlarinda genis
bir sekilde kullanilmaktadir. Lineer operatorlerin spektral teorisinin esas kaynaklari titresim
teorisinin problemleridir. Ozellikle L,ve I, soyut Hilbert uzay: tanimlandiktan sonra Hilbert
uzayinda lineer Ozeslenik operatorler teorisi hizla gelismeye baslamistir. 19. ve
20. yiizyillarda bu konularda calisan matematikgiler tarafindan gelistirilerek iist seviyelere
cikarilmistir. Bu c¢alismalarda 6zdegerler, 6zfonksiyonlar, spektral fonksiyon, normlastirici
sayilar gibi spektral veriler tanimlamis ve farkli yontemlerle veriler i¢in asimptotik formiiller
bulunmustur. Spektral teori i¢in 6nemli olan a¢ilim teoremleri de ispatlanmistir. Bu tezde
katsayilar1 genellesmis iki Delta Dirac fonksiyonlu Sturm-Liouville Operatorii igin spektral
ozelliklerinin incelenmesi istenmektedir. Bunun i¢in ¢éziimiin tiim bakilan aralikta kurulmasi
biliylik 6nem tasimaktadir ve buna gore farkli yol izlenecegi diisliniilmektedir. Bunu esas
alarak 6zdegerlerin ve 6zfonksiyonlarin asimptotik durumu incelenecektir. Bu tezde 6zgiin
sonuclar elde edip konuya derinlik kazandirmis olup bu tezin bundan sonra yapilacak

caligmalara kaynak olabilecegi diistiniilmektedir.



2. ONCEKIi CALISMALAR

Literatiirde regiiler ve singiiler olmak iizere iki tiir diferansiyel operatoér tanimlanmig
ve spektral teorileri yapilandirilmistir. Tanim bolgesi sonlu ve katsayilari stirekli fonksiyonlar
olan diferansiyel operatore regiiler, tanim bolgesi sonsuz veya katsayilar1 sonlu sayida
siireksiz nokta olan diferansiyel operatorlere singiiler diferansiyel operatdr denir. ikinci
mertebeden regiiler operatorler igin spektral teori giiniimiizde Sturm-Liouville teorisi olarak
bilinir. Ik defa 19. Yiizyilda Charles Sturm ve Joseph Liouville tarafindan ortaya
konulmustur. Baslangigta 1s1 iletimi problemlerinde yogun olarak kullanilan teori, giiniimiizde
farkli fiziksel problemlerde de uygulanmaktadir. Basta Naimark [11] olmak {izere,

Titchmarsh [5], Jorgensen [16], Atkinson [9] bu teoriye biiylik katki saglamistir.

Spektral analizin ters problemleri spektral karakteristiklerine gore baslangi¢ verilerinin
bulunusundan olusur. Bu tarz problemler mekanik, matematik, fizik, elektronik, meteoroloji,
jeofizik gibi bilim dallarinda kullanilir. Ters problem teorisi son yillarda giderek artan sekilde
bir ilgi gormektedir. Bu konudaki ilk ¢aligmalar bir dizinin titresimini agiklayan denklemin
coziimii ile ilgili olarak D. Bernoulli, Euler, Liouville ve Sturm tarafindan yapilmistir. Ters
spektral problemlerin temel sonuglar 20. Yiizyilin sonlarina dogru ortaya konulmustur. Son
zamanlarda ters spektral problemlerin uygulamalar1 i¢in yeni uygulama alanlari ortaya

cikmustir.

Diferansiyel operatdrlerin spektral problemleri diiz ve ters spektral problemler olmak
lizere iki ana dalda incelenmistir. Spektral analizin dogrudan problemleri bir operatoriin
spektral ozelliklerinin arastirilmasindan olusur. Ters problem operatorleri ise spektral
ozelliklerine dayanarak operatoriiniin kurulmasini olusturmaktir. Bu spektral verileri bir, iki
veya daha ¢ok spektrum, spektral fonksiyon ve normallestirici sabitler, Weyl fonksiyonu gibi

kavramlar olusturur.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Tamim 3.1. C kompleks sayilar cismi iizerinde tanimlanmis bir H lineer vektdr uzaymi ele
alalim. H deki bir vektor ¢iftine bir say1 karsi getiren <.,.>:H X H — C fonksiyoneli
asagidaki Ozelliklere sahipse <.,.> ye X f{izerinde bir i¢ ¢arpim, (X, <.,.>) ikilisine i¢

carpim say1 denir.
Heru,v € Hicin< u,v >=<wv,u >
Heru,v € HveaeClcin< au,v >= a<u,v >
Heru,v,w € Higin<u + v,w >=<u,w > +<v,w >
Herue Hiu#0icin< uw,u>=>0

Bu i¢ ¢arpimla donatilmis bir lineer vektdr uzayina i¢ ¢arpim uzayi denir.

duv)=llu-vll=y<u-vu—-v>
metrigine gore tam bir i¢ carpim uzayina Hilbert uzay1 denir

Tamm 3.2. L, [a, b] uzayi

b

L,[a,b] = 4 x(6): f[x(t)]zdt<oo

a

seklinde tanimlanir. Bu uzayda i¢ ¢arpim,

b
<f.9>= [ F@aGx

seklinde tanimlanir.

Tamm 3.3. Bir X = (X, d) metrik uzayinda (x,) dizisi ele alalim. Eger her € > 0 sayisina
karsilik her m,n > N igin

d(Xp, xp) < €

olacak sekilde N = N (€) sayisi bulunabiliyorsa (x;,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.



Tamm 3.4. X = (X, d) metrik uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise yani x, = x € X ise

(X, d) metrik uzayina tamdur denir.
Tamm 3.5. X bir K cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun.
ILll:x =Ry, x = Il
dontlistimii Vx,y € X ve Va € K i¢in
x| =0 x=0
llax|l = |alllxI|
Ix + vl < llxll + Iyl

ozelliklerini sagliyorsa X {izerinde norm adim alir ve (X, ||, ||) ikilisine normlu vektor uzayi

denir.
Tamim 3.6. Lineer uzaylarda tanimli doniisiimlere operator denir.

Tanmm 3.7. Bir T lineer operatorii, asagidaki 6zellikleri saglayan bir operatordiir.T nin tanim

kiimesi bir vektor uzay1 olup, deger kiimesi de ayni cisim tizerinde bir vektor uzaydir.
Vx.y € D(T) ve a skaleri igin ( D(T): tanim kiimesi)
Tx +y)=Tx + Ty
T(ax) = aTx

Tanim 3.8. A: S(x,6) = S(Ax, €) olsun. |x — xy| < & i¢in |Ax — Ax,| < € ise A operatoriine

sureklidir denir.

Tanim 3.9. H,ve H, iki Hilbert uzay1 ve L: H; —» H, smirh lineer bir operatér olsun Eger,
L*: H, - Hy operatorii < Lx,y >=< x,L"y > sartin1 sagliyorsa L operatdriine L nin eslenigi

denir. Eger L = L* ise L operatdriine 6z eslenik operator denir.
Tanmm 3.10. L, D(L) tanim bolgesinde sinirl lineer bir operatdr olmak tizere
Ly =2y

esitligini saglayan y(x) # 0 fonksiyonu mevcut ise A sayisina L operatdriiniin dzdegeri

y(x, A) fonksiyonuna ise A ya karsilik gelen dzfonksiyon denir.



Tamm 3.11. p(A)=(1€C:(A—A)"t € L(X)) kompleks sayilar kiimesine A

operatoriiniin regiiler degerler kiimesi 6(A4) = ¢ / 0(A) kiimesine ise A operatoriiniin spektrum
denir. 1 € p(A) olmak iizere R(A; A) = (A — AI)~! operatoriine A operatoriiniin rezolventi
denir.

- S C)) - _ fx)
Tanim 3. 12. x — 0 veya (x — o) iken eger Pt 0ise f(x) = o(g(x)) ve |ﬁ sinirl
ise f(x) = 0(g (x)) olarak gosterilir.

Tamm 3.13. y;,y,, ...,V ler ortak I arahginda tanimli ve (n — 1) kez tiirevleri alinabilir n

tane fonksiyonlar olsun.

Yot n
W(yl,yz,...,yn)=<y1(,{—1> yrgﬁ—l)>

ifadesinin determinantina n fonksiyonunun Wronski’si denir.

Bu boliimdeki tanim ve teoremler [1] den alinmistir.



4. MATERYAL VE YONTEM

Bu boéliimde sonlu araliktaki Sturm Liouville operatdrleri icin spektral teoriye giris
yapilacaktir. Boliim 4.1. de spektral analizin diiz problemleri anlatilacaktir. Bolim 4.2. de
Sturm-Liouville operatoriiniin sinir deger problemleri i¢in ana spektral karakteristikleri
verilecektir. Ozellikle 6zfonksiyon ve o6zdegerlerin varhiginin asimptotik davranislari
tizerindeki teorem ispatlanacaktir. Boliim 4.2 de fonksiyonlarin &zellikleri incelenecektir.
Ozfonksiyon sisteminin tamamlandig1 ve L,(0,m) de ortogonal bir sistem olusturdugu
kanitlanacaktir. Biz 6zfonksiyonlar1 karakterlerini arastirip ve (0, ) araliginda n. dereceden

fonksiyonlarin tam olarak n tane sifirlar1 oldugunu kanitlayacagiz.

4.1. Sturm-Liouville Operatorii

Asagidaki L = L(q(x), h. H) sinir deger problemini goz 6niine alalim.
ly;==y"+qx)y=24y, 0<x<m 4.1)
U(y) =y'(0) = hy(0) =0, V(y) = y'(m) + Hy(m) = 0 (4.2)

Burada A spektral parametre, q(x), H, h reel say1 ve q(x) € L,(0,m). Burada L operatorii

Sturm-Liouville operatoriidiir.

Tamim 4.1.1. Bir A skaleri i¢in ly = Ay esitligini saglayan sifirdan farkli bir y € D(L)
¢coziimleri varsa A skalerine bir 6zdeger veya karakteristik deger adi verilir. Bu esitligi
saglayan sifirdan farkli vektorlere de A ya karsilik gelen o6zfonksiyonlar adi verilir.

Ozdegerlerin dizisi L nin spektrumuna denk gelir.

Biz bu bolimde L nin basit spektral ozelliklerini elde edecegi ve o6zfonksiyonlarin ve

0zdegerlerin asimptotik davraniglarin1 bulmak isteyecegiz.
Asagidaki ilk sartlar altinda (4.1) in ¢oziimleri C(x, 1), S(x, 1), ¢ (x, 1), ¥ (x, A) olsun.
c,1) =1, c'(0,1) =0, S5(0,4) =0, s'(0,1) =1

p(0,1) =1, ¢'(0,1) = h, Y(m, ) =1, Y'(m,A) =—H



Her sabit x i¢in ¢ (x, 1), ¥ (x, 1), C(x, 4),S(x,A) x e bagh fonksiyonlardir. Bu durumda

Ulp) =¢'(0,) —he(0,1) =0, V() =¢'(m,A) +HP(m, 1) =0 (4.3)

olur.

AQA) = WP(x, 1), p(x,2)) (4.4)
tanimlayalim. A(A) L nin karakteristik fonksiyonu ismini alir.

(y(x),z(x)) =y(x).z'(x) —y'(x).z(x) ifadesi y ve z nin Wronskiandir. Liouville’nin
formiilii (¢ (x, 1), @(x, 1)) Wronskiani x bagh degildir[4]. (4.4) de x = 0 ve x = w yazilirsa
asagidaki esitlik elde edilir.

A) =V(p) =-U@) (4.5)

Teorem 4.1.2. Karakteristik fonksiyonun {A,} sifirlari L nin siir deger probleminin
ozdegerleri ile ¢akisir. @(x,1,) ve P(x,A,) fonksiyonlart ozfonksiyonlardir ve agagidaki
sart: saglayan bir ardisik {B,} ler vardir:

Yx, An) = Brp(,4n)  Br#0 (4.6)

Ispat: 14, A(2) nin bir sifirt olsun (4.3) ve (4.5) sayesinde ¥ (x, 1y) = Bo. ¢(x, ;) olur ve
fonksiyonlar ¥ (x, Ay), p(x, Aq) (4.2) deger sartlarin1 saglar. Bundan dolay1 A, bir 6zdeger ve
Y(x, Ag), ¢ (x, Ay) fonksiyonlarinda buna karalik gelen 6zfonksiyonlardir.

Ao, L nin bir 6zdegeri olsun ve y, da buna karsilik gelen 6zfonksiyon olsun, U(y,) =V (y,) =
0 olur buradan y,(0) # 0 olur y,(0) = 1 yazabiliriz. y,"(0) = h ve bu yiizden y,(x) =
@(x,20), (4.5) bize A(Ay) =V (@(x,29)) AAe) = V((x,29)) = V(ye(x)) = 0 ifadesini
verir. Dolayisiyla biz her 6zdegere bir 6zfonksiyon karsilik geldigini kanitlamis olduk.o

Boliim boyunca asagidaki notasyonu kullanacagiz.

T

Yn =Jg02(x,ln).dx (4.7)

0

{¥n} sayilar1 normlastirici sayilari ismini alir ve bu durumda {y,,, A,,} sayilar1 da L nin spektral

verileridir.

Lemma4.1.3. AL) = — Bu¥a (4.8)



ifadesi dogrudur. Burada B,, sayilari (4.6) yardimiyla tammlanir ve A(1) = %A(A) dir.

Ispat: =" (%, 1) + q(x) - P(x, 1) = Wp(x, D);
—(,D”(X, /111) + Q(X) ) <P(X, /111) =y (p(xr /111)

Buradan sunu elde ederiz.

d
2 S, 000 A0) >=P(x, 1) 9" (%, An) — P (x, 1) 9 (x, 4n)

=@ =2) P D.0(x, 1)

ifadesi ve (4.5) yardimiyla

— G- An)fl,b(x, 2. 000 A,). dx
0

T
= ((x,2). 0(x, 1)) |
0

=¢'(m,Ay) + H.(r, 1) +¢'(0,4) — h.y(0,4) = —A(A)

olur. A = 4, i¢in bu terim sdyle olur:
s
[ w2 060200, dx = =4Ga)
0

(4.6) ve (4.7) kullanilarak (4.8) elde ederiz yani, A(4,,) # 0 olur.

Teorem 4.1.4. {4,} ozdegerleri ve p(x,A,) ve Y(x,A,) ozfonksiyonlar: reeldir. A(A) nin
biitiin sifirlar: basittir, yani A(,) # 0. L,(0,m) deki farkli degerlere karsilik gelen

ozfonksiyonlar ortogonaldir.

Ispat: A, ve 4, 6zdegerler ve sirasiyla bunlara karsilik gelen 6zfonksiyonlar v, (x) ve y (x)

olsun.

T

f Iy (0). 71 () dx = f Yo (). Ly () dx
0 0



ve buradan

Vi

A f Yu ).y (O dx = A f Yu (). Vi () dx
0 0

veya

T

[ vz =0

0
olur. Ilave olarak A° = u + iv, v # 0 reel olmayan bir ézdeger ve y°(x) = 0. q(x), h, H reel
oldugu i¢in 1° = u — iv i ayrica y°(x) ézfonksiyonunu elde ederiz. 1° # A9 oldugu igin

A

2 -
Iyl = [ 60 37Gdx =0
0

olur. Béylece L nin {A,} biitiin ozdegerleri ve @(x,A,) ve Y(x,A,) ozfonksiyonlar: da
reeldir. y,, ve B,, sifirdan farkli oldugundan (4.8) i elde ederiz, yani A(A,) # 0 dur. i

Lemma 4.1.5. |k| — oo icin asagidaki asimptotik formiil

1
@(x,A,) = coskx + 0 (m exp(lrlx)) = O(exp(lrlx))
@' (x,1,) = —k.sinkx + O(exp(ltlx)) = 0(|k| exp|t|x) (4.9

1
W(x, 1) = cosk(r —x) + 0 (W exp(|7|(r x))> = 0(explz|(m - x))

Y'(x,A,) = k.sink(r — x) + O(Ikl exp(lrl(n — x))) = O(Ikl exp(l‘rl(n - x))) (4.10)
x € [0, 7] ile esittir. Burada ve devaminda A = k? ve T = Imk , o ve O Landau sembolleridir.

Ispat:

sinkx 7Tsink x—t
N f ( )

¢(x,A,) = coskx + h. v . q@®).e(t, 1) (4.11)

0

oldugunu gosterelim. Aslinda Volterra integral denklemi



sinkx 7 sink(x—t)
P

—q(t).y(t,2) tek bir ¢oziime sahiptir. Ote yandan

y(x,A) = coskx + h.

belli bir y(x, 1) fonksiyonu bu denklemi saglar. Buradan tiirev alirsak
y'(x, ) + k2 y(x, ) = qx).y(x, 1), yO0A)=1 y'(0,1)=h

y(x, 1) = @(x, 1) ve (4.1) saglanir. (4.11) i sdyle hesaplayabiliriz.
X

¢@'(x,A) = —ksinkx + h.coskx + f cosk(x —t).q(t) p(t,A).dt (4.12)

0
u(A) = max (|o(x, )| exp(—|z[x)).
Osx=<m
|sinkx| < exp(|t|x) ve |coskx| < exp(|t|x)

oldugu i¢in |[k| = 1,x € [0, «r] i¢in (4.11) saglanur.

1 C,

0e )l exp(—Ielx) < 1+ (h + (D) fo la(®)lde < €+ T34

ve sonug olarak u(1) < C; + I%I olur.

Yeterli biyiikliikte bir |k| i¢in u(1) = 0(1) olur. Bu sonucun sag tarafina (4.11) ve (4.12)
konulursa (4.9) a benzer sekilde (4.10) ulasabiliriz. (4.10) dogrudan (4.9) u verir. Aslinda

—l,l)” (X, An) + Q(X)lli(x, /1) = AllJ(X, /111): l[l(x, An) =1, lp,(' ln) =—-H

oldugundan @(x,A)q(wr —x,1) fonksiyonu asagidaki fonksiyonu saglar ve baslangic

kosullarma gore
—0" (¢, )+ q(r —x).¢(x, 1) = L. P(x, 1), $(0,4) =1, $'(0,A) =H

Bu nedenle (4.9) asimptotik formiilii ¢(x, 1) fonksiyonu i¢in de gegerlidir. Buradan (4.10) a

ulasiriz. ]

Teorem 4.1.6. L nin simir deger problemi sayilabilir sayida 6zdegere sahiptir. {A,}ns0,1 = 0
icin

K

w
pnz\/l_n=n+E+ - {K,} €l (4.13)
¢(x,A,) = cosnx + Enr(lx), |€,(x)] <C, (4.14)

10



s
1
w=h+H+§fq(t).dt
0

Burada ve her yerde ayni {K,} gibi ayni semboller 1, deki cesitli dizileri gosterir. C sembolii

x, A, n gibi bagimli olmayan pozitif sabitleri belirtir.

Ispat: (4.9) daki ¢(x, 1) icin (4.11) ve (4.12) deki sag taraflarm asimptotlarii degistirirsek

sunu hesaplayabiliriz.

X
sinkx 1 ]
v +ﬁ' q(t).smk(x—Zt).dt+0<

0

@(x,2) = coskx + gq,(x). exp(lflx))

p?
¢'(x,A) = —ksinkx + q,(x).coskx + %fox q(t).cosk(x — 2t).dt + 0O (@) (4.15)

@(x,A) ve ¢'(x,A) ifadelerine (4.15) diyelim. Burada q;(x) = h + %fonq(t).dt olur. (4.5) e

gore ve (4.15) yardimiyla A(A) = ¢@'(m, A) + H. p(m, 1) yazilir.

A(A) = —k.sinkm + w.coskm + O (% exp(lrlx))

(4.16)
K(k) = %f:q(t). cosk(m — 2t).dt + O (% exp(lrln))
Gs ={k:|k — K|=6,K =0,%£1,12,...},6 > 0 olsun. Yeterli biiytikliikte bir k* = k*(§) igin
|sinkm| = Cs. |k| exp(|t|x), k € Gs (4.17)
|A(A)| = Cs. |k| exp(]T]|x), k € Gs, |k| = k* (4.18)
oldugunu gostermeliyiz.

k = o + i{ olsun. (4.17) i kanmtlamak yeterli olacaktur.

11
=1k: -~ Z1.7> >
Ds {k GE[ 2,2],5_0,|k| _5}
0(k) = |sinkm| exp(—|t|m) alaim. k € Dg olsun. r < 1 i¢in (k) = G olur.

(exp(ikm) — exp(—ikm))
21

sinkm =
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r = 1icin 8(k) = ll_eXp(ZiW;_EXp(_zzn)l > iolur. Boylece (4.17) kanitlanmis oldu.

Sonug olarak (4.16) y1 kullanarak k € Gg icin

A(A) = —k.sinkn (1 +0 (%))

2
ve bu ylizden (4.18) gegerlidir. t,, = {/’l: |A] = (n + %) } alalim. (4.16) yardimiyla

A = D) + g(b), f(A) = —k.sinkm, |g(A)| < C exp(|z|m) elde edilir.

(4.17) ye gore yeterli biiyiikliikkte bir n(n = n*) igin |f(1)| > |g(1)|, 2 € 1, olur. Rouche

teoremine [8] gore A(A) nin 7, i¢indeki sifirlarinin sayisi1 f (1) = —k. sinkm sifirlarinin sayisi

2
ile aynidir ve n+ 1 tanedir. Boylece |1] < (n+%) yuvarinda L nin tam olarak n+ 1
Ozdegeri vardir. Simdi Rouche teoremini y,(8) = {k: |k — n| < 6} yuvarinda uygulayarak

¥n(8) yuvarindaki yeterince biiyiik bir n i¢in A(k?) nin bir sifir1 vardir yani k,, = \/A,,. Keyfi
bir § > 0 i¢in

k=n +¢, &, = 0(1), n— oo (4.19)
(4.19) u (4.16) da yerine koyarsak:
0=Ak2) =—(n + &).sin(n+¢&,). T+ w.cos(n+&,). 7w+ K,

—n.sin(e,.m) + w.cos(e,.m) + K, =0 (4.20)

sin(e,.m) =0 (l) e, =0 (l)

n

(4.20) yi kullanarak bir kez daha &, = =+ =2 oldugunu buluruz. Dolaysiyla (4.13)
gecerlidir. (4.13) 1 (4.15) de yerine koyarsak (4.14) i elde ederiz.

X
1 w
e (x) = h+5fq(t).dt—x.;—x.l(n .sinnx

+§.f0x q(t).sinn(x — 2t).dt + O (%) (4.21)

Sonug olarak |€,,(x)| < C olur ve (4.1.6) teoremi kanitlanmis olur. o

12



(4.6) yardimiyla x =  igin B, = (¢(r, An))_l olur. (4.7), (4.8), (4.14) ve (4.21) kullamlarak

_T[ Kn _ o Kn . _ ne1 T Kn
=g+l fu= (DML, A0 = (CDL S+ (4.22)

elde edilir. A(1) basit sifirlara sahip oldugundan ve n > 0 i¢in A(4,,) = (—=1)™** dir.

Aciklama: Eger g(x) € W) ve N >1 olursa daha dncede hesaplandifi gibi asimptotik

formiiller soyle olur.

N+1 W] w
Jk _n+211n1 nN+1'W2k=0, k=0, Wy =—
W (4.23)
U’n=_+z 1n1 nN+1'WZk+1_O k20, a,>0
Jj=
Gergekten g(x) € W3 olsun.
(1 ( ' 1 [
sinpx
Ef q(t).cosk(x — 2t).dt = 4—5 (q(x) + q(O)) + % q'(t).cos(x — 2t) .dt
0, o (4.24)
1 cos 1
& j a(®).sink(x — 20)..dt = “22% (g() +q(0)) + . | 4'(0).cos(x - 20) e
0 0
(4.15) ve (4.24) den
1( inkx  ((exp(|zlx)
sinkx exp(|t|x
@(x,1) = coskx + h+—fq(t).dt +0 )
2 k k3
0

(4.11) ve (4.12) nin sag taraflarinda yerine koyarsak, (4.24) ve (4.16) y1 kullanarak A(4) ve
@"(x,A) i¢in (4.15) ve (4.16) dakine nazaran daha agik olarak asimptotlar elde edilir.

X

1
0G0 = o+ [ a(©).dt,wo = () + Hay (o)
0

j+1

. f (Oq@.dt,  j=01,

0

1 . —
02 () = £ (@) + (~1)*Lq(0) +

Ko(k) =3. [ q'(6).sink(m — 2¢) .dt + O (%) iken;

13



sinkx coskx
2 + g20(x). Rz

@(x,A1) = coskx + q,(x).

1
e q’(t).cosk(x—Zt).dt+0< 3

0

(eXp(ITIX))>

sinkx
k

@' (x,A) = —k.sinkx + q,(x)coskx + g, (x).

(exp(lz]x))
k2

X

1 .

E.fq (t).51nk(x—2t).dt+0<
0

sinkmw . Ky(k)
+ "k

A(A) = —k.sinkm + w. coskm + wy,. (4.25)

(4.25) den asagidaki sonuca variriz.

Kn
k,=n+¢,, —nsing, +w.cosg,+—=0
n

olur. Bu nedenle

w K,
ky,=n+ —+t— {Kn}e,

olur. Benzer sekilde (4.23) deki formiillerde hesaplanabilir.

Teorem 4.1.7. {A,}ns0 spektrumlarimin sartlarimt tek basina A(A) karakteristik fonksiyonu

belirler. Soyle formiile edilir.
_ T (Ao — )
AL = 7. (Ag — A). HT (4.26)
n=0

Ispat: (4.16) dan A(1) nin A ya gore derecesi 1/ o dir. Sonug olarak Hadamardin garpanlara

ayirma teoremi [8] A(4) ¢arpim sabiti sifirlar1 yardimiyla belirlenir.

A = €TI0 (1- ﬁ) (4.27)

o

A(Q): = —p.sinpm = —A. 7. 1_[ (1 - i)

n2
n=1

14



288 :onl 1_[:11_ H( o _l>

n=1

(4.13) ve (4.16) y1 ele alarak hesaplarsak

. A(A) . An - /12
lim ——=1, Ilim | | 1+ =1
A—-—o0 A(/‘{) yR—) nz — 2
n

ve bu nedenle

An
n=1
Bunu (4.27) de yerine yazarsak (4.26) ya ulasiriz. m

Aciklama: Benzer sonuglar, diger ayrilmig sinir Kosullari tiirlerine sahip Sturm-Liouville

operatorleri igin gegerlidir. Asagida kullanilacak bu sonuglar kisaca 6zetleyelim.

Sinir kosullart U(y) =0, y(mr) =0 ile (4.1) denklemi igin sinir deger problemi L, =
L; (q(x), h) dusiinelim. Ly in {u,},s0 6zdegerleri basittir ve d(1) = ¢@(mw, A) karakteristik

fonksiyonunun sifirlariyla gakisir.

d(l) = A (4.28)

(n+ 1/2)2

{.unfynl}nzmynl :f(pz(xuun)-dx
0

L4 in asimptotik formiilii:

1 w, K,
\/.“—n =n+ 5 + P + P {Kn}elz (4.29)
T K,
Yn1 = E +— n {Kn}elz (4-30)

Smir kosullart V(y) =0, y(0) =0 ile (4.1) denklemi igin smir deger problemi L° =
L°(q(x),H) diisiinelim L° 1n {19},, Ozdegerleri basittir ve A°(1) = ¥(0,2) = S'(, 1) +

15



H.S(m,A) karakteristik fonksiyonunun sinirlariyla ¢akisir. S(x,1) Volterra

denklemini saglar:

X

sinkx N f sink(x — 2t)

S(x,A) = - .

q(t)S(t,A)dt

0
|k| — oo i¢in

rS( A)—Sinkx+0(1 7] )_0<1 2] >
x, A1) = P Iklz.exp(rx) = Ikl.exp(rx),

$S8'(x,A) = coskx + O <|?1| exp(ltlx)) = 0(exp(|7]|x))

1
\ A°() = coskm + (m exp(lrln)), T=Imp

Diger taraftan

22 -2

AO(A) — L S—
n=o (n + 1/2)2

w, K
/191=n+—+n—+7", {KnJel,

T

1
wl = H"‘E-JQ(t)-dt
0

integral

(4.31)

(4.32)

Smir kosullar1 y(m) = 0, y(0) =0 ile (4.1) denklemi igin smir deger problemi LI =

L3(q(x)) disiinelim. L in {ud},s, 6zdegerleri basittir ve d°(1) = S(m, 1) karakteristik

fonksiyonunun sifirlariyla gakisir ve

02
do(2) = n.l_[(’“‘”nz )

n=1

0
w; K
uh=nt—+-2 (Ke,

wo = %.fonq(t).dt

olur.
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Lemma4.18. 4, <y, <Apyq, n=0
iki simir deger probleminin L ve Ly dzdegerleri doniisiimliidiir.
ispat:

Lemma(4.1.1) in ispatindan

d
%(w(x, Do) =GA—w.oxA),p(x, 1)

T

A- ). f 96 ). o (x 0. dx = (9, 1), () |
0 0

=@(x,0, 0", u) —¢'(x, ), p(x, 1) = d(1).A(w) — d(w).AD)

1 = A i¢in sunu elde ederiz:

T

j ©2(x,1).dx = d(1).A) — d(1).AD)

0
ile
AQ) = i.A(A), d(d) = i.d(/l)
da da
ozellikle bu sonug asagidaki ifadeyi verir:

Yn = _A(An)d(ln)

1 f 2(x,2).d d (A <A<+ d(Ad) =0
. ) . = —— ) —00 OO'
) T T a\dam @)
0
Boylece % fonksiyonu R — {u,|n = 0} tizerinde monoton azalandir.
A
A_lg,?io did) oo

Sonug olarak (4.13) ve (4.29) kullanilarak (4.33) e ulasilir.

Bu boliimdeki sonuglar [6] dan alinmustir.
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4.2. Ozfonksiyonlarin Ozellikleri

Bu béliimde Sturm-Liouville sinir deger operatorii L nin 6zfonksiyonlarinin eksiksiz
oldugunu ve L,(0,7) de ortogonal bir baz olusturdugunu kanitlayacagiz. Ayni zamanda
ozfonksiyonlari Fourier serilerinin [0, ] lizerinde tek bir noktada birlestigini gosterecegiz.
Tamlik ve genisleme problemleri matematiksel fizikteki ¢esitli problemleri Fourier yontemi

ile ¢ozmek ve spektral teori i¢in Onemlidir.

Teorem 4.2.1. Suur deger problemi L nin {¢(x,1,),n = 0} ozfonksiyonlarin sistemleri de
L, (0, m)de tamdur.

f(x),x € [0, ] de kesin siirekli bir fonksiyon olsun.

[ele} 1 Vs
fG) = Zoa PCod),  an=——. Of F(O. 0t 2).dt (4.36)

f(x) € L,(0,m) igin (4.36) serisi L,(0, ) de yakinsaktir.

T [o%e)
j IF(O)I2. dx = Z vla,?  (Parseval esitligi) (4.37)
0 n=0

Ispat: 1)

1 {<P(x,/1)-1/)(t,/1). x<t

CELD =T ot )P0 1), x>t

gosterelim ve asagidaki fonksiyonu diistinelim.

T

Y(x,A) = j G(x, t,1).f(t).dt = —ﬁ. gb(x,A).f e(t,A).f(t).dt
0 0

+<p(x,/1)-f¢(t,/1).f(t).dt

18



Burada G(x,t,A) fonksiyonu L igin Green fonksiyonudur. G(x,t, A) fonksiyonu Sturm-
Liouville operatorii i¢in ters operatoriin ¢ekirdegidir. Yani Y (x,A) smir deger probleminin

¢Ozimiidiir.
lY —AY + f(x) =0, Uuly)=v(y)=0o0, (4.38)

Ifadesi ile kolayca dogrulanmus olur. (4.6) ve teorem 4.1.2. i kullanarak

Resy_s, Y (x,2) = Wt ). | 9t 2. F e
0

A(An)
+<ﬂ(t,/’1n)-f P(t,A). f(O).dt | = _Af; )-<P(x./1n)-ff(t)-<p(t./1n)dt
0 " 0
ifadesi ve (4.8) yardimiyla
Resy=;,Y(x,2) = Vl(p(x, An).Jf(t).(p(t, Ap)dt (4.39)
" 0

2) f(x) € L,(0,m) olsun.,

jf(t)-qo(t,/ln)dt =0, n=>0
0

O halde (4.39), Res;—; Y (x,4) = 0, ve sonug olarak her sabit x € [0, 7] igin ¥ (x, 1) tamdhr.
Dahasi her sabit § > 0 ve yeterince biiyiik bir k* > 0 i¢in (4.9), (4.10), (4.18) den

C
Y (x, )| < lﬁ,k € Gg, |k| = k*

Maksimum kurali ve Liouville teoremi kullanarak Y(x,A1) = 0. Buradan ve (4.38) den

f(x) = 0olur.

3) Simdi f € AC[0, ] keyfi ve siirekli bir islevi olsun. ¢@(t, 1) ve Y(t, 1) (4.1) in ¢bziimleri,

Y (x, 1) donistiiriirsek

1

V(D) = ~ 3505 Ve f (=" (6, ) + q(D). (8, 1)) . f (D). dt
0
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+o(t, /U-f(-l/)"(x, D+ q@®). (L, D) .f(t).dt>

(4.4) lin parcalar1 yardimiyla ikinci tiirev igceren terimlerin biitlinlestirilmesi,

Y(x, 1) = # _1 (2,6 2) + Zy(x, ) (4.40)

702 = 5 (w(x P, f 9009/ (6 Dt +9(t,7) f 9O D). dt) 9= ')
1
L) = 3555 (h F(O). 90, 2) +H. f Fm). Co, 2t

(e, ). j q(0). (6 DF (D). dt + o(x, A). j (0. (1), f(t).dt>
0 X

Sabit bir § > 0 ve yeterince biiyiikk k* > 0 igin (4.9), (4.10), (4.18) kullanilarak

C
max |ZZ(X M| < m k € Gs, k| = k* (4.41)
lim max |Z;(x,A)| =0 (4.42)
p—oo 0<Sx<T

Ik olarak g(x) in [0, 7] iizerinde kesintisiz oldugunu varsayalim.

1
ARV (w(x D90 06| + 9090 A)I
0

—w’(x,/l).fg’(t).z/)(t,z).dt>
0

(4.9), (4.10), (4.18) yardimiyla

C
[nax IZl(x M| <

, k € Gs, |k| = k*
1kl 8
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Simdi g(t) € L(0, ) olsun. Sabit bir § > 0 ve siirekli bir g.(t) segelim.

f 1900 = ge(0)].de <5

Burada, C* = max sup— (I, D). ;19 (&, Dl dt + lp(x, V1. [ 1Y’ ¢, D). dt)

k € Gs, |k|=k"igin

e C(e
max |Z;(x, )| < max |Z;(x,4; go)| + max |Z;(x,4; g — g:)| < = + Q
0<x<m 0<x<m 0<x=<m |k|

Bundan dolay1 bir k® > 0 vardir ki |k| = k° igin maxg<,<r|Z;(x,1)| < € saglar. Keyfi € > 0
icin (4.42) a ulasinz.

2
I(x) = == [ Y(x,2).d2 integralini diisiinelim. 7,, = {,1: A1 =(n+3) } (4.40) ve (4.42) yi

takip eden

L) =fC) +ey(x),  lim max e, (x)| =0 (4.43)

Rezidii teoremi yardimiyla I, (x) i hesaplayabiliriz. (4.39) yardimiyla

N

W = @A), ay=— j F(O)pCe Ay).dt

n=0
(4.43) ile (4.36) e ulasabiliriz.

4) {o(x, 1) }ns0 Ozfonksiyonlar: L,(0,7) de ortogonaldir ve tamdir. L,(0,7) de ortogonal

bir temel olusturur ve Parseval esitligi gegerlidir. Bu boliimdeki sonuglar [6] dan alinmistir.
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5. BULGULAR VE TARTISMALAR

5.1 iki Delta-Etkilesim Noktali Sturm-Liouville Operatériiniin Spektral

Karakteristiklerinin Incelenmesi
L =L(q(x),h H,a;a;i=1,22) sinir deger problemini gbz 6niine alalim.

2
—y" Q0D Y =y, X € (30,a) U (a1,8) U (aza3) = | (@ i)
i=0

a,=0,a; =, q(x) € L,(0,m) (5.1)
U)=y'(0)-hy(0)=0, V(@) =y'(m+Hy(m) =0 (5.2)

y(a; +0) =y(a; — 0) = y(a;)
I(y) = L i=12 (5.3)
y'(a; +0) —y'(a; — 0) = a;y(ay)

Burada A spektral parametre, q(x) reel degerli fonksiyon olup L,(0,7) igindedir;
h,H,a; a;, (i = 1,2) birer reel sayidir.

(5.1), (5.2) ve (5.3) ifadeleri asagidaki denkleme denktir [18]:
—y" +(a1.6(x —a;) + @.6(x — az) + q(x))y = Ay

Bu gesit siireksiz smir deger problemleri i¢in diiz ve ters problemler [3,7,10,13,14,15] de ele
alinmistir ve daha fazla bilgi i¢in buradaki referanslara bakilabilir. Bu konuda temel kitaplar
[2,6,19] dir.

@(x,A),¥(x,A) ifadeleri (5.1) denkleminin asagidaki baslangi¢ sartlar1 altindaki ¢oztiimleri

olsun.
px,): ¢(0,1) =1, ¢'(0,1) =h=>U(p)=0
YD YD) =1, P'(mA)=-H=>V{@)=0, A1=k?
olur.

AD) =< Y(x, 1), p(x, 1) > (5.4)
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YA  e(x )

1,[)’(36, /1) (p'(x, /1) = l:b(xr /1) (P,(x: /1) - l;b,(x' A)‘P(x: }{)

<yYlx, 1), 0(x,1) >=

olur. A(1) fonksiyonu L nin karakteristik fonksiyonudur. x = 0 ve x =  alinirsa

A =V(p) =-U®@) (5.5)
elde edilir.
Simdi A(Q) ifadesinin stirekli oldugunu gosterelim.

<Y,Z >y—q;+0=Y(a; +0).2'(a; + 0) —y'(a; + 0).z(a; + 0)

= y(a; — 0). (z’(ai —0) + a;.z(a; — O)) — (y’(al- —0)+a;.y(a; — O)).Z(ai —-0)
=y(a; —0).2'(a; — 0) + a;. y(a; — 0).z(a; — 0) — ¥'(a; — 0).z(a; — 0)
—a;.y(a; —0).z(a; — 0)
Vz' = ¥'2)x=q;~0 =< ¥,Z >x=q;-0 i=12
oldugundan < y,z > a, Ve a, noktalarida dahil olmak iizere tiim (0, ) de siireklidir.

Teorem 5.1.1 Karakteristik fonksiyonun (A,) sifirlart simr degerleri probleminin

ozdegerleriyle cakisir. @(x,1), Y(x,A) ozfonksiyonlart arasinda asagidaki sarti saglayan
{Bn} ler vardir.

Y, ) = Pn.@(x, 1), Brn#0 (5.6).
Ispat:

1) 2y, A(A) min bir sifin olsun. (5.2) — (5.5) den ¥(x,Ay) = Bo.-@(x,4y) olur ve
@ (x,0),¥(x,Ay) fonksiyonlart (5.2) siur sartlarini saglar. Bundan dolay1 A, 6zdeger ve bu
ozdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlarda ¢ (x, A4), ¥ (x, A,) olur.

2) Ao L nin bir 6zdegeri olsun. y, uygun bir fonksiyon olsun. Buradan U(y,) =V (y,) =0
olur. y, # 0 oldugu agiktir. Genelligi bozmadan y,(0) = 1 yazalim. Buradan y,'(0) = h
olur. Sonug olarak y,(x) = ¢@(x, 1) olur. Bu nedenle (5.5) bize

A =V(p(x,40)) = V(yo(x)) =0
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oldugunu verir. Sonug olarak her bir 6zdeger i¢in yalniz bir 6zfonksiyon vardir. Boylece ispat

tamamlanir. O

Bundan sonra su notasyonu kullanacagiz.

T

Y :=f(p2(x,/1n).dx (5.7)

0

{yn} sayilar normallestirilmis sayilar {1, ¥, } spektral verilerdir
Lemma5.1.2
BrVn == D(An) (5.8)
dogrudur. Burada A(1) = %A(/l) dir.
Ispat:
=P (x5, 2) + (). Y(x, 1) = 2.9P(x, 1)
=" (0, 2) + 4(0). 9, ) = . 9 (x, 42)

Buradan

d d , ,

Carpimin tirevinden yararlanilirsa:
=906, D). ¢'(x, 4n) + Y(x, D). 9" (x, 2) = P" (x, D). @(x, 1)
(%, ). ¢'(x, 45)
=9 (x, D). 0" (x, 1) =" (x, 1). 9(x, 4,)
= P . [q(x). 9(x, An) — Ay @ (x, 2)] — [q(0)- Y (x, An) — An Y (x, 2] 0 (x, A)

= ()L - An) l/)(x, /1) (P(x' An)
T

= (= 1. f 96 ) P ). dx =< 9 (x, A, (3, 2) > |
0 0
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T
= (W06 D). 06 ) = P06 D). 9 A) |
0

= IP(TL', /1) (P’(T[: An) - l/)’(T[, An) (p(T[, An) + lp’(ol A) (p(O, An) - lp(ol A) (PI(OJ An)
= ¢'(m, ) + H.o(m 1) +9'(0,2) — h.9(0,4) = —A(1,)

olur. Burada A,;: A(14,,) = 0ve A - 4, i¢in

T

fw(x,/ln).lp(x,/l).dx =

0

A — A(4y)
1=,

A

B f 02, An). dx = —A(2)
0

(5.7) den
Vo Bn = —A(A7) (5.9)
elde edilir. O
Simdi ¢oziimleri kuralim:
Co(0,1) = S,'(0,4) =1, Co'(0,1) = S5(0,4) =0 = W{(C,(0,2),5,(0,1)} =

_ CO(xr A) SO() A) _

Co'(x, 1) So'(x, 1) 0 1

COI(O' /1) SO,(Ol /1)

Wronskian x den bagimsizdir. Burada denklem sisteminin ¢6ziimleri lineer

bagimsizdir.
x € (0,a,) icin:

C(x,A) = Cy(x, 1), S(x, 1) = Sy(x, 1) (5.10)

x € (aq,ay) igin:
C(x, A) = A1C0(x, /‘{) + Blso(x, A)
S(x, /1) = Azco(x, A) + sto(x, /1) (511)
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Kabul ettigimiz (5.3) i kullanirsak:
Cla; +0,4) =C(a; —0,1) =C(ay, )
C'(a;+0,1)—C'(a; —0,1) = a;.C(ay, A)
ifadesi elde edilir. Bunu (5.11) ile birlikte diisiiniirsek;
A;.Co(aq, A) + By.Sp(ayg, 1) = Cy(ayg, 1)
A;.Cy'(aq, ) + B1.Sy'(aq,A) = Cy'(aq, ) + aq.Cy(aqg, 1)
Bu denklem sistemini Cramer metodu ile ¢6zelim:

Co(ay, 1) So(aq, 1)

Col(ap/D + ;. Co(a1,/1) 50’(611,/1)
Colay, ) So(ay, )

A1=

Co'(ag, ) So'(ag, )
= Co(ay, .Sy (ag, 1) — Cp'(ay, ). Sp(aq, 1) — a;.Cy(ay, 1).So(ayg, A)
Al = 1 - al. Co(al,/l).SO(al, A) (512)

Co(ap/U 50(01./1)
Bl ==

Co'(a;, 1) Cy'(ay, A) + a;.Cylay, A)
= Cy(ay, 1).Cy'(ay, A) + aq. C¢(aq, A) — Colay, 1).Co'(aq, 2)
B, = a;.[Co(aq, D)]? (5.13)
Simdi denklemi kendi sartlarimiza gore A, ve B, katsayilarina gére yazalim:
S(a; +0,4) =S(a; —0,1) = Sy(a, )
S'(a; +0,4) —S'(a; —0,4) = a;.5,(ay, 1)
Buradan;
A;Co(ay, 1) + BySo(ay, 1) = Sp(ayg, 4)
A,Cy'(aq, 1) + B,Sy' (a1, 1) = Sy'(aqg, 1) + ay.Sy(aq, 4)

Bu denklem sistemini ¢ozersek;
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So(ay, A) So(ay, 1)

So'(a;, ) + ay.50(a, A)  Sy'(ag, A)
Co (a1,/1) So (all/l)

AZZ

Co'(ay, V) So'(ay, )
= So(ay, 4).S'(ay, A) — Sp(aq, 1).So'(ar, 2) — a4.[Se(aq, 1)]?
A, = —aq.[So(ag, D]? (5.14)
Ayn1 yontemle devam edersek;

Co(as, 4) So(ay, 4)
BZ =
Co'(a, ) So'(ay,4) + ay.Sp(as, A)
= Co(ay, ). Sy (ag, 1) + ay.Co(ay, 1).So(ay, 1) — Cy'(aq, 1).So(ayg, A)
BZ =1 + (ll. Co(al, /1).50(611,/1) (515)
x € (a,, m) igin:
C(x, A) = A3C0(X, A) + B3SO(.X, A)
S(X, A) = A4CO(X, A) + B4,So(x, A)

olacak sekilde ve (5.3) kullanilirsa,

C(a, +0,1) =C(a, —0,4) veC'(a, +0,1) =C'(a, — 0,1) + a,.C(a, — 0,2)

oldugundan
A3Cy(az, A) + B3Sy(a,, 1) = A1Cy(ay, A1) + B1Sy(a,, 1)
A3Cy'(ay, A) + B3Sy'(ay, A) = A1Cy'(ay, 1) + B1Sy'(ay, 1)
+a,.[A1Cy(ay, A) + B1Sy(a,, 4)]
bulunur.

Az 1i bulmak i¢in bu denklem sistemini ¢ézelim:

A1Co(az, 1) + B1So(az, 1) So(az, 4)

™~
w
Il

A;1Cy'(az, A) + B1Sy'(az, A) + ay.[A1Co(az, A) + B1So(az, )] Sy'(az,A)
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= A1Co(az, 1).So'(az, 1) + B1Sp(az, 1).So'(az, 4) + A1[Cy'(az, 4). Sp(az, 4) +

+a,.Co(ay, 1).So(az, A)] — B1.[So(az, 1). Sy (az, A) + ay. [So(az, 1)]?]
= Ay[Co(az, D). S (az, 1) — Cy'(az, 1)-So(az, A) — az. Co(az, ). So(az, 4)]
—By. a3[So(az, D]?
Burada A;ve Bj i yerine yazalim:
Az = [1—a;.Co(ay, 1).So(ay, D] [1 — ;. Cy(az, ). So(az, 1)]
—aq. ay.[Co(ay, D)% [So(az, )]? (5.16)
Ayni sekilde B i de buluruz.

Co(az, ) AiCy(az, A) + B1Sp(ay, A)

o]
w
Il

Co'(az )  A1[Cy'(az,A) + az. Colaz, D] + By[S'(az, 1) + a;.So(az, 1]
= A[Cy(az, ). Co'(az, A) + ay. [Colaz, M)]? — Colay, 1). Cy'(az, )]
+B1[Co(az, 1).Sy'(az, A) + az. Co(az, A)Se(az, 1) — Co'(az, ). Sp(az, A)]
Bs = a;[Cy(ay, DI?[1 + a;. Cylay, 1)Se(az, )] +
+a,. [Colaz, D] [1 — a,Cy(ag, A)Se(aq, )] (5.17)
Denklemi kendi sartlarimiza gore, A, ve B, katsayilarina gore yazalim:
S(ay, +0,1) =S(a, —0,1)
S'(a, +0,1) =S(a, — 0,1) + a,.Sy(a, — 0,4)
Buradan
Ay Co(ay, A) + By.Sp(az, A) = A,.Cy(ay, A) + By.So(ay, 4)
A,.Cy'(ay, A) + B,.Sy'(ay, 1) = Ay.Cy'(ay, 1) + B,.Sy'(ay, 1)
+a,. [A,.Co(ay, A1) + By.Sy(ay, A)]

Bu denklem sistemini ayn1 metotla ¢6zelim:
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AyCo(az, ) + B,Sp(az, 1) So(az, 2)

a A[Co' (az A) + ap. Co(az, D] + By[Sy' (az, 1) + az.So(az, D] Sy’ (az A)
= A,[Co(az 1)y (az A) — Co'(az, 1) So(az A) — ay. Co(az, 1)Sy(a, 1)]
+B,[S5(az, 2). S5(az, A) — So(az, 1Sy’ (az, 1) — ty. [So(az )]?]
Ay = —ay. [So(ay, D12 [1—ay. Co(az, A). So(az, A)]
—ay. [1+4ay. Co(as, A). So(ar, 1)]. [So(az, 1)]? (5.18)
] Coaznd)  AyColaz A) + BySo(az A)
L =

Co'(az ) Ay[Cy'(az A) + ay.Colay, )] + By[So'(az, 1) + ay.Sy(ay, )]
= A,[Co(ay, ). Cy'(az, 1) + ay.[Colasy, M)]? — Cylay, 2).Co'(az, )]
+B,. [Co(ay, 4). Sy (az, A) + ay. Cy(az, 1).So(ay, 2) — Cy'(ay, 4).So(az, )]
By =[1+ a;.Cy(a, 1).So(ay, D). [1 + ay. Cy(ay, 1). Sy(a,, 1)]
—aq. a3 [So(ay, M)]%. [Colay, D)]? (5.19)

Bu denkleri saglayan C,(x,1) asagidaki sekilde belirlenir. A = k?, k = o + it segerek

Co(x, 1) y1 yazalim. Ardigik yaklasimlar metoduna gore 1. ve 2. terimi yerine yazarsak

X
ink(x — ¢
Co(x, ) = cos kx + J %.q(t)fo(t,/l)dt

0

(sink(x—6) _ [sink(t—y) 1
sink(x —t sink(t —y
+IT.q(t).fT.q(t).cosky.dydt+0(F>

0 0

Burada integral i¢lerinde bazi cebirsel islemler yaparsak:

X X
1 1
Co(x,1) = coskx + ﬁ.sinkx.f q(t).dt + % sink(x — 2t). q(t)dt
0 0
1
+0 (ﬁ.exp(lrl.x)> (5.20)

29



bulunur. Simdi Cy(x, 1) ifadesinin tiirevini alalim:

X

k
Ch(x, 1) = —ksinkx + —1> J q(t)dt
0
1 1
+§J. q(t).cosk (x —2t)dt + O (E EXp(|T|.x)) (5.21)

0

olur. Simdi de S, (x, A) ifadesini inceleyip bulalim:

sin kx
So(x, 1) =

kfsmk(x —t).q(t).Sy(t, A)dt

Ardigik yaklagimlar yontemiyle 1. ve 2. terimi yerine yazalim.

X
sinkx 1 ) .
. + 7= sink(x — t).q(t).sinkt dt
0

Solx, 1) =

X

1 1
k3 f sink(x —t) .q(t). fsmk(x —y).q(y).sinky.dydt + 0 (k‘*)
0

Integral iclerinde bazi cebirsel islemler yaparsak ifade soyle olur.

X

sin kx 1
So(x, ) = k —mcoskqu(t)dt
0
¢ 1
+2 [ (. cosk(x — 20 dt + 0 (F exp(|T|.x)) (5.22)

0

Simdi Sy (x, 1) ifadesinin tiirevini alalim.

X

sinkx
So'(x, 1) = coskx+T. q(t)dt
0

X

q(t).sink(x — 2t)dt + O ( 12 exp(|z]. x)) (5.23)

2k k

0

30



Bu denklemler yardimiyla A4, By, A,ve B, katsayilarini hesaplayalim:

A1 = 1 - al. Co(al, A).So(al,l)

a

1 1 sin ka, 1
Al =1- a4q.]|COS kal + ﬁ Slnkal-f Q(t)dt +0 (ﬁ) ' [ k +0 (ﬁ):l
0
sin 2ka, 1
ho=1-a 224 (ﬁ) (5.24)
Bl = . [Co(alyl)]z
aq 2
1 1
By = ay.|coska; + ﬁ.smkal.f q(t)dt + 0 (ﬁ>
0
aq 1
By =21 (1 + cos2kay) + 0 (1 (5.25)
A, = —ay. [So(ayl)]z
aq 2
sinka, 1 1
A, = —a,. — - ﬁcoskalf q(t)dt + 0 (ﬁ)
0
1
A =0 (ﬁ) (5.26)
B, =1+ a;.Cy(a,,1).Sy(a, A)
ai
1 1 sin ka, 1
B, =1+ ay.|coska; + ﬁ.smkal.f q(t)dt +0 (ﬁ) : [ kO (ﬁ)]
0
1
B,=1+0 (E) (5.27)

bulunur.

0<x<a; igin @(x,A) ¢Oziiminii bulalm. C(x,A) = Cy(x,4) ve S(x,1) = Sy(x,1)
esitliklerini kullanalimve  ¢@(x,4) = C(x, 1) + h.S(x, A) denkleminde yerine yazalim.
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X

_ 1 sin kx 1
9 ) = cos kx + (h+ 5. f ad) == +0 (ﬁ) (5.28)

0

X

1 1
¢'(x,A) = —k.sinkx + (h + 7 f q(t)dt) coskx + 0O (ﬁ) (5.29)

0
a; < x < a, igin @(x, A) ¢oziimiinii bulalim:
C(lx, 1) = A;Co(x,A) + B1So(x, 1)
S(x, 1) = A,Co(x, 1) + B,Sy(x, A)
p(x, A1) =C(x,A) +h.S(x, 1)
Bu denklemde katsayilar1 yerine yazalim:

X
B a; 1 sinkx @, sink(2a; — x)
¢(x,1) = coskx + h+7+§jq(t)dt Y n
0

1
+0 (Eexp(ltl.x)) (5.30)

X

a 1 a
¢'(x,A) = —ksinkx + | h + 71 + EJ q(t)dt |coskx + 71cosk(2a1 —X)
0

1
+0 (Fexp(lrl.x)> (5.31)

Simdi Aj, B katsayilarini hesaplayip bu katsayilar yardimiyla a, < x < m igin C(x, 1)

terimini bulalim:
Az = [1— ay. Co(a1;)l)-50(a1,l)]- [1— a,. Co(az,l)-so(az,ﬂ)]
—ay. Q3. [Co(apl)]z[so(az,l)]z

Burada Cy(x, 4) ve Sy(x, 4) denklemleri kullanilirsa,
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a

1 1 sinka, 1
A; =|1—ay.|coska; + — % smkal.f q(t)dt +0 <k2> [ T + 0 (ﬁ)] |1
0

az

1 1 sinka, 1
— a, [coska, + ﬁ.smkaz.f q(t)dt+ 0 (ﬁ) . [ k +0 (—)]

12
0
ai
ka4 sin2ka1f ). dt sin ka,? ‘o ( 1 )
ay.a, |coskay - q(0).dt|.|— 2
0
Ay=1-a, 725 q, 282 4 0 () (5.32)

bulunur. Benzer sekilde B katsayisini da bulalim:
B; = a;[Co(ay, D]*[1 + ;. Co(az, A)So(az, )] +
+a,.[Colaz M]?.[1 — a;Co(as, 1)Sp(ay, )]

Burada C,(x, A) ve Sy(x, A) denklemleri kullanilirsa,

By = —(1+cosZka1)+0< )] [1+0( )] [—(1+c052kaz)+0< )] [1+0(,1>]

aq a, 1
B; = 7(1 + cos2ka,) + > (14 cos2ka,) + 0 (E) (5.33)

elde edilir.
C(x, A) == A3C0(x, /1) + B3SO(X, A)
Bu denklemde C,(x, 1) ve Sy(x, A) denklemleri kullanilirsa,

sin2ka, sin2ka2+0 1 ] [coskx +
2k 2Tk (kz) cos

C(x,A) = [1 -

—+—=+= (a1 cos2ka; + a,.cos2ka,)

+Sinkxf (t)dt+0(1) +
] q k 2 772

ok 7+3
0
+0 )] [+ 0 (zemnintn)
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C(x, 1) = coskx + sinkxj‘c (©)dt cos2ka;. sinkx sin2ka,. coskx
x,A) = cos K q a;. K as. K
0
4 1 (@ + )sinkx 4 cos2ka;. sinkx 4 cos2ka;. sinkx +o ( 1 (| ))
5 a; T ap 2k . oK a,. ok 0z exp(|t]. x

X

1
C(x,A) =coskx+—=| a; + a, + f q(t)dt

sinkx sink(2a; — x)
> :

2k XA 2k

0

sink(2a; — x) 1
—QZ.T +0 (ﬁ) (534)

elde edilir.
Burada C(x, A) y1 olusturduk. Simdi S(x, A) y1 olusturmak i¢in A, ve B, i bulalim.
Ay = ay.[So(ay, V]?.[1 — azColay, 1)-Solag, )]
—a,.[1+ ay. Cy(aq, 1). So(ay, V]. [So(aqg, 1)]?

Burada C,(x, A) ve Sy(x, 4) denklemleri kullanilirsa,
1
A4,=0 (ﬁ> (5.35)
B4_ = _al. az. [Co(al,l).SO(al,A)]z. [1 + szCO(al, /1).50((11,/1)]. [1 +

+a,Cy (ay, ). So (ay, )]

Burada Cy(x, 4) ve Sy(x, 4) denklemleri kullanilirsa,

sin2ka; sinZ2ka,
B“:[l+“1' 2K H R ]
1
B,=1+0 (E) (5.36)

Simdi S(x, A) ifadesini olusturalim:
S(x, /‘{) = A4C0 (x, /‘{) + B4_SO (x, A)

Burada Cy(x, 4) ve Sy(x, 4) denklemlerini kullanirsak:
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sinkx

S(x,A) = n

1
+0(

e exp(|z]. x)) (5.37)

seklinde bulunmus olur. Simdi ¢ (x, 1) ¢6ziimiinii kurmaya ¢alisalim:

@, 1) =C(x,A) +h.S(x, 1)

sinkx  a; sink(2a; — x)
2 k

X
= coskx + h+—+72 f (O)dt
0

a, sink(2a, — x)

1
B R — +0 (kz exp(|z]. x)) (5.38)

bulunur. Boylece ¢ (x, 1) ifadesini olusturmus olduk. Simdi de tiirevini hesaplayalim:

X

@' (x,A) = —ksinkx + [ h + —+ 72 jq(t)dt coskx
0

1
—exp(lrl.x)) (5.39)

a a
+?1.cosk(2a1 -x) + 72.cosk(2a2 -x)+0 (k

@' (x, A1) y1 bulmus olduk. Simdi ¢oziimiimiizii baslangig sartlarina gére yazalim:

A(D) = -V(p) = —¢'(m,A) — H.o(m, 1)

T

= k.sinkm—| h+ H+ —1 —2 fq(t).dt coskm —

2 2
0

a a, 1
-5 cosk(2a; —m) — > cosk(2a, —m) + 0 (E) (5.40)

(5.40) formiiliinii ve Rouche teoremini kullanarak n — oo igin k,, = n + 0(1)

elde edilir. Benzer sekilde, tekrar Rouche teoremini kullanarak gdsteririz ki, yeteri kadar
biiyiik n ler icin 6,(8) = {k:|k — n| < &} dairesi icinde A(A?) nin tek bir sifir1 vardir. Bu

durumda;
kp,=n+ ¢, ¢,=0(1), n-> o

alalim. Bunu dikkate alip (5.40) dan elde ederiz:
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N.sing, T — W4COSE,T — % cosk(n + ¢&,)(2a; —m)
—% cosk(n+ &,)(2a, —m) +v, =0 (5.41)
Burada:
vy = &sing,m + o(exp(|t,].x)), 7, =Imk, Vve w;=h+H+ % + % + %fonq(t).dt
sonuncudan sine, = o (%) =>& =0 (%) (5.41) i kullanirsak,
En = n—ln (ool + % cosk(2a;n) + % cosk(Zazn)) +o0 (%)
elde edilir. Boylece

1 1
k,=n+ E(ool + % cosk(2a;n) + % cosk(Zazn)> +0 (ﬁ)

bulunur. Bakilan, ele alinan problem 6zeslenik oldugundan, tim {A,},>; Ozdegerleri reeldir

ve basittir[12], yani asagidaki teorem ispatlanmig oldu: m

Teorem 5.1.3. L sinir-deger problemi sayilabilir {A,,},>1 Ozdegerler sahiptir. Tiim 6zdegerler

reeldir, basittir ve n — oo iken

kpy:=JA,=n+ n—ln(wl + % cosk(2a,n) + % cosk(Zazn)) +0 (n—lz) (5.42)
olur. Burada
1 T
o Oy
=h+H+—+—+=-
wq + +2+2+2Jq(t)dt
0

bulunur.

(5.28), (5.30), (5.38) ve (5.42) i v, = [ On @?(x,A,)dx de dikkate alirsak,

Yn = Yn° + 0(1), n = oo bulunur. Burada y,,° = g dir.
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5.2 Ters Problem

Ters problemi spektral 6zelliklere gore ¢ozecegiz.
1. Weyl fonksiyonundan M (A) ya gore;

2. Spektral verilere {A,,, ty}nso gOre;

3. ki spektruma {1, 0, }ns0 g0re;

Oncelikle ispatlarrmiz1 (i) — (iii) igin yapalim. Bunun igin L ile birlikte, ayn1
formdaki siir katsayisi olan L harfini dikkate alalim, ancak katsayilar (67 (x),h, H, dy, @, k =
1,2) farklidir. Eger belirli bir a sembolii L ile ilgili bir nesne anlamina gelirse &, L ile ilgili
benzer nesneyi gosterirved = a —a ®(x,1),(5.1) inU(P) =1,V (P) = 0 ve (5.3) siur
sartlar1 altinda bir ¢6ziimii olsun. M (1) = ®(0, A) olsun. ®(x, 1), M(A) fonksiyonlarinin
Weyl ¢oziimleri ve sinir deger problemi icin Weyl fonksiyonu olarak adlandirilir.

D(x, 1) = ‘IJA(’&;) = S(x, ) + M(2). @(x, 1) (5.43)
(p(x, 1), P(x, 1)) =1 (5.44)

(p(x, 1), @(x, 1)) = @'(x, ). P(x, 1) — @(x,1). D' (x, 1) =U(P) =1

6(4)

§(A) = (0,4) = V(S), siur sartlar1 U(y) = 0, y(m) = 0 ile (4.1) denklemi i¢in sinir deger
problemi L, nin ve atlama kosullar1 (4.3) iin karakteristik fonksiyonudur. {g,}n>00(4) nin

sifirlar olsun.

Teorem 5.2.1. Eger M(1) = M(A) ise L =1L olur. Boyle Weyl fonksiyonunun sartlari,

operatorii tek sekilde belirler.
Ispat:
©’(x,A) = O(Ikl” exp(lrl(n—x))) (5.46)
|A(A)| = Cslk| exp(|t|m), k € Gs Gs = {k: |k — k| = 6} (5.47)
(5.43), (5.44) ve (5.47) yardimiyla

|®Y(x, )| < Cslk|" " exp(—|t|m), k € Gs (5.48)
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P(x,A) = {P]k (x, A)}jl=1,2 formiilii ile matrisleri tanimlayalim:

Pi(x,2) = U™ (x,2).®'(x,1) — dUV.§'(x, 1),
_ _ (5.49)
Py (x, 1) = @YD (x,2). §(x, 1) — UV (x,1). d(x, 1)
Pll(x, A) = a),(x, /1) - (Tj,(x, /1)
PlZ(xl A) = (’ﬁ(x) /1) - EIV)(xl A)
Buradan
@(x, 1) =P (x, ). 3" (x, 1) = P (x, 1). ' (x, 1)
(5.50)

®(x, 1) = P1(x, ). D(x, 1) — P (x,1). D (x, 1)
@x,2) = [®'(x, 1) = ' (x, D] [(x, D] + [§(x, D) — Bx, D] [ (x, )]
o, 1) = D' (x,1).§(x, 1) — P(x, 1). §'(x, 1)
d(x,A) = [px, 1) — D, D). [BCe, V)] + [@(x, 1) — Blx, D] [@(x, 1)]
D(x, 1) = Plx, 1). D' (x, 1) — P(x, 1). P(x, 1)

(5.43) ve (5.49) ye gore, her sabit x icin Pj;(x,4) fonksiyonlar: A ile basit kutuplar 4, ve 1y

meromorfiktir. G§ = Gs N G olur.
@™ (x,2) = 0(|k|” exp(|t|m)) (5.51)
(5.38),(5.39) ve (5.41) ifadelerinden
[P, (x, V)| < Cslk|™1, 1P, (x, )| < Cs,k € Gg (5.52)

(5.48) ve (5.49) den sonra eger M(1) = M(A) ise, her sabit x igin, P;;(x, 1) fonksiyonlarmin
hepsi A dadir. (5.52) ile birlikte bu P;,(x,A1) = 0,P;;(x,1) = A(x) verir. Buradan (5.50)

kullanilarak asagidaki ifade bulunur.
@(x, 1) = A(x).p(x, 1), D(x,1) = A(x). P(x, 1) (5.53)
ifadesi |k| — oo, argk € [e,m — €], € > 0 i¢in hesaplanirsa

o(x,2) = 27 bexp(—ikm).(1 + 0(k™))
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seklinde olur. Burada b, a;, a; i = 1,2 bagli sabittir. (5.44) ve (5.53) ile birlikte biitiin x ve
Aigin by = by, A(x) =1, @(x, 1) = §(x, 1), P(x, 1) = ®(x, 1) olarak bulunur. Sonug olarak
L = L dir. i

Teorem 5.2.2. Eger A, = Ay, Vo = V.o = 0 ise L = L olur. Boylece spektral verilere ait

{0, Yalnso operatorii tek sekilde belirler.

Ispat: (5.45) den Weyl fonksiyonu M (1) basit kutup A,, ile meromorfiktir.

Bn =v(0,4,) = @, Bn-¥n = A1(4,) ve (4.38) kullanilarak asagidaki ifade hesaplanir.

Res _0() . Ba l
A= MP = o T nGy

(5.54)
I'={1=u+iv:u = (2h?)%v% — h?} ifadesi Im(k) = +h m A = k? altindaki goriintiisii
olsun. I, =T N {A: |A| < n,,} belirtip asagidakileri dikkate alalim.

Tho =T U{A: A =1, 4 € int(D)}, T =L U{A A =1, A € int(D)}
Weyl fonksiyonu M (4) i¢in A € int[},y diizenli oldugundan Cauchy teoremi yardimiyla

M) = — J MW 1 A€t
2mi Jp p— A "

6, = Y(x, 1) ifadesi bize
6n = 0(exp(|t|m)) (5.55)
verir. (5.47), (5.45) ve (5.55) i kullanarak
IM(Q)| < Cs.1k|™  k € Gs (5.56)

elde edilir. Bundan dolay1

.1 M(w)
M(A) = lim 27Ti'fr du

n—-oo my—/l

olur. Bu integral rezidii teoremi yardimiyla hesaplar ve asagidaki ifadeye ulasiriz.

oo

1

n=1
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Teoremin hipotezi altinda (5.57) e baktigimizda M(A) ve Teorem 5.2.1 yardimiyla L = L

elde edilir. 0
Teorem 5.2.3. Eger A, = A, Uy = fin, n = 0 ise (0,7) arahiginda q(x) = §(x),L = L dir.

Ispat: A1) dizisi, 2 nin derecesi % oldugundan sonug olarak, A(4), sifirlarla ¢arpimsal bir

sabite kadar tek bir sekilde belirlenir:

= A

AQD) = C. 1_[ (1 - /1—> (5.58)
n=0 n

Ay(A) = k.sinkm (5.59)

ifadesine gore

AO(A)—QOAI_I(l——) —

olur. Buradan

AL o 0 /1 )
B~ 7000 Kh{T< )

n=0

A — —oo alirsak

=
Ao(l) = _AOQOH;{_‘Q
n=0 "

ifadesini elde ederiz. (5.58) da yerine yazarsak

(o 9] An
M@:n&u—%ﬂi(
n=0

|
5 ) (5.60)

elde edilir. (5.60) den itibaren {A,},s0 spektrumlarinin spesifikasyonu karakteristik
fonksiyon A(A) i kesin olarak belirler. Benzer sekilde 6(A) fonksiyonu {u,},so sifirlari
yardimiyla tek sekilde belirlenir. Simdi A, = A, g, = fi,,n =0 alalm. A(1) = A(Q),
8(1) = §(1) olur. Sonug olarak (4.38) yardimiyla M(1) = M(A) elde edilir. Buradan ve
Teorem 5.2.1den q(x) = §(x),h = h,a; = G; ve a; = &; i = 1,2 olur.

40



6. SONUC VE ONERILER

Tezde iki delta genellesmis fonksiyon katsayili Sturm- Liouville operatorii i¢in (0, 7)
araliginda diiz ve ters problemler incelenmistir. Buradan hareketle bu iki delta genellesmis

fonksiyon katsayisinin operatore ve spektral verilere nasil yansidigi goriilmiistiir.

Bu tezde elde edilen sonuglar 6zgiindiir ve sonuglar konuya derinlik kazandirmis olup

bundan sonra yapilacak ¢alismalara kaynak olacaktir.
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