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OZET
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Yil: 2015, Sayfa sayisi: 36

Juri : Prof. Dr. Manaf MANAFLI
Dog. Dr. Abdullah KABLAN
Yrd. Dog. Dr. Ibrahim H. GUMUS

Bu tezin birinci boliimiinde, diferansiyel operatorler, Sturm-Liouville operatorii
ve ters spektral problemler ile ilgili bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde, diferansiyel operatdrlerin spektral teorisinde kullanilan temel
tanimlar ve teoremler verilmistir.

Uciincii béliimde, Sturm-Liouville operatorii, doniisiim operatdrii ve diigiim
noktalari i¢in genel bilgi verilmistir.

Dordiincii boliimde, ters spektral problemler ile ilgili agiklamalar ve teoremler
verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville operatorii, 6zdeger, 6zfonksiyon, ters spektral
problemleri
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In the first chapter of this thesis, informations about differential operators,
Sturm-Liouville operators and inverse spectral problems are given.

In the second chapter, some fundamental definitions and theorems that use of in
spectral theory of differential operators are given.

In the third chapter, general informations of Sturm-Liouville operators,
tranformation operators and nodal points are examined.

In the fourth chapter, statements and theorems related to the inverse spectral
problems are given.

Key words: Sturm-Liouville operator, eigenvalue, eigenfunction, inverse spectral
problems.
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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

N : Dogal sayilar kiimesi
C : Kompleks sayilar kiimesi
R : Reel sayilar kiimesi
C [a, b] : [a, b] kapali araliginda siirekli ve reel degerli tiim fonksiyonlarin uzay1
H : Hilbert uzay1
y(X,/i) : Ozfonksiyon
: Ozdeger

: Dirac fonksiyonu

a(x) : Potansiyel fonksiyonu



1. GIRIS

Spektral analizin ters problemleri spektral karakteristiklerinin kurtarma operatdrlerinden
olusmaktadir. Boyle problemler matematik, mekanik, fizik, elektronik, jeofizik,
meteoroloji ve bilimin diger dallarinda siklikla ortaya ¢ikar. Ters operatdrler ayrica
matematiksel fizikte lineer olmayan evrim denklemini ¢ézmekte énemli bir rol oynar.
Ters problemler siradan diferansiyel operatorlerin bazi 6zel smiflar i¢cin ¢alisiimistir.
Bunlardan en basiti Sturm-Liouville operatoriidiir. Bu konuya olan ilgi yeni onemli
uygulamalardaki goriiniimiinden dolay1 kalici olarak artmaktadir ve bu giinlerde ters

problem teorisi diinyada yogun olarak gelismektedir.

Genel olarak spektral teorideki ve 6zel olarak ters spektral problemlerdeki en biiyiik

basar1 bir boyutlu Schrodinger operatérii olarak da adlandirilan
ly:=-y"+q(x)y =1y

Sturm-Liouville operatorii i¢in elde edilmistir. Bu operatorlerin spektral teorisi
tizerindeki ilk ¢aligmalar bir dizinin titresimini aciklayan denklemin ¢oziimii ile
baglantili olarak D. Bernoulli, J.d’Alembert, L. Euler, J.Liouvile ve C. Sturm tarafindan
yapilmistir. Diferansiyel ve integral operatorlerinin farkli smiflar1 ve soyut uzaydaki
operatdrler i¢in spektral teoride yirminci yiizyilda yogun bir gelisme yasandi. Burada
derin fikirler G. Birkhoff, D. Hilbert, J. Von Neumann, V. Steklov, M. Stone, H. Weyl
ve bir¢ok diger matematik¢i sayesinde olusmustur. Ters spektral problemlerin temel
sonuclar1 yirminci Yiizyilin ikinci yarisinda ortaya ¢ikmistir. Sturm-Liouville operatorii
icin ters spektral teorideki 6nemli rol, donilisiim operatorii yontemiyle oynanmistir. Ama
bu metot Sturm-Liouville operatoriinden daha karmasik olmasiyla ters problemlerin ¢ok
onemli smiflar i¢in elverisli olmamistir. Su anda ters spektral sorunlarin ¢6ziimi i¢in
diger etkili yontemler olusturulmustur. Bunlarin arasinda kontur integral yontem
fikirleri ile baglantili spektral doniisim yontemini isaret etmektedir. Bu yontem ters
spektral problemleri icin perspektif gibi goriiniir. Ortaya ¢ikan yontemler ¢esitli dogal
bilim dallarindaki bir¢ok 6nemli problemin ¢éziimlenmesini saglamistir.

Son yillarda, ters spektral problemlerin uygulamalar1 i¢in yeni alanlar ortaya ¢ikti.

Genellikle uygulamalarda ters sorunlarin diger bir 6nemli sinifi, spektral bilginin sadece

bir kisim Ol¢limii i¢in kullanilabilir eksik spektral bilgilerden diferansiyel denklemler



kurtarma ters sorunudur. Tekillikleri ve doniim noktalar1 olan diferansiyel denklemler,
yiiksek mertebeden diferansiyel operatorler, diferansiyel operatorlerin gecikme ya da

"ikincil etki" nin diger tiirleri i¢in bir¢ok uygulama ters problemler ile baglantilidir.



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tamm 2.1. X, K say1 cismi iizerinde bir vektdr uzayi olsun. Bir
()X xX > K

doniistimii, her X,y,ze X ve her ¢ € K igin
(i) (x+y,2)=(x,2)+(y,z)
(i) (ax, y)=a(x,y)
(i) (x,y)=(y,x)
(iv) (x,x)=0

(x,X)=0<>x=0
kosullarm saglhyorsa bu déniisiime bir i¢ garpim, (X,(--)) ikilisine de bir i¢ carpim

uzay1 denir [bkz.9].
Tamm 2.2. d (X, y) = ||X— y|| = <X— Y, X— y> metrigine gore tam bir i¢ ¢arpim uzayina
Hilbert uzay: denir [bkz.9].

Tamm 2.3. a<t <b olmak iizere L*[a,b] uzay:

L2[a,b] = {x(t) : i[x(t)]z dt < oo}

a

seklinde tanimlanir. Bu uzayda i¢ ¢arpim,
b
(f.g)=[1(x)g(x)dx
seklinde tanimlanir [bk2.8] .

Tamm 2.4. Lineer uzaylarda tanimli dontisiimlere operator denir [ka.3] .

Tanim 2.5. Bir T lineer operatorii, asagidaki 6zelikleri gergekleyen bir operatordiir:

(i) T nin D(T) tanim bdlgesi bir vektor uzay olup, R(T) deger bolgesi, aym cisim

tizerinde bir vektor uzaydir.



(ii) Her x, ye D(T) ve a skaleri igin,
T(X +y) =Tx + Ty
T(ax) = aTx dir [bkz.9].

Tamm 2.6. H Hilbert uzaymin bir alt kiimesinde tanimlanan herhangi bir F lineer
operatoriniin deger kiimesi reel veya kompleks sayilar kiimesi ise F, H de bir lineer

fonksiyoneldir denir.

Tamm 2.7. Bir X =(X,d) metrik uzayinda, bir (x,) dizisini géz oniine alalim. Eger

her & >0 sayisina karsilik, her m,n> N igin
d(x,.%,)<é¢

olacak sekilde N =N (&) sayist bulunabiliyorsa (x,) dizisine bir Cauchy dizisi denir

[bkz.9].

Tamm 2.8. X :(X,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsaksa yani

X, =X X ise (X; d) metrik uzayma tamdir denir [bkz.9].
Tamm 2.9. X bir K cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun.
;X >R, x—|x|
dontisimii VX, y € X ve Vae Kigin
(i) [x|=0<x=0
(i1 Jlax| =2 ]
(i) [lx+ vl <[x|+[vi
dzelliklerini sagliyorsa X {izerinde norm adini alir ve bu durumda (X,|}|) ikilisine bir
normlu vektor uzayi denir [bkz.17].

Tamm 2.10. N ve N’ normlu uzaylar ve T :N — N’ lineer operator olsun. Her xe N

icin



[T (< K

olacak sekilde bir K >0 reel sayis1 varsa, T operatdrii sinirli (lineer operator) denir

[bkz.3].

Tamm 2.11. X ve Y normlu uzaylar, D(T)c X olmak iizere T:D(T)—Y, lineer
olmasi zorunlu olmayan, herhangi bir operator olsun. T operatoriiniin, bir

X, € D(T) noktasinda siirekli olmasi igin, verilen bir sayisina karsilik,

X —X|| <&

kosulunu gergekleyen her x € D(T) igin,
Tx=Tx, | < &

olacak sekilde bir &§>0 sayisinin var olmasi gerekmektedir. Eger her

X e D(T) noktasinda T siirekli ise, T operatorii stireklidir denir [bkz.9].

Tamm 2.12. X =(X,d)ve X =()Z,d)iki metrik uzay olsun.

(a) X 'den X icine bir T déniisiimiinii g0z Oniine alalim. Eger T doniistimii uzakliklari

koruyorsa, yani, Tx ve Ty, sirasiyla, X Ve y nin goriintiileri olmak iizere, her X,y € X
i¢in,
d(Tx,Ty)=d(x,y)
ise T doniistimiine bir izometrik doniisiim ya da bir izometri ad1 verilir.
(b) X den X iizerine birebir ve drten bir izometrinin var olmast halinde, X uzayl X

uzay1 ile izometriktir denir. Bu durumda, X ve X uzaylar: izometrik uzaylar adimn

alirlar.

Tamm 2.13. H, ve H, Hilbert uzaylar1 olmak tizere, T :H, = H, smirh lineer bir
operatdr olsun. Her xeH, ve yeH, i¢in, (Tx,y)= <X,T*y> olacak sekilde bir
T":H, — H, operatoriine T nin, T~ Hilbert-adjoint operatorii denir. Eger T= T ise T
operatdriine self adjoint operator denir [bkz.9].

Tanim 2.14. T:V —V lineer donilisimii verilsin. XeV olan sifirdan farkli bir X

vektorii i¢in T (X) = AX esitligini saglayan bir 4 sayisi varsa, 4 sayisina T doniisiimiiniin



0zdegeri, X vektoriine de 4 6zdegerine karsilik gelen 6zvektori denir.

Tamm 2.15. {2 }dizisi L operatériiniin 6zdegerleri ve y(x,4,) ler bu 6zdegerlere

karsilik gelen 6zfonksiyonlar olacak sekilde
b
a, =]y (x4,)dx

sayilarina L operatoriiniin normallestirici sayilart denir.

Tanim 2.16. X bir kompleks Banach uzayi, A: X — X bir lineer operatoér olmak {izere
(A-21)x=ydenklemi verilsin. p(A)={2eC:(A-21)"eL(X)} regiler degerler
kiimesi olmak iizere o(A)=C/p(A) kiimesine A operatoriiniin spektrumu denir

[bkz.3].

Tamm 2.17. A< p(A) olmak iizere R(4,A)=(A-Al )71 operatdriine A operatdriiniin
rezolvantasi (veya ¢oziicii operatdril) denir [bkz.3].

Tammm 2.18. E lineer topolojik uzay, A ve B operatorleri A:E—>E, B:E—>E

seklinde tanimli iki lineer operatdr olsun. E, ve E, ise E lineer uzaymn kapali alt
uzaylar1 olmak iizere E uzaymin tamaminda tanimli E; den E, ye doniisiim yapan ve

lineer terse sahip X operatoriine,

i) X ve X' operatorleri E uzayinda siireklidir,

i) AX = XB operator denklemi saglaniyor,

sartlarin1 sagliyorsa A ve B operatorler ¢ifti i¢in doniisiim operatorii denir.

Tamm 2.19. Bir f(z) fonksiyonuna karsilik A ve a pozitif sayilan bulunabiliyorsa, dyle
Ki r=|z| > oo iken

‘f(z)‘<Aera

ise f(z) fonksiyonu sonlu mertebeden bir tam fonksiyondur, a sayilarin en kii¢iigii olan r

ye ise tam fonksiyonun mertebesi denir [bkz.7].



f(x)

9(x)

f
Tamm 2.20. x—0 (veya x — ) iken eger (X)—>0, f(x)=o0(g(x)) ve

9(x)

smirltise f (x)=0(g(x)) olarak gosterilir.

Teorem 2.21. (Rouche) T - kapali diizeltilebilir Jordan egrisi tizerinde ve T' nin ig
noktalarmda f,(z) ve f,(z) analitik fonksiyonlar ve z T icin |f,(z)>|f,(z)| olsun.
Bu takdirde I' mn i¢inde f,(z)+f,(z) ve f,(z) fonksiyonlarimn sifirlarinin sayisi
aymdir [bkz.7].

Tamm 2.22. V,,Y,,...,Y, ler ortak I araliginda tanimli ise ve (n-1) kez tiirevleri

alinabilir n tane fonksiyonlar olsunlar.

yl y2 yn
W (Y Ypemy,) =Pt Y2 o Y
yl(nfl) yz(nfl) yn(nfl)

Determinantina n fonksiyonunun Wronki si denir [bkz.18].

Tamim 2.23. Integral denklemler integral smirlarinin degisken veya sabit olmasina gore

de smiflandirilirlar. Lineer ve homojen olup olmadiklarina bakmaksizin,

¢(x):jK(x,t)u(t)dt

gibi denklemlere Volterra integral denklemleri denilmektedir [bkz.l] :



3. STURM-LIOUVILLE OPERATORU

3.1. Sturm-Liouville Operatorii icin Genel Bilgiler

Operatorlerin spektral teorisinde sik sik gdz oniine alinan Sturm-Liouville operatdrii

2

dx’

L=-

+q(x)

seklinde tammlanir. Burada q(x), [a,b] araliginda siirekli ve reel degerli bir fonksiyon
varsayilacaktir. Bu operator i¢in yukarida belirtilen y(X) fonksiyonlariin kiimesi

belirgin diferansiyellenebilme durumuna gore ve ayrica [a, b] araliginin siirinda belirli

kosullar tarafindan belirlenir.
L operatorii i¢in en 6nemli sinir kosullar1 asagidaki gibidir:

1. y(a) cosa + y'(a) sinae = 0

y(b) cosp + y'(b) sing =0
2. y(@)=y(b)
y'(a)=y'(b)
Ly(x):—3X¥+q(x)y:/1y (3.1.1)

y(a)cosa+y'(a)sina=0

y(a)cos B+y'(b)sin =0

(3.1.2)

olarak tanimlanan (3.1.1)-(3.1.2) smir deger problemi Sturm-Liouville problemi olarak
bilinir.
p(x),1(x) ve r(x) fonksiyonlari reel ve sonlu [a,b] araliginda siirekli olmak {izere

Sturm-Liouville operatoriiniin 6zdeger ve Ozfonksiyonlarini inceleyelim. p(x) ve r(x),

[a, b] araliginda pozitif fonksiyonlar olmak tizere Sturm-Liouville denkleminin

L:——{p(x)—y}ﬂ(x)y:ﬂr(x)y, (3.1.3)



genel ifadesini goz oniine alalim. p(x) birinci mertebeden siirekli ve p(x).r(x) ikinci

mertebeden siirekli tiireve sahip olacak sekilde

7=1]

Ca

] o u00)s e

doniistimlerini yaparsak ¢ burada

etk

olarak verilir. (3.1.3) denklemi A ile x yer degistiginde (3.1.1) formuna dondisiir.

Burada

olur. Smir degerleri degismiyorken bu degisimin sonucu olarak [a,b] araligi [0,72']

araligina doniistir.

Herhangi A, i¢in gbz oniine alinan sinir deger probleminin y(X, 4)# 0 asikar olmayan

¢Oziime sahip oldugunu varsayalim. Bu durumda bu boliimiin baslangicinda verilen

tanimda (3.1.1)-(3.1.2) sinir deger probleminin 6zdegeri A, ve buna karsilik gelen

6zfonksiyonu da y(x, 4 ) olarak tanimlanir.

Lemma 3.1.1. A4 # A, farkli Ozdegerlerine karsilik gelen y(x, 4) ve y(x, 4,)

ozfonksiyonlar1 ortogonaldir. Yani

y(X,4)y(x4,)dx=0, (4 #4,)

o —yy

olur.

Ispat. f(x) ve g(x) iki siirekli ve iki kez diferansiyellenebilen fonksiyonlar olsunlar.

Lf = f"(x)—q(x) f (x)



ifadesini

kullanarak iki kez kismi integralini alirsak

4

I'—f-g(x)dx =W_{f,g}-W,{f,g}+]f(x)Lg(x)dx (3.1.4)

0

denklemini elde ederiz.

f(xX)=y(x,4) ve g(xX)=y(x,4,) olsun. (3.1.2) de olan sartlardan

W, {f,g}=W_{f,g}=0 oldugu goriiliir. Béylece (3.1.4) denkleminden

(ﬂa‘iz)Iy(X%)y(x,ﬂz)dx =0

elde edilir. Boylece A1 # A, oldugu goriiliir ve lemma ispatlanmis oldu.
Lemma 3.1.2. (3.1.1)-(3.1.2) siir deger probleminin 6zdegerleri reeldir.
Ispat. 4, =u+iv kompleks bir 6zdeger olsun. q(x) reel bir fonksiyon ve a ile 3 sayilari

da reel oldugundan dolay1 y(x,4,) 6zfonksiyonu da A, = A. =U—iv sayisina sahip bir

6zdeger olur. Daha sonra bir dnceki lemmaya dayanarak

[ly(x4)f &x=0

oldugunu goriiriiz ve buradan da y(x, 4 ) = 0 sonucuna ulasiriz.

Teorem 3.1.1. Eger q(x), [a, b] araliginda siirekli reel degerli bir fonksiyon ve

p(a,A)=sina, ¢ (a,1)=cosa

olacak sekilde (3.1.1) denkleminin a<x<baraliginda her a igin bir tek
@(x,A)¢0ziimi vardir. Her xe[a,b] i¢in @(x,A) fonksiyonu A ya goére tam

fonksiyondur.

Ispat. ¢o(x,A)=sina-(x - a)cosa ve n>0 i¢in

10



o(x2)=0,(62)+[{a(t) - Ao, (t.2) (x-t)ct

olsun. q siirekli bir fonksiyon oldugundan a<x<b igin q(x) <M olur. |2|< N olsun.

a<x<bicin ‘(oo (x, /1)‘ <K olur. Bundan dolay1

2.(6.2) =, (x2)] <[(M + N)K-(X—t)dt=%K.(M AN).(x—a")
n>2 igin

0,02)=0,,(02)= [{a()= 2}, (1.2) =g, (L)} (e t)t

X

2, (% 2) =, (x.A)|<(M+N)(b-a)]lg,, (t.A) -9, (t.2)dt

a

elde ederiz. Bunun sonucu olarak

0,(%,A) =0, (% A) S%K(M + N)z(b—a)i(t—a)z dx

K(M+N) (b-a)(x-a)
3!

elde ederiz ve genelikle

K(M+N)' (b-a)" (x-a)"
(n+1)!

. (x,;t):gon_l(x,/i)‘ <
seklindedir. Bu nedenle
o(x.2)=0,(%2)+ 2{, (x.2)=0,,(x.2)) (3.15)

a<x<b igin X e gore diizgiin ve || <N igin A ya gore diizgiin yakinsak bir seridir.

n>2 oldugunda,

2 (x2)=¢,(x4)=

D Sy

{a(t)-1He,.(t 1) -0, (t.2))dt

/(% 2)=¢l,(x.2)={a(x)=A}o,. (x A) o, (X 2)

elde ederiz. (3.1.5) serisini bir veya iki kez diferansiyellersek

11



ol(%A) =210l (x A) -, (% A)}

n=1

= pl(%A) =@l (x, A)+ 2! (% 2) =9, (%, A)}

n=1

(a(0=2)(2,(x2)+ Zlor. (1 2) -7, (x. 1))
(a9~ (x.2)

buluruz. Béylece ¢(x,4), (3.1.1) denklemini saglar. Ayrica ¢, (x,4) fonksiyonunun

yapist ve (3.1.5) serisinin diizgiin yakinsak olmasindan dolayr ¢(x,4), 4 degiskenine

gore tam fonksiyondur.
3.2. Doniisiim Operatorleri

Sturm-Lioville operatorii i¢in ters problem teorisinde Onemli bir rol, doniisiim
operatorleri tarafindan oynanmistir. Doniislim operatorleri tim A4 lar icin iki farkh
Sturm-Liouville denkleminin ¢6ziimlerini baglar. Doniisiim operatorii ilk Delsarte ve
Levitan’in genellestirilmis ¢eviri operatdrleri teorisinde ortaya c¢ikti. Keyfi Sturm-
Liouville denklemleri i¢in doniisiim operatdrleri Povzner tarafindan insa edildi. Ters
problem teorisinde doniisiim operatorleri Gelfand, Levitan ve Marchenko tarafindan

kullanildi.

Teorem 3.2.1.C (X, /1) fonksiyonu i¢in asagidaki gosterim gegerlidir:
C(x,/l):coskx+IK(x,t)cosktdt, A=Kk? (3.2.1)
0

K (X, t) stirekli reel fonksiyon olmak iizere

K (x x):%iq(t)dt dir. (322)

0

sinkx+jsmk(x—t)

Ispat. ¢(x,1)=coskx+h ”

q(tke(t,A)dt denkleminde h=0 igin

0

C (X, /”L) asagidaki integral denkleminin ¢6ziimii olur:
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sink(x—t)

C(x,4)= coskx+j q(t)C(t,2)dt (3.2.3)

Burada
M:Icosk(s—t)ds
oldugundan
C(x,4) :coskx+j'q(t)c(t,l)ﬁcosk(s—t)ds}dt
0 t
olur ve bundan dolay1
c(x4) :coskx+IUq(r)C(r,/1)cosk(t—r)dr]dt
o\0
olur. Ardisik yaklasim metodu

=3¢, (x.4), (3.2.4)

=
C,=coskx, C_ ,(xA1)= qu(r)C(r,/l)cosk(t —T)erdt (3.2.5)
o\0
ifadelerini verir. Asagidaki temsili sahip oldugu indiiksiyon ile gdsterelim:
Cn(x,/l):iKn(x,t)cosktdt (3.2.6)
0
Burada K, (x,t), 4 yabagh degildir.

[k once COSaCOSﬁ:%(COS(a+ B)+cos(a—f)) formiilini kullanarak C,(x,2) y1

hesaplayalim:

C,(x,4) =.|.U r)coskzcosk (t - T)drjdt
0

X t
zégcoskt[gq( dr}dt+—[jq cos(t— Zr)drjd

13



Burada t —27 =s degisken degisimi ikinci integralini verir.

C,(x,2 jcoskt[jq drjdt+ qu[ jcosksdsjdt

Elde ettigimiz ikinci integral entegrasyon sirasini degistirilerek

Cl(x,ﬁ):%:[coskt@q( dr]dt+ jcosk{jq( jdt]d
+= Icosksﬁq( - ]dtjd
Ao (7)o 3o

Boylece (3.2.6), n=1 i¢in gecerli olup
17 15 (s—t s+t
Kl(X,t):E'(')‘q(l')dT'FZ-!.(Q(Tj'Fq[TJ]dS

:% j q(§)d§+% j q(&)dé, t<x (3.2.7)

Simdi de (3.2.6) denkleminin n>1 igin de gegerli oldugunu varsayalim. O zaman
(3.2.6) denklemini (3.2.5) te yerine koyalim:

T

t
Iq )eos(t—7 J'Kn(r,s)cosksdsdrdt
0

0

o'—.x

14



olur. Entegrasyon sirasi1 degistirilerek asagidaki ifade elde edilir:

Cn+l(x'ﬂ’) =

O ey <

K...(xt)cosktdt

Burada

1 X
Kn+l(X’T) =EJ
t\ &t

[J{ q(7)K, (z,t+7=&)dr |+ j. q(7)K, (z.t—z+&)dr

t

&t

+[ a(2)K, (z.~t—7+&)dede (3.2.8)

i
m|Te—
~

olur. (3.2.6) y1 (3.2.4) te yerine koydugumuzda (3.2.1) e ulasiriz.

K(xt)=> K, (xt) (3.2.9)

n=1

Bunu (3.2.7) ve (3.2.8) izler. Bu da

K, ()] =(Q(x))

Gergekten de (3.2.7), t < X igin saglanir,
E

K (utl=3 [ la(@ho+3 [ la(e)ez = fla(e)ez -0

N

Ayrica, eger belirli bir n>1 igin

n(X,t)‘ sonucu gegerlidir, daha sonra (3.2.8)

geregince

dg

~
>
s
s
—_
>
—
>
IA
N
P
o]
—_
(\]
=
—_—
u\\'—-k’“n
—_—
| N
[EEN
~

< latele) gparae f (o) e =(e00)™

. ) n!

Boylece 0<t<x<sx i¢in (3.2.9) serisi mutlak ve diizgiin yakinsaktir ve K(X, t)

fonksiyonu siireklidir. (3.2.7) ve (3.2.8) ye gore
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Kl(x,x):%jq(t)dt, Koi(xx)=0, nx1
0

bicimindeki (3.2.2) denklemine ulasiriz.

T operatorii asagidaki gibi tanimlanir:

Tf (x)=f (x)+IK(x,t)f (t)dt

C(X,ﬂ,) icin T operatdrii donilisiim operatorii olarak adlandirilir. Burada 6nemli nokta

K (X, t) cekirdegi A ya bagl degildir.
3.3. Diigiim Noktalar: (Ozfonksiyonlarin Sifirlar)

y'+2y=0, y'(0)=y'(7)=0
Basit sinir deger problemini

@ (X) =1, @ (X)=cosX, @,(X)=C0s2X,..., @, (X)=cosnx,...
6zfonksiyonlari ve

A=0,4 =0, 1,=2%.,4 =n°..
seklinde olan 6zdegerlerle birlikte dikkate alalim.

Ozfonksiyonlarin sifirlarinin asagidaki iki 6zellige sahip oldugu agiktir.

1) n. 6zfonksiyon (0,77) araliginda n tam sifira sahiptir,

2) n. ve (n+1). ozfonksiyonun sifirlari birbirine karigmustir, yani (n+1).

6zfonksiyonun sifir1 n. 6zfonksiyonun herhangi iki sifir1 arasindadir.
Teorem 3.3.1.

u"+g(x)u=0 (3.3.1)
v'+h(x)v=0 (3.3.2)

denklemleri i¢in eger tiim [a,b] araliginda g(x)<h(x) ise bu durumda birinci
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denklemin sifir olmayan ¢Oziimiiniin iki ardisik sifir1 arasinda ikinci denklemin her

¢Ozlimiiniin en az bir sifir1 bulunacaktir.

Ispat. (3.3.1) denklemini v ile (3.3.2) denklemini u ile carpip birbirlerinden ¢ikarirsak

u"v—v'u :%{u'v—v’u}:{h(x)—g(x)}w (3.3.3)

elde ederiz. x, ve x, nin u nun iki sifinn arasinda oldugunu belirtelim, x, den x, ye

kadar (3.3.3) esitligini integrallersek

elde edilir.

(X,,X,) araliginda v nin her yerde sifira esit olmadigim farz edelim. (x,,x,) araliginda

genelligi bozmadan u>0 ve v>0 oldugunu varsayalim. Dolayisiyla son denklemin sag

tarafi pozitiftir. U>0 varsayimindan dolayr X, noktasinda u fonksiyonu artandir.

Dolayisiyla u’(x,) >0 dir. Benzer sekilde u’(x, ) <0dir. Bundan dolay1

u' (%, )V(%,)—u'(x)v(x)<0
olur ve bu bir ¢eliskidir. Buna gore teorem ispatlanmis olur.
Sonug.
y"+9(x)y=0, —o<a<x<b<wo
denkleminin higbir ¢oziimii g(X)<-m? < 0 igin birden fazla sifira sahip degildir.
Teorem 3.3.2 (Karsilastirma Teoremi). (3.3.1) denkleminin
u(a)=sina, u'(a)=—cosa (3.3.4)

baslangi¢c sartlarini saglayan ¢oziimii u(x) ve (3.3.2) denkleminin ayni baslangig
sartlarim saglayan ¢oziimii V() olsun. Ayrica tiim [a,b] araliginda g(x)<h(x) olsun.
Eger a<x<b araliginda u(x) fonksiyonu m tane sifira sahipse bu taktirde ayni

aralikta V(X) in m den az olmayacak sekilde sifirlart mevcut olup V(X) in k. sifirt u (X)
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in k. sifirindan kii¢tktir.

Lemma 3.3.1. Eger x,, a<X,<b, ¢(x,4,) fonksiyonunun kokii ise 0 zaman yeterince
kiigiik £>0 sayisima 3I5>0 sayis1 karsilik gelir ve |/1—ﬂo| <6 olacak sekilde

@(x,4) fonksiyonunun |x—x, | < & araliginda sadece bir sifir1 vardir.

Teorem 3.3.3 (Sturm Osilasyon Teoremi). (3.1.1)-(3.1.2) sinir deger probleminin

stirekli artan Ay, 4,,...,4,,... 6zdegerlerinin sinirsiz bir dizisi var olsun. Bu durumda A,

0zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonu tam a < x <b araliginda m tane sifira sahiptir.
Ispat. (3.3.4) baslangig sartlarim saglayan (3.1.1) denkleminin ¢dziimii ¢(x,1) olsun.
Teorem 3.3.2 den dolayt A artarken ¢(x,4) fonksiyonunun sifirlarimin sayisi
azalmamaktadir. a<x<b igin |q(x)| < colsun. (3.1.1) denklemini

y"+(A+c)y=0

denklemi ile karsilastiralim. Bu denklemin (3.3.4) baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziim

fonksiyonu
y =sina.cosh {(—ﬂ —c)“2 (x— a)} —cosa-(—A— c)“2 sinh {(—/1 - c)ll2 (x— a)}

seklindedir.

A nin negatif degerleri ile mutlak degerlerinin yeterince biiyiik degerleri icin bu
fonksiyonun sifir noktalariin olmadigi agiktir. Bu sebeple tekrar Teorem 3.4.2 den
faydalandigimizda A4 nin negatif degerlerinin yeterince biiyiik mutlak degerleri igin

@(x, ) stfirlarimin meveut olmadigini goriiriiz. Ancak

y"+(A—c)y=0
denklemini sectigimizde pozitif ve smirsiz artan A lar igin (o(x, A) ¢dziimiiniin
stfirlariin sayisinin [a,b] araliginda sinirsiz olarak arttigini gérmiis oluruz.

¢(x, 1) =0 denklemini géz 6niine alalim. Lemma 3.3.I den dolayr bu denklemin kokleri

A ya bagl siirekli fonksiyonlardir. Diger yandan Teorem 3.3.2 den dolay1 A artarken

@(x,A) fonksiyonunun her sifir1 sola kaymus olur; fakat sifirlarin sayis1 azalmadigs igin
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a noktasindan disart sifir ¢ikamaz. Lemma 3.4.1 in sonucundan dolayr yeni sifirlar b

noktasindan igeri girer. (b, 2)=0 olacak bigimde z,, 4 parametresinin birinci degeri
olsun. Bdyle degerin var olacagi apagik ortadadir. ¢(b,1)=0 olacak sekilde s,
A parametresinin ikinci degeri olsun. ¢(b, ,)=0 ve ¢(x,4,) fonksiyonu (a,b)
araliginin iginde m tane sifira sahip olacak sekilde g4, 44,...,1¢,,,... sayr dizisi bu
ozelliklere sahiptir. Eger sin =0 ise bu takdirde (3.1.2) simir sartlarindan ikincisi
saglaniyor ve bu nedenle sayilar1 6zdegerlerdir. ((3.3.4) den dolay: birincisini de
saglar.) Bu durumda teorem ispatlanmistir.

Simdi sin##0 oldugunu varsayalim ve u(x), v(x) Teorem 3.3.2 de dikkate alian

fonksiyonlar olsun. Boylelikle

d ) u! VI , u/ VI ) (u” an ) u!Z V!Z
—u | ——— =20 ——— |+U°| ——— |-V | 5 —— 3.35
dx{ (u vj} (u vj u v u> Ve (3:3:9)

’ !

olur. Bu nedenle v nin sifirlanmadig: her aralikta uz(u_—ij fonksiyonu monoton bir
u v

sekilde artar. u(x) ve v(x) in (ab) arah@mn iginde esit sayida sifirlara sahip
oldugunu farz edelim.
X, u(x) fonksiyonunun b noktasina en yakin kokii olsun. x, <x<b araliginda v(x)

fonksiyonunun sifirlarinin olmadigimi gosterelim. Teorem 3.3.2 den dolay1 a ve X,

arasinda v(x) fonksiyonunun en az v sayida sifirlar1 bulunur. Eger v(x), X, <x< b
araliginda sifira sahip olursa bu takdirde (a,b) araliginin tamaminda V(X)
fonksiyonunun bizim varsaymmimiza ragmen u(x)fonksiyonundan daha fazla sifira
sahip olur. (3.3.5) ifadesini x, den ve b ye integralini alirsak
UZ(b){M_M}ZUz(m {U'(&)_V’(XV)}:O
u(b) v(b) u(x) v(x)

olur ve bundan dolay1
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ORI (3.3.6)

elde ederiz. u, <A'<A" <, oldugunda @(x,A")=u(x) ve ¢(x,A")=v(x) olsun.
(3.3.6) ya gore ¢'(b,A)/@(b,A) fonksiyonu (g, u,.,)arahginda monoton azalr.
@(b, 11, )= @(b, 14,,,,) oldugu i¢in + oo dan -0 a kadar azalmasi gerekir. Bu nedenle

¢' (b, A1)

=—cotf
q)(b’ﬂ“mﬂ)

olmak tizere (4, /4,,,) arah@mn i¢inde bir tane A, noktas: bulunur. Bunun sonucu

olarak A, 6zdegerdir ve ¢(x,4,), (a,b) araliginda ¢(x, 4, ) fonksiyonu gibi gok

sayida sifir1 vardir yani m tanedir.
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4, GENELLESMIiS FONKSIYON KATSAYILI STURM-LIOUVILLE
OPERATORU ICIN TERS SPEKTRAL PROBLEMLERI

4.1. Genellesmis Fonksiyon Katsayih Sturm-Liouville Operatoriiniin Spektral

Karakteristiklerinin Incelenmesi

—y"+q(x)y=4%, XG(O,%]U(%JZ), (4.1.1)
U(y)=y'(0)=0, V(y)=y(x)=0 (4.1.2)
WS+ -YG-0=ay(D), Y +0)=y(-0=y() (4.13)

olarak verilen smir deger problemini inceleyelim. Burada A spektral parametre,

q(x),a reeldir.

Kayit edelim ki (4.1.1) ile (4.1.3) problemi
—y”+(a5’(x—%)+q(x) yj:ﬂy (4.1.4)

problemine denktir, burada 6, ¢ Dirac fonksiyonunun tiirevidir. Ayrica (4.1.1)-(4.1.3)

sinir deger problemini L=L(q) ile gosterelim.

y(x) ve z(x) fonksiyonlari [0%) ve (%ﬂ'j araliklarinda  stirekli

diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. (y,z):=yz'—yz olarak alalim. y(x) ve z(x)

fonksiyonlarini (4.1.3) teki sartlara uygun olarak yazarsak

‘vz =y(Z+0)-2(Z+0)-v(ZE+0)-2(Z

yz —yz_y(2+0) z(2+0) y(2+0) z(2+0)
=[y(%—onay'(g—m]z'(g—O)—y'(%—O){z(g—owaz'(%—m}
=Y(5-0)2(5~0)+ay(7 ~0)-2(-0)

Y5 =020 ~0)~ay'(5-0)-7(7-0)
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7 7T 7T T
=y|=-0|-2'| =-0|-Yy'| =-0]-z] =-0
y(z j (2 jy(z j(z j
olur. Boylece (y,z) ifadesi X:% noktasinda siireklidir.

go(x,/l)yl go(O,ﬁ,):l : go’(O,/I):O baslangi¢ ve (4.1.3) birlestirme sartlarini
saglayan ve (4.1.1) denkleminin bir ¢oziimii olarak alalim. Bu durumda U (¢)=0,
A(A)=-V(p) olsun. A(4) fonksiyonu A nin derecesi % olmak iizere tamdir ve bu
fonksiyonun sifirlar1 L operatoriiniin 6zdegerleridir.

A=k? alalim. |/1| — o0 i¢in X den diizgiin esit olmak iizere asagidakiler dogrudur

[bkz.5].

smkx+jsm k(x—t)

@(x,2)=(0,2)coskx+¢'(0,1) ”

q(t)e(t,2)dt
0
:coskx+J‘Wq(t)¢(t,/l)dt
0
1% . 17%.
:coskx+EJ.S|nk(x—t)q(t)cosktdt+Pjsmk(x—y)q(y)dy
0 0
: 1
jsink(y—t)q(t)cosktdt+o(Fj
0
:COSW+in(t)dt~sinkx+iisink(x—2t)q(t)dt
2k 5 2k 5
+2_[sink(x-y)a(y)dy] (a(t)dt)sinkyd +o(i]
2k20 yjaly yo q y 2

:coskx+2—1k£q(t)dt~sin kx+$(q(x)—q(0))coskx
1 [ i 1
_W{Iq(t)dt} coskx+o(FJ
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= coskx+2—1kiq(t)dtsin kx+%{(q(x)q(0))%ﬁq(t)dt} }coskx

1
+0(Fexp(|r| x)j (4.1.5)

elde edilir. Burada 7 =Imk dir. Ayn1 zamanda

X X 2
go’(x,ﬂ,)—ksinkx+%(j)q(t)dtcoskx+4—1k{(q(x)q(O))+%L%q(t)dt} }sinkx

+o(%exp(|r|x)) , x<% (4.1.6)

Simdi x>Z olmak iizere @(x, 1) fonksiyonunu kuralim:

sin ﬂ(x—”}
o\ 2)

go(x,l)=(o(%+0,ljcosﬂ(x—%j+gp’[%+O,/1j 7
js'n’l (x-1) )op(t,2)dt (4.1.7)
3

Bu durumda

T T T
Zi0al=0lZ-01|+a0| Z-0,4
g”(z ) ("(2 j“‘”(z j

2
a(t)t-sink” +a —ksink%+%_([q(t)dtcosk%

O v [ N

r 1
=COSK—+—
2 2k

2

q(t)dt | ¢sin k% +o(%exp(|r|%j)

aN
=~
7\
o
7\
NN
N—
|
o
—~
o
N—
N—
+
N |-
O =y | N
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: :
:—kasink%+ 1+%_([q(t)dt cosk%+i !q(t)dt+%[q(%}—q(0)}

2

+
NP
O =[N

T LT 12 r 1
| =+0 |=-ksink—=+=|q(t)dt-cosk —+—
¢(2+j 2 2£q() 2" 1k Lq(

o o )

q(t)dt sink%+o(%exp(|r|%j] (4.1.8)

(4.1.9)

Bu bulunan (4.1.8) ve (4.1.9) ifadelerini (4.1.7) denkleminde yerine yazarsak;

2
go(x,;t):[—kasin k%+ 1+%_(|:q(t)dt cosk%

+i iq(t)dt+%(q(gj—q(0)j+

O v [ N

o1
+| —sink =+—
2 2k

s
K

N\N'—.x

=—kasin kE COSk(X——j-l- 1+—=

24

z
j-
0

M

Oty

2

t)dt| tsinkZ |cosk| x—=
q(t) sin 5 cos (x 2}

t)dt-cosk = |sink -fj
q(t)dt-cos 5 sin (x 5

sink(x—t)q(t)e(t, 2)dt +0[%exp(|r|x)]

dt cosk— cosk(x—%)



+21kﬁq(t)dt+;[q(7;)q(O)j+iﬁq(t)dt] ]sinchosk(xZ]

2
—sinkZ sink| x—-Z +ijq(t)dt cosk Z sink| x—Z=
2 2) 2k 2 2

+%isink(x—t)q(t)¢(t%)dt +0(%exp(|flx)j

2

:—k%[sin kx +sin k(;zx)]+%{1+%§q(t)dt][cosk(7zx)+coskx]

+j(ﬁq(t)dt+i(q(§jq(O)J+iﬁq(t)dt] ][sin kx +sin k(n—x)]

+%[coskx—cosk(7r—x)}+4—1k.:[q(t)dt[sinkx—sink(yz—x)]

+%isink(x—t)q(t)¢(t%)dt +°Gexp(|flx)j

2
:—kg[sinkx+sink(7z—x)]+ 1+gj2‘q(t)dt coskx+gjq(t)dt-cosk(7r—x)
2 4 0 4 0

i ziqmmg(q(gjq<o>j+gﬁq<t>dt

o)
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+%i‘sink(x—t)Q(t)(P(t’i)dt +o(%exp(|r|x)j

2

O 0 | N

2
:—k%[sin kx+sink(;rx)]{l+%fq(t)dt coskx+% q(t)dt-cosk (7 —x)
0

oo

]sin k(7—x)

+%Iq(t)dt.coskx+%{ q(x )smkx+q( jsmk(;z x)}

z
2

_%:[q(t)dt-cosk(ﬂ—x)+gik{q(x)sin k(n—x)—q(%jsin kx}

2

8k ¢

_Kiq(t)dt.jq(t)dt.sin k(z- x)+2—1k{1+%jq(t)dt}jq(t)dt.sin kx

z
2 2

+O(%exp|r|x)

ar . . o
- —kE[sm k7 +sin k(;z—x)]+{1+zj‘q(t)dt}coskx

0
Z
4

t)dt— ;[q dt]cosk(z X +—42}q dt+2(q(7;j—q(0)j

o'—,m\
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q(t)dt psinkx

[ R
|
o]
7\
IS
N—
|
o]
—_
>
~
N—
+
N
O | N
o]
—~~
—
S~
o
—
+
N
+
N |
Oty [N
o]
—~~
—
P
o
—
I\)‘N';.X

2 X . 1
_%Iq(t)dt-jq(t)dt S|nk(7z—x)+O(Pexp|r|xj (4.1.10)
’ 7
elde edilir.
A(/l) = —(p(ﬂ', l) oldugu icin
v % T
:k%sinkﬂ+cosk7z[1+%£q(t)dtj+% _([q(t)dt—iq(t)dt
2
al, . coskz( -4 % 1 2 f;
= | ksinkz —= Lz_lq(t)dt}ri !q(t)dt—iq(t)dt
2
+0(exp|z|z) (4.1.11)
olur. Burada

N — oo i¢in (4.1.9) formiiliini kullanarak bilinen yontemin (bkz.[S]) uygulamalariyla

(lj (4.1.12)

1 n-
J =K, :n+2—(w+(—1) 1Wl)+0 -

zn
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elde edilir.

Ayn1 formdaki ancak farkli katsayilarla § ile sinir deger problemi L= L(§) yn L
ile birlikte diisiinelim. « nin L ile iligkili belirli bir sembol oldugunu kabul ettigimizden

daha sonra &, L ileilgili benzer bir nesneyi ifade edecektir.

Teorem 4.1. Eger herhangi bir ne N U{O} icin
//i,n:/ln, <ynyyn>x:%70:o

ise (0, 7)arahiginda hemen hemen her yerde q(x)=q(x)olur.
ispat.
-y (% A)+q(x)y(x,2)=2%y(x,4), =¥"(xA)+q(x)¥(x,2)=2°9(x, 1),
y(0,4)=0, y'(0,2)=1, y(0,4)=0, §(0,2)=1,

Buna gore r (X) =q (X) —C](X) olmak tizere

r(x)y(x,2)y(x,2)dx=(y,,¥,) =, dir. (4.1.13)

O [ N

neNu{0}icin (y,,¥,) -  =0dir. Bunu(4.1.13) de yerine yazarsak
2

(x,4,)dx=0,  neNuU{0} (4.1.14)

O =[N
-
—~
x
N—
<
—_
x
o
~
<t

olur.
X < /2 i¢in agsagidaki gosterim dogrudur:

y()(Jb):smﬂx sm/lxdt’

K (xY)

0

Sin AX dt

J(x,A)= +[K(xt
9002) =S R ()
Burada K(x,t), 4ya bagl olmayan siirekli fonksiyondur. Bundan dolay:
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22%y(%,A) ¥(x, 2) :1—0052/1X—IV (x,t)cos2Atdt (4.1.15)
0

Burada V (X,t) , A ya bagli olmayan siirekli fonksiyondur. (4.1.15) ifadesini (4.1.14) de

yerine yazarsak

72 /2
I [r(x)+ IV(t,x)r(t)dt)cosZ)ﬂnxdx:O, ne Nu{0},

0 X

Kosiniis fonksiyonunun tamligindan asagidaki denklemi elde ederiz:

/2
r(x)+ j V (t,x)rtdt =0

X

Bu denklem homojen Volterra integral denklemidir ve sadece [0%} araliginda

r(x)=0disinda ¢oziimii yoktur. q(x)=@(x) oldugunu ispatlamak icin E , 7[}
araliginda olarak L problemini dikkate alacagiz;
-y (% A)+q(X)y(x,2)=2%y(x,4), @ (x)=q(z-x), 0<x <%
U(y)=y(0,1)=0,

T T T T T
""=4+0,1|=Yy'|=-0,41]1, —4+0,A |-yl ==0,1 |=ay'| =2
y(2+ j y(z j y(f j y(z J “y(z j

Burada (Y,,¥,), =, =0 dir. Dogrudan hesaplayarak ¥,(x)=y,(7—x) ifadesinin L

T
X="+
2

probleminin ve §, (%—O,ﬂ) =Y, (%w, ij ifadesinin sonucu oldugu goriiliir. Boylece
L ek problemi i¢in Teorem 4.1 in varsayim sartlar1 yerine getirilmistir. Eger yukarida

yaptigimiz ispati tekrar ettigimizde r(ﬂ'— X) =0 ve 0<x <% icin {% , 7Z'i| araliginda
q(x)=G(x) oldugunu griiriiz.

4.2. Ters Diigiim Problemleri
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Stireksizlik sartlar1 olmaksizin ters diigim problemle ilgili ¢aligmalar Hald ve
McLaughlin tarafindan baglatildi. Ters diigim problemler 6zfonksiyonlarin digiim
(sifirlar1) operatorlerinin ingasinda olusur. Ters diiglim problemler siireksizlik
olmaksizin klasik Sturm-Liouville i¢in olduk¢a kapsamli calisildi. Aralik i¢indeki
stireksizlik kosullariyla sinir deger problemleri genellikle uygulamalarda goriiniir. Bu
gibi problemler siireksiz materyal 6zellikleriyle baglantilidir. Ters diigim problemleri
tamamen kendi diigiimlerinden sinir verilerini ve potansiyeli belirler. Bu bdlimde ters
diiglim problemleri stireksizlik sartlariyla diisiinecegiz. Bu bolimiin ilk kisimda teklik

teoremlerini ve diigiim noktalarin yogun alt kiimesinden olan (0, ) aralig1 iizerindeki

kurtarma potansiyeli olan q(x) in prosediiriine ulasacagiz. ikinci kisimda da ters diigiim
ve ters spektral problem arasinda baglanti kuracagiz. Bu iliskiler ve ikinci bolimiin
sonuglar1 kullanilarak; ek sinirlamalar altinda araligin bir kisminda yer alan diigiim

noktalarinin alt kiimesinden olusan (0,7) aralig1 {izerinde potansiyelin olusturulacag

ispatlanabilir.

Sinir deger problemi L’nin 6z fonksiyonlari, y, (x)=¢(x,4,) formuna sahiptir.
¥, (X), gercel degerli fonksiyon olmak iizere (4.1.12) yi (4.1.5) ve (4.1.10) un igine
yerlestirilerek asagidaki n — oo, X icin asimptotik formiilii elde ederiz:

1 ¢ n-1 . 1 T
yn(x):cosnx+2— EJ.Q(t)dt—(W+(—1) wl)x sinnx+o ~ox<3 (4.2.1)
0

zn

87zn

Y, (X)= —n%(l+ (_1)”—1)sin nX + i(w+ (-1)™ wl)sin nx[a(—l)" (m—x) iq (t)dt —:[

—za(1+(—1)n_1)—4x(1+%;fq(t)dtﬂ+cos anH%:[q(t)dt]

+0(—j, x>Z (4.2.2)
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Y, (x)= cosnx+i[ Jx'q()dt (w- )xjynnxw(ij x<%, n=2m (4.2.3)

27N

Yo (X) = COSnX+i[7z:[q(t)dt—(W+Wl)x}sinnx+o(l

j, x<Z | n=2m+l (4.2.4)
27N n 2

3 B .
¥, (X)= 1+%!q(t)dt—%(w—wl) cosnx+(V\é”:vl){—aﬂ!q(t)dt—(2a+4)x
2 1 V4
+2a7z_[ dt S|nnx+o( J X>— , n=2m (4.2.5)
5 n 2
y”(X):—ozsinnXJrl zj‘q dt+1——(w+w)(2x—ﬂ)—ziq(t)dt COS NX
n ni2y 2%
1 V4
+o(—j, X>—, n=2m+l (4.2.6)
n 2

L siir deger problemi i¢in benzer Sturm’s salinim teoremi dogrudur. Daha

dogrusu, y, (x) 6zfonksiyonu tam olarak (0,7) arahiginda n tane (basit) sifira sahiptir.

Yani; 0<x <...<x" <z dir. XLZ:{Xj}

n

_sinir deger problemi L nin diigiimleri

n>1, j=1,n

olarak adlandirlmaktadir. X[ = {ijm*k}m_lj P k=0, lolarak gosterilir. Acik¢a

XJU X[} =X_ dir. Ters diigiim problemler, verilen X, diigiim noktalar kiimesi veya

bazi kisimlari potansiyel olarak g(x) den olusur.

_(j_ljz T g T
2 0 7 n " 2n

olacak sekilde ifade edebiliriz. (4.2.1) ve (4.2.2) esitliklerini gbz Oniine alarak N — oo

asagidaki asimptotik formiilleri elde edebiliriz:

xga;+27:n2[ fq()dt (Ww-w,)a, ]+o(nlj xge(o,%j, n=2m (4.2.7)

0
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Xn]ar{+21n2(ﬁjﬂq(t)dt_(w+wl)an’J+o(i2j, xge(o,%j, n=2m+1 (4.2.8)

0 n

%

x;_ag+8i2(w-wl)(-mj q(t)dt—(2a+4)anj+d0J+o(%j, xge(g,ﬁj, n=2m  (4.2.9)

mn ]

0 T

- 1faf o < 1 . (
xn‘:7n1+ﬁ{5'[q(t)dt4—(W+W1)(2yn'ﬂ)+dl]+o[Fj, xge(?ﬂj, n=2m+1 (4.2.10)

elde ederiz. Boylece

(4.2.11)

N
>

olur. Burada X, setleri k=0, 1 olmak iizere (0,7 )araliginda yogundur. Bu formiilleri

kullanarak asagidaki iddiaya ulasiriz.

Teorem 4.2. k=0v1 ve xe(0,7) olsun. lim__ x"=x olacak sekilde {xnj"}ext

secildiginde sonlu limit bulunur.

gk(x):LinOZn[xg"n—(jn—%jﬂj, x] e(o,%j
. i .1 P (T
gk(x):L|m8n[xn"n—[1n—gjfzj, X G(E,ﬂj, n=2m (4.2.12)

g, (x)=lim(xrn—(j,7)), x E(%,ﬂ'), n=2m+1

n—o0

ve
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_x W+(_1)k+1 ] <7z'
gk(x)—'([q(t)dt— ~ X X<
Y (X)=(W+(—1)k+lW)TQ(t)dt—2a+4x+$, x=Z n=2m (4.2.13)
‘ . 0 /4 V4 2
X a(w+(-1)"w,)(2x-7)
gk(X)Z'([Q(t)dt 2 ( pp ) +ﬁ, x>Z n=2m+1

Burada d,ve d, (4.2.11) ile tanimlanr.

Simdi teklik ve ters diiglim probleminin ¢dziimiiniin ingasin1 veren teoremi ifade

edelim.

Teorem 4.3. k=0v1 kayit edelim. Varsayalim ki, X < X, [O,;r] de yogun olan

diigiim noktalarinin alt kiimesi ve X = X olsun. Bu durumda hemen hemen her yerde
[0,7]de q(x)=@(x)olur. Aym zamanda q(x) fonksiyonu asagidaki formiille insa

edilebilir:

- (9 (7)~9.(0)), (4.2.14)

T

q(x)=gi(x)

burada g, (x), (4.2.13) formiiliinden hesaplanur.

Ispat. (4.2.13) formiiliinii ve I q(x)dx=0 ifadesini (4.2.14) formiiliine uygulayalim.
0

(4.2.13) i dikkate alalim.

QL(X)Zq(X)—[LM} (4.2.15)

T

Bundan dolay1
f k+1 k+1
gk(ﬂ)—gk(o):jq(x)dx—(w+(—1) Wl):—(W+(—1) wl) (4.2.16)
0
Boylece (4.2.14), (4.2.15) ve (4.2.16) dan dogruca elde edilmis olur. Eger X =X

olursa (4.2.12) den xe[0,7z] i¢in g, (x)=G,(x) olur. (4.2.14) sayesinde [O,r]
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araliginda q(x)=¢(x) olur.
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