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Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢alismada modiiliis fonksiyonu yardimi
ile aralik say1 dizilerinin bazi siniflar1 tanimlanarak bu dizi uzaylariin bazi 6zellikleri
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calismam sirasinda ciddi anlamda katkida bulunan ve higbir yardimi esirgemeyen
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SIMGELER DiZiNi

R : Reel sayilar ciimlesi

IR : Aralik sayilar1 climlesi

lo : Aralik degerli smirli diziler uzay
C : Aralik degerli yakinsak diziler uzay1

Co : Aralik degerli sifira yakinsak diziler uzay:

w' : Tiim aralik say1 dizilerinin uzay1



1. GIRIS

Aralik aritmetigi ilk olarak Dwyer [11] tarafindan 1951 yilinda 6nerildi. 1959 ve
1962 yillarinda sirastyla Moore ve Yang [13] aralik aritmetiginin gelisimini ve bigimsel
bir sistem olarak degerini hesaplamay1 sagladilar. Daha sonra Chiao [11] 2002 yilinda
interval say1 dizilerini olusturdu ve interval sayilari i¢in alisilmis yakinsakligi tanimladi.
Son zamanlarda, sirasiyla Sengoniill ve Eryilmaz [15] interval sayilarinin sinirlt ve
yakinsak dizilerini tanimlayip, bunlarin bir tam metrik uzay oldugunu gosterdi. Esi [1],
[2], [3], [4], [8] ve Esi ve arkadaslar1 [5], [6] ve [7] nolu referenslarda interval say1
dizilerinin ¢esitli yakinsaklik tanimlarim1i ve bu dizi uzaylarinin 6zelliklerini

incelemislerdir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Aralik say1 dizilerinin tanimlanmasi ve 6zelliklerinin incelenmesi hakkinda ilk
calismalar Dwyer [11],[12], Moore and Yang [13] tarafindan yapilmistir. Daha sonralari
Chiao [10], Markov [14], Sengoniil ve Eryilmaz [15], Esi [1], [2], [3], [4], [8], Esi ve
Braha [5], Esi ve Esi [6] ve Esi ve Hazarika [7] tarafindan ¢alismalar yapilmistir. Bu
son calismalarda aralik sayilarinin gesitli dizi uzaylari calisilmis ve bu uzaylarin

sagladig ¢esitli topolojik ve cebirsel 6zellikler bu ¢calismalarda yer almistir.



3. METOT VE MATERYAL
3.1. Temel Tanmim ve Kavramlar

Tamm 3.1.1. X bos olmayan bir ciimle ve K ise R reel sayilar veya C kompleks sayilar
cismi olsun. Bu durumda her x,y,z € X igin
+ 1 XXX - X
(X)y) = x+y
«KxX - X
(ax) - ax,
islemleri asagidaki Ozellikleri sagliyor ise X climlesine K cismi iizerinde bir vektor
uzayi(lineer uzay) denir:
. XHY=YH+X,
 X+H(y+2)=(x+y)+z,
. Her x € X i¢in x+0=x esitligini saglayan bir tek 0 € X vardr,

. Her x € X i¢in x+(-x)=0 esitligini saglayan bir tek —x € X vardir,

1
2
3
4
5. Her x € X i¢in 1.x=x,
6. a(xty)=ax+ay,
7. (a+b)x=ax+bx,
8. a(bx)=(ab)x.
X climlesinin elemanlarina da vektor veya nokta adi verilir. K= R alinirsa X’e
bir reel vektor uzay1 ve K=C alinirsa X’e bir kompleks vektor uzay: denir.
Tamim 3.1.2. Bos olmayan bir X climlesi ve bir
d: XxX - R*
(xy) = d(x.y)
dontisiimii verilsin. Eger bu d doniisiimii her x,y,z € X i¢in
(M1) d(x,y)=0 & x=y,
(M2) d(x,y)=d(y.x),
(M3) d(x,y)<d(x,2)*+d(z,y) (liggen esitsizligi)
Ozelliklerini sagliyorsa X ciimlesi {izerinde uzakhk fonksiyonu ya da metrik adin alir

ve bu durumda (X,d) ikilisine bir metrik uzay denir.



Tamm 3.1.3. X bir vektor uzay1 Y, X’in bos olmayan bir alt climlesi olsun. Y , X vektor
uzayindaki islemlere gore kendi basina bir vektdr uzayr olusturuyorsa Y’ye X’in bir
(lineer) alt uzayi denir.
Tamm 3.1.4. X bir Kcismi tizerinde bir vektor uzay1 olsun.

Il X > R*

x— lIxll,
dontisiimii her x,y € X ve her a € K i¢in
(N1) IxlI=0 & x=0 ;
(N2) llaxll= |a].lxll ;
(N3) lIx + yll < lIxlI+llyll (iggen esitsizligi)
Ozelliklerini sagliyorsa Il. Il doniisiimiine X iizerinde norm ve (X, I.1l) ikilisine bir
normlu vektor uzay adi verilir.
Tanim 3.1.5. Normlu uzay taniminda verilen liggen esitsizligi K > 1 olmak {izere
Ix + yll < K(lIxlI+lyll)
seklinde tanimlanirsa bu norma quasi-norm denir.
Tamim 3.1.6. Quasi-norm ile tanimlanmis bir vektor uzayina quasi-vektor uzayi denir.
Tamm 3.1.7. Bir (X,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X i¢inde bir limite sahipse ,
bu (X,d) metrik uzayina tam metrik uzay adi verilir.
Tamm 3.1.8. (X,d) bir metrik uzay olmak iizere f:IN—-X fonksiyonuna X i¢inde bir dizi
denir ve f(n)=(x,) ile gosterilir.
Tammm 3.1.9. K=R veya K=C olmak tiizere her n=1,2,... i¢in x, € K olan
X=(x1, X2,..., Xn,...) (veya kisaca x=(x,,)) seklindeki biitiin diziler kiimesi K* olsun. Bu
durumda asagidaki dizi uzaylarini tanimlayabiliriz:
lo ={x = (x;,) € K*: (x,) sinirh },
c={x=(x,) € K*:(x,) yakinsak },
co={x=(x,) € K*: lim,_,, x, = 0} [9].
Tamim 3.1.10. E © w! olmak iizere ¥=(¥;) € E ve| yi| <| %4l esitsizligi saglandiginda
¥=(yx) € E oluyorsa E aralik degerli dizi uzayma solid (normal) denir.
Tamm 3.1.11. f : [0,00) — [0,00) olsun. Eger asagidaki ozellikleri sagliyorsa f’ye bir
modiiliis fonksiyonu denir :
(1) f(x)=0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x=0 olmasidir,

(i) Her x,y = 0 i¢in f(x+y) < f(x)+f(y) ,



(iti)  fartandir,
(iv)  f, 0’da sagdan siireklidir.
(ii)’den | f(x)-f(y)| < f(x-y) ve (iv)’den fnin [0,00) {izerinde her yerde siirekli
oldugu goriiliir. Modiiliis fonksiyonu sinirli veya sinirsiz olabilir [17].
Lemma 3.1.12. Her k i¢in p;, > 0 ve H=supypy , ax, by € C olsun. Bu takdirde
| ax + byl Pk < C[| ap| Pk +] byl P¥]
C=max(1,27~1) dir.
Lemma 3.1.13. a, by = 0, k=1,2,...,n olmak lizere
a) O<pp<1lise
Yi=1(ar + b)Pk < FR_qg arPr +Xk_ bP*
b) pr = 1ise
(Bk=1(a + b)PRYYPe < (FR_; aiPRYPR+{ER_, by PFY/Pr dir [16].

3.2. Aralik Sayilar

Bu calismada a<x<b olacak sekildeki biitiin x reel sayilarinin olusturdugu
kapali aralik bir aralik sayis1 olarak tanimlanacaktir. Boylece reel bir aralik, bir ciimle
olarak g6z Oniine alinabilir. Aralik sayilarinin ciimlesini IR ile gosterecegiz.
Calismamiz boyunca IR nin elemanlarini temsilen x (¥={X € R: a<x<b }) gosterimini
kullanacagiz. Simdi x; ve x, ile X aralik sayisinin sirasiyla baglangig ve bitim
noktalarini gosterelim. Aralik sayilarinin cebirsel ve analiz 6zelliklerini inceleyebiliriz.
Tanim 3.2.1. (Arahik Sayilarinin Esitligi):

X, ve X, € IR i¢in

X1 =Xy, Xy = Xg, X1,7 Xg,
Tanim 3.2.2. (Aralik Sayilarinin Toplami):

X+ X ={XER xq, + x5, S X< xq, +x5, }

Tanim 3.2.3. (Aralik Sayilarinin Skalerle Carpinm):
oa=0iseax; ={XERax;, <x <ax;, }
0<0iseax; ={XER:ax;, <x < ax, }
Tanmim 3.2.4. (Aralik Sayilarinin Carpimi):

¥1.%,={XE R:min{xy,. x5, X1, X2, X1, X2, X1,. X3, }< X <

Max{xy,. X, X1,- X2, X1, X2,, X1,.- X2, } }



Simdi IR iizerinde d: IR x IR - R* fonksiyonu
d (%1,%5)=max {|xy, - x2,|,[1, -x2, [}
seklinde tanimlanirsa d fonksiyonu ile birlikte (IR,d) ikilisi bir tam metrik uzay olur
[12].

Ozel olarak x;=[a,a] ve X, =[b,b] secilirse R nin mutlak deger metrigi
d(x,,x,)=[a-b| elde edilir.
3.3. Aralik Sayillarimin Yakinsakhgi

Tamm 3.3.1. Her € > 0 igin bir k, pozitif tamsayis1 her k > k, i¢in d (X, x,) < €
olacak sekilde var ise X=(X) aralik say1 dizisine X, aralik sayisina yakinsiyor denir ve
lim;, X, = x, seklinde gosterilir.
limy, % = Xy & limy x, = xg, , limg x5, = %o, -

Calisma boyunca w' ile reel terimli biitin aralik say1 dizilerinin ciimlesi
gosterilecektir. wt uzayi bir quasi-vektor uzayidir ve asagidaki sartlari saglar [14].

(%), (7) ve (Z,) € wh, o,p € R olmak iizere
L (%) + (Vi) = (Fi) + (Xk)
2. (%) + ((Fie) + (2i)) = (%) + (F)) + (Z)
3. (%) + (¥i) = (Xi) + (Zi) ise (yi) = (Zk)
4. a((X) + (Vi) = (%) + oY)
5. (atP) (%) = a(Xy) + P(Xk)
6. a(B(Xk)) = (0f)(Xx) (ap= 0)
7. (%) = [1,1] (%) dur.

w nin sifir elemani 6=[0,0]=0 seklindedir.
3.4. Aralik Sayilarinin Baz1 Dizi Uzaylar

Bu béliimde aralik sayilarinin sifira yakinsak , yakinsak ve siirli dizi uzaylari
tanimlanacaktir.
Sifira yakinsak , yakinsak ve sinirl aralik say1 dizilerinin climlesini sirasiyla ¢, ,
¢ ve l, ile gosterelim.Yani;
¢o= {x=(%,) € w': lim, %, =6, 6=[0,0] },

¢={x=(x,) € wi:limy X, = %, , X, € IR },



loo = {x=(%Xx) € W supy{lxy,| . [xx,[}< 0 },

olsun. ¢, , ¢ Ve l, uzaylart w' uzaymin alt uzaylaridir.
Ayrica her () , (k) € ¢, (Yada ¢, L) icin

d(%y Ji ) = supgmax{|xg,- Vi, , Xk, - Vi [} (1)
olarak tanimlanan d , metrik aksiyomlarmi saglar [15] .Boylece (o, d) (veya (¢, d),
(I, d )) bir metrik uzaydir.
Tamm 3.4.1. 5 € w', ¥ = ([y, Y&, ]) olsun. Eger yx, = yy. ise her k € IN i¢in y= (¥)
dizisine dejenere aralik dizisi denir.

x=(x,) ve y= (¥x) dejenere aralik dizisi ise (1) ile verilen metrik reel veya
kompleks sayilarin sifira yakinsak, yakinsak ve sinirli dizi uzaylarinda taniml
d(x, Vi) =Supy | Xk, - Yk,| metrigine indirgenir.

Biitiin reel degerli dizilerin uzay1 olan w nin, w! uzaymin dejenere olmus sekli
oldugu kolaylikla gosterilebilir. Ciinkii her reel say1 bir dejenere araliktir. Bdylece w nin
her bir alt uzayina bir dejenere dizi uzay1 denir. [, c, ¢q dizi uzaylar sirasiyla dejenere
siirli, dejenere yakinsak ve dejenere sifira yakinsak dizi uzaylari olarak adlandirilabilir.
Tamim 3.4.2. x=(X;) € w' olsun. Her £ > 0 icin en az bir k, € IN sayis1 n, m> k, i¢in
d(x,, %, )< € olacak sekilde mevcut ise X=(%)) aralik dizisine arahk Cauchy dizisi
denir.

Teorem 3.4.3. (o, d), (¢,d), (I,d ), (1) de tammlanan metrik ile birer tam metrik
uzaydir.
Ispat: Her n € IN icin (¥™) = (x}}) = (X , X' X%, ... ) € &, ve (™) bir Cauchy dizisi
olsun. Her € > 0 icin en az bir k, € IN sayis1 n, m> k, icin d(¥y, ¥i* ) < € olacak
sekilde bulunabilir. Buradan
A(ER )= suppmmax{ - X, W - X< €
ve
Xk~ x5 1< € |xk, - xi < €
yazabiliriz. Boylece (x7;) , R de bir Cauchy dizisidir. R de bir Banach uzayi oldugu igin
(x}) yakinsaktir. O halde her k € IN igin lim,,_,, X} = X} diyelim. Bu durumda her
n,m > kg icin d(x}, X" )< & oldugundan
lim,;, oo d (0, ) = d (X}, liMyye0 Xt ) = d (X}, %) < €.

Boylece n— oo i¢in x™ — x olur.



Diger taraftan ,
d(Xy, X — % ) = supgmax {Jxx, —(xk, — x| 1xx, —(xk. — x5 )}
< supgmax {[xy, — x|+ x| o e, — x| + Ixg, [}
< supgmax{lxg, — xi Llxk, — xi, [} supemax{loc, | |, [}
oldugundan x € &, dir. Bu ise (¢, d) nin bir tam metrik uzay oldugunu gosterir.
AL, wt nin bir alt ctimlesi olsun. Bu durumda asagidaki tanim verilebilir.
Tamim 3.4.4. 2" {izerindeki negatif olmayan I - l,; = 2* - R* U{0} normu asagidaki
ozellikleri saglar:
Her X , ¥ € A* ve her o € R, ¥ € A\{0} igin
N1) lix Il,: >0 dur,
N2) lix Il,: =0 olmas1 igin gerek ve yeter sart x=0=[0,0] olmasidir,
N3) llx + yll i < llx Il + Iyl dir,
N4) llox Il: = |aif.llx Il dir.
Kolaylikla gosterilebilir ki (o, d) , (¢, d) Ve (I, d ) uzaylari da birer normlu uzay haline
getirilebilir. Burada
d (%, ,0) = supmax{|xi, 0y, |, lxk, - Ok, |} = supemax{lxy, |, xi, [}
ve 0=[0,0] ; ¢o, C vel, uzaylariin birim elemanidir.
Teorem 3.4.5. ¢,, ¢ Ve lo, uzaylar Ixl = supmax{|xy,| , [xi, |} normuyla normlu aralik
uzaylaridir.
Ispat : 1'=¢, (¢ veya l,,) ve x , y € A' olsun.
N1) lxlli = supgmax{|xy,| , |xk,|} oldugu igin her X € AN{0} igin llx I,i >0 oldugu
kolayca goriiliir.
N2) X Ili =0 < supymax{|xy,|, |x, [} =0 & x=0
N3) llx + yll;i = supemax{lxy, + yi, |, [xk, + Vi, [}
< supgmax{|xg, | + |y, |, %k, | + Yk, |}
= supmax{(|xx, |1k, ) + (yie, |, |vi, D}
< supgmax{(|xx,|.|xx, )} + supemax{(|yx,|.1yx, D}
= lxllye + Iyl
N4) laxl = supymax{|axy,| , |ax, [}

= lal.supemax{(|x,||xk, )}



= |al. Il

Bu durumda ll%ll;i , A* iizerinde bir normdur. Béylece ispat biter.



4. BULGULAR VE TARTISMA

f bir modiiliis fonksiyonu, s > 0 bir reel say1 ve p=(py,) pozitif sayilarin
0< h =infipr < px < supypr = H < oo sartin1 saglayan bir dizisi olmak tizere,
lo(f,p.5)={A=(Ax) € W' : supy k™[ (d(Ay, 0))]P* < 0,5>0}
c(f.p,s)={A=(4;) € w' : limy k=5[f(d(Ay, A,))]Px =0, s >0, baz1 A, € w' icin}
co(f.p,s)={A=(A;) € w' : limy k~5[f (d (A, 0))]Pk = 0,5>0} ve
[(f,p,5)={A=(Ax) € W' : Zick™[f(d (A, 0))]Pk < 00,520}
dizi uzaylarini tanimlayalim.

Teorem 4.1. I.(f,p,s), é(f,p,s), é(f.p,s) ve I(f,p,s) ciimleleri koordinatsal toplama ve
carpma islemlerine gore kapalidir.
Ispat : [,(f,p,s) ciimlesi iizerinde

+ 1 1o, (F,0,8) X Lo (F,0,S) = Lo (F,0,S)

o R X [(f,p,S) = Lo (F,p,S)
islemlerini tanimlayalim. 4, B € I,(f,p,s) olsun. Bu durumda
supy k™[f (d (A, 0))]Pk < oo,
supy k*[f (d(B, 0))]P* < oo
yazilabilir. O halde
d(A, + By, 0) <d(Ax,0) + d(By,0)
ve f bir modiiliis fonksiyonu oldugundan
f(d(4, + B, 0)) <f( d(A,,0) + d(By,0))
<f( d(A, 0)) + f(d(By,0))
elde edilir. Ayrica p=(py) pozitif terimli dizisi igin
0 <h=infipr < pr < supxpx = H < o0 ve M=max(1,27~1) oldugundan
[f(d(Ar + By, 0))]P* < [f( d(Ay, 0)) + f(d(By, 0))] P
<MIf( d(A, 0))]P* + M[f(d (B, 0))]7*

olur. (k=%) sinirh oldugundan
supy k™ [f(d(Ax + By, 0))]Px <
supy, k=*M[f( d (A, 0))P¥]+supy k~M[f (d(By, 0))]P* < o
Boylece A + B € I, (f,p,s) elde edilir.

Simdi de A € [,(f,p,s) ve a € R olsun. Bu durumda
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supy, k~S[f(d(Ay, 0))]Pk < oo yazilabilir.
d(ady,0) = |a|d (A, 0) ve f modiiliis fonksiyonu oldugundan
f(d(aAy, 0)) =f( |ald(4x, 0)) < |a| f(d(Ay, 0))
ve p=(py,) pozitif sayilarn sinirl bir dizisi oldugundan
[f(d (a Ak, 0)]Pk<|a|P*[f (d(Ak, 0))]P*
elde edilir. (k™*) sinirli oldugundan
supy, k=[f(d(a Ay, 0))]Pk < supik ™ |a|P*[f (d(A, 0))]P* < oo
elde edilir. Boylece a4 € I,(f,p,s) olur.
Diger dizi uzaylar i¢in ispat benzer sekilde yapilabilir.
Teorem 4.2. ¢o(f,p,s), ¢(f,p.s), Lo (f.p,s) dizi uzaylar
de(A, B) = supck ™ [f (d (A, Bi)]PK/™
metrigine ve [(f,p,s) ciimlesi de

dp(4, B) = {Zi k™ [f (d(Ay, Bp)) Pk} M

metrigine gore tam metrik uzaylardir. Burada M=max(1, supyp, = H < o) dir.

Ispat : Oncelikle ¢,(f,p,s) ciimlesinin verilen do, (4, B) metrigi ile metrik uzay oldugunu

gostermek kolaydir.

Co(f,p,s) nin tamligin1 gosterebilmek icin &, (f,p,s) uzayinda A:={4%, A, ..}

olmak {izere herhangi bir Cauchy dizisi alalim. O halde her € > 0 ve i,j = ny(g) olmak

uzere

doo(A', A7) = Supkk_s[f(CZ([Il({i)'[Il(cj)))]pk/M <

olacak sekilde ny(e) pozitif tamsayisini bulabiliriz. Boylece her bir sabit k € IN sayis1

icin (4.2.1) ifadesinden i,j = ny(e) igin
k=S[F(A(AD, AP e <
elde edilir. Bu ise

liml-,j_)oo k_s[f(a(/ﬁ;),/fg)))]pkﬂw =0

olmasi demektir. Her k € IN i¢in k5 # 0 ve f siirekli oldugundan (4.2.2) den

1My, e J(Ag"),gg))] =0
elde edilir. f modiiliis fonksiyonu oldugundan bu ifadeden de

lim; ;oo (AL, AP ) =0
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elde edilir. Bu ise (A\") dizisinin her sabit k igin IR de Cauchy dizisi oldugunu gdsterir.
IR uzay1 d metrigine gore tam oldugundan i— oo igin A%, — A, diyelim. Bu sekilde
tanimlanan sonsuz tane limit yardimiyla (A4,)=( Ay, 41, ...) dizisini tanimlayalim. Simdi
(4.2.2) ifadesinde j — oo i¢in ve k € IN ler {izerinden supremum alirsak JOO(AS),AR)S €
elde edilir. Her i €IN igin /Ti:{ffg)} € Co(f,p,s) oldugundan ky(g) € IN sayis1 her
k> k,icin
KT @(A, 0P < e

olacak sekilde segilebilir. Bdylece C = max(1,27~1) olmak iizere her i, k € IN i¢in

k=S (@A )P <Ch—[f(d(AL, A )P + Ch[f (d( AP, D)) 1P,
esitsizliginden dolay1 her k > kq(¢) icin k~5[f (d(Ay, 0))]Pk < 2¢ elde edilir.
Bu ise A=(4;) € ¢y(f,p,s) oldugunu gosterir. {Ag)} keyfi bir Cauchy dizisi oldugundan
Co(f,p,s) bir tam uzaydir.

Diger dizi uzaylari i¢in ispat benzer sekilde yapilabilir.
Teorem 4.3. a) inf,pr=h > 0 olsun. Eger A=(4,) € ¢ ise A=(4,) € ¢(f,p,s) dir.

b) Eger A=(4,) € ¢(p,s) ise A=(A,,) € ¢(f,p,s) dir.

¢) Bger f§ = lim,_,, 2 > 0 ise &(p,s) = &(f,p.s) dir.
Ispat : a) Kabul edelim ki A=(4,) € ¢ dir. Bu takdirde limy_ d(4,4,) = 0 olacak
sekilde A, € ¢ vardir. f modiiliis fonksiyonu oldugundan
limy .0 [f( d(Ar, Ap))] = fllimy .0 d(Ay, Ap)] = F(0) = 0
yazabiliriz. infipr =h >0 ve lim_q[f(d(Ax, 4))]" = 0 oldugundan 0< e <1
olmak iizere 3k, € IN sayisini her k > k icin bu son esitlikten
[f(d(Ax, A" <e<1lvep,=h
oldugundan biitiin k lar i¢in
[f(d (Ak, Ap)P* < [f(d(Ar, A))]" < &
yazabiliriz. Boylece
limy o0 [f(d (A, Ag))]P* = 0
bulunur. Ayrica (k~°) smirh oldugundan
limy ook ~*[f(d (Ay, A0))]P* = 0

elde edilir. Bu da A=(4;) € ¢(f,p,s) olmas1 demektir. Béylece istenen elde edilmis olur.
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b) A=(4,) € ¢(p,s) olsun. Bu takdirde k — oo icin ax=k *[d(Ay, Ag)]Px — 0
yazabiliriz. ¢ > 0 verilsin. f modiiliis fonksiyonu 0 noktasinda siirekli oldugundan
0< 6 < 1sayism 0< t < § igin f(t) < ¢ olacak sekilde secebiliriz. Simdi

I, ={ke€IN:d(4, A4, < 6}

L ={k€IN:d(A A4, > 6}
ciimlelerini olusturalim. k € I, ve d (4, 4,) > & igin

d(Ay, Ay) < d(Ay, Ap). 67 < 1+[d(Ay, Ag).671]
yazabiliriz. Burada [.] tamdegeri goOstermektedir. Simdi modiiliis fonksiyonunun
ozelliklerini kullanarak, d (4, Ay) > & olmak iizere
f(d(Ar, Ao)) < (1+[d(Ay, Ag)- 67T )F(D)
< 2f(1) d(4y, Ay).671
ve k € I; icin d(Ay, Ay) < & oldugundan
f(d(Ay, Ap)) < €
yazabiliriz. Boylece
k= [f(d (Ax, A))IP* = k™ [f(d (Ak, Ag))IP*, + k™ [f(d(Ak, Ae))]P |,
yazarak
k=S[f(d(Ay, Ap))]Px < k=Sef + [2f(1) 67 1]".a,

elde edilir. Bdylece k — oo icin limite gegilirse A=(4,) € ¢(f,p,s) elde edilir. Béylece
istenen elde edilmis olur.
c) (b) sikkinda ¢(p,s) © c(f,p,s) oldugu gosterildi. Simdi ¢(f,p,s) € ¢(p,s) oldugunu
gosterelim. Herhangi bir f modiiliis fonksiyonu i¢in B ile verilen limitin varlig
Maddox[18] tarafindan Inclusion between FK-spaces and Kuttner’s theorem adli
calismasinda 6nermel ile verilmistir. A=(4,) € ¢(f,p,s) olsun. § > 0 ve her t= 0 igin
f(t) > ft yazilabilir. Boylece bu esitsizlikten A=(4;) € ¢c(p,s) oldugu kolayca
goriilebilir.
Teorem 4.4. f ve g modiiliis fonksiyonlar1 ve s, sq, s, = 0 olacak sekilde reel sayilar
olsunlar. Bu takdirde
a) c(f,p,s) nc(g,p,s) c ¢(f+g,p,s)
b) Eger s; <s, ise ¢(f,p, s;) € ¢(f,p, s,) dir.
Ispat : a) A=(4,) € ¢(fp,s) N ¢(g,p,s) olsun. Bu takdirde C = max(1,2~1) ve

ay, by € C sayilariigin | ai + by| Pk < C( ay| P* +| by| P¥) esitsizligi kullanilarak

13



[(F + &) (d(Ar, A))]P* = [f (d(Ar, Ap) ) + g (d(Ar, Ag) ) 1P
< C[f(d(Ay, Ap))]P* + Clg(d (Ak, Ap))]P*
elde edilir. (k=°) simirli oldugundan
k™*[(f + 8)(d(Ar, Ap))]P* < Ck™>[f(d (Ax, Ap))]P* + Ck~*[g(d (A, Ap))]P*
olur. A=(4;) € ¢(f,p,s) N ¢(g,p.s) oldugundan kolayca A=(A,) € ¢(f+g,p,s) elde edilir.
Teorem 4.5. f bir modiiliis fonksiyonu olsun. Bu takdirde
a) I, C lo(fp.s),
b) Eger f siirli ise boylece I, (f,p,s) = w dir.
Ispat : a) A=(4,,) € L, olsun. Bu takdirde sup,d (4, 0) < o oldugundan d(4,, 0) <M
olacak sekilde M >0 sayisi bulunabilir. f modiiliis fonksiyonu oldugundan
(f(d (A, 0))) dizisi de simrlidir. O halde
k™*[f(d (A, 0))]P% < k~°[Mf(1)]Px
< kS[Mf(D]" < o

olur. Yani A=(4,,) € I, (f,p,s) dir.
b) fmodiiliis fonksiyonu smirli olsun. Bu takdirde herhangi bir A=(4,) € w' igin

k=S[f(d(Ag, 0))]Pk < k™SLPe < k~SIH < oo
olur. O halde I,(f,p,s) = w' elde edilir.
Teorem 4.6. L, (p), ¢o(p), I(p) uzaylari solid uzaylardir.
Ispat : Herhangi bir A=(4,,) interval say1 dizisi l(p), ¢o(p), I(p) uzaylarindan herhangi
birine ait olmak iizere d(By, 0) < d(A, 0) saglansin. O halde

supy[d(By, 0)] P¥ < supy[d(Ay, 0)]Pk < oo

limy [d(By, 0)] P < lim,[d (A, 0)]Px =0 ve

Y[d(Br, 0)]Pk < Ty [d(4y, 0)]Pk < oo

elde edilir ki bu da B=(By) dizisinin bu uzaylara ait bir eleman olacagin1 gosterir.
Teorem 4.7. I, (f,p,s), ¢o(f,p.s), [(f,p,s) uzaylari solid uzaylardr.

Ispat : Teorem 4.6 ve modiiliis fonksiyonunun artanligi kullanilarak ispat verilebilir.
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