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Bu tezin birinci bolimiinde, diferansiyel operatdrler ve Sturm-Liouville
Operatorii ile ilgili eski ¢alismalar hakkinda bilgi verilmistir.

Ikinci béliimde, diferansiyel operatdrlerin spektral teorisinde sik sik kullanilan
temel tanimlar ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde, Sturm-Liouville operatdrii igin genel bilgiler, regiiler ve
singiiler Sturm-Liouville problemi, 6zdegerler ve Ozfonksiyonlar i¢in asimptotik
formiiller incelenmistir.

Dérdiincii boliimde, ters nodal problem ve Yeni Ters Nodal problem ile ilgili
aciklamalar ve teoremler verilmistir.

Tezin son boliimiinde, Etkilesim noktali Sturm-Liouville operatorii i¢in diigiim

noktalarina gore ters problemler incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville operatorii, 6zdeger, 6zfonksiyon, nodal nokta, ters
nodal problem, etkilesim noktasi.
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In the first chapter of this thesis, Informations about old studies of
Differential operators and Sturm-Liouville operator are given.

In the second chapter, Some fundamental definitions and theorems that use of
often in Spectral theory of Differential operators are given.

In the third chapter, General informations of Sturm-Liouville operators,
regular and singular Sturm-Liouville operators, asymptotic formulas for the
eigenvalues and eigenfunctions are examined.

In the fourth chapter, Inverse nodal problem and new inverse nodal problem
are given.

In the last chapter, Some inverse problems as to nodal points of sturm
liouville operators with interaction point are examined.
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1. GIRIS

Operatorlerin spektral teorisi, matematik, fizik ve mekanigin pek ¢ok alanlarinda genis
bir sekilde kullanilmaktadir. Lineer operatdrlerin spektral teorisinin esas kaynaklar1 ayni
zamanda lineer cebir ve titresim teorisinin problemleridir. Lineer cebir problemleri ve
titresim problemleri arasindaki benzerliklerin tanimlanmasi ¢ok eskilere dayanmaktadir.
Integral denklemler teorisiyle ilgili yapilan ¢alismalarda bu benzerliklerden yararlanan

ilk bilim adami Hilbert olmustur.

Ozellikle 1, ve H soyut Hilbert uzayr tanimlandiktan sonra Hilbert uzayinda lineer self
adjoint operatdrler teorisi hizla gelismeye baslamistir ve 6zellikle X1X-XX. asirlarda bu
konularda calisan bircok matematikg¢i tarafindan séz konusu teori olduke¢a gelistirilerek
iist seviyelere ulasmistir. Bu ¢alismalarda 6zdegerler, 6zfonksiyonlar, spektral fonksiyon,
normlastirict sayilar gibi spektral veriler tanimlanmis ve farkli yontemlerle veriler
yardimiyla asimptotik formiiller bulunmustur, Ayrica spektral teori i¢in onemli yere

sahip olan acilim teoremleri ispatlanmisgtir.

Regiiler ve singiiler olmak iizere iki tiir diferansiyel operatér tanimlanmis , bunlarin
spektral teorileri yapilandirilmistir. Tanim bdlgesi sonlu ve katsayilarn siirekli
fonksiyonlar olan diferensiyel operatore regiiler, tanim bolgesi sonsuz veya katsayilari
sonlu sayida siireksiz nokta olan diferensiyel operatdrlere singiilerdir denir. Ikinci
mertebeden regiiler operatorler i¢in spektral teori giiniimiizde Sturm-Liouville teorisi
olarak bilinir. XIX. asrin sonlarinda ikinci mertebeden diferensiyel operatorler i¢in sonlu
aralikta regiiler sinir sartlar1 saglanacak sekilde keyfi mertebeden adi diferensiyel
operatorlerin  6zdegerlerinin dagilimi G.D.Birkoff tarafindan incelenmistir. Diskret
spektrumuna sahip ve uzaym tamaminda tanimli operatorlerinin 6zdegerlerinin dagilima,
Ozellikle Kuantum mekaniginde olduk¢a Onem tagimaktadir. Birinci mertebeden iki
denklemin regiiler sistemleri daha sonraki yillarda ele alinmistir. Singiiler operatorler igin
spektral teori ilk olarak H. Weyl tarafindan incelenmistir. Daha sonra F.Riesz, J.Von
Neumann, K.O. Friedrichs ve diger matematikg¢iler tarafindan simetrik ve self adjoint

operatorlerin genel spektral teorisi elde edilmistir.

Ikinci mertebeden singiiler operatdrlerin spektral teorisine yeni bir yaklasimi 1946

yilinda E.C.Titchmarsh vermistir. Dogru ekseninde taniml1 azalan veya artan potansiyelli
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L=—zra(x)

Sturm-Liouville operatorleri i¢in 6zdegerlerin dagilimi formiilic Titchmarsh tarafindan
bulunmustur. Son yillarda bu operatére bir boyutlu q(X) potansiyeli Schrodinger
operatorii de denir. Singiiler diferansiyel operatorlerin incelenmesine iliskin ve
diferansiyel operatdrlerin spektral teorisinde onemli yere sahip olan caligmalar 1949
yilinda B.M.Levitan tarafindan yapilmistir. Farkli singiiler durumlarda diferansiyel
operatorlerin spektral teorisi, 6zellikle 6zdegerlerin, fonksiyonlarin asimptotikligine ve
ozfonksiyonlarin tamhigina iliskin konular R.Courant, T.Carleman, M.S.Birman,

M.Z.Salamyak, V.P.Maslov, M.V Keldish gibi matematikgiler tarafindan gelistirilmistir.
Diferansiyel operatorler i¢in ters problem sdyle tanimlanir;

1. Hangi spektral verilere gore operatoriin kendisini bulmak miimkiindiir.

2. Spektral verilere gore operator birebir olarak tanimlanmaktadir.

3. Bu verilere gore operatorlerin tanimlanmasi yontemlerinin bulunmasidir. Ters

problemlerle ilgili ilk sonug¢ V.A. Ambarstsumyan tarafindan elde edilmistir.

Bu ¢alismada Sturm-Liouville operatorleri igin ters probleme iliskin asagidaki teorem

ispatlanmugtir.

Teorem 1: q(x),[0, 7] araliginda reel degerli siirekli fonksiyon olmak tizere
}\‘01 }Vla 7\4n,- .

y+(2-a(x)y=0 0<xs< @

y'(0)=y'(7)=0 )

Probleminin 6zdegerleri olsun. Eger A,=n’(n=0,1,...) ise q(x)=0 dur. Bu sonucu ilk Isve¢
matematik¢i G. Borg bulmustur. Borg, genel durumda Sturm - Liouville operatériiniin tek
spektrumla tanimlandigin1 géstermistir. Ayrica farkli sinir sartlar1 saglanacak sekilde iki
spektruma gore Sturm-Liouville operatoriiniin birebir olarak tanimlandigini géstermis ve

asagidaki teoremi ispatlamistir,



Teorem 2: Ao, A1,..., Ap,... (1) diferansiyel denklemi ve

y'(0)=hy’(0)=0 (3)
y'(7)+Hy'(7)=0 (4)

sinir kosullart ile verilen problemin, g4, 4, ...44 ,...1se (1) denklemi ve

sinir kosullan ile verilen problemin 6zdegerleri olsunlar. O halde {4.} ve {#, },

(n=0,1,...) dizileri q(x) fonksiyonunu ve sonlu h, h; ve H sayilarini tek olarak belirtir.

Daha sonra potansiyelinin q(x) = q(M-x) kosulunu saglamasi durumunda bir spektrumun
Sturm-Liouville operatoriinii tanimladigini N.L.Levinson ispatlamigtir. Ayrica negatif
0zdegerlerin mevcut olmadigr durumda, sag¢ilma fazinin potansiyelini birebir olarak

tanimladig1 gosterilmistir.

Sturm-Liouville denkleminin inceleme siirecinde kullanilan yontemlerden biride ters
problemin ¢6ziimiinde 6nemli bir etken olan doniisiim operatorii kavrami olmustur. Bu
kavram operatorlerin - genellestirilmis Otelemesi teorisi  L.Delsarte, J.Lions ve
B.M.Levitan tarafindan verilmistir. Keyfi Sturm-Liouville denklemleri i¢in doniistim

operatdriiniin yapisint ilk olarak A.V.Povzner kendi ¢aligmalarinda gostermistir.

Bu calismalardan sonra ikinci mertebeden lineer diferansiyel operatorler igin ters
problemler teorisinde teklik problemleriyle ilgili en 6nemli ¢alismalar A.R.Tichknof ve
V.A.Marchenko tarafindan  yapilmistir, Marchenko’da  ¢alismasinda  teklik
problemlerinin ¢oziimiinde Sturm-Liouville operatoriiniin spektral fonksiyonundan

yararlanmistir.
o (x, A) fonksiyonu (1) diferensiyel denkleminin
gp(O,l):O, gp’(O,ﬂ,):h (6)

baslangig kosullarim saglayan ¢dziimii, ¢(x,A,)=e,(x)fonksiyonlar: ise bu problemin

ozfonksiyonlari olsun. Bu takdirde



o =

n

Oy

¢r\2 (X’ﬂ’n)dx

verilen operatoriin normlastirici sayilari

p(A)=% >

it O,

ise bu operatoriin spektral fonksiyonu olmak {izere Marchenko yukarida belirtilen
caligmasinda Borg'un ispatladigi teoremi p(A) spektral fonksiyonu yardimiyla verilmistir.
Ayrica s6z konusu calismada p(4) fonksiyonunun, Sturm-Liouville tipinde bir
diferansiyel operatoriiniin spektral fonksiyonu olmasi igin gerek ve yeter sart verilmistir.
Marchenko'nun ¢alismalari ile es zamanda M.G.Krein c¢alismalarinda Sturm-Liouville
tipindeki diferensiyel operatorii {1} ve { }, (n=0 1,...) dizilerine gore belirtmek igin
oldukga etkili bir yontem vermistir. Ancak bu ¢alismalarda verilen gerek ve yeter kosul,
{4} ve {un} dizileri yardimiyla degil, bu dizilerden kurulan yardima fonksiyonlar

kullanilarak verilmistir.

Spektral analizin ters problemler teorisinde temel ¢alisma L.M. Gelfand ve B.M.Levitan
tarafindan yapilmistir. Bu ¢alismada p{4} monoton fonksiyonunun Sturm-Liouville

operatoriiniin  spektral fonksiyon olmasi igin gerek yeter kosul tanimlanmis olup

Sturm-Liouville operatoriiniin tanimlanmasi i¢in 6nemli bir yontem verilmistir.

Sturm-Liouville operatérleri igin ters probleminin iki spektruma gére tam ¢oziimii 1964
yilinda B.M.Levitan ve M.G.Gasimov tarafindan yapilan bir ¢alismada verilmistir. Bu
calismada iki spektruma gore ters problemin ¢oziimii i¢in gerek ve yeter kosullar

tanimlanmustir.

Sturm-Liouville operatoriinii inceleme siirecinde 6zellikle XX. asrin ikinci yarisinda
kullanilan yéntemler artmigstir. Ornegin 1967 yilinda bir grup Amerikan fizikgileri ve
matematikgileri G.S.Gardner J.M.Greene, M.D.Kruskal R.M. Miura ve P.Lax tarafindan
bulunan bazi kismi tiirevli nonlineer evalusyon denklemler ile Sturm-Liouville
operatdrlerinin spektral teorisi arasindaki bagintiy1 gosterebiliriz. Bu konu ve jeofizikte
bir¢ok uygulamalar1 olan singiiler Sturm-Liouville operatorleri i¢in kuantum teorisinin
ters sacilma problemleri halen yogun bir sekilde hem Matematik¢iler hem de Fizikgiler

tarafindan calisilmaktadir.



Spektral veriler olarak ozfonksiyonlarin sifirlart yani nodal noktalar ele alinarak,
Sturm-Liouville operatorii ve diger diferansiyel operatorler igin spektral teorinin bazi

problemleri son 20 yilda yogun bir sekilde incelenmektedir.

Nodallara gore Sturm-Liouville operatorii igin ters problem ilk olarak O.R Hald,

J.R.McLaughlin, P.J.Browne, B.D. Sleeman tarafindan farkli yontemlerle incelenmistir.

Daha sonra bir grup Yang, Shien, Law, Cheng Cin matematikgileri vektorel
Sturm-Liouville denklemi icin Dirichlet, Neumann ve diger sinir sartlari saglanacak
sekilde teklik teoremleri, nodal noktalarin ve nodal uzunlugun asimptotigi ile ilgili bircok

calismalar yapilmistir.

Dirac ve Laplace operatorleri i¢in nodallara ait problemler ise C.Bor tarafindan
yapilmustir. Ayrica singiiler Sturm-Liouville operatorleri igin nodal noktalara gore teklik

teoremleri E.Penahov ve H.Koyunbakan tarafindan ispatlanmistir.



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tanmm 2.1. (i¢c Carpim Uzayi, Hilbert Uzayr) C kompleks sayilar cismi iizerinde
tanimlanmis bir H lineer vektor uzaymi goz oniine alalim. H deki bir vektor ciftine bir
say1 karst getiren bir <,>:HxH — C fonksiyoneli asagidaki kurallar1 sagladig:

takdirde bir i¢ garpim adim alir.

i) HeruyveHigin <u,v>= <u,v>

i) HeruveHveae Ci¢cin<ou,v>=a<u,v>

iii) Hern,v,w eHi¢in<u+v,w>=<uU,wW>+<vVv,w>

iv) Herue H,u#0igin<u,v>s0

Bu i¢ ¢arpimla donatilmis bir lineer vektor uzayina i¢ carpim uzayi denir.

du,v)=|u-vl||= J<u—-v,u—v>

metrigine gore tam bir i¢ ¢arpim uzayina Hilbert uzayi denir. [21]
Tanmm 2.2 a<t<b olmak iizere L?[a,b] uzay1

L[a,b] = {x(t) ; j[x(t)]2 dt < oo}

a

seklinde tanimlanir. Bu uzayda i¢ ¢arpim,

(f.g)=1(x)g(x)x

» —

seklinde tanimlanir [26].

Tamim 2.3. (Operator) Tanim ve deger ciimlesi vektorlerden olusan doniisiime operator

denir.
Tanm 2.4 (Lineer Operator) E, ve E, herhangi iki vektor uzay: olsun.

A: Ex — E, operator doniisiimii asagidaki sartlar saglarsa:

) x,x, €E, A(X +X,)=A(X)+A(X,) = Ax + Ax,



i)  A(ix)=1Ax,AeR
A operatoriine lineerdir denir. [26]

Tamm2.5(Siirekli Operator) A : S(x,0) — S(AX, &) olsun.
|x—x,| < & icin |[Ax— Ax | <&
ise A operatoriine siireklidir denir. [26]

Tanmm 2.6 X ve Y birer normlu uzay ve D(L) < X bir L operatoriiniin tanim climlesi

olsun. Eger,

LGl <eld

olacak sekilde bir c reel sayisi varsa L operatoriine sinirlidir denir ve esitsizligi saglayan c

sayilarinin alt sinirmna ise L operatoriiniin normu denir.

Tanm 2.7 (Adjoint Operator) H, ve H, iki Hilbert uzay1 ve L: H;—H, sinirli lineer bir
operator olsun. Eger, L* : H,— Hj operatorii < Lx y > = < X, L*y > sartin1 sagliyorsa L*
operatdriine L nin adjointi denir. Eger L = L* ise L operatoriine self adjoint operator
denir. [26]

Tanm 2.8. L, D (L) tanim bolgesinde sinirh lineer bir operator olmak tizere
Ly = Ay

esitligini saglayan y(x)= 0 fonksiyonu mevcut ise A sayisma L operatoriiniin 6zdegeri

y(x, 4) fonksiyonuna ise A ya karsilik gelen 6zfonksiyon denir.
Tanm 2.9. {1,,} dizisi L operatoriiniin 6zdegerleri ve Yy(X,4,) ler bu
Ozdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar olacak sekilde
a, :Tyz(x,ﬂn)dx
sayilarina L operatdriiniin normlastirici sayilari denir,

Tamm 2.10. L-Al operatoriiniin sinirli (L-A1)™ tersinin meveut olmadig A lar ciimlesine L

operatdriinlin spektrumu denir. [24]
Tanmm 2.11 Herhangi A i¢in L- Al operatoriiniin tersi mevcut olacak bigimde

R, =(L - A 1)" operatériine



Lx-AXx=y veya (L-ADx=y
denkleminin rezolvent operatorii denir.
Tanim 2.12 ( Doniisiim Operatérii ) E lineer topolojik uzay, A ve B operatorleri A:E—
E, B:E—E aklinde tanimli iki lineer operator olsun. E; ve E; ise E lineer uzayin kapali

alt uzaylar1 olmak iizere E uzaymin tamaminda taniml E; den E; ye doniisiim yapan ve

lineer terse sahip X operatdriine,
i) X ve X'operatorleri E uzayinda siireklidir

i) AX = XB operator denklemi saglaniyor, sartlarini sagliyorsa A ve B operatorler ¢ifti

i¢in donilislim operatdrii denir.

Tanmm 2.13 f(z) kompleks fonksiyonu diizlemin keyfi bir zp noktasinin &
komsulugunun tiim noktalarinda diferensiyellenebiliyor ise f(z) fonksiyonuna z

noktasinda analitikdir denir. [25]

Tanim 2.14 f(z) kompleks fonksiyonu diizlemin tiim noktalarinda analitik ise f{z) ’ ye tam

fonksiyon denir.
Tanm 2.15 Bir f(z) fonksiyonuna karsilik A ve a pozitif sayilan bulunabiliyorsa, oyle ki
r=|z| > iken

‘1‘(2)‘<Ae’a

ise f(z) fonksiyonu sonlu mertebeden bir tam fonksiyondur, a sayilarin en kiigiigii olan r

ye ise tam fonksiyonun mertebesi denir.

e 19 _ £()
Tanm 2.16. x — 0 (veya x—) iken eger —0 f(x) =o(g(x)) ve |
g (x) gx)

siirlt ise f(x) = O(g(x))  olarak gosterilir.

Teorem 2.1 (Rouche) T - kapal diizeltilebilir Jordan egrisi iizerinde ve I ’nin i¢

noktalarinda f;(z) ve f,(z) analitik fonksiyonlar ve ze T igin |f1(z) |> |f2(z)| olsun.

Bu takdirde I ’nin iginde f1(z)+f2(z) ve f1(z) fonksiyonlarinin sifirlarinin sayisi aynidir.
[27]



3. STURM-LIOUVILLE OPERATORU
3.1 Sturm-Liouville Operatdrii icin Genel Bilgiler

L herhangi elemanlar ciimlesinde tanimli lineer bir operator olsun. y= 0 olmak iizere
Ly=MLy esitligini saglayan y fonksiyonuna L operatoriiniin 6zfonksiyonu A ’ya ise 6zdegeri
denir.

Operatorlerin spektral teorisinde sik sik goz Oniine alinan Sturm-Liouville operatorii

2

dx?

L=——+q(x)

seklinde tanimlanir. Burada q(x), [ab] araliginda siirekli reel degerli bir fonksiyondur.
L operatdrii i¢in sinir sartlar1 genellikle asagidaki gibi tanimlanir.
1. tiir sinir sarti: Bunlara ayrik sinir sartlar1 denir ve
y(a)cosa+y'(a)sina =0
y(b) cosp + y'(b)sing =0
seklinde tanimlanir.

2. tiir sinir sarti: Bunlar periyodik ve antiperiyodik sinir sartlan olarak bilinir ve sirasi ile

y(@)=y(b) y(@)=-y(b)
ve

y'(a)=y'(b) y'(a)=-y'(b)
seklinde yazilir.

3.tiir simir sart. Bunlar uglan bagl sinir sartlan olarak bilinir ve
y@)-y()=0 veya y'(a)=y(b)=0

seklinde tanimlanur.
d’y

Ly(x) ==

+q(x)y=21y (3.1.1)



y(a)cosa+y'(a)sina =0

y(a)cos f+y'(b)sin =0

(3.1.2)

seklinde tanimlanan (3.1.1)-(3.1.2) sinir deger problemi literatiirde Sturm-Liouville

problemi olarak bilinir.

p(x), I(x)ve r(x) fonksiyonlar1 reel ve sonlu [ab] araliginda siirekli olmak iizere
Sturm-Liouville operatoriiniin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarini inceleyelim. p(x) ve r(x) ,

[a,b] araliginda pozitif fonksiyonlar olmak iizere Sturm-Liouville denkleminin genel

L= —%{p(x) %} +Il(x)y=Ar(x)y a<x<b (3.1.3)

ifadesini g6z oniine alalim. p(x) birinci mertebeden ve p(x).r(x) ikinci mertebeden siirekli

tiireve sahip olacak sekilde

_lx

]

Ca

S w00 e

doniistimlerini yaparsak (3.13) denklemi

-2ll55)

olmak tizere
—y"+q(x)y =21y
seklinde yazilir.

Herhangi A; i¢in g6z Oniine alinan sinir deger probleminin y(x A1) # O asikar olmayan
¢oziime sahip oldugunu varsayalim. Bu durumda bu boliimiin baslangicinda verilen
tanmimda (3,1.1)-(3.1.2) smir deger probleminin 6zdegeri A3 ve buna karsilik gelen

ozfonksiyonu da y(X, A1) olarak tanimlanir.
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Lemma 3.1.1. A3 # A, farkh 6zdegerlerine karsilik gelen y(x,4) ve y(x,42) 6zfonksiyonlari

ortogonaldir. Yani
[Y(x2)y(x2)d=0  (2%2)
dir.
Ispat. f(x) ve g(x) siirekli ve iki kez diferansiyellenebilen fonksiyonlar olsunlar.
Lf = f"(x)—q(x) f (x)

alalim.

olmak tizere bu ifadeyi iki kez pargali integrallersek

m

I”-g(x)dhwn{f,9}—Wo{f,9}+f f (x).Lgdx (3.1.4)

0

denkligini elde ederiz. f(x) = y(x,41) ve g(x) = y(X, A2) olsun. (3.1.2) smur sartlarindan
Woff,.g}= W_{ f, g} =0 oldugu kolaylikla goriiliir. Bundan dolay1 (3.1.4) denkleminden

(A=24)[Yy(x4)y(x4,)dx =0

O =

dolayisiyla 43 # A, olur. Béylece Lemma ispatlanmig oldu.
Lemma 3.1.2. (3.1.1)-(3.1.2) sinir deger probleminin 6zdegerleri reeldir.

Ispat. 1, =u + iv kompleks bir 6zdeger olsun. q(x) reel bir fonksiyon « ve B sayilari reel
oldugundan dolayr y(x,4, ) dzfonksiyonu A, = A. =U—iv sayisina sahip bir dzdeger

olur. Bu takdirde bir 6nceki Lemmadan
”y(x,ﬂl)‘2 dx=0
0

elde ederiz ki buradan da y(x, 4, ) =0oldugu bulunur.
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Teorem 3.1.1, Eger q(X), [a,b] araliginda siirekli reel degerli bir fonksiyon ve
p(a,A)=sina, ¢ (a,i)=cosa

baslangi¢ sartlan saglanirsa (3.1.1.) denkleminin a < x <baraliginda her a igin bir tek

@(x,A)¢dzlimii vardir. Her X e [ab] sabiti igin ¢(x,4) fonksiyonu A ya gére bir tam
fonksiyondur.

Ispat ¢(x, )= sina- (x - a) cos a alalim ve n>0 igin

go(x,/l):goo(x,/1)+i{q(t)—ﬂ}¢n1(t,/1)(x—t)dt

olsun. q siirekli bir fonksiyon oldugundan a<x<b icin q(x) <M elde ederiz. |1|<N

olsun. O zaman a<x<bigin

@,(x,4)| <K olur. Bundan dolay:

=l igin,
0.(x.2)=0,(62)+ [ {a(t)- A} g, (t.2),(x- )t
0.(x.2)=0,(x.2)=[{a(t)~ 2} 9, (t.2). (x-t)
0.(x,2)=0,(02)| = [la(t) =2 fo, (1, 4) Jx—tot
< [{la(0]+14}lo (12) et
<J(M N K (x-t)dt =S K(M 4N ) (x-2)
=2 i,

0.(x.2)=0,(x.2)+ [{a(t) -2}, (t.2). (x-t)ct
0.(x.2)=9,(62)+[{a(t) -2} p,(t.2). (x-t)
ifadelerini taraf tarafa ¢ikarirsak.

{a()-2Ha (t.2)-a (L A)}(x—t)t

2, (xA)=¢,(x1)=

D Sy <

12



elde ederiz. Bundandan > 2 igin

0,(x2) =, (x2) = [{a(t)=2}-{p.. (t.2) g, (L A)} (x~t)

0, (x2) =0, (xA)| <(M + N)(b—a)i 0., (t2) =0, , (8,2t

elde ederiz. Bundan dolay1

402()('&) (ol(X/l‘ {‘q ‘ |ﬂ|}{(pl('[,/1)—(po('[,/1)}|X—'[|dt

b

j(lvl +N)=.K(M +N)(t-a)’(x—t)dx
:%K(M +N)' (b-a)](t-a) ox

K(M+N) (b-a)(x-a)’
3!

ve genel olarak

K(M+N)' (b-a)" (x-a)"
(n+1)!

0, (% A) =0, (%4) <

seklindedir. Dolayisiyla
(p(x,/l):qoo(x,/1)+g{gon(x,/l)—(pnfl(x,/l)} (3.1.5)

a<x<b igin X’e gore diizgiin ve |1| <N igin ) ya gore diizgiin yakinsak bir seridir.

n> 2 icin
7.(x2)=9l(x.2)+ [{a(t) -2} p,. (t. A )
o1 (.2)= ¢, (6 2)+ [{a(t) - 2}, (1. 2)

oldugundan, bu ifadeleri taraf tarafa ¢ikarirsak

(% 2) =01 (. 2)=[{a0)- A}, (12) -0, (L 2))

olur.

13



o/(x.2)={a(x)-2}e..(x4)
ol (x2)={a(x)- 4}, (x4)
ifadelerini taraf tarafa ¢ikarirsak

?l(x )=l (x2)={a(x) =20, (x A9, (% 2)

elde ederiz. (3.1.5) serisini bir veya iki kez diferansiyellersek

ol (x,2)=2 {0 (x,4) =@l (x4)}
F 5 (0% )0, (x4))
=(a(x)-2)(@ (0 2)+ ot (x2) -0l (x )}
{a(x)-1}o(x 1)

buluruz. Dolaysiyla ¢(x,4) , (3.1.1.) denklemini saglar. Ayrica ¢, (X, 1)

I
S,
—~
X

B
~
|
—~
N
i agt

fonksiyonunun yapist ve (3.1.5) serisinin diizgiin yakinsak olmasindan dolayr ¢(x,1)A
degiskenine gore tam fonksiyondur.
3.2.Regiiler ve Siingiiler Sturm-Liouville Problemi

Sturm-Liouville problemi i¢in

d?
Ly=3+a()y="1y
y(a)cosa+y'(a)sina =0

y(a)cos g+y'(b)sin =0

sinir deger problemini géz Oniine alalim. Burada sin a # 0 ve sin f#0 olmak {izere

(3.1.2) sinir sartlarimi sirast ile sina ve sinf ifadelerin bolersek

y(a)cotr+y'(a)=

( 3.2.1
y(b)cotB+y'(b)= ( (3.2.1)

elde ederiz. cota=-h ve cotp=H ile gosterilirse

14



(3.2.2)

yazilir. Boylece (3.1.1)-(3.2.2) probleminde eger q(x) siirekli reel degerli bir fonksiyon, h
ve H reel sayilan da sonlu ise bu probleme "Regiiler Sturm-Liouville Problemi* denir. Bu
sartlardan herhangi biri bozuldugunda bu probleme “Singiiler Sturm-Liouville Problemi”

denir.
3.3 Ozdegerler ve Ozfonksiyonlar i¢in Asimptotik Formiiller

1. q(x), [0,x] arahginda siirekli ve reel degerli bir fonksiyon olmak iizere asagidaki

Sturm-Liouville Problemini

—y'+q(x)y=A4y x €[0, 7] (3.3.1)
y'(0)—hy(0)=0 (332)
y'(7)-Hy(7)=0
g6z Oniine alalim,(3.3.1) denkleminin
p(0,2)=1 ¢'(0,4)=h (3.3.3)

baslangic sartlarim saglayan ¢dziimiinii ¢(x, 1) ile gdsterelim. Ayn1 denklemin
w(x,4)=0 w'(0,4)=1 (3.3.4)
baslangig sartlarin saglayan ¢oziimiinii de y(x,4) ile gdsterelim

Lemma 3.3.1. A=s? olsun. Bu takdirde

P(x,A)= cossx+gsin sx+%'[sin {s(x=7)}a(t)e(r,1)dr (3.3.5)
0
z//(x,/I)=S|r;SX+§ sin{s(x—1)}q(t)y (z, 2)de (33.6)
0
seklindedir.
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Ispat Oncelikle (3.3.5) esitligini ispatlayacagiz. ¢(x,4)fonksiyonu (3.1.1) denklemini

sagladigi i¢in

Esin{s(x—r)}q(t)¢(r,l)dr :J:sin{s(x—r)}¢”(r,/1)dr+szjzsin {s(x=7)}p(r,2)dz

Daha sonra sagdaki integrali iki kez pargali integralleyelim ve (3.3.3) sartlarim

g0z Oniine alalim. Bu takdirde

jsm ¢"(r,A)dr integralini hesaplayalim.

Ism 9" (z,4)dz

= go’(x,ﬂ)sin{s(x—x)}—go’(o,ﬂ)sin{s(x—O)}+sj‘cos{s(x—r)}go’(r,ﬂ)dr

0

=—hsin sx+SJX.COS{S(X—T)}w'(TMl)dT

=—hsin sx+s{(p(x,;t)cos{s(x—x)}—gp(O,/%).cos{s(x—O)}—S.Icos{s(x—r)}go(r,/i)dr}
=—hsin SX+S{(p(x,/I)COSSX—S.ISin{S(X—r)}(o(r,ﬂ,)dz}

buluruz. Boylece

fsm (z,2)p(z,4)dr = isin )}(p"(r,ﬂ)dr+szicos{s(x—r)}¢(r,ﬂ)dr

=—hsinsx+s{p(x,1)cossx} jsm (r,A)dz+s .[sm ~7)}o(r,2)dz

=—hsinsx+s{p(x,4)—-scossx}
elde ederiz. (3.3,6) bagintisinin ispat1 da benzer sekilde yapilir.

Lemma 3.3.2. o +it olsun. Bu durumda 6yle so>0 vardir ki |s| > s, i¢in asagidaki
esitlikler saglanir.

P(X,A)= O(emx) , w(x,A)= O(|s|7l e‘t‘x) (3.3.7)

(p(x,/?,):cossx+0(|s|fl e“‘x) (3.3.8)
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. [t]x
w(xA)= S'”SX+0[|6 1] (3.3.9)

S

0 <x<7z iginx in aldig: tim degerlerde bu ifadeler saglanir.

2. Simdi 6zdegerler ve 6zfonksiyonlar i¢in asimptotik formiilleri hesaplayalim, (3.3.1)-
(3.3.2)  Sturm-Liouville Problemini g6z oniine alalim, Lemma 3.3.1 ve Lemma 3.3.2

den dolay1

P(x 1) :cossx+gsin sx+%_[sin{s(x—r)}q(t)go(r,/l)dr
0
@(x,4)=cos sx+0(|s|_l e‘t‘x)

dir.

h#oo ve H #owolsun. ¢(x,1), (3.3.1) denkleminin (3.3.2) sir sartlarin1 saglayan bir

¢oziimili oldugundan bu fonksiyonun n noktasindaki degerini (3.3.2) siir sartlarinin
ikincisinde yazdigimizda 6zdegerleri buluruz. Lemma (3.3.2) den dolay1 6zdegerler
reeldir. Negatif 6zdegerlerin sayis1 sonludur, X pozitif sayisi i¢in Ims=0 dir. Bu sebeple
(3.3.8) formiiliinden

o(x,2)= cosx+0[%) (3.3.10)

yazariz. Daha sonra (3.3.5) ifadesinin X’ e gore diferansiyelini alip ve (3.3.10) bagintisini

da kullanirsak

@' (x,A)=—sin sx+hcos+hcossx+0(lj (3.3.11)
s

ifadesini elde ederiz. (3.3.2) sinir sartlariin ikincisinde (3.3.8) ve (3.3.11) ifadelerini

yerlerine yazarsak 6zdegerleri bulmak i¢in asagidaki
—ssin37z+(h+H)coss;z+0(1)=0 (3.3.12)
s

denklemini elde ederiz.

s’nin biyiik degerleri i¢in (3.3.12) denkleminin tam dogal sayilarin komsulugunda

kokleri olmak flizere ¢oziimlerin varligi aciktir. Buradan o6zdegerlerin sonsuz bir
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climlesinin var oldugunu elde ederiz. Herhangi yeteri kadar biiylik tam n den baglayarak
her n’nin komsulugunda (3.3.12) denkleminin sadece bir kokiiniin bulundugunu

gosterelim. Bu amagla (3.3.12) denkleminin sol kisminin s ye gore diferansiyeli alinirsa
—nscossz—sinsz—z(h+H)sinsz+0(1)=0

elde edilir. Sol taraftaki ifadenin s nin biiyiikk tam degerlerin komsulugunda sifira esit

olmadigint gdstermek miimkiindiir.

spile  (3.3.12) denkleminin n.kokiint gosterelim. Sturm’un osilasyon teoreminden ve
(3.3.8) formiiliinden S, i¢in, s nin sifirlari yalniz tam n lerin komsulugunda elde ederiz. Bu

iddianin Sturm'un teoremine baglh kalmadan bagka bir ifadesini de soyleyebiliriz.
A =s’olsun. Bu takdirde 6zdegerler
p(m,A)+He' (7,2)=w(1)=0
denkleminin kokleri oldugu igin ()=, (s)dir. (3.3.5) ifadesinden dolay1 &, (s), s ye

gore tam fonksiyondur. Buna ilaveten (3.3.10) ve (3.3.11) formiillerindensins = 0 igin

w(A) = o, (s)ifadesinden

w,(s) =—Hssin Sﬂ{l—kO(l]} (3.3.13)

g
elde edilir.

1 L
s diizleminde R=N +§ yaricapli ve merkezi orijinde olan Dg dairesini géz oniine

alalim, Rouche teoreminden ve (3.3.13) asimptotik formiilinden Dg dairesinin ig¢inde
w,(s) fonksiyonunun sifirlarinin sayisina esit olup bu say1 2n+2 dir, e, (s)fonksiyonu
¢ift oldugundan onun sadece pozitif sifirlarim gz oniine almak yeterlidir. ¢, (s)nin her

pozitif sifirina bir 6zdeger karsilik gelir, yani N +1 den kiigiik olan Sx 6zdegerinin

say1s1t N+1 olacaktir, S, i¢in asimptotik formiil agagidaki gibi olur.

s, =n+0(1) (3.3.14)

s, =N+0, olsun, O zaman (3.3.12) denklemini
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nsing,7+0(1)=0

seklinde olur. Buradan sin5n7r=0(1j yani 5n=0(£j olun Buna gore (3.3.12)
n n

denkleminin kdklerini biiyiik n’ler i¢in

S, :n+0(1j
n

elde ederiz.

Eger (3.1.1) denkleminde g(x) fonksiyonu sinirli tiireve sahipse (3.3.15) formiilii yeteri
kadar diizgiin sayilir. Sayet (3.3.5) esitliginin X'e gore tiirevini alip daha sonra

p(x,A) veg'(x,4) ifadelerinin (3.3.2) simr sartlarimin ikincisinde kullanip birkag

doniisiim yaparsak
T H .
A=h+H +I{cost +sin ST}q(t)go(r,ﬂ)dr
0
B :hTH+'[{sin st+%sin Sz‘}q(t)go(r,/l)dr
0
olacak sekilde

(—s+B)sinsz+ Acossz =0 (3.3.16)

ifadesini elde ederiz.(3.3 10) ifadesinden dolay1 A ve B i¢in
A=h+H +1]{q(t)dr+1]£q(t)c03251dr+0(£j
2 2 S

B :%l.q(t)sin 281dr+0(%j

olur. Hipotezimizden dolay: q(x) potansiyel fonksiyonu sinirli tiireve sahip oldugu igin
kismi integral alinirsa

JQ(t)COSZSTdZ'+O(£j :
0

5 q(t)sin 25rdr+0(1j

S

O ey

olur. Dolayisiyla A ve B ifadeleri i¢in
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A=h+H +hl+0(1j , hl:%jq(t)dr

i)

elde edilir. Bu sebeple (3.3.16) denklemini

h+H +h1+0@j

)

seklinde yazmak miimkiindiir. Tekrar S, =n+ o, alinirsa

zn S

fansz =

olmak tizere

tan 7o, = h+H+h + O[%j
zn n

elde ederiz ve

1 17
=—|h+H+= t)d
c ﬂ(+ +2£q()1)

olmak tizere

S, =n+£+0[i2j (3.3.17)
n n

elde ederiz. q(x) € C*(0,7) oldugunu kabul edersek daha yaklasik bir asimptotik formiil

buluruz, c; sabit olmak tizere
cC ¢ 1
S, :n+—+—3+0(—4) (3.3.18)
n n n

olur.

Simdi (3.3.17) formiiliinden faydalanarak (X, 4,)=¢,(x) Ozfonksiyonlar: igin

asimptotik formiil bulalim. Bunun igin (3.3.5) esitliginde ¢(x,1) yerine (3.3.10)
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ifadesini yazarsak

h . 1t . 1
)= 2 - - q(z)dz 0| =
o(x,2) cossx+ssmsx+s.([sm{s(x 7)}cossz.q(r)dr (82)

_ cossx-+ Msinsx-+ SN J.q(r)dr m(%)
s 2s S

elde edilir. (3.3.17) formiiliinde s igin her yerde S, alinirsa

,B(x)=—cx+h+%iq(r)dr

olmak tizere
CcX sinnx ¢ 1
X, A )= cosnx——smx+ nx+ —
p(x.4)=p(x) =cosn-2 o fae)d(e)10[ )
X
:cosnx+Msinnx+O(%j
n n
elde ederiz.

¢(x)normlastirilmis 6zfonksiyonlarinin asimptotik formiillerini bulmak igin
a = j(pﬁ (x)dx :jcos2 nxdx+1_|'ﬂ(x)sin 2nxdx+0(i2j
0 0 n 0 n

integralini goz oniine atalim. fi(X) fonksiyonu diferansiyellenebilir oldugundan

.Tﬂ(x)sin 2nxax :O(%j

0

dir. Bundan dolayr  a’ = % + O( jdolay1s1yla
n’

S0

olur. Boylece normlu 6zfonksiyonlar i¢in asimptotik formiil

vn(x)za—lngon(x):\/%{comx+@ sinx}+0(n—21j (3.3.19)
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seklinde olur.

3. Simdi h=00, H # 0 oldugu durumu inceleyelim, (3.3.2) sinir sartlarinin birincisinde
y(0)=0 (3.3.20)

oldugunu kabul edelim. y(x,A) fonksiyonu (3.3.20) sartin1 saglar. Bundan dolay1

arastirdigimiz. durum igin (3.3.2) sir sartlarmin ikincisinde y(x,4) fonksiyonunu

yazarak 6zdegerlerini arastirabiliriz. (3.3.6) ifadesinin X’e gore diferansiyelini alirsak
w'(x,A)= cossx+Icos{s(x—r)}q(r)w(r,i)dr
0
elde ederiz. Bundan dolay1 (3.3.2) sinir sartlarinin ikincisinden
c0$7r+i cofs(x—7)}q(4)y(r A)dr

L0 PR

elde ederiz.(3.3.9) ifadesinden dolayi (3.3.21) den

(3.3.21)

sinsz

cos 5ﬁ+%fcos{s(7r—r)}q(i)sin stdz + m(sizj =0 (3.3.22)

buluruz. q(x) smirl tiireve sahip oldugundan

a
Iq cos 7z' r)}smwdr coss;zjq COSSZ’SInSZ'dZ'—IrSInSﬂ'Iq sm ?srdr
0

sinsz |
- jq dt+0(j

0

olur. Bundan dolay1 (3.3.22) esitliginden

COS S7T + SmS”{H +%Iq(r)dr}+0(%j =C0osSz+H, >IN Sz +O(izj =0 (3.3.23)
s . S S S

olur.

1 . .
S, =N +§+§” olsun. O zaman (3.3.23) ifadesinden
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olmak tlizere

olur ve

olmak lzere

elde ederiz.

Simdi (3.3.6) da S, degerini yerlestirirsek 6zfonksiyonlar i¢in asagidaki asimptotik

formiili
% (x):isin n+l X+0 S
" 1 2 n?
n+2

elde ederiz. ¢ ' normlastirilmis katsayilari i¢in

- Ee el

1
formiilini elde ederiz. Bundan dolayr bu durum igin Vn(X)z(—jwn(X) normlu
a,

n

6zfonksiyonlari

vn(x):\/%sir(n+§1jx+ O(—nl\ (3.3.24)

seklinde olur.
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4 Son olarak h=o ve H=00 durumunu arastiralim. (3.3.2) siir sartlarinda

y¥(0)=y(7)=0 oldugunu sdyleyebiliriz ve bundan dolay1 y(x,A) fonksiyonu 6zel olarak

w(7,A)=0 sartin1 saglamalidir. (3.3.6) ifadesinden

sins;r+jsin{S(ﬁ—t)}q(t)w(r,l)dr=0
0
yada
SinSﬁ{l+.[COSTq(T)l//(z',l)dr}—COSSﬂ'.[SinSr.q(f)l/l(r,ﬁ)dr=0
0 0
dir. (3.3.9) ifadesinden dolay1 q(x) ‘in sinirli tiireve sahip oldugunu kabul ederiz.
. 1 T 1 . a 1
sms;r——cosw.[q(r)dwro = |=sinszr——cossz+0| = |=0 (3.3.25)
2s 5 S S S
elde ederiz. Bu denklem (2.3.12) denklemi ile aymdir. Bundan dolay1 (3.3.25)
denkleminin s, kokleri «, = (Zijj.q(r)dr olmak {izere
ﬂ- 0
a 1
S :n+—1+0(—j (3.3.26)

seklindedir.

(3.3.6) da s, in degerini yerine yazarsak (X, 4, )=y, (x) Ozfonksiyonlar igin

y/n(x)=5innx+0[i2J

n n

asimptotik formiiliinii elde ederiz. Normlastirilmis katsayilari i¢in
1 = \/zn{1+0(iz)}
a, Vs n
1

formiilinii elde ederiz. Bundan dolayi Vn(x):[_j‘//n(x) normallestirilmis
a,

n

ozfoksiyonlart:
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vn(x)z\/gsin nx+0(%j (3.3.27)

olur.

3.4 Ozfonksiyonlarin Sifirlar1 (Nodal Noktalar)
y'+iy=0 y'(0)=y'(7)=0
basit sinir deger problemini géz oniine alalim. Burada
@0 (X)=1, ¢, (X)=c0sX, @, (X)=C0s2X,..., Ozfonksiyonlardir.
Bunlara karsilik gelen dzdegerler ise 4, =0, 4 =1%, 4, =2%,..., 4, = n?, ..., seklindedir.
Ozfonksiyonlarin sifirlarinin asagidaki iki 6zellige sahip oldugu aciktir.

1) n. 6zfonksiyon (0, ) araliginda n tam sifira sahiptir,

2)  (n+1) inci 6zfonksiyonun sifir1 n. 6zfonksiyonun herhangi iki sifir1 arasindadir.

Teorem 3.4. 1.
u"+g(x)u=0 (3.4.1)
v"+h(x)v=0 (3.4.2)

seklinde iki denklemi gboz Oniine alalim. Eger tiim [a,b] araliginda g(x)<h(x) ise bu
durumda birinci denklemin sifir olmayan ¢6ziimiiniin iki ardigik sifir1 arasinda ikinci

denklemin her ¢6ziimiiniin en az bir sifir1 bulunacaktir.

Ispat. (3.4.1) denklemini v ile (3.4.2) denklemini u ile garpar ve birbirlerinden gikarirsak
" 4 d ! !
UV—VUZ&{UV—VU}Z{h(X)—g(X)}UV (3.4.3)

elde ederiz. x; ve X nin u’nun iki sifir1 arasinda oldugunu gosterelim, x; den X, ye kadar

(3.4.3) esitligini integrallersek

elde ederiz.
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(Xi,x2) araliginda v’nin her yerde sifira esit olmadigini varsayalim, (Xi, Xz) araliginda
genelligi bozmadan u > 0 ve v > 0 oldugunu varsayalim. Dolayisiyla denklemin sag tarafi

pozitiftir, u>0 varsayimindan dolay1 X; noktasinda u fonksiyonu artandr.

Dolayistyla u’(x,)>0 dir. Benzer sekilde u’(x,)<0dir. Bundan dolay1

u’ (%, )v(X,)—u'(x)Vv(x)<0
olur ve bu bir ¢eliskidir. Boylece teorem ispatlanmis olur.
Sonug.

y'+9(x)y=0 (-o<a<x<b<owm)

denkleminin ¢oziimii g(x) < -m® < 0 olmak iizere birden fazla sifira sahip degildir.

Teorem 3.4.2. (Karsilastirma- Mukayese Kriteri) (3.4.1) ve (3.4.2) denklemlerinin
(a)=sing, u'(a)=—cosa vev(a)=sina, v'(a)=—cosa baslangi¢ sartlarini saglayan

¢oziimleri sirasiyla u(x) ve v(x) olsun. Ayrica tiim [a,b] araliginda g(x)<h(x) olsun. Eger
a< Xx<b araliginda u(x) fonksiyonu m tane sifira sahipse bu taktirde ayn1 aralikta v(x) in
m den az olmayacak sekilde sifirlar1 mevcut olup v(x) in k. sifir1 u(x) in k. sifirrndan

kiictiktiir.

Lemma 3.4.1. Eger Xo (a<xXo<b) ¢(x, 4, )fonksiyonunun sifir1 ise bu durumda herhangi
yeteri kadar kiiciik & >0 sayisina 36 >0 sayisi1 karsilik gelir ve |/1 - /10| < o olacak sekilde
@(x, 4) fonksiyonunun |x—x,|< ¢ arahginda sadece bir sifiri vardir.

Teorem 3.4.3 (Osilasyon Teoremi). (3.1.1)-(3.1.2) siir deger probleminin sinirsiz artan

Ags Ays Agy ... 0zdegerlerinin sinirsiz bir dizisi var olsun. Bu durumda A, 6zdegerine

karsilik gelen 6zfonksiyonun tam a<x<b araliginda m tane sifir1 vardir.
ispat (3.4.5) u(@=sina , u'(a)=—cosa baslangic sartlarim saglayan (3.1.1)
denkleminin ¢éziimii ¢(x,4) olsun, Teorem (3.4.2) den dolayr A artarken ¢(x, 1)

fonksiyonunun sifirlarinin sayisi azalmiyor. a<x<b igin ‘q(x)‘ <colsun. (3.1.1)

denklemini

y"+(A+c)y=0
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denklemi ile mukayese edelim.

Bu denklemin (3.4.5) baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimii

y =sin a.cow{(—/l—c)m (x—a)} —Lamsinh {(—/’t—c)”2 (x—a)}

(-2-c)

seklindedir.
A nin negatif degerleri ile mutlak degerlerinin yeterince biiyiik degerleri i¢in bu
fonksiyonun sifir noktalarinin olmadigi agiktir.(a < x < b araliginda) Bu sebeple tekrar
Teorem 3.4.2 den faydalanirsak A nin negatif degerlerinin yeterince biiyiikk mutlak
degerleri icin ¢(x, A) sifirlarinin meveut olmadig: kanaatine variriz.
Mukayese i¢in

y"+(A—c)y=0
denklemini segersek pozitif ve sinirsiz artan A lar igin ¢(x, A) ¢oziimiiniin sifirlarmin

sayisinin [a,b] araliginda sinirsiz olarak arttigini goriiriiz.
¢(x,4) =0 denklemini goz 6niine alalim.
Lemma 3.4.1. den dolay1 bu denklemin kokleri k ya bagiml siirekli fonksiyonlardir.

Diger bir yandan Teorem3.4.2 den dolay1 A artarken ¢(x,A4)fonksiyonunun

her sifir1 sola kaymis olur. Sifirlarin sayis1 azalmadigi i¢in a noktasindan disar1 sifir

¢ikamaz. Lemma 3.4.1 in sonucundan dolayr yeni sifirlar b noktasindan igeri girer.

@(b,2) =0 olacak sekilde x4 parametresinin birinci degeri olsun. Bdyle degerin
bulunacag asikardir. ¢ (b, 1)=0 olacak sekilde s, parametresinin ikinci degeri olsun.
@ (b, 11, ) =0 olmak iizere ¢ (x, 4, ) fonksiyonu (a,b) araliginin iginde m tane sifira sahip
olacak sekilde g, 44,...say1 dizisi bu ozelliklere sahiptir. Eger sinf=0 ise bu takdirde
(3.1.2) smur sartlarindan ikincisi saglaniyor ve dolayisiyla g, sayilart 6zdegerlerdir.
(p(x,1) (3.4.5) baslangi¢ kosullar1 sagladig1 igin (3.1.2) smir kosullanma birincisini
de saglar.) Bu durumda teorem ispatlanmastir.

Simdi sinf = 0, u(x) ve v(x) ise Teorem 3.4.2 de géz 6niine alinan fonksiyonlar olsun. Bu
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takdirde

[ ! ' ' "” ” 12 12
i{UZ(“__KJ}: ZUU’(U——V—ij(U——V—j—UZ[UZ —Vz J (3.4.6)
dx u v u v u v us v

olur. Bu sebeple v’nin sifir olmadig: her aralikta uziu——ij fonksiyonu monoton
u \Y
artandir. u(x) ve v(x) in (a,b) araliginin iginde esit sayida sifirlara sahip oldugunu

varsayalim.

X ile u(x) fonksiyonunun b noktasina en yakin sifirin1 gésterelim x, < X < b araliginda
V(x) fonksiyonunun sifirlarinin olmadigimi gosterelim. Gergekten Teorem 3.4.2 den
dolay1 a ve xy arasinda v(x) fonksiyonunun en az Vv sayida sifirlar1 bulunur. Eger v(X), Xy
<X < b araliginda sifira sahip olursa bu takdirde (a,b) araligimin tamaminda V(X)
fonksiyonunun bizim varsayimimiza ragmen u(x) fonksiyonundan daha fazla sifira sahip

olur.
(3.4.6) bagmtisin1 x ve b arasinda integrallersek

B0 YOI [W10) Vi)
- -

bu itibarla

w(b)  v(b) (3.4.7)

u(b)  v(b)

elde ederiz.  p, <A'<A" <y, 0lmak tizere u(x) icin - @(x,A") ve v(x) igin @(x,1")

¢'(b, 1)
¢(b,2)

azahr. ¢(b, 1, )=¢@(b, 14,,,) oldugu igin + oo dan -o’a kadar azalmasi gerekir. Bu

ele alalim. (3.4.7) esitsizligine gore fonksiyonu ( z,,, t4,,, ) araliginda monoton

sebeple
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@I(b’ /lm+l)

=—cotfg
¢(b’ﬂ’m+l)

olmak iizere (4,,4,,) arahmin iginde bir tane A, noktast bulunur yani (3.1.2)
sartlarinin ikincisi aglaniyor. Demek ki A, ,, 6zdegerdir ve ¢(X, 4,,,,)ise (a,b) araligmin

iginde ¢(x, A4,,,, ) fonksiyonunun sahip oldugu kadar sifir1 vardir yani m+1 tanedir.
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4. TERS NODAL PROBLEMLER UZERINE
4.1.Ters Nodal Problemlerin Coziimleri

Ters nodal problemler ilk olarak J.McLaughlin [18] tarafindan incelenmisdir. Bu

k
n

calismada sadece {x } nodal noktalar ciimlesinden faydalanarak g{x) potansiyeli ve

sinir kosullan (o0 ve f sayilar1) tanimlanir. Daha sonra nodal noktalar climlesini
kullanarak farkli yontemlerle (,a,f) tgliisiiniin tanimlanmasi [4,6,12,13] ¢alismalarinda

yapilmistir.

qel’(0,1) ve a, B [0, r]olmak iizere

—¢"+04(X)¢=A1¢

{¢(0)c05a+¢'(0)sina:0 (41.1)

#(1)cos S+¢'(1)sin B=0
Sturm-Liouville problemini goz 6niine alalim. Bu problemin
A(g,a B)<A(a,a B)<..A(da, B)<..—>w
Ozdegerleri basit ve reeldir.
0<x(q,aB)<X(dha,B)<..<x " (q,a p)<1

olmak tizere her bir 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyonlar n>2 igin (n-1) tane nodal
noktaya sahiptir. Tiim nodallar basittir ~ ([2]) S, = \/Z ve 1 = x¥** —x* nodal uzunluk

olsun. Bu takdirde asagidaki problem s6z konusudur.
Teorem 4.1.1 ([20] ve [22])

Verilen nodal ciimleden faydalanarak (q,c, ) mn tammlanmasi i¢in asagidaki

formiller bulunur.

(@ (i) o= 0 veya k/n sifira yaklasirken,
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lim nﬂz(k—%—nxﬁj, B0 ise

cot = 1 ) L (4.1.2)
lim{ n—= 7% k—=— n——)x;< , B=0ise
N> 2 2 2
(i1) p=0 veya k/n sifira yaklasirken,

Iimnzz(n—%—nx;"‘j : a0 ise
o= 1 1 (1

lim n—= [z*[n—k—=—[n—=|x"" |, a =0 ise

n—oo 2 2 2

(b) (i) (a,p) € durum(l)[22, Teorem 1. 2] ise, 0 zaman hemen hemen her xe (0 1) i¢in

k
x!, X e yakinsar,

n—oo

: 1 (17
_ 2_2 k-1 n
q(x)=limn*z {nln +W[§£q—scot+scotﬂ} (4.1.3)

(ii) (a,p) € durum (l) ise o zaman hemen hemen her xe (0,1) i¢in  x*, x e yakinsar,

: 1y 1), 1< (1%
q(X)=!m2(n—§j 7 {[n_ijl” -1+ - [E.[q—scowscotﬂ}} (4.1.4)

0

Burada » =0 ise bir baska sekilde cot = 0 ise scot y = 0 dur.
Lemma 4.1.1 ([20] ve [22])

(9, B) e L(0,1)x[0,z%) olsun. a.> 0 ise ap = 1 ve a= 0 ise o = -1 olsun.

(@) Eger a=p =0 veya o,>0 ise n— iken,
1 1 1
s = n7z+—[—scota+scotﬂ+§f(1+a0 cos(2n7z*t)q(t)dt)+0(—2n

nz . n

(b) Eger a = < 0 veya a>0=p ise n—w iken,
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n-= 0 n
2

Burada y =0veya coty =0ise scoty =0dr.

s, _(n—%}n+ﬁ(—scota+scotﬂ+%j(l+ac cos((2n—1)7rr)q(t)dt)+o(—2

4.2 Yeni Ters Nodal Problem

Bu paragrafta R' de ters nodal problemleri arastiracagiz. Gesztesy-Simon’un

sonuglarmi kullanarak X.F. Yang ters nodal problemler {izerine ilging bir teorem ([23]

ispatlandi. Kisaca (O,b)[%<b£1j alt araligindaki tim nodal noktalarin ciimlesinin

teklik i¢in yeterliligi gosterildi. Asagidaki teorem Yang tarafindan ispatlanmustir.

Teorem. 4.2.1 ([23])

% <b<1 ve 0<e<2b—-1olsun. Kabul edelim ki B(A), (0,b) iizerinde S-yogun ve

tamdir, ve yeteri kadar biiyiik n i¢in,
] 3¢
{n,:n, <n} 2(1—g)n+?

dir. Herhangi yeteri kadar biiyiik je N igin, burada tim ke Z i¢in

kj+k okj+k
X' =X

nj nj

olmak tizere ((k_J,n_J) vardir ve (kj+k,n;j) €A olacak sekilde LY07x (O x)* de

(q—iq(x)dt,a,ﬁj=(q—iq(t)dt,&,ﬁj
dir.

0 <b <1sabittir ve (q,a,B) ile tanimlanan Sturm-Liouville problemi ile baglantilidir.

s = {n;} pozitif tamsayilarin kesin azalan bir dizisi olsun.
T(S) ={(kn): neSk=1,..,n-1}
oldugunu kabul edelim. AcT(S) olsun, herhangi bir n;eS igin (kj,n;) olacak sekilde

bazi k = kj vardir. Dikkat edersek k; tek olarak secilmelidir. (0,b) iizerinde bir alt nodal

climleyi B(A) olarak tanimlarsak
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B(A)={x! €(0,b):(k,n)e A}

dir. Agikea (g,a, B) problemine bagli olan B(A), (0,b) araliginda S ve A kadar iyidir.

Tanmm,

a. Her j > 1 i¢in B(A) da kapsanan komsu X:J' ve X:j”l nodal noktalar ¢ifti varsa,
B(A) ciimlesi (0,b) araliginda ikilidir,

b. B(A) =[0,b] ise B(A), (0,b) lizerinde yogundur.

c. Her X e (0b) icin Ijim Xnk]J =X olacak sekilde {k;} mevcut oldugunda ve

d. X:JJ € B(A) olmak tizere S nin alt dizisi varsa ( bunu {n;} ile gosterelim.) B(A),
(0,b) tizerinde S-yogundur

B(A), (0,b) iizerinde S-yogun ise yogun olacag agiktir.

Nodallara gore Sturm-Liouville operatorii igin ters problemin ¢6ziimiine ait asagidaki

onemli teoremler saglanir.

Teorem 4.2.2 ([23])

0<b<1lolsun. B(A), (4,0, p) 'ya gore [0,b] araliginda S-yogun ve ¢ift olsun.
X" (g, B)=x"(d.a 8)

olmak iizene k, ve i, vardir dyle ki tiim keZ igin
(k,+k,n )eA

dir. Bu takdirde ancak sonlu j ler igin

n,=n

ve tiim biiyiik j i¢in
4, (q.a,8)=4, (0.a@B)+C

ve [0,b] lizerinde hemen hemen her yerde

g= q +Cdir.
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Burada C = C(a,ﬂ,&,ﬁ,jq—qj bir sabittir.

Teorem 4.2.3 O0<b<lalalim. B(A)’'nin (g,0,0) ile (0,b) lizerinde yogun ve ciftli

oldugunu kabul edelim. Her j >1 i¢in (IZJ ot )Vard1r oyle ki

Kj+k Yﬁw

nj nj

olmak tizere (E,.,ﬁj) mevcut oldugunda ve tiim keZ igin X:;+k €B(A) olacak sekilde

sonlu j ler harig

dir. Ayn1 zamanda (0,b) tizerinde ¢ =a ve q={q+Cdir. Burada C bir reel sabittir.

Ispat: (4.1.2) formiiliinii yeniden yapilandirirsak cota igin dogrudan goriiriiz ki o =a

dir.

O zaman goriiriizki S, = ﬁ (Lemma 4.1.1) ’nin asimptotik ifadelerinden

n’z’ +2scot f—2scota+[q+ol, (a,f)e durum (1) ise

n

(n—%) 7*+2scot f—-2scota+[q+ol, (a,f)e durum (1) ise

elde ederiz.

Simdi a =a | yeteri kadar biiyiik olmak tizere

(g-a)dt

C =2(scot —scot B )+

Ot—

oldugundan

elde ederiz.

@, Ve @, (q,a, ﬂ) ve (q,&, ,B ) ile tanimlanan Sturm-Liouville problemleri igin

normlastirilmis 6zfonksiyonlar olsun Oyle ki sirastyla
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»,(0)=¢,(0)=sina, ¢,(0)=p,(0)=—cosa
dir. O zaman j bilyiik olmak iizere Lagrange 6zdesliginden

(¢, (), ()=, ()7, (x)=(a(x)-a(x)+2, -4, )e, (x)2, (x) @2.1)
elde ederiz.
xe (0Db) sabittir. (0,b) araliginda B(A) yogun oldugundan s 0 zaman ij, € B(A) nodal

noktalarinin bir dizisi ya X € B(A) ya veya x‘ e yakinsaktir. Bundan dolay1 0 dan xnkj‘ ye

(veya son durum i¢in x ) 4.2.1 ifadesini integrallersek

0= (¢}, (12, (-0, (07, (1)) dt=] (a(O)T()+C+oM)g, ()2, (t)dt (422

elde ederiz.

Biliyoruz ki, i—i=0[i] den
S

cos(snj )cos(§nj )sin2 a+0[% ,a#0

| | 21 (slx)sm(s X +O %] =0
]

;_/

njﬂ'

;(1+cos(25 x))sm o+ (ni] #0
%ﬂ(l—COS(ZSan))JfO[%g}Of=0

]

(4.2.2)de j— oo

o'—.x
||

elde ederiz. Bundan dolayi (0,b) tizerinde q={ +Cdir,
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kj+1

Sonugta, j biiylik oldugu zaman (X:JJ , X ) nodal noktalarmin alt araliklarinda

i
nj

arasinda
kj _ kj +1 _
¢(an ) B ¢(an )_ 0
olacak sekilde
—¢"+ap=A¢ ve —¢"+(q+C)p=(A1+C)¢
Sturm-Liouville problemlerini géz 6niine alalim:

Bu problemin birinci 6zdegerinin tekliginden dolay1 /1nj = an +C dir.
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5.ETKILESiM NOKTALI STURM-LIOUVILLE OPERATORU iCiN DUGUM
NOKLARINA GORE TERS PROBLEMLER UZERINE

Bu boliimde diferansiyel operatorler icin ters nodal ve ters spektral problemlerin
coziimleri incelenmistir. Ters spektral problemler kendi spektral karakteristiklerinden
olusan kurtarma operatorlerinden olugsmaktadir. Bu problemler bir¢ok dogal bilimlerin

uygulanmasinda 6nemli rol oynamaktadir.

Ters nodal problem 6zfonksiyonlarin sifirlarindan kurulan operatorlerden olusur.
Asagida ters nodal problem ile ters spektral problemin bazi sonuglar1 ve aralarindaki

iliskiler elde edilmistir.

Asagida verilen aralik i¢inde siirekli olmayan sartlar ile sinir deger problemini gézoniine

alalim.

-y"+q(x)y=4y Xe(O,%ju(%,ﬁ),... (5.1)

U(y)=y'(0)-hy(0)=0 ; V(y)=y'(z)+Hy(z)=0... (5.2)

O RO C N C

Burada 4 spektral parametre, q(x), h,H,« reeldir.

a(x)eL[0,7] ve genelligi bozmayacak sekilde

q(x)dx=0 (5.4)

Oy

dir. Kayit edelim ki (5.1), (5.3) problemi
—y”+(a5(x—%)+q(x)jy:/1y, xe(0,7)... (5.5)

denklemine denktir. Burada o -Dirak fonksiyonudur. [28]

Verilen nodal karakteristiklere gére q(x),h ve H’nin bulunmasini igeren ters problemi

diistinelim. Burada « sayisinin 6nceden bilindigi varsayilmaktadir.

Sinir deger problemi (5.1)-(5.3) it B=B(q,h,H) ile gosterelim.
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Aralik igindeki siireksiz durumlu smir problemleri sik sik uygulamalarda ortaya
cikmaktadir. Ornegin; elektronik de istenen, teknik &zellikli heterojen elektronik

hatalarin parametrelerinin olusturulmasinda siireksiz ters problemler ortaya ¢ikmaktadir.

Spektral bilgi, tek boyutlu siireksiz ortamlarin gegirgenlik ve iletkenlik profillerinin
olusturulmasinda kullanilabilir. I¢ bir noktada siireksiz olan smir deger problemleri
diinya saliimlar i¢in olusturulan jeofizik modellerde de ortaya ¢ikmaktadir. Burada
temel siireksizlik, yer kabugunun tabanindaki kesme dalgalarinin yansimasindan

olusmaktadir.
5.1. Ozdegerlerin Asimptotik Durumu

Bu boliimde potansiyel araligin bir parcasinda oOnsel bilgi olarak bilmek sartiyla

potansiyel q(x)’i B spektrumunda ¢eviren tamamlanmamis ters problemi ¢alisacagiz.

(0, 7) araliginda q(x)’i ¢evirmek igin farkli sinir durumlara sahip iki tane sinir deger
probleminin spektrasi tanimlanmasi gerekmektedir. Ayrica, klasik Sturm-Liouville

operatorii i¢in tamamlanmamuis ters problemler asagida incelenmistir.

y(x) ve z(x) fonksiyonlari (O,% ) ve (% ,7[) araliklarinda siirekli ve tiirevlenebilir

olsun. (y,z):=yz'—y'z olarak alalim. y(x) ve z(x) fonksiyonlarimn (5.3) teki kosullar

saglanmasi kosuluyla

(¥:2), 70 =¥ 2) x4 (5.5)

seklinde yazabiliriz.
@(x,A)y1 (5.3) ve y(0)=1, y’(0)=hsartlarm saglayan (5.1) denkleminin bir ¢dziimii
olarak alalm. U (¢@)=0ve A(1)=-V(5) olsun. A(1) fonksiyonu B’nin

karakteristik fonksiyonudur.

A=p°

17 sin px 1 r
p(X,A)=cos px+| h+=|q(t dtj +O(—exp 7| X j X<= (5.6)
(1) = pes 22 a)en [P0 Leva() | x <

38



sinpx __sin p(7z—x)Jr

(% 1) = cos px+(2h+:[q(t)dt+a]

2P 2P (5.7)
1 /4
ol = r
(pexp(|r|x)j, x>
@'(x,4) = psin px+[h+%jq(t)dtjcos pX
0 (5.8)
+O(%exp(|r|x)j, x<%
@' (x,4) = p(-sin px)+[2h+_[q(t)dt+aj cossz +a p(zﬂ—x)
0 (5.9)
+O(%exp(|r|x)j, x>%
(5.6) ve (5.9) da |4| > oo alinirsa
A(A)= psin pz—@+%+0(exp(|r|x))... (5.10)
w=2H +2h+jq(t)dt+a, W, =-a
0
w-w, =2H +2h+ 2« (5.11)
w+W, =2H +2h '

n—oo (5.10) kullanilirsa

pn:= /2, = n+i(2H +2h+jq(t)dt+a+(—1)”‘1(—a)]+o[1j (5.12)
27N 5 n
elde edilir.
B ile birlikte ayn1 formattaki fakat farkli katsayilarla (, h,H ile smr deger problemi

B= B(d,ﬁ,ﬁ) diistinelim, a sembolii B ile ilgili bir nesneyi gosterdigine gore o

semboliinde B ile ilgili bir nesneyi gosterecektir. Asagidaki teorem icerisinde siireksizlik

olmayan Sturm-Liouville denklemi i¢in M. Horvath tarafindan ispatlanmistir.
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Teorem5.1.1  be(0,7/2],Ac N {0} ve Q:={4 }..,, L, (0,b) de tanimli

{COSanX}nE , fonksiyon sisteminin B spektrumunun bir bélimi olsun (b,n) tizerinde

q(x)=Gg(x)ve H=H, Q=0 olsun. O halde (0,7) iizerinde q(x)=q(x) ve h=h

dir.
Ispat:
" (% A)+a(X)p(xA4)=2p(x,4), =@"(X, 1) +G(X)@(X,4) = Ap(X, 1)
0(0,1)=3(0,2)=1, ¢'(0,4)=h, $(0,4)=h
(5.5) kullanilirsa;

[r((x 2o 2)o=( 1 T (o' 2)a02)-p(x )5 (:2)

(5.13)

Burada r(x)=q(x)—q(x)dir. (5.11) ve (5.12) yi kullanarak h =h alabiliriz (5.14) ten
" 1
Ir(x)(¢(x,/tn)gb(x,ﬂn)—ijdx:o, neA (5.15)
0
x<m/2 igin
@(x,A)=cos px+jK(x,t)cos ptdt ... (5.16)
0
olur. Burada K(x,t) A ’ya bagimli olmayan siirekli fonksiyondur.
1

qo(x,/l),(ﬁ(x,;t)—a=%(c052px+jv(x,t)cosZptdtj olur. Burada V(x,t)
0

A ’ya bagimli olmayan siirekli fonksiyondur. (5.16) ve (5.15) yerine yazilirsa ve

.
I r (X) dx =0 ile tekrar hesaplanirsa
0

T(r(x)ﬂTV (t, x)r(t)dthosande =0, neA

X
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ve sonug olarak

r(x)+'TV (t,x)r(t)dt, (0,b) iizerindedir.

0
Bu homojen integral sistemi sadece adi ¢Oziime sahip oldugundan r(x)=0, (0,b)
araligindan ve q(x)=q(x) de (0,b) araligidadur.
5.2. Inverse Nodal Problem

Bu béliimde ters nodal problemleri siireksiz durumlu diisiinecegiz. 11k kisimda teklik

teoremini ve nodal noktalarm yogun alt kiimesinde olan (0,7) araligi iizerindeki

kurtarma potansiyeli olan q(x) in prosediiriinii elde edecegiz.

Ikinci kisimda ise, Ters nodal ve ters spektral problemle arasindaki iliskileri elde
edecegiz. Bu iligkileri ve ikinci boliimiin sonuglarini kullanilarak; ek sinirlamalar altinda

araligin bir kisminda yer alan nodal noktalarin alt kiimesinden olusan (0,7) aralig

tizerinde potansiyelin olusturulacagi ispatlanabilir.
Simir deger problemi B’nin 6z fonksiyonlari, y, (x)=¢(x,4,) formuna sahiptir.

Y, (Xx), gercel degerli fonksiyon olmak iizere (5.12) yi (5.6) ve (5.7) nin igine

yerlestirilerek asagidaki n— oo x i¢in asimptotik formiilii elde ederiz.

Y, (X)= cosx+2i(7r£2h+_(|)X.q(t)dt]—(w+(—1)c%l)x]sin nx+o(%)x <% (5.2.1)

zn

_(M(_l)”*lwl(x))sin nX+0(%j, X>% (5.2.2)

Simr deger B igin benzer Sturm’s salimim teoremi dogrudur. Daha dogrusu, vy, (x)

ozfonksiyonu tam olarak (0,7) araliginda n tane (basit) sifira sahiptir. Yani;
0<xl<. <axl<m dir.

Xg = {xrj;}nzl,j=1,_n ,sinir deger problemi B’nin nodallari olarak adlandirilmaktadir.

k . ] . oqe 0 1 _ -
Xg = {me—k}mzLj:m,k:m olarak gosterilir. Agik¢a Xg U X5 = Xp dir.
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Ters nodal problemler, verilen X nodal noktalar kiimesi veya bazi kisimlar1 potansiyel

olarak q(x), h ve H katsayilarindan olusur.
j ( N\ m . . [
ap =\j— E) — seklinde ifade edebiliriz.
(5.2.1.) ve (5.2.2.) esitliklerini gdzoniine alarak n — oo agsagidaki asimptotik formiilleri
elde edebiliriz:

1

: . j . .
Xy =+ — (n (Zh + foa” q(t)dt) —(w— wl)a,]l> +o0 (%),x,’le (0, g),n=2m

(5.2.3)

1

o j .
Xy =y + —— (n (Zh + [ q(t)dt) —(w+ wl)a{l> +o0 (n—lz)x,’l (0, g),n=2m+l

(5.2.4.)
. , j . .
x) =al 271:1n2 (n foa" q(O)dt — (w — wy)a), + co) +o0 (n—lz) , X0 € (g,n),n=2m,
(5.2.5.)
. . j . ,
X, =al + mlnz (n foa” q()dt — (w + wy)a;, + cl) +o0 (n_12) ,X)€e (g,n),n:2m+1,
(5.2.6.)

olur. Burada ¢y = 2ma + 2mh ve ¢; = 2mh dir.

Boylece X ,’,f ,k = 0,1 kiimesi (0,7) araliginda yogundur.,

Teorem5.2.1. k = Ov1 ve x € [0,7] olsun. lim,.x.* = x olacak sekilde

{x,]l"} € X¥ secilebilir. Burada sonlu bir limit ortaya ¢ikar,

: 1
g = lim 20 (xfn = (ju = 3) 7)

ve

X
w+ (11w
gk(x)=fq(t)dt— ( n) lx+2h x<

0

N
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X

9e(0) = f q(®)dt —

0

elde edilir. Burada ¢y, = 2ma + 2mh ve ¢; = 2mh dir.
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