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SIMGELER VE KISALTMALAR

Dogal sayilar ctimlesi,
Reel sayilar ciimlesi,
Kompleks sayilar ciimlesi,

Toplam sembolii.
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1. GIRIS

Tek indisli dizi ve serilerin bir genellegtirmesi olarak ortaya cikan cift indisli
dizi ve seriler Ozellikle son zamanlarda sikca caligilmaktadir. Cift indisli dizilerin
yakinsaklik kriterleri arasinda ozellikle Pringsheim anlaminda yakinsaklik sikca
kullanilmaktadir. Bu yiiksek lisans tez calismasinda da Pringsheim anlaminda
yakinsaklik kullanilmigtir. Bu ¢aligmanin amaclarindan birisi de lisans diizeyinde
ogretilen tek degigkenli dizi ve serilerin bir genellestirmesi olan c¢ift indisli dizi ve
serileri tanitip, bunlarin sagladigi ozellikleri, yakinsaklik ve iraksaklik kriterlerini

aragtirmaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda daha sonraki bolumlerde kullamilacak olan bilinen tanimlar ve

temel kavramlar verilecektir.

Tanim 2.0.1. X bos olmayan bir cumle ve K reel veya kompleks sayilarin bir cismai

olsun.

+: X xX =X

O KxX =+ X

fonksiyonlar: asagidaki ozellikleri sagliyorsa X cimlesine K cismi tizerinde bir vektor

(lineer) uzay denir. Vo, f € K veVx,y,z € X igin

1) z4+y=y+uz,

2) (tty)tz=a+(Y+2),

3) v+ 0 =0+ z olacak sekilde bir tek 0 € X vardr,

4) Vo € X i¢in x 4+ (—x) = —x + x = 0 olacak sekilde bir tek (—x) € X vardur,

5) lo ==z,

6) a(x+y)=axr+ay,

7) (a+B)z = ax + Pz,

8) a(8z) = (af)z.

Tanim 2.0.2. N dogal sayilar ciimlesi ve X bos olmayan bir cimle olmak tzere
s:NxN—= X; (n,m)— s(n,m)

seklinde tanimlanan f fonksiyonuna ¢ift indisli dizi denir.
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Cift indisli bir s = (s (n,m)) dizininin s (n, m) elemanlarini

seklinde bir tablo olarak diigiinebiliriz. C kompleks sayilar ctimlesini gostermek iizere

biitiin ¢ift indisli dizilerin ciimlesi, Vo € C igin
s+1=(s(n,m)+1(n,m)) ve as = (as(n,m))

koordinatsal toplama ve ¢arpma iglemleri altinda bir vektor (lineer) uzaydir.

Cift indisli dizi ve seriler teorisi, tek indisli dizi ve seriler teorisinin bir
genigletilmigidir. s : N x N — C fonksiyonu asagidaki {i¢ 6nemli limit gartlarim

sagladigini kabul edelim:

(1) imy, 500 S (R, M)

(2) limy, 00 (limyy, 00 s (R, m))

(3) limy, oo (limy, o0 s (P, M) .

(2) ve (3) limitlerine sirali (iterated) limitler ad1 verilir. lim,, ;00 s (7, m) = @
olmasi i¢in gerek ve yeter gart tekrarh limitler denilen lim,, ., (lim,, ;s s (n,m)) ve
lim,,, o0 (limy, o $ (1, m)) limitleri var, birbirine egit ve

(4) Her n € N igin lim,, ,~ s (n, m) mevcut ve

(5) Her m € N igin lim,,_,, s (7, m) mevcut olmasidir.

Cift indisli seriler teorisi de c¢ift indisli diziler teorisiyle yakindan ilgilidir.
Soyleki; z: N x N — C cift indisli dizisine agagidaki li¢ toplami karsilik getirelim:

(6) X1 2(n,m),

(7) oney (e 2(n,m))
(8) et oz 2(n,m)) -

(7) ve (8) toplamlar1 mevcut ve birbirine esit ise (6) nolu ¢ift indisli serinin

varligindan s6z edebiliriz. Bunun i¢in (z(n, m)) ¢ift indisli dizinin agagidaki sartlari

sagladigini kabul edelim:



(9) D _pm=1 #(n,m) serisi yakinsak ve toplami s dir,
(10) >=>°, z(n,m) serisi her m € N i¢in yakinsak ve
(11) >~ z(n,m) serisi her n € N i¢in yakimsaktir.

O halde tekrarh toplamlar olarak

> (Ssm) = 3 (Semm) =

yazabiliriz.



3. CIFT INDISLI DIZILER

Bu boliimde kompleks sayilarin ¢ift indisli dizilerinin yakinsaklik ve iraksaklik

tanimlarini verip, bunlara iligkin teoremler ve cegitli ornekler verecegiz.

Tanim 3.0.3. Kompleks sayilarin bir ¢ift indisli dizisi s : N x N — C seklinde
tanuml bir fonksiyondur. Bu ¢ift indisli diziyi (s (n,m)), >~ veya kisaca (s (n,m))
seklinde gosterelim. (s (n,m)) ¢ift indisli dizisinin kompleks bir a saysina yakinsak
olmasu i¢in gerek ve yeter sart Ve > 0 i¢in dyle bir N = N (¢) > 0 sayst Yn,m > N
icin |s(n,m) —a| < e olacak sekilde mevcuttur. Buradaki a saypsina ¢ift indisli
(s (n,m)) dizisinin ¢ift limiti (veya Pringsheim limiti ) adu verilir. Eger béyle bir a

saysy yoksa (s (n,m)) ¢ift indisli dizisine waksaktir diyecegiz.

Tanim 3.0.4. (ift indisli reel bir dizi (s (n,m)) olsun. Bu taktirde

(i) s(n,m) — oo ise lim, ;500 s (n,m) = 00 yazacagiz. Bu halde Vo € R igin

K = K (a) € N sayist Vn,m > K i¢in s (n,m) > «a olacak sekilde vardar.

(ii) s(n,m) — —oo ise lim, ;oo S (N, M) = —00 yazacagiz. Bu halde V5 € R i¢in

K = K () € N sayist Yn,m > K i¢in s (n,m) < 8 olacak sekilde vardr.

Ornek 3.0.5. (a) s(n,m) = —— genel terimli (s (n,m)) ¢ift indisli dizisini goz
dntine alalvm. Bu taktirde lim,, ;00 s (n,m) = 0 olur. Bunu gorebilmek ig¢in ¢ > 0

saysy verilsin. N € N sayising N > % olacak sekilde secelim. O halde Yn,m > N

<L olup

U R |
Zan,m_N

1 1 1
|s<n7m>—0|=} ' L
n -+ n m

m
< 2<

=—<c
- N

11
N N

elde edilir. Bu ise istenendir.
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(b) s(n,m) = 2 genel terimli (s(n,m)) ¢ift indisli dizisini goz oniine

alalim. Bu verilen ¢ift indisli dizi waksaktir. Gercekten yeterince buyik n,m € N
sayilary i¢in, n = m iken s(n,m) = 3, n = 2m iken s(n,m) = % yazabiliriz.
Her iki halde de verilen c¢ift indisli dizi n,m — oo iken herhangi bir a sayisina
yakinsayamadigindan bu dizi yakinsak degildir.

(c) s(n,m) = n+ m genel terimli (s(n,m)) ¢ift indisli dizisini goz éniine
alalvm. Bu dizi i¢in limy, ;00 s (n,m) = 00. Gergekten a € R sayist verildiginde
K > « olacak sekilde bir K = K (o) € N saysine Yn,m > K i¢in n +m > «
seklinde bulabiliriz.

(d) s(n,m)=1—n—m genel terimli (s (n,m)) ¢ift indisli dizisini goz dniine
alalvm. Bu dizi i¢in limy, ;00 s (n,m) = —o00. Gergekten f € R sayise verildiginde

K > _TB + % olacak sekilde bir K = K () € N sayisine Vn,m > K igin -n —m <

-5 _1

5 — 5 olur, 1 —n —m < (3 elde ederiz.

Teorem 3.0.6 (Cift limitin tekligi). Kompleks terimli bir ¢ift indisli dizi bir tek

cift limite sahiptir.

Ispat. (s (n,m)) cift indisli dizisinin a ve a* gibi iki farkli ¢ift limitinin oldugunu

kabul edelim. O halde € > 0 verildiginde N; ve Ny dogal sayilar:

Vn,m > Ny igin |s (n,m) —a| < g (3.0.1)
ve
Vn,m > N igin |s(n,m) —a*| < g (3.0.2)

olacak gekilde vardir. Simdi N = max { Ny, Ny} yazalim. Bu taktirde Vn,m > N i¢in

(3.0.1) ve (3.0.2) ifadelerinden
0<l|a—a*|=|a—s(n,m)+s(n,m)—a"

< |8 (nvm) —CL| + |S (n7m) —CL*|
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Yani |a — a*| = 0 ve bdylece a = a* olup ¢ift limit tektir. O

Tanim 3.0.7. Vn,m € N saylare icin |s(n,m)| < M olacak sekilde M > 0 reel

sayist varsa (s (n,m)) ¢ift indisli dizisine sinarlidir denir.

Teorem 3.0.8. Kompleks terimli yakinsak bir cift indisli dizi sinirldar.

ispat. Kabul edelimki s (n,m) — a ve € = 1 olsun. Bu taktirde Vn,m > N igin
|s(n,m) —al <1

olacak gekilde n € N sayis1 vardir. Boylece tliggen esitsizligi kullanilarak, Vn,m € N
saylilar1 i¢in

|s (n,m)| <1+ |al
elde edilir. Simdi kabul edelim ki

M =max{|s(1,1)|,|s(1,2)],[|s(2,1)],]s(2,2)|,...,|s(N =1,N —=1)|,1 + |al|}.

Buradan agikca, Vn,m € N sayilan igin |s (n,m)| < M elde edilir, yani ¢ift indisli

dizi siirhdir. O
Hatirlatma 3.0.9. (s (n,m)) ¢ift indisli dizisinin tekrarl limitleri olan

lim <lim s(n,m)> ve lim (hm s(n,m))

n—o0 m—r0o0 m—r0o0 n—oo
limitlerinin var olmalar: birbirlerine esit olmalary anlamini tasimaz. Bunu asagidaki

ornekle inceleyelim.

Ornek 3.0.10. Genel terimi s(n,m) = — olan (s(n,m)) ¢ift indisli dizisini
g0z doniine alalim. Bu taktirde Ym € N i¢in lim, o s(n,m) = 1 dir ve boylece

lim,;, o0 (lim,, oo s (n,m)) = 1 elde edilir. Ancak ¥n € N i¢gin lim,, .o s (n,m) = 0
olup, lim,, o (lim,, o0 s (n,m)) = 0 elde edilir. O halde bu ¢ift indisli dizi i¢in

lim,, o0 (imyy, o0 § (1, M) # limy, oo (lim,, oo § (7, m)) oldugundan ¢ift limiti yoktur.
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Hatirlatma 3.0.11. Yakinsak bir cift indisli dizinin her zaman tekrarl limitler:

mevcut mudur? seklindeki bir sorunun cevabini asagidaki ornekle arastiralim.

Ornek 3.0.12. Genel terimi s (n,m) = (—1)" (X + L) olan (s (n,m)) ¢ift indisli

dizisini goz onine alalim. Acikca

lim s(n,m)=0
n,m—00

dir. Gergekten onceden verilen bir € > 0 icin % < 5 olacak sekilde N € N sayisim
secelim. Boylece Yn,m > N i¢in

(_1)”"’7” l_|_i <l+i<3<€
n mj)|~ n m~ N

elde edilir. O halde ¢ift indisli (s (n,m)) dizisi yakinsakter. Fakat

lim ( lim s(n,m))

n—oo \Mm—oo

limiti mevcut degildir, ¢inki lim,, . s (n,m) mevcut degildir ve hatta

lim (lim s (n, m))

m—0o0 \Nn—00

limiti de yoktur, ¢inki lim, .. s (n,m) limiti mevcut degildir.

Hatirlatma 3.0.13. Bir ¢ift indisli dizinin ¢ift limiti ve tekrarlh limitlerinin varhg
ve degerleri bu ¢ift indislt dizinin tanimlanma sekline baghdir. Bu limitlerden birinin
varlgr digerlerinin varligr veya olmamasin gerektirmeyebilir. Bunu asagida verecegimiz

orneklerle aciklayalim:

Ornek 3.0.14. (a) Genel terimi s(n,m) = (L + 1) olan (s(n,m)) ¢ift indisli
dizisini goz ontine alalim. Ag¢ik¢a limy, ;oo s (n,m) = 0 dur. Gergekten onceden
verilen bir e > 0 i¢in % < 5 olacak sekilde N € N sayisiny segelim. Boylece Vn,m >

N i¢in




elde edilir. Ayrica, lim,, o s (n,m) = % velim, o0 s (n,m) = % oldugundan tekrarl

limitler: mevcut ve

lim <lim s(n,m)) = lim (lim s(n,m)> =0

n—oo \m—oo m—0o0 \Nn—oo

dar.

(b) Genel terimi s (n,m) = (—1)""™ (L + L) olan (s (n,m)) ¢ift indisli dizisini

g0z ontine alalim. A¢ikca (a) sikkina benzer olarak limy, ;oo s (n,m) = 0 olur ve
tekrarly limitlerine bakacak olursak, lim, .. s(n,m) = % oldugundan
lim,, o0 (limy, 500 $ (n,m)) = 0 ve limy, oo s (n,m) limiti meveut olmadigindan
lim,, o0 (imy, 00 § (0, m)) limiti meveut degildir.

(c) Genel terimi s (n,m) = (=1)""™ olan (s (n,m)) ¢ift indisli dizisini gz

ontne alalim. Ac¢ikca bu c¢ift indisli dizinin ne ¢ift limiti ne de tekrarly limitleri

mevcut degildir.

Teorem 3.0.15. (s(n,m)) ¢ift indisli dizisi wverilsin. Kabul edelim ki
limy, ;00 8 (1, m) = @ olsun. Bu taktirde lim,, , (lim,_,o s (n,m)) = a olmas i¢in

gerek ve yeter sart Vm € N i¢in lim,,_,o s (n,m) limitinin var olmasidur.

ispat. Teoremin gereklilik kismi agiktir. Teoremin yeterlik kismi igin kabul edelimki
Vm € Nigin lim,,_,, s (n,m) = ¢, olsun. m — oo igin ¢, — a oldugunu gosterecegiz.

e > 0 verilsin. n,m — oo igin s (n,m) — a oldugundan n,m > N; i¢in

3
— <_
s (n,m) —a] < 5

olacak sekilde N; € N sayist vardir. Ayrica Vm € N ig¢in n — oo oldugundan

s(n,m) — ¢, oldugundan 6yle bir n > Nj i¢in

5 (n,m) = e < 5



olacak gekilde Ny € N sayis1 vardir. Simdi n > max {Ny, No} secelim. O halde

VYm > Nj i¢in
| — al = |¢m — s (n,m) + s (n,m) — al
<|s(n,m) —cp|+|s(n,m) — al
cELE_,
-2 2
elde edilir. Béylece m — oo i¢in ¢, — a olur. Boylece ispat tamamlanir. O

Yukaridaki teoreme benzer bir yolla m ve n sembollerinin yer degistirmesi

ile bu teoreme benzer sekilde ispat edilebilecek asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.0.16. (s(n,m)) ¢ift indisli dizisi wverilsin. Kabul edelim ki
limy, 100 8 (1, m) = @ olsun. Bu taktirde lim,, o (lim,,—,o0 s (n,m)) = a olmasu igin

gerek ve yeter sart ¥Yn € N i¢in lim,, o s (n, m) limitinin var olmasudar.

Simdi Teorem 3.0.15 ve Teorem 3.0.16 birlestirilerek agagidaki su sonug
elde edilir:

Teorem 3.0.17. (s(n,m)) ¢ift indisli dizisi verilsin. Kabul edelim ki

lim,, ;00 s (P, m) = a olsun. Bu taktirde
lim (lim s (n,m)) ve lim ( lim s (n,m))
m—00 \N—00 n—00 \Mm—00

tekrarl limitlert mevcut ve her ikisinin degerinin a saypsina esit olmasy i¢in gerek

ve yeter sart
(i) Vm € N igin lim,, o s (n,m),
(ii) ¥n € N d¢in lim,, o s (n, m) limitlerinin var olmasidur.

Asagidaki Ornek bize Teorem 3.0.15 ve Teorem 3.0.16 teoremlerinin

kargitlarinin dogru olmayabilecegini gostermektedir.
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Ornek 3.0.18. Genel terimi s (n,m) = e olan (s (n,m)) cift indisli dizisini g6z

oniine alalvm. Ag¢ikca ¥Ym € N dgin lim, oo s(n,m) = 0 olup buradan

1m0 (limy o 8 (R, m)) = 0 elde edilir. Ancakn =m i¢in s (n,m) = 5 ven = 2m
2

i¢in s (n,m) = £ olup limy, ;500 5 (N, m) ¢ift limiti mevcut degildir.

Agagidaki sonug Teorem 3.0.15 un kismi olarak tersi olarak diigtintilebilir.

Fakat once bir fonksiyon dizisinin diizgiin yakinsakligi kavramini hatirlayalim:

Bir X ciimlesi {izerinde tanimh (f,) fonksiyon dizisi bir f fonksiyonuna

diizgiin yakinsaktir deriz eger Ve > 0 i¢in n > N oldugunda Vz € X noktasi icin

[fn () = f(2)] <&

olacak gekilde bir N = N (&) sayis1 bulunabiliyorsa.
Teorem 3.0.19. (s (n,m)) ¢ift indisli dizisi verilsin ve kabul edelimki asagidaki
sartlary saglasin:
(1) limy, oo (limy, oo s (R, m)) = a
ve

(ii) m’ye gore dizgin olarak lim, . s(n,m) lmiti mevcut olsun. Bu taktirde

limy, 100 S (1, m) = @ elde edilir.

ispat. N dogal sayilar climlesi lizerinde tanmiml bir f,, fonksiyonunu Vn, m € N i¢in
fn (m) = s (n,m) seklinde tanimlayalim. Bu taktirde (ii) kabulunden dolay1 f (m) =
lim,, ;o s (n,m) olmak tizere N {izerinde diizgiin olarak f, — f dir. Boylece € > 0

verildiginde Vm € N i¢in n > Nj oldukca

| ™

|s (n,m) — f(m)] <

~—~ DN

olur. Yine (ii) kabulunden lim,, o, f (m) = lim,, o (lim, s s (n,m)) = a olup aym

e > 0 i¢in m > N, oldugunda

[ fm)—al <
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olacak gekilde Ny € N sayist vardir. Simdi N = max {N;, No} alirsak n,m > N
oldugunda

s (n,m) — a <|s(n,m) = f(m)|+] f(m)—a

<;t5;=¢

Do ™

£
2
elde edilir ki, boylece lim,, ;00 $ (7, m) = a elde edilir. Boylece teorem ispat edilmig
olur.

Bu teoremin hipotezindeki m’ye gore diizgiin olarak lim,, ., $ (n, m) limitinin

mevcut olmasi ifadesi Vm € N igin lim,, o $ (7, m) limitinin mevcut olmas: ifadesi

nm
n2+m?2

ile zayiflatilamaz. Ciinkii, 6rnegin ¢ift indisli genel terimi s(n,m) = olan
(s (n,m)) ¢ift indisli dizisiyi tekrar goz oniine alalim. Kolaylikla gosterilebilir ki

(a) (s(n,m)) ¢ift indisli dizisi Vm,n € N i¢in |s(n,m)| < 1 oldugundan
sinirhdir,

(b) Vm € N i¢in lim,, _,, s (n,m) =0,

(c) m € N sayisia gore diizglin olarak lim, ,. s(n,m) # 0 dir. Ashinda

nm

-7 fonksiyonunu goz ontine

Vn € N igin m € N olmak {izere f, (m) = s(n,m) =

alalim. Bu taktirde Vn € N i¢in

£ =00l = sup {1 (m) 0] : m €N} =7

olmasi
i £, ~ 0]l 0
olmasini gerektirir,
(d) Lm0 (limy, 0 s (n,m)) =0,

(e) limy, ;oo § (n, m) limiti Ornek 3.0.18 de gosterildigi gibi meveut degildir.
0
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Bu boliimden su sonucu ¢ikarabiliriz: Teorem 3.0.15 da verilen Vm € Nicin
lim,, 0 § (1, m) limitinin varhginin kabulii, limy, ;00 s (7, m) ¢ift limitinin varligim

gostermez. Bunu agagidaki ornekle gosterebiliriz.

Ornek 3.0.20. Genel terimi s (n,m) = (_nll)n olan (s (n,m)) ¢ift indisli dizisini gz

ontine alalvm. Ilk olarak

lim s(n,m)= lim
n,m—o0 n,Mm—»00 m

elde edilir. Gercekten ¢ > 0 verildiginde % < ¢ olacak sekilde N € N bulabiliriz.

Oyleyse ¥n,m € N i¢in
1 1

—0=—<=x
‘ m -~ N ¢

bulunur. Diger taraftan lim, o, (—1)" mevcut olmadigindan herbir sabit m € N i¢in

lim,, o0 % mevcut degildir.
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4. CIFT INDISLI CAUCHY DIZILERI

Bu boliimde ¢ift indisli dizilerin yakinsakligi i¢in 6nemli olan Cauchy kriterini

verecegiz.

Tanim 4.0.21. Kompleks sayilarin (s (n,m)) ¢ift indisli dizisine Cauchy dizisi denir
ancak ve ancak ¥Ye > 0 i¢in bir N = N (€¢) dogal sayiss ¥Vp >n > N veVg>m > N
1¢in

s (p,q) —s(n,m)| <e

olacak sekilde bulunabilmesidir.

Teorem 4.0.22 (Cift indisli diziler i¢in Cauchy yakinsaklik kriteri). Kompleks
saylarin (s (n,m)) ¢ift indisli dizisi yakinsaktir ancak ve ancak (s (n,m)) ¢ift indisli

dizisi bir Cauchy dizisidir.

Ispat. Kabul edelimki n, m — oo oldugunda s (n, m) — a olsun. Bu taktirde Ve > 0
verildiginde Vn, m > N igin
€

— <_
s (n,m) —a] < 5

olacak gekilde bir N € N bulabiliriz. Boylece Vp > n > N ve Vg > m > N igin

s (p,q) — s (n,m)| = |s(p,q) —a+a—s(n,m)

g £
S|S(p7Q)_a|+‘a—s(n,m)|<§+§:€

elde edilir ki bu halde (s (n,m)) ¢ift indisli dizisi bir Cauchy dizisidir.
Tersine kabul edelimki (s (n,m)) ¢ift indisli dizisi bir Cauchy dizisi olsun ve

e > 0 verilsin. m = n ve s(n,n) = b, yazarak Vp > n > K igin

|b, — by| <€

14



olacak sekilde bir K € N sayis1 vardir. Boylece tek indisli diziler i¢in Cauchy
yakinsaklik kriterinden dolay1 (b,) dizisi @ noktasma yakinsar. Boylece Vn > N
icin

£

. (4.0.1)

|b, —a| <

olacak gekilde N7 € N vardir. Ayrica (s(n,m)) ¢ift indisli dizisi bir Cauchy dizisi
oldugundan Vp,q > n > N, i¢in
5
|5 (p,q) = bal < 3 (4.0.2)

olacak gekilde Ny € N vardir. Simdi N = max {7, Ny} secelim ve n > N secelim.

Bu taktirde (4.0.1) ve (4.0.2) den dolay1 Vp, ¢ > N igin
|5 (p,q) —al <5 (p;@) = bal + [bn — al

<€—|— =€
5 =

elde edilir. Boylece s (n,m) — a bulunur. Bu da ispat1 tamamlar. ]
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5. MONOTON CIFT INDISLI DIZILER

Bu boliimde reel sayilarin artan ve azalan c¢ift indisli dizilerini tamimlayacagiz
ve bu diziler i¢in monoton yakinsaklik teoremini tipk: tek degiskenlilerde oldugu gibi

ispat edecegiz.

Tanim 5.0.23. Reel saylarin bir (s(n,m)) ¢ift indisli dizisini g6z oniine alalim.

Bu taktirde
(i) V(n,m) < (j,k) € NxNigin s (n,m) < s(j, k) ise (s (n,m)) ¢ift indisli dizisine
artandir,

(i) V(n,m) < (j,k) € NxNigin s (n,m) > s(j, k) ise (s (n,m)) ¢ift indisli dizisine

azalandir,
(iii) (s(n,m)) ¢ift indisli dizisi artan ya da azalan ise bu diziye monotondur diyecegiz.

Teorem 5.0.24 (Monoton yakinsaklik teoremi). Reel sayilarin monoton bir

cift indisli dizisi yakinsaktir ancak ve ancak o ¢ift indisli dizi simarh ise. Ayrica

(a) (s(n,m)) ¢ift indisli dizisi artan ve tstten sinrl ise

lim s(n,m)= lim (lim s(n,m)) = lim (lim 5(n,m)>

n,m—oo m—0o0 n— o0 n—oo m—r0o0
=sup{s(n,m): n,m € N}

ve

(b) (s(n,m)) ¢ift indisli dizisi azalan ve alttan sinarl ise
lim s(n,m)= lim <lim s(n,m)) = lim (lim s(n,m))

n,m—0o0 m—o0 \n—oo n—oo \m—oo

=inf {s(n,m): n,m € N}.
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Ispat. Yakmsak bir dizinin smirh olmasmdan dolay1 teoremin ilk kismi aciktir.
Tersine (s (n,m)) ¢ift indisli dizisi sinirli ve monoton bir dizi olsun. Bu taktirde
(s (n,m)) ¢ift indisli dizisi artan yada azalan bir dizidir.

(a) Oncelikle (s(n,m)) cift indisli dizisinin artan ve iistten smirh oldugunu

kabul edelim. Reel sayilarin supremum prensibinden dolay1
a* =sup{s(n,m): n,m e N}

mevcuttur. Bu durumda (s(n,m)) ¢ift indisli dizisinin tekrarli ve ¢ift limitinin
varligini ve a* sayisina esit oldugunu gostermeliyiz. € > 0 verildiginde a* — € sayis1
{s(n,m): n,m € N} ciimlesi igin bir tist siir degildir. Boylece 6yle bir K (¢) ve
J (€) dogal sayilar1 vardir ki
at—e<s(K;J)
yazabiliriz. Fakat (s (n,m)) ¢ift indisli dizisinin artan oldugundan V (n,m) > (K;J)
icin
at—e<s(K;J)<s(n,m)<a" <a +e¢

olur ve béylece V (n,m) > (K; J) i¢in
|s(n,m) —a*| <e

elde edilir. Boylece € > 0 keyfi oldugundan (s (n,m)) ¢ift indisli dizisi a* sayisina

yakinsar. Simdi

lim (hm s(n,m)) = lim (lim s(n,m)) =a"

m—0o0 \n—0o0 n—oo \m—oo

oldugunu gosterelim. (s (n,m)) ¢ift indisli dizisi tistten sinirlhi oldugundan her sabit
m € N sayisi i¢gin {s (n,m) : n € N} tek indisli dizisi iistten sinirhi ve artandir. Tek

indisli diziler i¢in monoton yakinsaklik teoremi geregince Vm € N sayisi i¢in

lim s(n,m) =sup{s(n,m): ne N} =1,

n—0o0
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elde edilir. Boylece Teorem 3.0.15 geregince tekrarh limit lim,, o (lim, oo s (n,m))

vardir ve
lim <lim s (n,m)) = lim s(n,m)=a"
m—00 n—oo n,m—>oo

olur. Benzer olarak
lim < lim s(n,m)) = lim s(n,m)=a"
n—oo m—00 n,m~>oo

oldugu kolayca gosterilebilir.

(b) (s (n,m)) ¢ift indisli dizisi azalan ve alttan simirli ise (—s (n, m)) ¢ift indisli

dizisi artan ve iistten smirhdir. Boylece (a) kismimdan

Jim (Jim —snm)) = tim (Jfim —sn,m)) = tm_—s(nm)

=sup{—s(n,m): n,m € N}
= —inf{s(n,m): n,m e N}

elde edilir. Boylece

lim <lim s(n,m)) = lim (hm s(n,m)> = lim s(n,m)
m—r0o0 n—o0 n—oo m—r0o0 n,m—00

=inf{s(n,m): n,m € N}

yazabiliriz. O
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6. LIMIT TEOREMLERI

Teorem 6.0.25. Bir (s(n,m)) ¢ift indisli dizisi, Vn,m € N i¢in s (n,m) = aya,

seklinde 1se ve lim, o0 ay = 1y, limy, o0 @y, = Iy oluyorsa bu taktirde

lim <lim s(n,m)) = lim (hm s(n,m)> = lim s(n,m) =1l
m—00 n—oo n—oo m—0o0 n,m—00

olur.

ispat. Hipotezden dolay1

lim <1im s(n,m)) = lim (hm anam)
n—oo m—r0o0 n—oo m—0o0

lim a,. im a,, = il
n—oo m—0o0

ve
lim (hm s (n,m)> = lim (lim anam)

lim a,,. lim a, = Il
m—00 n—oo

olur. Boylece

lim ( lim s(n,m)) = lim (hm s(n,m)) = lils

n—oo \m—oo m—0o0 \N—o0

bulunur. Simdi

n}%rgoo s(n,m) = lily

oldugunu gosterelim. ¢ > 0 verilsin. (a,) dizisi yakinsak oldugundan sinirhdir.
Dolayisiyla Vn € N i¢in |a,| < K olacak sekilde K € N sayist bulunabilir. Ayrica

lim,, o0 an, = I ve lim,, , a,, = lo oldugundan Vn,m > N sayilar i¢in

€ £
la, — 1] < = ve |am, — o] < =

2b 2b
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olacak sekilde N = N (¢) € N sayisim bulabiliriz, burada b = max {K, |l;|} olarak

alinmigtir. O halde n, m > N oldugunda
|s (n,m) — l1la| < |s(n,m) — ayls| + |anle — l1ls|

= |an| [am — o] + [l2] |an — 1]

€ € €
<K< Z <o =
<S K2b + ’lz op = 2b2b £
elde edilir ki boylelikle lim,, ;o0 5 (7, m) = l1l5 elde edilmig olur. O

Ornek 6.0.26. Vn,m € N i¢in s (n,m) = — genel terimi ile verilmis bir (s (n,m))

cift indisli dizisini goz ondine alalim. Iddia ediyoruz ki

lim (lim s(n,m)> = lim <lim s (n, m)) = lim s(n,m)=0.
m—0oQ n—o0 n—oo m—0o0 n,Mm—00

Gergekten, Yn,m € N i¢in s (n,m) = a,a,, = (%) (%) dir ve buradan

1

lim a, = lim — =0
n—oo n—oo M,
ve
. . 1
lim a, = lim — =0
m—oo m—o0 M,

olur. Teorem 6.0.25 den dolay
1 1
lim — = lim (lim —) = lim <1im —)
n,m—o00 NI n—oo \ m—oo NI m—oo0 \ n—o00 NIM

o1 ) 1
= (hm —) (hm —) =0
n—oo n, m—o0 M,

Teorem 6.0.27. Bir (s(n,m)) ¢ift indisli dizisi, Vn,m € N i¢in s (n,m) = a, + a,

elde edilir.

seklinde ise ve lim,, o0 ay, = 1y , lim,, o0 @y, = Iy oluyorsa bu taktirde

lim (lim s(n,m)) = lim (hm s(n,m)> = lim s(n,m)=10+1

m—0o0 \Nn—0oo n—oo \m—oo n,m—00

olur.
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ispat. Hipotezden dolay1

lim (lim 3(n,m)> = lim <lim an —|—am>

n—oo \m—oo n—oo \m—0oo

lim a, + lim a,, =1 + 1
n—oo m—ro0

ve
lim (lim s (n,m)> = lim <lim ay + am>
lim a,, + lim a, =1+ 1
olur. Simdi

lim s(n,m) =1+
n,Mm—00

oldugunu gosterelim. € > 0 verilsin. Vn,m > N sayilar1 i¢in
€ €

la, —l1] < 5 Ve | — o] < 3

olacak gekilde N = N (¢) € N sayisin1 bulabiliriz. O halde n,m > N oldugunda

s (n,m) — (i + )| < |an + am — (I + 1)

S |an _ll| + |am - l2|

<€ n £ .

-2 2
elde edilir ki boylelikle lim,, ;00 § (7, m) = [; + I3 elde edilmig olur. O
Ornek 6.0.28. Vn,m € N i¢in s(n,m) = %—{— % genel terimi ile verilmis bir

(s (n,m)) cift indisli dizisini goz oniine alalim. Ornek 3.0.14 da

1 1
lim s(n,m)= lim (——f——):()

n,Mm—00 n,m—oo \ M m

oldugunu gosterdik. Simde Teorem 6.0.27 i kullanarak bu sonucu su sekilde gorebiliriz:

n,m—0o0 n m n—oo N, m—o0 M,

lim <l+i): liml—l— lim i:()
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olup, Teorem 6.0.27 den dolay
1 1 1 1 1 1
lim (lim (—+—)) = lim <lim (——l——)) = lim —+ lim — =0
n—oo \ m—oo \ N m m—oo \ n—oo \ N, m n—oo N, m—oo M,
olur.

Teorem 6.0.29 (Sandovig Teoremi). (z(n,m)), (s(n,m)) wve (y(n,m)) reel

sayilarin ¢ift indisli dizileri olsunlar. Yn,m € N icin

(@ (n,m)) < (s (n,m)) < (y (n,m))

ve

lim z(n,m)= lim y(n,m)
n,M—00 n,Mm—00

oldugunu kabul edelim. Bu taktirde (s (n,m)) ¢ift indisli dizisi yakinsaktur ve

n,}rlzl—r}oo v <n7 m> - n}rlbriloo 5 (n7 m) - n,}%gloo y (n’ m>
olur.
ispat. a = lim, ;00 (n,m) = lim, ;00 y (n,m) oldugunu kabul edelim. Bu

taktirde € > 0 verildigindeVn, m > N sayilar igin
|z (n,m) —al <eve |y(n,m)—a| <e
olacak gekilde bir N € N sayis1 vardir. Hipotezden dolay1 Vn, m > N sayilari igin
z(n,m)—a<s(nm)—a<ynm)—a

ve buradan da
—e<s(n,m)—a<e

bulunur. € > 0 keyfi oldugundan

lim s(n,m)=a
,M—00

elde edilir. n
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7. CIFT INDISLI ALT DIZILER

Bu bolimde ¢ift indisli alt dizileri calisacagiz ve onlarin yakinsakligr ile ilgili

sonugclar1 ve orijinal ¢ift indisli dizinin yakinsakligi ile baglantilarini ispatlayacagiz.

Tanim 7.0.30. Kompleks sayilarin ¢ift indisli bir dizisi (s (n,m)) olsun. Ayrica
(kl,rl) < (kQ,TQ) < (kg,?"g) < ... < (k?n,Tn) < ...

N x N nin kesin artan bir dizisi olsun. Bu taktirde (s (kn,7n)) dizisine (s(n,m))

dizisinin bir alt dizisi denir.

Agagidaki teoremle goriilecegi gibi yakinsak bir ¢ift indisli dizinin c¢ift

indisli bir alt dizisi de aymi limite yakinsar.

Teorem 7.0.31. (s (n,m)) ¢ift indisli dizisi bir kompleks a sayisina yakinsiyor ise

bu taktirde bu ¢ift indisli dizinin bir alt dizisi de ayni a sayisina yakinsar.
Ispat. (s(n,m)) cift indisli dizisinin bir alt dizisi (s (ky, 7)) olsun. & > 0 verilsin.
Bu taktirde p,q > N oldugunda
|s(p,q) —al <e
olacak gekilde bir N € N sayis1 vardir. Simdi Vn, m > N sayilar: i¢in

by <y <hy <o <k <o

ve

7”1§7’2§7‘3<...<TTL§....

oldugundan k, > n ve r,, > m olur. Boylece n,m > N ve dolaywsiyla k,,r, > N
oldugunda

Is (knyTm) —al <e
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ve dolayisiyla

lim s (k,,rm) =a
,M—00

bulunmus olur. O]

Teorem 7.0.32. Eger (s(n,m)) ¢ift indisli dizisinin tekrarl limitleri mevcut ve

lim (hm s(n,m)> = lim <lim s (n, m)) =a

m—0o0 \n—00 n—o0 \m—oo

limiatler vardwr ve

lim (lim s(pn,qm)> = lim <lim s(pn,qm)) =a

m—0o0 \Nn—00 n—o0 \m—oo

olur.

Ispat. Iddia 1. Eger Vn € N icin lim, o s (n,m) = f(n) mevecut ise bu taktirde
Vn € N igin lim,, o0 S (Pn, @m) = f(pn) olur. Gergekten Vn € N i¢in hipotezden
lim,;, 00 s (n,m) = f(n) mevcuttur. Bu ise Vn € N i¢in lim,, o0 S (P, @) = f(Pn)
nin meveut olmasimi gerektirir. (s (pn, ¢m)) o, dizisi (s (pn, m)), -_, dizisinin bir alt
dizisi oldugundan Vn € N i¢in lim,, o S (pn, m) = f(p,) bulunur.

Iddia 2. lim,, . (limy, oo $ (n,m)) = a ise limy, oo (limy, 00 $ (Pry Gm)) = a
dir. Gergekten, hipotezden lim,, ., s (n,m) = f(n) mevcuttur ve lim, ,,, f(n) = a

dir. Buradan Iddia 1 ile Vn € N icin

lim s (pn, gm) = f(pn) (7.0.1)

m— 00

yazariz. Ayrica (f(py)), ., dizisi (f(n)),—, dizisinin bir alt dizisi ve lim,, o f(n) = a

oldugundan lim,, ., f(p,) = a dir. Bu ve (7.0.1) ifadelerinden

lim <lim s(pn,qm)) =a

n—oo \Mm—oo

elde ederiz. Boylece iddia ispatlanmig olur. O]
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Iddia 1 ve Iddia 2 nin ifadelerinde n ve m sayilarinm rolleri degistirilirse bu
taktirde lim,, oo (limy, 00 s (n,m)) = @ ise limy, o0 (limy, 00 $ (Pn, ¢m)) = @ bulunur.

Bu ve Iddia 2 ile teorem ispatlanmis olur.

Simdi reel sayilarin her ¢ift indisli dizisi monoton olmak zorunda degil

iken her ¢ift indisli dizinin bir monoton alt diziye sahip oldugunu gosterecegiz.

Teorem 7.0.33. Reel sayilarin her ¢ift indisli dizisi monoton bir alt diziye sahiptir.

Ispat. Teoremi ispat edebilmek icin (p,q) < (n,m) olmak iizere ¥ (n,m) € N x N
icin s(p,q) > s(n,m) ise s(p,q) elemanmna peak eleman diyelim. Yani s (p,q)
eleman kendinden énce gelen terimli elemanlari agmasin. Simdi iki durumda (s (n, m))
¢ift indisli dizisinin sonsuz yada sonlu ¢oklukta peak elemanina sahip oldugunu goz

Ontiine alalim.

Durum 1. (s(n,m)) ¢ift indisli dizisi sonsuz ¢oklukta peak elemanina sahip

olsun. Bu halde peak noktalarini artan indislere gore siralayalim. Boylece

(P1,q1) < (P2, @2) < (P3,q3) < oo < (Phs @) < -

olacak sekilde
S (ph ql) S (P2> q2) y S (p37 QS) yeeey S (pka Qk) PR

elemanlar1 vardir. Herbir eleman bir peak noktasi oldugundan

s(p1,q1) > s (p2,q2) > s(p3,q3) > oo > S (Dry @) > -

yazilir. Boylece peak elemanlarinin (s (pg, qx)) alt dizisi (s (n, m)) ¢ift indisli dizisinin

azalan bir alt dizisidir.

Durum 2. (s(n,m)) ¢ift indisli dizisi sonlu tane peak elemanina sahip olsun

(hi¢ olmayabilirde). Bu peak elemanlar
S (pla Q1) ;S (an Q2) , S (p37 93) yerey S (p]7 q])
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ve ki = p; +1 ve r; = g;+1 olarak secelim. Bu taktirde (k;,71) son peak elemaninin
otesindeki bir indistir. Boylece s (ki,71) bir peak elemani olmadigindan s (ky,71) <
s (ka,79) olacak sekilde (kg,72) > (ki,71) noktasi vardir. s (kg,79) bir peak elemani
olmadigindan s (ko,72) < s(ks,73) olacak sekilde (ks,r3) > (k2,r2) noktast vardir.
Boylece devam edilerek (s (n, m)) ¢ift indisli dizisinin bir (s (k;,, 7,,)) artan alt dizisine

ulagiriz. Boylece teorem ispatlanmig olur. O

Teorem 7.0.34 (Balzano-Weierstrass Teoremi). Reel sayilarin sinirle bir ¢ift

indisli dizisi monoton yakinsak bir alt diziye sahiptir.

Ispat. (s(n,m)) reel sayilarm smrh bir ¢ift indisli dizisi olsun. Teorem 7.0.33 den
bu dizi monoton bir (s (k,,7,)) alt dizisi sahiptir. Bu alt dizi smirh oldugundan

Monoton Yakinsaklik Teoremi 5.0.24 geregince yakinsaktir. O

Sonug 7.0.35. (s(n,m)) reel saylarin sinarle bir ¢ift indisli dizisi ise bu taktirde

(s (kn,rm)) yakinsak alt dizisinin

lim (hm s(kn,rm)) ve lim (hm s(kn,rm))

n—oo \m—oo m—o0 \n—0o0

tekrarly limitleri var ve ¢ift limit olan imy, p—yo0 S (kn, Tm) limitine esittir.

Ispat. (s(n,m)) reel sayilarm smirh bir ¢ift indisli dizisi oldugundan Teorem 7.0.34
den bu dizi limy, ;e § (kn, 7m) meveut olacak sekilde monoton bir (s (k,, 7)) alt
dizisine sahiptir ve bu alt dizi sinirh oldugundan Monoton Yakinsaklik Teoremi

5.0.24 den dolay1

Jim (Jim, O 7)) = Jim (Jim s Gvor)) = Jim s
elde edilir. n

Cift indisli dizilerin alt dizileri ¢ift indisli dizilerin iraksakligini test etmek

icin de kullanilir. Bunu agagidaki teoremle ifade edelim.
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Teorem 7.0.36 (Iraksaklik Kriteri). Kompleks sayilarin bir ¢ift indisli dizisi

(s (n,m)) olsun. Bu taktirde asagidaki ifadeler denktir:
(i) (s(n,m)) ¢ift indisli dizisi bir a € C saypsina yakinsak degildir.
(ii) Bire, > 0 sayst herhangi bir k € N i¢in ng, my, > k ve
|s (ng, my) —al > e,
olacak sekilde ny, my € N sayilary vardar.

(iii) Bire, > 0 sayist ve (s (n,m)) ¢ift indisli dizisinin (s (ng, my)) alt dizisi Yk € N
1¢in
‘S (nkamk> - a‘ > &

olacak sekilde vardur.

Ispat. (i)=(ii). (s (n,m)) cift indisli dizisi bir @ € C sayisma yakinsak degil ise o

zaman bir ¢, > 0 vardir 6yleki Vk € N i¢gin
N, My > k= |s (ng, my) — al < &,
ifadesi yanhstir. Yani Vk € N icin
|s (ng, mg) —al > &,

olacak sekilde ny, my > k dogal sayilar1 vardir.

(ii)=-(iii).e, > 0 sayis: (ii) deki gibi olsun ve ny,m; € N sayilarim
ny,mp > 1ve [s(ny,my) —al >e,
olacak sekilde secelim. Simdi ny, mo € N sayilarim

ng >mny+ 1,me > my + 1 ve |s(ng,mo) —al > g,
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olacak gekilde secelim ve nz, mz € N sayilarini
nsg > ng + 1,mg > mg+ 1 ve |s(ns,mg) —al > ¢,

olacak sekilde segelim. Bu sekilde devam ederek N x N ciimlesinde sirali ¢iftlerin

kesin artan {(ng,my)} dizisini elde ederiz. Boylece (s (n,m)) ¢ift indisli dizisi
|s (ng, my) —al > e,

olacak sekilde (s (ng,my)) alt dizisini bulmus oluruz.
(iii)=-(i). Kabul edelim ki bir £, > 0 sayist ve (s (n,m)) ¢ift indisli dizisinin
Vk € N igin

|s (ng, M) — al > &

olacak gekilde (s (ng, my)) alt dizisi var olsun. Bu taktirde (s (n, m)) ¢ift indisli dizisi
a € C noktasmma yakimsayamaz. Cilinkii eger s(n,m) — a olsaydi Teorem 7.0.31
den (s(ng,my)) alt dizisi de a noktasina yakinsardi. Ancak bu ise kabuliimiiz ile

celisir. [

Teorem 7.0.37. Kompleks saylarin sinarl bir ¢ift indisli dizisi (s (n,m)) olsun. Bu
taktirde bu dizinin her alt dizisi bir a € C sayisina yakinsak ise bu taktirde (s (n,m))

cift indisli dizisi a noktasina yakinsaktur.

Ispat. Aksini kabul edelim. Yani (s (n, m)) cift indisli dizisi a noktasima yakimsamasin.
O halde Teorem 7.0.36 Iraksaklik Teoremi geregince bir €, > 0 ve (s (n,m)) cift

indisli dizisinin bir alt dizisi (s (ng, mg)), Vk € N igin
|s (ng, mg) — al > &, (7.0.2)

olacak sekilde vardir. (s(n,m)) ¢ift indisli dizisi smirh oldugundan (s (ng,myg))

alt dizisi de smirh olur. Balzano-Weierstrass Teoremi'nden (s (ng,my)) dizisinin
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(s (n,, my)) gibi yakinsak bir alt dizisi vardir. Béylece hipotezden lim,, ;o s (1, my) =

a olur. Bunun anlami Vp, ¢ € N icin
|s (n,,my) —al <e (7.0.3)

olacak sekilde N = N (e) sayis1 vardir.(s (n,, m,)) dizisinin her terimi (s (ng, mx))
dizisinin de terimi oldugundan (7.0.2) ifadesinin (7.0.3) ile geligtigini goriiriiz ki bu

da teoremi ispatlar. O
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8. CIFT INDISLI SERILER

Bu boliimde ¢ift indisli serileri tanimlayip onlarin yakinsakligi ve raksakliginin
tanimlarini verecegiz. Daha sonra ¢ift indisli ve tekrarli ¢ift seriler arasindaki iligkiyi

ve tekrarh ¢ift serilerin esitligi hakkinda bir gerek sart1 verecegiz.

Tanim 8.0.38. Kompleks sayilar tizerinde bir ¢ift indisli dizi z : N x N — C olsun
ve (s (n,m)) ¢ift indisli dizisini asaqrdaki gibi tanimlayalim.:
) =3 (35600
i=1 \j=1

[e'e)
n,m=1 z

Burada (z,s) ¢iftine bir ¢ift indisli seri denir ve bu seri ) (n,m) seklinde
gosterilip, kisaca . z(n,m) seklinde yazlur. Herbir z(n,m) sayse ¢ift indisli serinin

bir terimi ve her bir (s (n,m)) dizisi bir kismi toplam olarak adlanduriler.

Simdi ¢ift indisli seri i¢in yakinsaklik ve iraksaklik tanimlarini verelim: Bir
¢ift indisli seri igin

lim s(n,m)=s
,1M—00

oluyor ise Y z(n,m) ¢ift indisli serisi s toplamina yakinsaktir denir. Eger béyle bir

limit yok ise >~ _, z(n, m) seriye wraksaktir denir. Ayrica > (>°*_, z(n,m)) ve

Yo (30 z(n,m)) serilerine ¢ift indisli serinin tekrarh serileri ad1 verilir.

Teorem 8.0.39. Eger ) " _, z(n,m) cift indisli serisi yakinsak ise lim,, p 00 2(n, M) =

0 dur.

Ispat. > mom—1 Z(n,m) cift indisli serisi bir s sayisina yakinsadigindan bu serinin
kismi toplamlar dizisi (s (n, m)) dizisi de s’ye yakinsar. Bu taktirde e > 0 verildiginde
Vn,m > N icin

€
—_ < —_
|s (n,m) — s| 1

olacak gsekilde N € N sayisim1 bulabiliriz. Boylece Vn,m > N icin

|z (n,m)| =|s(n,m)+s(n—1,m—1) —s(n,m—1) — s(n —1,m)|
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<ls(n,m)—s|+[s(n—1,m—1)—s|+[s(n,m—1) = s[+[s(n—1,m) — s
<SSyttt
4 4 4 4 7

Dolayisiyla lim,, ;00 2(n, m) = 0 elde edilir. O

Teorem 8.0.40 (Cift indisli seriler i¢in Cauchy Yakinsaklik Kriteri). Kompleks
saylarin fom:l z(n, m) ¢ift indisli serisinin yakinsak olmasu i¢in gerek ve yeter sart

serinin kismi toplamlar dizisi (s (n,m)) ’in bir Cauchy dizisi olmasudur.

Ispat. Tanimm 8.0.38 ve cift indisli diziler icin Cauchy Yakmsakhk Kriteri (Teorem

4.0.22) geregince ispat agiktir. O]

Simdi ispat1 kolaylikla yapilabilecek olan agagidaki teoremi verelim:

Teorem 8.0.41. Kompleks saiylarin fom:l z(n,m) ¢ift indisli serisi sy degerine

yakinsak ve Y w(n,m) ¢ift indisli serisi de sy degerine yakinsak ise, bu taktirde

(@) Doy 2(nym) + 370 w(n,m) ¢ift indisli serisi de s)+sq degerine yakinsar,

(b) Herhangi bir ¢ € C sayis i¢in Z:mzl cz(n,m) ¢ift indisli seri de cs; degerine

yakinsar.

Agagidaki sonug bir ¢ift indisli serinin yakinsakligi icin gerek ve yeter sarti
ve yakinsak ¢ift indisli bir serinin tekrarl serilerinin birbirine esit olacagini ifade eder.

Bu sonucun ispat1 ise Teorem 3.0.17 deki gibi yapilabilir.

Teorem 8.0.42. Kabul edelimki ' ° (n,m) ¢ift indisli serisi yakinsak ve toplam

n,m=1 z

da s olsun. Bu taktirde

(a) D07 z(n,m) serisi Vm € N igin yakinsak ve

(b) >>0°_, z(n,m) serisi Vn € N i¢in yakinsaktur.
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Bu halde tekrarli toplamlar olarak bu ¢ift indisli seri igin

g (i Z(n,m>> - i (g z(n,m)> -

m=1 m=1

yazabiliriz.
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9. NEGATIF OLMAYAN TERIMLI CIFT

INDISLI SERILER

Bu boliimde negatif olmayan terime sahip ¢ift indisli seriler i¢in baz1 yakinsaklik

testlerini inceleyecegiz.

Teorem 9.0.43. Bir negatif olmayan terimli ¢ift indisli " | z(n,m) serisinin
yakinsak olmasy i¢in  gerek wve yeter sart kismi toplamlar dizisinden olusan

{s(n,m) : n,m € N} cimlesinin sinirle olmasudur.
Ispat. Kabul edelim ki Vn,m € N icin z(n,m) > 0 olacak sekilde >t 2(n,m)

cift indisli serisi verilsin. Eger > ° | z(n, m) yakinsak ise bu taktirde kismi toplamlar
dizisi (s(n,m)) yakinsaktir ve Teorem 3.0.8 dan dolayr smirhdir. Boylece

{s(n,m) : n,m € N} ciimlesi de simirhdur. O

Kargit olarak kabul edelim ki {s(n,m): n,m € N} climlesi sinirli olsun.
Bu taktirde kismi toplamlar dizisi (s(n, m)) de sinirh olur. z(n, m) ¢ift indisli serinin
terimleri negatif olmadigindan (s(n,m)) dizininin artan oldugu agiktir. Boylece
Monoton Yakinsaklik Teoremi 5.0.24. geregince (s(n,m)) dizisi yakinsak olur ve

boylece > ° | z(n,m) serisi yakinsak olur.

Sonug 9.0.44. Negatif olmayan terimli bir "> | z(n,m) ¢ift indisli serisi ya sonlu

bir s saysina yakinsar ya da oo'a wraksar.

Ispat. Cift indisli Y=t 2(n,m)  serisinin  kismi  toplamlar  ciimlesi

S ={s(n,m): n,m € N} olsun. Bu taktirde iki durum s6z konusu olur: O

1. S ciimlesi siirhdir, yani supS = s > 0 dir ve boylece Monoton

Yakinsaklik Teoremi 5.0.24 veya Teorem 9.0.43 den kismi toplamlar dizisi (s(n,m))

oo

ooy 2(n,m) = s olur.

s’ye yakinsar ve )
2. S climlesi siirl degil ise limy, ;00 $ (1, M) =00 ve boylece ¢ift indisli

S>>, z(n,m) serisi sonsuza raksar
n,m=1 ’ .
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Ornek 9.0.45. mezl ﬁ cift indisli serisi yakinsaktir. Cunkiu, Yn,m € N i¢in

kismi toplamlar

olup, >° = ve Yo L serileri yakinsak oldugundan dyle bir M > 0 sayisini Vn, m €

n 2n 3m

N i¢in
1 1 1 1 1 1
=|lz-4+=+...+= -4+ =4+.+—=1] <
s(n,m) <2—|—22+ +2n> (3+32+ —|—3m)_M
olacak sekilde bulabiliriz. Boylece ¥n,m € N i¢in 0 < s(n,m) < M olur. Béylece

S = {s(n,m): n,m € N} cimlesi sinarldur ve Teorem 9.0.43 den dolayr verilen

S et g Cift indisli serisi yakinsak olur.

Teorem 9.0.46 (Karsilagtirma Testi). Kabul edelim ki VYn,m € N i¢in 0 <

u(n,m) <wv(n,m) olsun. Bu taktirde

(a) Eger > 7,.—yv(n,m) ¢ift indisli serisi yakinsak ise Y7 " u(n,m) cift indisli

serisi yakinsak,

(b) Eger >, u(n,m) ¢ift indisli serisi wraksak ise > " _ v(n,m) cift indisli

serisi wraksaktir.

Ispat. (a) Kabul edelim ki > mm—1 V(n,m) cift indisli serisi yakmsak ve ¢ > 0

verilmis olsun. Eger (s'(n,m)) dizisi ) _, v(n, m) cift indisli serisinin kismi toplamlar

dizisi ise, Vp > n > N ve Vg > m > N igin
|s"(p,q) — s'(n,m)| <e

olacak sekilde bir N € N sayis1 bulunabilir. Béylece (s(n,m)) dizisi 3" _, u(n,m)
¢ift indisli serisinin kismi toplamlar dizisini gostermek tizere Vp > n > N ve Vq >
m > N i¢in

5(p,q) = s(n,m)| < |s'(p,q) — s'(n,m)| <&
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yazabiliriz. Bu ise bize Y _ u(n,m) ¢ift indisli serisinin yakimsakhigini verir.

(b) Kabul edelim ki 377 _, u(n,m) cift indisli serisi iraksak olsun. Sonug

9.0.44 den lim,, ;o0 S (1, M) = 00 oldugunu biliyoruz. Hipotezden dolay1 Vn,m € N

icin s(n,m) < s*(n,m) oldugundan lim, ,, .~ s*(n,m) = oo elde edilir. Boylece
Yo v(n,m) cift indisli serisi iraksaktir. O

Ornek 9.0.47. Z _1 SN 5m ¢ift indisli serisi yakinsaktir. Cunkid, Yn,m € N

1
2n3m

sk < e olup, Ornek 9.0.45 kullanilarak > et g Cift indisli serisi

i¢in sin
yakinsak oldugundan ve Karsilastirma Testi geregince Z§m=1 sinﬁ cift indisli

serisi yakinsak olur.

Simdi asagida ispatlayacagimiz teoremi ileride kullanacagiz.

Teorem 9.0.48. Vn,m € N i¢in 0 < a(n,m) < oo olsun ve ¢ : N x N — N birebir

bir dontsum olsun. Bu taktirde

(@) >ty (Cnmraln,m)) =352, a(é (k) ve
(b) 20 (mmraln,m)) = 320, (3252, a(n,m)) dir.

Ispat. (a) Ilk olarak herhangi bir « reel sayismi (a) min sag tarafindan kiiciik olacak

sekilde secelim. ZZ":l a (¢ (k)) > « olacak sekilde bir k, € N sayisini segelim ve
{o(k): 1<k<k,}C{(n,m): 1<n<mn,l<m<m,}

olacak sekilde n,, m, dogal sayilarimi secelim. Bu taktirde
ko No Mo No 00 0o 0o
a Yoo <3 (Satnm ) <35 (Satum) <35 (Satem)
k=1 n=1 \m=1 n=1 \m=1 n=1 \m=1
yazabiliriz. a keyfi oldugundan
Za(gb(k; Z (Za n,m ) (9.0.1)
k=1 n=1 m=1
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yazabiliriz. Simdi /5 reel sayisin (a) ifadesinin sol tarafindan kiigiik olacak sekilde

secelim ve

b < Zl (Za(n,m))

=1
olacak gekilde n; € N sayisini segelim. n; lizerinden tiimevarim uygulanirsa

elde edilir ve buradan

B < 21: (Za(n,m)) (9.0.2)

m=1

olacak sekilde m; € N sayisini segelim. Jimdi
{(n,m): 1<n<n,1<m<m} C{ok): 1<k<k}

olacak gekilde k; € N sayisini segelim. Boylece

Zl (Z a<”am)> =< Zla (6 (k) <D a(s(k) (9.0.3)

n=1 \m=1 k=1

elde edilir. (9.0.2) ve (9.0.3) birlestirilirse

B<> a(e(k) (9.0.4)

sonucuna ulagilir. Son olarak (9.0.4) ve § sayisinin keyfi olmasi kullanilarak (9.0.1)

esitsizliginin tersi ispatlanir ve boylece (a) elde edilir.

(b) Bu ifade agagidaki esitlik elde edildiginde (a) ifadesinden elde edilir.

> (Za<n7m>> =S a6 (k). (9.0.5)

m=1 \n=1

Bu ifadeyi elde etmek icin ilk olarak

Z ( a(n,m)) = Z (Z a(n,m)) (9.0.6)

ve

b(n,m)=a(n,m) (9.0.7)



yazalim ve

¢ (k) = (m,n) ise ¢ (k) = (n,m) yazarak b (¢ (k)) = a (¢ (k)) (9.0.8)
elde edelim. O halde ¢/ : N x N — N birebir bir doniigiimdiir. Boylece bu teoremin
(a) kismini b (n,m) ve ¢ fonksiyonuna uygulayarak

> (Z bwm)) =S b (k) (9.0.9)

n=1 \m=1

elde edilir. Boylece (9.0.6), (9.0.7) ve (9.0.8), (9.0.5) birlikte ele alinirsa (9.0.9) ifadesi
elde edilir. O

Uyar1 9.0.49. Teorem 9.0.48 min ifadesinde eger ¥Yn,m € N i¢in a(n,m) > 0

hipotezi yoksa teorem gecersiz olur. Ornedin

LLn=m+1 m,1,2,3,..
a(n,m)=<¢ -1, n=m—1, m,1,2,3, ...

0, diger hallerde

seklinde tanimlayalim. Bu taktirde

Z (Za(n,m)) =1 ve Z (Za(n,m)) =-1

m=1 m=1
olup, Teorem 9.0.48 daki gibi herhangi bir ¢ dondsimi i¢in Y . a (¢ (k)) serisinin

terimleri sifira gitmediginden seri wraksar.

Tekrarh serilerin egitligi icin gerek sartlar1 gelecek boliimde isleyecegiz.
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10. CIFT SERILERIN MUTLAK

YAKINSAKLIGI

Tanim 10.0.50. Eger kompleks saiylarin Z?jm:l |z (n,m)| ¢ift indisli serisi yakinsak
ise Y oy 2 (n,m) ¢ift indisli serisine mutlak yakinsaktur denir. 32 | [>°° | 2 (n,m)]

serisi yakinsak ise Y - (3°F_ z(n,m)) ¢ift indisli serisine mutlak yakinsakter

diyecegiz.
Teorem 10.0.51. Her mutlak yakinsak ¢ift indisli seri yakinsaktr.

Ispat. Kabul edelim ki S (n,m) ¢ift indisli serisi mutlak yakinsak olsun. Bu

n,m=1 z

taktirde Y ° |2 (n,m)] cift indisli seri yakinsaktir ve boylece Cauchy Yakinsaklik

Kriteri 8.0.40 geregince bu serinin kismu toplamlar dizisi (s'(n,m)) bir Cauchy

dizisidir. O halde ¢ > 0 verildiginde Vp > n > N ve Vg > m > N i¢in

s"(p,q) — s'(n,m)| < ¢

olacak sekilde bir N € N sayis1 bulunabilir. Eger > (n,m) ¢ift indisli serinin

n,m=1 z

kismi toplamlar dizisi (s(n,m)) iseVp > n > N ve ¥qg > m > N igin

Is(p,q) — s(n,m)| < [s'(p,q) — s'(n,m)| < ¢

oldugu kolaylikla goriilebilir. (s(n,m)) dizisi Cauchy dizisi oldugundan Cauchy

Yakinsaklik Kriteri 8.0.40 geregince | z (n,m) cift indisli serisi yakinsaktir. [
Agagida verecegimiz teoremde Ol¢liim teorisinden iyi bilinen iinlii Fubini

Teoremi'ne benzer sekilde genel diizenlemeler yapilirsa mutlak yakinsaklhigin varligi

toplamlar1 degistirmez. Hatta kompleks sayilarda c¢ift indisli serilerin tekrarh serinin

esitligi icin gerek sart1 saglar.

Teorem 10.0.52. Vn,m € N i¢in z (n,m) € C olsun ve ¢ : N x N — N birebir bir

dontisum olsun. Bu taktirde herhangi ti¢ toplam
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(@) Donty Omen [z m)) s D20y Oy [2(nsm)]) ve 302, |2 (6())] sonludur ve

boylece
(b) > i z(n,m), (n €N),
(c) >0, z2(n,m),(meN),

(d) doomy oy 2(nym)), o0y (D202, 2(nym) we D207 2 (o(k)) serileri mutlak

yakinsak ve bu serilerin hepsi ayni toplama sahiptir.

Ispat. Teorem 9.0.48 geregince (a) daki {ig serinin hepsi ayni toplama sahiptir ve
hipotezden bu seriler sonludur. Negatif olmayan terimli serilerin sonsuza esit hi¢hir
terimi olmadigindan (b) ve (c¢) deki seriler mutlak yakinsak ve bdylece yakinsak

olurlar. Simdi b, = > > z(n,m), (n € N) diyelim. Vn € N i¢in

m=1

q

Z z(n,m)| <

m=1

|b,| = lim
q—00

> Zz(n,m)' = |bnl gZ( \z<n,m)y> <00

olur ve boylece (d) deki birinci seriler mutlak yakimsaktir. Benzer sekilde (d) deki
ikinci seriler de mutlak yakinsaktir ve Teorem 9.0.48 geregince {iiciincii serilerde
mutlak yakimsak olur. Simdi > 7, z (¢(k)) = s diyelim. Simdi )" >°, b, = s yani
(d) deki birinci ve tigiincii seriler aym toplama sahip oldugunu gosterelim: Tkinci
ve lclinci serilerde ayni toplama sahip oldugu benzer gekilde gosterilebilir. ¢ > 0

verilsin. Bir k, € N sayisini

> e (6] < (10.0.1)
ve . i
5= 2(6h)] <3 (10.0.2)
k=1




olacak gekilde secelim. Simdi p,, ¢, € N sayilarini
{o(k): 1<k<Ek}C{(n,m): 1<n<p,l<m<q}

olacak sekilde secelim. Burada p > p, ve ¢ > ¢, oldugunda ZZ‘;lz(qﬁ(k‘)) sonlu

toplamimin her terimi > *_, (3°% _, z(n,m)) sonlu toplaminda bir z(n,m) terimi

gibi goriiniir ve boylece son toplamdan (10.0.1) deki toplami gikarirsak

p q ko o0
> (szm)) =R < D (k)] < (10.0.3)
n=1 \m=1 k=1 k=ko+1

elde edilir. Simdi

p

S—an

n=1

P = Ppo= <e (10.0.4)

oldugunu iddia ediyoruz. (10.0.4) ifadesi saglanirsa >~ | b, = s olur ve ispat tamamlanir.

Bunu gosterebilmek igin p > p, sabit olsun. Vn € N icin

q
li =
qLI?OZz(n,m) bn

m=1

oldugundan tiimevarim metodu ile
p q P

li =
lm } | D 2tm) | = b
n=1 \m=1

olur. Bu taktirde ¢ > g, segerek

> (‘izwm) -y,

(10.0.5)

n=1 \m=1

elde ederiz. (10.0.2), (10.0.3) ve (10.0.5) birlestirilerek

p
s — an
n=1

elde edilir. p > p, keyfi oldugundan (10.0.4) saglanmis olur. O

g

3

=&

<t4=+
33

Uyar1 10.0.53. (i) Onceki teoremdeki notasyonlarda

3 (Z \z<n,m>r) veya (2 2(n, m)\)
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serilerinin sonlu olma hipotezinin zayiflatiimasinan gerekliligi

i (i z(n, m)> veya i (i z(n, m))

n=1 \m=1 m=1 \n=1
ile verilen tekrarly serilerin mutlak yakimsaklhgu ile zayiflatidamaz. Ornedin Uyare
9.0.49. drneginde (b) ve (c) deki tim seriler ve (d) deki ilk iki serinin (Teorem
10.0.52) mutlak yakinsak oldugunu gdsterir fakat (d) deki ilk iki seri yani tekrarl

seriler ayni toplama sahip degildir.

(i) Teorem 10.0.52.%n hipotezi dogru olmasa bile

fﬁ (fj z(n,m>) -y ( °°1 z<n,m>>

m=1 m=1 n=

. i
egitligi vardir. Ornegin ¥Yn,m € N i¢in z(n,m) = —(_1n)m

i (i —(_;2:”1) = (log2)? = 3 ( 3 —<_;Z+m)

n=1 \m=1

oldugu kolaylikla gosterilebilir.

Teorem 10.0.54. Vn,m € N i¢in z (n,m) € C olsun ve ¢ : N x N — N birebir ve

uzerine bir donusum olsun. Bu taktirde

(@) Doty 2 (@(k)) serisi mutlak yakinsaktir ancak ve ancak ) ° ., z(n,m) serisi

mutlak yakinsaktar.

(b) > et 2(n,m) serisi s toplamina mutlak yakinsak ise bu taktirde Y 37~ | z (p(k)) =

s olur.

Ispat. (a) Vk € N icin T}, = |z (6(1))] + |2 (6(2))]| + ... + |z (¢(k))| ve Vp,q € N
i¢cin S(p,q) = > P_, (O°F _, |z(n,m)|) seklinde tammlayalim. Bu taktirde Vk € N

icin T, < S(p,q) olacak sekilde bir (p,q) € N x N ¢ifti vardir ve tersine olarak

Y (p,q) € N x N say1 ¢ifti i¢in S(p, q) < T, olacak gekilde bir r € N sayis1 vardir. Bu
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esitsizlikler > 77 |z (¢(k))| serisinin kismi toplamlar dizisinin siirh bir ciimlesine

sahip oldugunu gosterir. Boylece Teorem 9.0.43 ile birlikte (a) saglanir.

(b) fom:l z(n,m) serisinin s toplamina mutlak yakinsak oldugunu kabul
edelim. Bu taktirde (a) dan dolay1 Y - | z (¢(k)) serisi s* toplamina mutlak yakinsaktur.
(b) yi ispatlamak igin s = s' oldugunu gostermeliyiz. Bunu gosterebilmek igin

T =lim, ;00 S(p, q) diyelim. € > 0 verilsin. N € N sayisin Vp, ¢ > N i¢in

0<T—S(p,q) < % (10.0.6)
olacak gekilde segelim ve
k p q
n=1 n=1m=1

yvazalm. 1 <n < N+1vel <m < N +1 igcin M sayisin1 oyle secelim ki ¢,
z(n, m) bi¢cimindeki tiim terimleri igersin. Bu taktirde ¢y, — S(N + 1, N 4 1) ifadesi
yan > N yada m > N igin terimlerin toplamidir. Buradan eger n > M ise (10.0.6)
den

= S(N+ 1L, N+ 1) <T—S(N+1,N+1) < (10.0.7)

DO ™

ve

s—S(N+1L,N+1)|<T-S(N+1,N+1) < (10.0.8)

DO ™

olur. Boylece (10.0.7) ve (10.0.8) den dolayr Vn > M i¢in

lt, — 8| < e
olur. ¢ > 0 keyfi oldugundan lim,,_,, t, = s elde edilir. Boylece istenildigi gibi
s' =lim, . t, = s elde edilmig olur. O

Teorem 10.0.54 ve Teorem 10.0.56 birlikte diigiiniiliirse agagidaki temel
sonuca ulagilir ki bu bize kompleks sayilarda cift indisli serilerin yakinsakhig i¢in

tekrarli serilerinin esit olmasi i¢in gerek sarttir.
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Teorem 10.0.55. Yn,m € N i¢in z(n,m) € C olsun. Y - (> _>_,|z(n,m)]),

n=1

Yot Oty [2(n,m)|) ve 357y [2(n, m)| serileri yakinsak ise bu taktirde asagidaki

m=1

serilerin hepst mutlak yakinsaktir

(@) >y 2(n,m), (n €N),
(b) 3.2, 2(n,m), (m € N),

(c) ZZO:1 (anozl z(n,m)), anozl (fozl z(n,m)) ve Zf:mﬂ z(n,m) serilerinin hepsi

aym toplama sahiptir.

Bu teoremin bir uygulamas: olarak asagidaki serilerin ¢oklu carpimi ile

ilgili teoremi verelim.

Teorem 10.0.56. Kompleks sayilarin sirasiyla a ve b toplamlarina mutlak yakinsak
iki serisi Y o an ve Y o by olsun. z : N x N — C  fonksiyonunu z(n,m) =
anby, seklinde tanimlayalvm. Bu taktirde Zf:m:lz(n,m) ¢ift indisli serisi mutlak

yakinsakter ve Y7 z(n,m) = ab dir.

Ispat. 307, (0 [2(n,m))) = (0L lan]) (s [bml) = (i [bml) (202 lan]) <
oo oldugundan Teorem 10.0.55 geregince seri mutlak yakinsaktir ve > ", z(n,m) =

ab oldugu kolayca goriiliir. O]
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