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Danmigman: Yrd. Dog¢. Dr. Mustafa UCKUN

Bu tezin birinci boliimiinde, tez konusu ile ilgili literatiirde gegen kaynaklar
hakkinda bazi bilgilendirmeler yapilmigtir.

Ikinci boliimde, diger boliimlerde kullanilan kavramlarm tammlari ve bu kavramlar
ile ilgili baz1 ozellikler verilmigtir.

Uciincii boliimde, bulanik ikili igleme gore belirlenen bulamk gruplar hakkinda
baz1 temel tanim ve sonucglardan bahsedilmistir.

Dordiincii boliimde, 6nceki boliimde verilen yeni tiir bulanik grup kavrami
kullanilarak tanimlanan bulanik halkanin yeni bir tiri ile ilgili temel tanim ve
ozelliklerden so6z edilmigtir.

Besinci boliimde, bulanik ikili iglem, yeni tiir bulanik grup ve yeni tiir bulanik
halka ile ilgili bir oOrnek verilmistir. Ayrica, yeni tiir iki bulanmk halka
arasindaki homomorfizma teoremlerinden bahsedilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Bulamk ikili islem, bulanik grup, bolim bulanik
grup, bulanik halka, bulanik ideal, boliim bulanik

halka, bulanik homomorfizma.
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In the first chapter of this thesis, some informings were done about references
mentioned in literature related to this thesis.

In the second chapter, the definitions of the concepts used in other chapters
and some features about these concepts were given.

In the third chapter, we presented some basic definition and results of a new
kind of fuzzy group determined according to fuzzy binary operation.

In the fourth chapter, it was mentioned about the basic definition and the
features of a new kind of fuzzy ring defined by using a new kind of fuzzy group
given in previous chapter.

In the last chapter, we gave an example of fuzzy binary operation, a new kind
of fuzzy group and a new kind of fuzzy ring. Also, we presented homomorphism
theorems between two new kind fuzzy rings.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

G grubunun bulanik kuvvet kiimest,

G grubunun tim bulamik alt gruplarinin kiimest,
G grubunun tium bulanik normal alt gruplarinin kimesi,
G grubunun merkezi,

Bolim bulanik grubu,

Kalan simafi,

f nin cekirdegt,

f nin deger kimesi

H halkasimn tim bulamik alt halkalarinin kimesi,
G grubunda bulamik ikili islem,

H halkasinda bulanik ikili islem,

Ideal,

Halkanin sifire,

Halkanwn birim elemam,

Indis kiimesi,

Denklik bagintis,

Tzomorf olma.
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1. GIRIS

Glintimiiz matematik diinyasinda onemli ve popiiler bir konu olan bulanik
(fuzzy) mantigy, ilk defa 1965 yilinda L. A. Zadeh [15] tarafindan verilen bulanik
kiime tamimiyla ortaya c¢ikmig ve daha sonra birg¢ok arastirmaci bu konu tizerinde
caligmaya baglamigtir. Bunun sonucu olarak matematikte yeni caligma alanlar:
olusmusg, yasantimiz icinde var olan belirsizlik kavrami matematiksel olarak
incelenmeye baglanmig ve bilgisayar miithendisligi, elektrik ve elektronik miithendisligi

gibi teknik alanlarda yararl uygulamalar bulmustur.

1971 yilinda A. Rosenfeld [11] herhangi bir grubun bulamk alt grubu
kavramini tanimladiktan sonra pek ¢ok matematik¢i cebir ile ilgili baz1 kavramlar:
ve sonuglar1 bulanik kiime teorisine aktarmig ve bulanik cebir teorisinin gelismesine
katkida bulunmustur. W. Liu [6] da, herhangi bir halkanin bulamk alt halkasi
kavramini tanimlamig ve daha sonra Z. Yue [14], T. K. Mukherjee ve M. K. Sen [9]
ve V. N. Dizit, R. Kumar ve N. Ajmal [5] gibi matematik¢iler halkalar teorisindeki

sonuclara paralel olarak benzer sonuclar elde etmistir.

Bulanik alt grubu ve bulanik alt halkay1 tanimlayan matematikgiler, klasik
anlamda herhangi bir grubun veya herhangi bir halkanin alt kiime kavraminin bulanik
ve ikili iglemin bulanik olmadigini kabul etmistir. Diger taraftan bazi matematikgiler
de, bulanik anlamda kiime kavraminin bulanik olmadigi ve ikili islemin de bulanik
oldugu yaklagimini benimsemistir. Bu ikinci yaklagimla uyumlu olarak, M. Demirci
[3, 4] bulanik ikili iglemi ve bulank esitlik kavramimi kullanarak smooth (diizgiin)

grup kavramini tanimlamigtir.

2004 yihnda X. Yuan ve E. S. Lee [13] bulamk ikili isleme dayali bulanik
grubun yeni bir tiriinti tanimlamigtir. Daha sonra 2007 yilinda H. Aktas ve N.
Cagman [2], X. Yuan ve E. S. Lee’nin bulanik ikili igleme gore belirlenen yeni tiir

bulanik grup tanimini kullanarak bulanik halkanin yeni bir tiiriinii tanmimlamis ve



yeni tiir bulanik halka ile ilgili temel sonuglara ulagmigtir. Ayrica, yakin bir zamanda
M. Ugkun [12] daha 6nce tamimlanan yeni tiir bulanik ikili iglem, yeni tiir bulanik
grup ve yeni tiir bulanik halka hakkinda 6rnek vermis ve yeni tiir iki bulanik halka

arasindaki homomorfizma teoremlerini incelemistir.

Bu tezin amaci, yukarida belirtilen ¢aligmalar1 ve kaynaklar kisminda verilen
diger caligmalar1 dikkate alarak, bulanik cebirsel yapilara yeni bir bakig acisiyla
bakmak ve boylece benzer konularda matematik diinyasinda onceden yapilmig

calismalarim daha iyi anlagilmasini saglamaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, diger boliimlerde gecen tanimlar ve bu kavramlar ile ilgili baz

ozellikler verilmistir.

Tanim 2.0.1. X bostan farkls herhangi bir kiime olmak tizere her x € X i¢in u(x) =
t € [0, 1] olacak bicimde p : X — [0,1] fonksiyonuna X in bir bulamik (fuzzy) alt

kimesi denar.

Tanim 2.0.2. X in tim bulanik alt kumelerinin kimesine X in bulanik kuvvet

kiimesi denir ve FP(X) ile gosterilir.

Tanim 2.0.3. X bostan farkle herhangi bir kiime ve p € FP(X) olsun. {u(z) |z €

X} kiimesine p nin gorintisi denir.

Tanim 2.0.4. X bostan farkly herhangi bir kiime ve p € FP(X) olsun. Bu durumda
‘—{we X | ulx) > 0}

kiimesine p niin dayanage (support) denir.

Uyar1 2.0.5. X bostan farkly herhangi bir kime ve p € FP(X) olsun. Bu durumda

wu(x) = u(e) kosulunu saglayan x € X elemanlarinan kiimesi i, ile gosterilir, yani
pe =A{z € X | p(x) = p(e)}
dir.

Tanim 2.0.6. X bostan farkl herhangi bir kiime ve p, v de X in bulanik kimeleri

olsun. Bu durumda

(1) Her x € X igin p = v = p(x) =v(x) dir.
(i1) Her x € X i¢in p Cv:& u(x) <wv(z) dir

3



(1ii) Her x € X i¢in (nUv)(z) = max{u(x), v(z)} bigiminde tanimlanan pUv de

X n bir bulanik kimesidir.

() Her x € X i¢in (pNv)(x) =min{u(x), v(x)} biciminde tanwmlanan pN v de

X n bir bulanik kimesidir.

(v) Her x € X i¢in u(xz) = 1 — p(x) bigiminde u° (1 nin timleyeni) de X in bir

bulanik kimesidir.

Tanim 2.0.7. X bostan farkly herhangi bir kime olmak tzere

te (0,1 , y=ux ise
puly) =
0 , Y F£ T ise
seklinde tanimlanan p bulamik kimesine X in bir bulamik noktasy denir ve x; ile

gosterilir.

Tanim 2.0.8. X bostan farkl herhangi bir kiime ve u, X in bir bulanik kimesi

olsun. Bu durumda t € [0, 1] igin

Ups t) = e =A{z € X | p(x) = t}
kimesine X in p ye gore bir level (seviye) alt kiimesi denir.

Tanim 2.0.9. X ve Y bostan farkl herhangi iki kime; p, X in bir bulanik kimesi

ve v de Y nin bir bulamik kimesi olsun. Bu durumda her (z, y) € X XY i¢in

(nxv)(z, y) = min{pu(z), v(y)}

bigiminde tanimlanan px v : X XY — [0, 1] bulanik kimesine p ile v nin kartezyen
carpyma denir. Ayrica X x X in bir bulamik kimesine X tzerinde bir bulanik bagints

denir ve R, (veya kisaca R) ile gosterilir.



Tanim 2.0.10. X ve Y bostan farkl herhangi iki kime ve p : X —'Y bir fonksiyon
olsun. Bu durumda v, Y nin bir bulanik kiimesi ise her x € X igin o ' (v)(x) =
v(e(z)) bigiminde tanimlanan o~ (v) bulamk kimesine v nin ¢ altindaki ters

goruntusi denir.

Tanim 2.0.11. X wve Y bostan farkl iki kime ve o : X — Y bir fonksiyon olsun.

Bu durumda p, X n bir bulanik kimesi ise Y nin

sup  u(z) , @ ' (y) # 0 ise
p(p)(y) = ¢ &=
0 , o Hy) =0 ise

bigiminde tanimlanan p(p) bulanik kimesine p nin ¢ altindaki gorintisi denir.

Tanim 2.0.12. X bostan farkly herhangi bir kume ve R, X tzerinde bir bulanik

baginty olsun. Bu durumda her x, y € X i¢in

(1) R(z, z) =1 (yansima ozelligi),
(i1) R(x,y) = R(y, x) (simetri ozelligi),

(17i) R(z, y) > supmin{R(z, 2), R(z, y)} (gegisme ozelligi)
zeX

kosullar: saglanirsa R ye X tizerinde bir bulanik denklik bagintist denir. Ayrica
a € X olmak tzere her x € X i¢in R[a|(z) = R(a, x) gosterimi kullanalur ve R|a] ya
R bulamik denklik bagintisina gore a elemanr tarafindan temsil edilen bulanik sinafi

denir. X in R bulanik denklik bagintisina gore bitin bulanmik siniflarindan olusan

kiime X/R = {Rla] | a € X} ile gdsterilir.

Tanim 2.0.13. G bir grup ve p, G min bir bulanik kimesi olmak tzere her x, y € G

1¢cin

(i) p(z-y) > min{u(z), n(y)},



(i) p(x™") = p(z)

kosullar saglaniyorsa p ye G nin bir bulanik alt grubu denir. G nin tim bulanik

alt gruplarmin kiimesi F(G) ile gdsterilir.

Uyar1 2.0.14. G bir grup ve pu, G nin bir bulanik alt grubu olsun. Bu durumda p*

ile py, G nin birer alt grubudur.

Tanim 2.0.15. G bir grup ve p, G nin bir bulamik alt grubu olsun. pu, G nin bir
degismeli bulanik alt kimesi ise p ye G nin normal bulanik alt grubu denir. G nin

tim normal bulanik alt gruplarnin kimesi NF(G) ile gosterilir.

Tanim 2.0.16. G bir grup ve p, G nin bir normal bulanik alt grubu olsun. Bu

durumda
G/u=A{zp |z e G}

grubuna, G nin p normal bulamik alt grubuna gore belirlenen bolim grubu denir.
Tanim 2.0.17. H bir halka ve p, H nin bir bulamk kiimesi olmak tzere her z,
y € H i¢in

(1) p(r —y) > min{pu(z), u(y)},

(7) p(x-y) > min{p(z), p(y)}

kosullar, saglaniyorsa p ye H nin bir bulanik alt halkasy denir.

Tanim 2.0.18. H bir halka ve pu, H min bir bulanik kimest olmak vzere her x,

y € H igin

(¢) p(z —y) > min{p(z), p(y)},

(@) p(x-y) > p(y) (plx-y) > p))



kosullar: saglanwyorsa 1 ye H nin bir bulanik sol (sag) ideali denir. Ayrica p,
H nin hem bulanik sol hem de bulamik sag ideali ise v ye H nin bir bulanik ideals

denir.

Yukaridaki tanmimi verilen bulanik ideal kavrami agagidaki sekilde de

tanmimlanabilir.

Tanim 2.0.19. H bir halka ve p, H nin bir bulamk kimesi olmak tuzere her z,

y € H i¢in

(i) p(r —y) > min{u(z), u(y)},

(#) p(x-y) > max{p(x), p(y)}

kosullar:, saglaniyorsa p ye H nin bir bulanik idealt denir.

Tanim 2.0.20. X ve Y bostan farklh iki kime ve f, X XY mnin bir bulamik alt
kiimesi olsun. Bu durumda asaqidak kosullar saglanirsa f ye X ten'Y ye bir bulanik

fonksiyon denir:

(1) Her x € X i¢in f(x,y) > 6 olacak bi¢imde Iy € Y vardar.

(1) Her x € X ve her yy, y2 € Y idcin f(z,y1) > 0 ve f(x,ys) > 0 ise y1 = yo dir.

Tanim 2.0.21. G bir grup ve p, G nin bir bulanik alt grubu olsun. Bu durumda
a € G i¢in

(GM)(Z) = \/R(a’vx7z> ’ (Ma)(z) = \/R([E, a, Z)

TEN TEWN

seklinde tanimlanan ap ve pa bulamik alt kumelerine siraswyla p nin a ya gore sol

ve sag kalan sinafi denir.



3. BULANIK GRUP

3.1 Bulamk Ikili iglem ve Bulanik Grubun Yeni Bir Turi

2004 yihinda Yuan ve Lee [13] te, bulanik ikili igleme dayali yeni bir tiir bulamk
grup kavramini tanimlamig ve bu kavram ile ilgili onemli sonuglar elde etmistir. Bu
boliimde Yuan ve Lee’nin tamimladigi bulanik grup tanimi ve bazi temel ozellikler

verilmigtir. Bundan sonra 6 parametresinin se¢gimi 6 € [0, 1) olarak dikkate alinacaktir.

Tanim 3.1.1. G bostan farkly bir kuime ve R, G X G X G min bir bulanik alt kimesi
olsun. Bu durumda asagidaki kosullar saglanirsa R ye G de bir bulanik ikili islem

denir:

(i) Hera, b€ G i¢in R(a,b,c) > 0 olacak bi¢imde 3c € G vardr.
(17) Her a, b, c1, ¢ € G i¢in R(a,b,c1) > 0 ve R(a,b,cy) > 0 ise ¢y = ¢y dir.
R, G de bir bulanik ikili iglem olsun. Bu durumda

R : F(G)x F(G) — F(G)
(A, B) — R(A,B)

olup, burada F(G) ={A| A: G — [0, 1)} olmak iizere

R(A,B)(c) = \/ (A(a) A B(b) A R(a,b,c)) (3.1.1)
a, beG
dir. A = {a} ve B = {b} ise R(A, B) gosterimi yerine a o b kullamlabilir. O
halde

(aob)(c) = R(a,b,c), Ve € G, (3.1.2)
((aob)oc)(z) = \/ (R(a,b,d) N R(d, c, z)), (3.1.3)



(ao(boe)(z) = \/(R(b e d) A R(a,d,z)) (3.1.4)
dir.

(3.1.2)—(3.1.4) te verilen notasyonlar kullanilirsa agagidaki sonuglar elde edilir.

Tanim 3.1.2. G bostan farkl bir kume ve R, G de bir bulanik ikili islem olsun. Bu

durumda asagidaki kosullar saglanmirsa (G, R) ye bir bulanik grup denir:

(G1) Her a, b, ¢, 21, 20 € G i¢in
((aob)oc)(z1) >0 ve (ao(boc))(z) >0 ise 21 = 2o
dar.

(G2) Her a € G igin

(eca)(a) >0 ve (aoce)(a) >0

olacak bigimde Je € G vardir (béyle bir e elemant varsa e ye G nin bir birim

elemana denir).

(G3) Her a € G igin
(aob)(e) >0 ve (boa)(e) >0

olacak bigimde 3b € G vardwr (boyle bir b elemany varsa b ye a nin tersi denir).

Uyar1 3.1.3. Bulamik grubun tamminda, a o b bulanik anlamda G de ikili islem

oldugundan G nin bir bulamik alt kiimesidir.

Onerme 3.1.4. (G, R) bir bulanik grup olsun. Bu durumda

(1) G nin birim elemana tektir.

(17) (aoa)(a) >0 ise a=e dir.



(1i1) (aob)(d) >0 ve (aoc)(d) >0 ise b= c dir.
(1v) (boa)(d) > 0 ve (coa)(d) > 60 ise b= c dir.
(v) Her a € G igin a mn tersi tektir.
(i) (@) =a dir.
(vii) (bt oa 1) (c) >0 ve (aob)(d) >0 ise c=d* dir.
Ispat. (i) e; ve ey, G nin birim elemanlar1 olsun. Bu durumda
(e10ey)(e1) = R(ey,e2)(er) = R(eq, ez,e1) > 6,

(e10e2)(e2) = R(er, ea)(e2) = R(er, e2,€2) > 0
dir. Boylece e; = ey dir.

(41) @ min tersi b olsun (b =a™'). O halde
((boa)oa)(a) > R(b,a,e) N R(e,a,a) > 0,

(bo(aca))(e) > R(a,a,a) A R(b,a,e) = 6
dir. Tamim 3.1.2 (G) den a = e dir.

(ii7) R(a™t, d, h) > 6 olacak bigimde h € G olsun. Bu durumda
(a™'o(aob)) (k) > R(a, b,d) A R(a",d, h) > 6,

((a™toa)ob) (b) > R(a",a,e) A R(e,b,b) > 6

dir. (Gy) den b = h dir. Boylece R(a™", d, b) > 6 olur. Benzer sekilde
(ail o(ao c)) (b) > R(a,c,d) A R(ail, d,b) >0,

((atoa)oc)(c) > R(a", a,e) AR(e,c,c) >0

10



dir. Dolayisiyla b = ¢ dir.

(iv) R(d, a™', h) olacak bigimde h € G olsun. O halde
((boa)oa™) (h) > R(b,a,d) A R(d,a™",h) > 0,
(bo(aoa™)) (b) > R(a,a",e) A R(b,e,b) >0
dir. (Gy) den h =b ve R(d, a™', b) > 6 elde edilir. Benzer sekilde

((coa)oa™) (b) > R(c,a,d) A R(d,a™",b) >0,
(co(ao a_l)) (c) > R(a,a™*,e) A R(c,e,c) >0
dir. Boylece b = ¢ dir.

(v) b ve ¢, a mn iki tersi olsun. Bu durumda (a o b) (e) > 0 ve (aoc)(e) > 0

olur ki, (i7i) den b = ¢ dir. Boylece a nin tersi tektir.

(vi) (G, R) bulanik grup oldugundan
(aca™)(e) >0
yazilabilir. a yerine a~! yazarsak
(a’l o (a’l)_1> (e) >0

olur. O halde (#ii) den dolay1 (a=)~" = a dur.

(vi) R(b, ¢, h) > 6 olacak sekilde h € G olsun. Bu durumda
(bo (b oa™))(h) > R(b " a ', e) ANR(b,c,h) > 6,
((bob™)oa™)(a) > R(b,b" e) AR(e,a " ,a™") >0
dir. Boylece h = a™' ve R(b, ¢, a™) > 6 dur.
R(d, ¢, k) > 0 olacak sekilde k € G olsun. O halde
((aob)oc)(k) > R(a,b,d) N R(d,c, k) >0,

11



(ao(boc))(e) > R(b,c,a™) AR(a,a™",e) >0
dir. Dolayisiyla k = e ve R(d, ¢, €) > 0 dir. Boylece ¢ = d~ ! dir. O

Teorem 3.1.5. R, G de bir bulamk ikili islem olsun ve (G,R) (G1) ozelligini

saglasin. Bu durumda (G, R) nin bir bulanik grup olmasu i¢in gerek ve yeter kosul,

(Go)" Her a € G igin (e;0a)(a) > 6 olacak bigimde Je; € G vardwr (boyle bir e

elemans varsa e; ye G nin bir sol birim elemany denir).

(Gs)" Her a € G icin (boa)(e) > 6 olacak bigimde 3Ib € G vardwr (boyle bir b

elemans varsa b ye a man sol tersi denir).

Ispat. (=) : (G, R) bulanik grup olsun. Bu durumda Tanim 3.1.2 den (G5)' ve (G3)'

saglanir.
(<) : (G, R) (G2) ve (G3)" Ozelliklerini saglasin.
Ilk olarak b, @ nin tersi olmak tizere (a o b)(e;) > 6 oldugunu gosterelim.
¢,d,h € G olacak bigimde R(a, b, ¢) > 0, R(a, ¢, d) > 0 ve R(c, a, h) > 0
olsun. O halde
(ao(boa))(d) > R(b,a,e;) N R(a, e, d) >0,

((aob)oa)(h) > R(a,b,c) N R(c,a,h) >0

dir. Boylece d = h ve R(e, a, d) > 6 dir.

k € G olacak bi¢imde R(d, b, k) > 6 olsun. Bu durumda
(ao (e 0b))(c) > R(e,b,b) A R(a,b,c) >0,

((aoe)ob)(k)> R(a,e,d) ANR(d, b, k) >0

dir. Boylece ¢ =k ve R(d, b, ¢) > 6 dir.
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u € G olacak bigimde R(c, ¢, u) > 6 olsun. O halde
(co(aob))(u) > R(a,b,c) N R(c,c,u) >0,
((coa)ob)(c) > R(c,a,d) AN R(d,b,c) >0

dir. Dolaysiyla v = ¢ ve R(c, ¢, ¢) > 6 dir.
Onerme 3.1.4 (i) nin ispatindan ¢ = ¢; ve (a o b)(e;) > 6 dur.

(aoe)(a) > 6 oldugunu gosterelim. O zaman
(ao(boa))(d) > R(b,a,e;) N R(a,e;,d) > 0,

((aob)oa)(a) > R(a,b,e;) AN R(ej,a,a) > 0

dir. Boylece d = a ve (ao¢e)(a) > 6 dir.

Dolayisiyla (G, R), (G1) — (Gs) 6zelliklerini saglar. O halde (G, R) bir bulanik
gruptur. O

Benzer sekilde agagidaki teorem ispatlanabilir.

Teorem 3.1.6. R, G de bir bulamk ikili islem olsun ve (G,R) (Gy) ozelligini

saglasin. O halde (G, R) nin bir bulanik grup olmasu igin gerek ve yeter kosul,

(Gy)' Hera € G icin (aoe,)(a) > 0 olacak bicimde 3e, € G vardur.

(Gs)" Her a € G igin (aob)(e,) > 0 olacak bicimde 3b € G vardwr.

Ispat. (=) : (G, R) bulanik grup olsun. Bu durumda Tanim 3.1.2 den (G5)' ve (G3)'

saglanir.
(<) : (G, R) (Gy) ve (G3)" ozelliklerini saglasin.

Ilk olarak b, @ nin tersi olmak iizere (bo a)(e,) > 6 oldugunu gosterelim.
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d,d, € G olacak gekilde R(b, a, ') > 0, R(b, e,, d') > 0 ve R(c, d, h) >0
olsun. Bu durumda
(bo(aob))(d) > R(a,b,e.) N R(b,e,.,d) >,
((boa)ob)(h') > R(b,a,d) NR(c,b,h") >0
dir. Boylece d' = ' ve R(¢, b, d') > 6 dir.
k' € G olacak sekilde R(b, a, k') > 6 olsun. O halde
((boe,)oa)(c) > R(b,e.,b) NR(b,a,c) >0,
(bo (e, 0a)) (k') > R(er,a,a) N R(b,a, k") >0
dir. Boylece ¢ = k' ve R(¢, a, k') > 6 dir.
u' € G olacak sekilde R(c, ¢, u') > 6 olsun. Bu durumda
(do(boa))(u) > R(ba,d)NR( d,u) >0,
((dob)oa)(d) > R(,b,d)NR(d a,c) >0
dir. Boylece v/ = ¢ ve R(¢, ¢, ¢) > 0 dir.
Onerme 3.1.4 (i) nin ispatindan ¢ = e, ve (bo a)(e,) > 0 dir.
(e, 0a)(a) > 0 oldugunu gosterelim. O zaman
(bo(aob))(d) > R(a,b,e,) N R(b,e,,d) >0,
((boa)ob)(b) > R(b,a,e.) N R(er,b,b) >0
dir. Dolayisiyla d’ = b ve (e,0a)(a) > 6 dir. Boylece (G, R) bir bulanik gruptur. [

Teorem 3.1.7. R, G de bir bulamk ikili islem olsun ve (G,R) (G1) ozelligini
saglasin. O halde (G, R) nin bir bulamik grup olmasi igin gerek ve yeter kosul,
her a, b € G i¢in

(aox)(b) >0, (yoa)(b) >0 (3.1.5)

olacak bicimde 3z, y € G vardur.
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Ispat. (=): (G, R) bir bulanik grup olsun. z, k € G i¢in R(a™!, b, x) > 0, R(a, z,

k) > 6 olsun. Bu durumda
(a o (a_l o b)) (k) > R(a™*,b,2) A R(a,z,k) > 0,

((aca™')ob) (b) > R(a,a™",e) A R(e,b,b) > 6
dir. Boylece k = b ve R(a, z, b) > 6 dir.

Diger taraftan, y, ¥ € G i¢in R(b, a™', y) > 0, R(y, a, k') > 6 olsun. Bu
durumda
((boa")oa)(K) > R(ba™",y) A R(y,a, k') > 6,
(bo(atoa))(b) > R(a " ae)AR(beb) >0
dir. Dolaysiyla & = b ve R(y, a, b) > 0 dir. Boylece (3.1.5) saglanir.
(<) : (G, R) bulanik grubu (G1) ve (3.1.5) kosulunu saglasin.
¢, d, z, e* € Gigin R(e*, ¢, ¢) > 0, R(c, x, a) > 0 ve R(e*, a, d) > 0 olsun. Bu

durumda

(e*o(cox))(d) > R(c,xz,a) N R(e*,a,d) >0,
((e"oc)ox)(a) > R(e*,c,c) N R(c,xz,a) >0

dir. Boylece d = a ve R(e*, a, a) > 6 yani (e* o a)(a) > 6 dir. (3.1.5) kosulunda
y € G oldugundan (y o a)(e*) > 6 dir. Bu durumda Teorem 3.1.5 ten (G, R) bir

bulanik gruptur. O

3.2 Bulanik Alt Gruplar ve Normal Bulanik Alt Gruplar

(G, R) bir bulanik grup ve H, G nin bogtan farkh bir alt kiimesi olsun. Her a,
b, ¢, € H i¢in Ry(a, b, ¢) = R(a, b, ¢) dir. Bu durumda her a, b, ¢, z € H igin

(a-b)(c) = Ry(a,b,c) = R(a,b,c),
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((a-0)-c)(z) = \/ (R(a,b,2) A Rz, ¢, 2)),

zeH

(a-(b-0)(z) =\ (R(b,¢c,x) A R(a, z, 2))
zeH
dir.
Tanim 3.2.1. (G, R) bir bulanik grup ve H, G nin bostan farkl bir alt kiimesi olsun.

Bu durumda asagidaki kosullar saglanirsa H, G nin bir bulanik alt grubudur:

(S1) Her a, b€ H ve her c € G igin (aob)(c) > 0 ise c € H dir.

(S2) Hera, b, ¢, z1, 2o € H igin ((a-b)-c)(z1) > 0 ve (a-(b-c))(z2) > 0 ise z; = 2o
dur.

(S3) Her a € H i¢in (a-em)(a) > 6 ve (ey - a)(a) > 0 olacak bicimde Jey € H

vardar.
(S4) Hera € H igin (a-b)(eg) > 0 ve (b-a)(en) > 0 olacak bi¢imde 3b € H vardur.
Onerme 3.2.2. H, G nin bir bulanik alt grubu olsun. O zaman

(1) ey = e dir.
(it) a nin H deki tersi b, a min G deki tersi a™! dir.
Ispat. (i) (S3) ten (e - a)(a) > 6 dir. a = ey almrsa (eg - eg)(ey) > 6 olur.

Onerme 3.1.4 (iii) ifadesini goz oniine alirsak (ey - ex)(en) > 6 ve boylece e = ey

dir.

(i7) (b-a)(ex) = (boa)(ey) = (boa)(e) > 6 dir. Onerme 3.1.4 (iv) ten
(atoa)(e) > 6 dir. O

Onerme 3.2.3. H nin G de bir bulanik alt grup olmasu i¢in gerek ve yeter kosul,
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(1) Her a, b€ H ve her ¢ € G igin (aob)(c) > 0 ise c € H dir.

(i1) a € H ise a~' € H dir.

Ispat. (=) : H, G nin bir bulamk alt grubu olsun. Bu durumda Tanmm 3.2.1 den

(1) saglanir. a, b € H igin
(b-a)(en) = (boa)(en) = (boa)(e)

dir. G bulanik grup oldugundan Tanim 3.1.2 (G3) ten (boa)(e) > 6 dir. Ters eleman
ozelliginden b = a~! dir. Dolayisiyla a=! € H dir.

(<) : (i) ve (ii) sartlan saglansm. Her a, b, ¢, 21, 2 € H icin
((a-b)-c)(z1) = ((aob)oc)(z) >0,
(a-(b-0))(z) = (a0 (boc))(z) > 0
dir. Dolayisiyla
((a-b)-c)(z1) > 0 ve (a- (b-c))(z2) > O ise 2y = 2

dir.
Her a € H icin a € G dir. (eoa)(a) > 0 ve (aoe)(a) > 0 dir. Onerme 3.2.2 (i)

den ey = e oldugundan
(em o a)(a) = (en - a)(a) >0,

(aoceg)(a) =(a-eg)(a) >0
dir.

Her a € H i¢in a € G dir. G bulanik grup oldugundan ¢! € G dir. Hipotezden

a ' e H ve

(aob)(e) =(aoa)(e) = (a-a")(e) = (a-b)(e) >0,
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(boa)(e) = (atoa)(e)=(a"t a)e)=(b-a)(e) >0
dir. Boylece H, G nin bir bulanik alt grubudur. O

Onerme 3.2.4. H, (i € I), G nin bir takvm bulanik alt gruplar olsun. Bu durumda
mHi’ G nmn bir bulamik alt grubudur.

iel
ispat. H; (i € I), G nin bir takim bulank alt gruplari olsun. ﬂHi = H olmak

iel
iizere, H; ler G nin birer bulanik alt grubu oldugundan e € H; dir. Boylece e € H

olup H # () dir.

(i) Her a, b € H ve her ¢ € G i¢in (aob)(c) > 0 ise ¢ € H olmahdir. a, b € H
ise a, b € mHi dir. Dolayisiyla a, b € H; (i € I) dir. Bu durumda H; ler G nin

icl
birer bulanik alt grubu oldugundan her ¢ € G i¢in (a o b)(c) > 6 ise ¢ € H; olur.

Dolayisiyla ¢ € H dir.
(ii) Her a € H igin a~! € H olmahdr.

a € H ise a € H; dir. Dolaysiyla a € H; (i € I) dir. O halde G nin bulanik alt

gruplart H; ler oldugundan ™! € H; ve dolayisiyla = € H dir. O]
Onerme 3.2.5. (G, R) bir bulanik grup ve

C ={z | z € G ve herhangi bir a, ¢ € G i¢in (roa)(c) >0 < (aox)(c) > 0}
olsun. O halde C', G nin bir bulanik alt grubudur.

Ispat. e € C oldugundan C # 0 dir.
(i) &1, xg € C' ve x € G igin (x1 0 z3)(x) > 0 ise € C' olmahdir.
a, ¢, dy, da, by € G i¢in R(x,a,c) > 0, R(a,x,dy) > 0, R(a,z2,b2) > 6 ve

R(bg, x1,d2) > 0 olsun. R(x1,xe,2) > 6 ve R(z1,x1,2) > 0 kullanilirsa
(a’ © (132 © xl))(dl) Z R(’I% Iy, :E) A R((l, z, dl) > 97
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((a0m2) ow1)(dz) > R(a,x2,b2) A R(bz, x1,dp) > 0
dir. Boylece d; = dy ve R(by, x1,dy) > 0 dir.
x1, 3 € C oldugundan R(xs,a,by) > 0, R(z1,by,dy) > 6 dir. Bu durumda

((x10x9) 0a)(c) > R(xy,x2,2) AN R(z,a,c) > 0,

(z10(v20a))(di) > R(x2,a,b2) A R(z1,b2,d1) >0

dir. Boylece ¢ = d; ve R(a,z,c) > 6 dir.

Benzer olarak a, ¢, dy, dy, by € G igin R(a,z,c) > 6 olsun. R(z,a,d;) > 0,
R(za,a,bs) > 0 ve R(x1,by,ds) > 0 olsun. R(xy,x1,2) > 0 ve R(x9,x9,2) > 0
kullanilirsa

((x1 0x9) 0a)(dy) > R(xq1,z2,2) AN R(x,a,dy) > 0,
(x10(zg0a))(ds) > R(xse,a,by) A R(xy,by,dy) >0
dir. Boylece d; = dy ve R(xq,bq,dy) > 6 dir.
x1, Ty € C oldugundan R(a,xs,by) > 6, R(by, x1,d;) > 6 dir. Bu durumda

(ao(xg0m))(c) > R(xe,x1,2) A R(a,x,c) > 0,

((CL o 1'2) @) ZL‘l)(dl) > R(a,l‘g,bg) AN R(bg,l’l, dl) >0

dir. Boylece ¢ = d; ve R(z,a,c) > 6 dir. Dolayisiyla x € C' dir.
(ii) x € C ise 27 € C olmahdir.
¢, b,d e Gigin R(a,z74,¢) >0, R(c,z,b) >0 ve R(z™",a,d) > 0 olsun.

Bu durumda
((aox ) ox)(b) > R(a,v*,¢) A R(c,z,b) >0,

(ao(x tox))(a) > Rz, x,e) A R(a,e,a) >0
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dir. Boylece b = a ve R(c,z,a) > 6 dir. Ayrica R(z,c,a) > 6 dir. O halde
(7t o (xoc))(d) > R(x,c,a) A R(x™t a,d) >0,

(z7toxz)oc)(c) > R(z, x,e) AR(e,c,c) >0
dir. Boylece d = ¢ ve R(z71,a,c) > 0 dir.

Benzer sekilde ¢, b, d € G igin R(z7,a,¢) > 0, R(x,c,b) > 0 ve R(a,x~',d) >

@ olsun. Bu durumda

(xo(z toa))(b) > R(z™ ' a,c)AR(x,c,b) >0,

(xrox Y oa)(a) > R(x,x ' e) A R(e,a,a) >0

dir. Boylece b = a ve R(z,c,a) > 6 dir. Ayrica R(c,z,a) > 6 dir. O halde
((cox)oa™")(d) > R(c,x,a) A R(a,a™",d) >,

(co(xox))(c) > R(z,z7 " e) AR(c,e,c) >0
dir. Boylece d = ¢ ve R(a,z™',¢) > 6 dur.

Dolayisiyla 2! € C dir. Béylece Onerme 3.2.3 ten C, G nin bir bulanik alt

grubudur. O]

Tanim 3.2.6. H, G bulanik grubunun bir bulanik alt grubu olsun. Her a, b € G ve

her h € H i¢in

(ao(hoa'))(b)>0=be H (3.2.1)

ise H ye G nin bir normal bulanik alt grubu denir.
Onerme 3.2.7. Her a, b, ¢, d e G igin

((aob)oc)(d) >0 < (ao(boc))(d) >0
dor.
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Ispat. (=) : ((aob)oc)(d) >0 ve k, | € G icin R(b,c, k) > 6, R(a,k,1) > 6 olsun.
O halde
(ao(boc))(l) > R(b,c, k) N R(a,k,l) >0
dir. Dolayisiyla d =1 ve (ao (boc))(d) > 6 dir.
(<) :(ao(boc))(d) >0 ve k', ' € Gigin R(a,b, k") >0, R(K',c,l') > 6 olsun.
Bu durumda

((aob)oc)(l') > R(a,b, k") NR(K',c,l") > 0
dir. Boylece d =1" ve ((aob)oc)(d) > 6 dir. O

Uyar1 3.2.8. Onerme 3.2.7, (3.2.1) kosulunun asagidaki kosula denk oldugunu gosterir:
Ya, b€ G, Yh € H i¢in ((aoh)oa ') (b) >0 =bc H.
Tanim 3.2.9. H, G nin bir bulanik alt grubu olsun. Her a, z € G i¢in

(aH)(z) = \/ Rla,x,2) , (Ha)(z) = \/ R(z,a,z)

zeH ceH

seklinde tanimlanan aH ve Ha bulamik alt kumelerine sirasiyla H nin sol ve sag

kalan sinify denir.

Teorem 3.2.10. H, G nin bir bulanmik alt grubu olsun. O zaman H nin G de bir

normal bulanik alt grup olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her a, z € G igin
(aH)(z) >0 < (Ha)(z) > 0
dar.

Ispat. (=) : H bir normal bulanik alt grup olsun.
(aH)(2) >0 ve h € H, c € G igin R(a, h, z) > 60, R(z, a™ ', ¢) > 0 olsun. Bu
durumda

((aoh)oa ) (c) > R(a,h,2) N R(z,a *,c) >0
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dir. Béylece ¢ € H ve R(z, a™', ¢) > 6 dur.

v € G i¢in R(c, a, v) > 6 olsun. O halde
(zoa Y oa)(v) > R(z,a ', ¢c) A R(c,a,v) >0,
(zo(atoa))(z) > R(a ' a,e) AR(z,e,2) >0
dir. Dolaywsiyla v = z ve R(c, a, z) > 6 dir. O zaman
(Ha)(z \/Rxaz)>R(caz)>8

zeH

dar.

Diger taraftan (Ha)(z) > 60 ve i € H,d € G i¢in R(I/, a, z) > 0, R(a™"

d) > 6 olsun. Bu durumda
(ato(h oa))(d) > R(I,a,2) AR(a™", z,d) > 0

dir. Béylece d € H ve R(a™, z, d) > 6 dir.

v € G igin R(a, d, v") > 0 olsun. O halde
(ao(a™t02)(v)) = R(a™,z,d) A R(a,d,v') > 0,
((aoat)oz)(2) > R(a,a ', e) AR(e,2,2) >0

dir. Dolaysiyla v' = z ve R(a, d, z) > 6 dir. O halde

(aH)(z \/Raxz)>R(adz) 0

zeH

dir. Boylece (aH)(z) >0 < (Ha)(z) > 0 dir.
(<) : (aH)(z) >0 < (Ha)(z) > 0 olsun.
a,c,2€ Gveh e Higin (ao(hoa™t))(c) >0, R(h,a™!, 2) >0 ve

R(a, z, ¢) > 6 olsun. O halde

(Ha™)( \/ R(x Y > R(h,a™*,2) >0

zeH
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dir. Ayrica
(@ 'H)(z) = \/ R(a™",z,2) > 0
rxeH
dir. ' € H icin R(a™!, B/, 2) > 6 olsun. O halde
(a0 (a0 W))() = Ra™, W, 2) A R(a, 2,) > 6,

((aca Yo k)W) > R(a,a™*,e) A R(e,h,h') > 0

dir. Boylece ¢ = h' diir. b’ € H oldugundan ¢ € H dir ve H, G nin bir normal

bulanik alt grubudur. O]

3.3 Bolum Bulanik Grup

Lemma 3.3.1. G bir bulanik grup olsun. Bu durumda
R(a, b, ¢) >0 = R(c, b, a) >0, R(a™", ¢, b) >0 (3.3.1)
dor.
Ispat. R(a, b, ¢) >0 ved e G icin R(c, b, d) > 0 olsun. O halde
((aob)ob M) (d) > R(a,b,c) A R(c,b*,d) >0,

(ao(bob'))(a) > R(b,b " e) A R(a,e,a) >0

dir. Boylece d = a ve R(c, b, a) > 6 dur.

Diger taraftan R(a, b, ¢) >0 ve d' € G igin R(a™', ¢, d') > 6 olsun. O zaman
(a_1 o(aob))(d) > R(a,b,c) A R(a_l, c,d) >0,

((atoa)ob)(b) > R(a* a,e) A R(e,b,b) >0

dir. Dolaywsiyla ' = b ve R(a™!, ¢, b) > 6 dur. O
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H, G bulanik grubunun bir normal bulamk alt grubu ve Y = {aH | a € G}

olsun. Bu durumda ) iizerinde
a H ~ ayH = R(ay',a9,h) > 6 (3h € H)

seklinde bir 7 ~ 7 bagintis1 tamimlanabilir.

Teorem 3.3.2. > dzerinde tanimlanan” ~ 7 bagintisy bir denklik bagintisidar.

Ispat. 7 ~ 7 bagintisinin yansima, simetri ve gecigsme oOzelliklerini sagladigin

gosterelim.

(i) Her a € G igin R(a,a™!, e) > 0 olacak bicimde Je € H vardir ki, aH ~ aH
dir.

(i1) a1 H ~ ayH olsun. Bu durumda h € H igin R(a;', as, h) > 6 dir. Lemma
3.3.1 den R(az,h™* a1) > 60 ve c € G igin

R(ay', a1, c) > 0 vardir. O halde
((ay' 0 az) o h™)(A™") = R(ay ", az,€) A R(e,h™ h 1) > 6,

(ay' o (azoh™1))(c) > R(ag, h™,a1) A R(ay*,ay,¢) > 0
dir. Boylece ¢ = h™' ve R(a;',a;,h™') > 6 dir. h € H oldugundan h™! € H ve
asH ~ a1 H dir.

(4ii) ayH ~ aoH ve agH ~ azH olsun. Bu durumda h, b/ € H icin R(a;", a, h) >

0 ve
R(ay',as,h') > 6 dir. ¢ € G icin R(h,h',c) > 0 ise ¢ € H dir. 2, 2/ € G icin

R(h,a;",2) > 0, R(z,as,2') > 0 olsun. O zaman
(h © ((12_1 ° CL3))<C) > R(a’2_17 as, h,) A R(h’a hl? C) > 97

(hoay)oas)(2) > R(h,ay',2) AN R(z,as,2') > 0
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dir. Béylece ¢ = 2/ dir. R(a;', as, h) > 0 ve Lemma 3.3.1 kullanilirsa R(h, as, a; ') >
0 elde edilir. Bu durumda z = a;' ve R(a;', a3, c) > 0 dir. Dolayisiyla a; H ~ azH
elde edilir. n

Onerme 3.3.3. a1H ~ a,H < ((a1H)(2) > 0 < (ayH)(2) > 6) dur.

Ispat. (=):aH ~ ayH olsun. Bu durumda as H ~ a1 H ve h € H icin R(a3 ", ay, h) >
6 dir.
(CLlH \/R ay, T, Z) > R(al,hl, ) 8

zeH

olacak bi¢imde hy € H vardir. hy € G i¢in R(h, hy, hy) > 6 olsun. O halde hy € H
dir.
v € G igin R(ay, hy,v) > 0 olsun. R(ay "', a;,h) > 6 ve Lemma 3.3.1 kullanilirsa

R(as, h,a1) > 6 elde edilir. Bu durumda
(CLQ o (h o hl))(v) > R(h, hl, hg) VAN R((lg, hg,?)) > 6,

((ago h)ohy)(z) > R(ag, h,a1) A R(ay, hy,2z) > 6

dir. Béylece v = z ve R(ag, he, z) > 6 dir. O zaman

(aH)(z \/R as,x,z) > R(ag, ha,2) >0

rzeH
dir.

Benzer sekilde
(asH)(z \/ R(as, x, z)

zeH

olsun. b} € H, hy € G igin R(ag, h}, z) > 0 ve R(h, R}, hy) > 6 olsun. Bu durumda
By, € H dir. v' € G igin R(ay, hly,v') > 0 olsun. R(a;*, as,h) > 0 ve Lemma 3.3.1
kullamlirsa R(ay, h,as) > 6 elde edilir. O halde

(a1 0 (hohy))(v') = R(h, hy, hy) A R(ay, hy,v') > 0,
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((al © h) © hll)(z) Z R<a17 h7 a?) A R(a’27 h/17 Z) >0

dir. Boylece v' = z ve R(ay, h}, z) > 6 dir. O halde

(aH)(z) = \/ Rlar, z,2) > R(ay, b, 2) > 0

zeH

dir.

(<) : (a1H)(2) > 0 < (agH)(z) > 6 olsun. e € H igin

(a1 H)(ay) \/R a,z,a1) > R(ay, e ar) > 6,

zeH

(asH)( \/R as,z,ay) > 6

zeH

elde edilir. O halde h € H i¢in R(ag, h,a;) > 6 vardir. Lemma 3.3.1 den
R(a;t a9, h™Y) >0

elde edilir. h~! € H oldugundan a,H ~ axH dir.

[aH| ={dH |dH ~aH} , a={d|d €GvedH ~aH}
ve G/H = {[aH] | a € G} olsun. Bu durumda

G/HxG/HxG/H — [0, 1]
([aH], [bH],[cH])  — R([aH], [bH], [cH])
= \/ R(d, b, )

(a/, V', ¢')eaxbxe

diir.
Teorem 3.3.4. R, G/H de bir bulanik ikili islemdir.
Ispat. (i) Her a, b € G ve 3¢ € G icin R(a,b,c) > 6 olsun. Bu durumda

R(laH], [bH], [cH]) > R(a,b,c) > 0

26



dir.
(i) R([aH],[bH],[cH]) > 0 ve R([aH],[bH],[dH]) > 6 olsun. [cH] = [dH]
oldugunu gosterelim.

ay, a; €a, by, b, €b,c; €¢, d; €d icin
R(al,bl,cl) > 0, R(a'l,bi,dl) >0 (332)

olsun.

af €a=aH ~aH vea; € a = aH ~ aH dir. Aym zamanda aH ~ a1 H
dir. 7 ~ 7 bagmtisinin gegisme Ozelliginden o\ H ~ aH, aH ~ a1H = a\H ~ a1 H

dir. Benzer sekilde 0y H ~ by H dir. hy, hy € H igin
R(a/h h17 al) > 07 R(b/la h27 bl) > 6 (333)

olsun.

z € G icin R(hy,b),z) > 0 olsun. Lemma 3.3.1 den R(z,b*, hy) > 0 dir. Bu
durumda b, 'H ~ zH ve b, € H igin R(b;*, 2, h) > 6 dur.

y € G igin R(b}, h},y) > 0 olsun. O halde
(o (b7 02))(y) = R(by ", 2, hy) A RV, YL y) > 6,

(b obi™") 0 2)(2) = R(by, by, e) A Rle,z,2) >0
dir. Boylece y = z dir.

2y € Gigin R(hy,by,2") >0, R(a},2',y") > 0 olsun. O zaman
(ay 0 (h1ob1))(y') > R(h1,b1,2") A R(ay, 2 y') > 0,
((a} o hy) obr)(e1) > R(ay, ha,ar) A R(ay, by, cr) > 0

dir. Boylece 3/ = ¢; ve R(ay, 7', c1) > 0 dir.
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t € G igin R(z, ha,t) > 6 olsun. O halde
((ha 0 8) 0 ha)(t) > R(hn, b, 2) A R(z, hant) > 6,

(h1 o (by 0 h2))(2') = R(by, ha,br) A R(ha, by, 2") > 0
dir. Boylece t = 2’/ ve R(z, hs,2') > 0, y = z oldugundan R(y, hs, 2’) > 6 dir.

h, v € G i¢in R(h}, he,h) > 6 ve R(V},h,v) > 6 olsun. Bu durumda Tanim
3.2.1 den h € H dir ve

(b o (hy © ha))(v) = R(Y, ha, h) A R(by, h,v) > 0,

((by o 1) 0 ha)(2) = R(by, hi,y) A R(y, ha, 2) > 6
dir. Béylece v = 2’ ve R(by, h,2") > 6 dur.

v € G igin R(dy, h,v") > 6 olsun. O halde
((ay o b}) o h)(v') > R(ay, by, diy A R(dy, h,v") > 6,

(ay o (b o h))(er) > RV}, h, 2') A R(ay, 2, e1) > 0
dir. Dolaywsiyla v = ¢; ve R(dy, h,¢;) > 6 dir.

R(dy, h,c1) > 0 yaLemma 3.3.1 uygulanirsa R(d; ', ¢, h) > 6 olur. Bu durumda
diH ~ ¢;H dir. Bundan baska ¢; € ¢ = ¢;H ~ cH ve d; € d = diH ~ dH dir.
7 ~ 7 bagintisinin gecisme ozelliginden diH ~ ¢iH ve ciH ~ cH = diH ~ cH ve
dolayisiyla ¢cH ~ diH dir. Boylece cH ~ diH ve diH ~ dH oldugundan cH ~ dH
dir. Dolaysiyla [cH| = [dH] dir.

Béylece R, G/H de bir bulanik ikili iglemdir. O

R, G/H de bir bulanik ikili islem oldugundan

([aH] o [bH])([cH]) = E([aH], [bH], [cH]) (3.3.4)
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((laH] o [pH]) o [cH])(1dH]) = \/ R([aH], [bH], [¢H]) A R([xH], [cH], [dH]) (3.3.5)

zeG

([aH] o (bH] o [cH)))([fH]) = \/ R(bH], [cH], [z H]) A R([aH], [zH], [fH]) (3.3.6)
zeG

dir.
Teorem 3.3.5. (G/H, R) bir bulanik gruptur.

Ispat. Tamm 3.1.2 deki (G,), (G2) ve (G3) kosullar1 saglanmalidir.

(Gy)a,d, b, c c,d, feGveh,h, h" € H i¢in
(([aH] o [bH]) o [cH])([dH]) > 0, ([aH] o ([bH] o [cH]))([fH]) > 0 (3.3.7)

olsun.

a €a=aH ~aH ved € a= dH ~ aH dir. ” ~ 7 bagmtisinin gegisme
ozelliginden a'H ~ aH dir. Benzer sekilde bH ~ VH, cH ~ ¢H, dH ~ dH ve
fH ~ fH dir.

((laH] o [bH]) o [cH))([dH]) = \/ R(laH], [bH], [zH]) A R([zH], [cH], [dH])
zeG

= \/ R(a,b,z) A R(z, c,d)

zeG

> R(a,b,z) N R(z,c,d) >0
ve

([aH] o (bH] o [cH)))([fH]) = \/ R(bH], [cH], ['H]) A R([aH], ['H], [fH])

zeG

- \/ RV, ¢, ") NR(d, 2, f)

zeG

>R, d, 2"y NR(d, 2, f) >0
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dir. Aymi zamanda o’'H ~ aH, ¥H ~ bH, ¢ H ~ cH oldugundan R(d’,h,a) > 0,
R/, h,b) > 6 ve R(d,h,c) >0 dir. z € G igin R(d',V,z) > 0 olsun. Bu durumda
R(a,b,2") > 6, R(d',h,a) > 6, R(b',h,b) > 0 ve Teorem 3.3.4 tin ispatindan 3k € H
icin R(z,k,2') > 6 dir. 2/ € G igin R(z,c,2') > 0 olsun. Bu durumda R(z/,¢,d) > 0,
R(z,k,2") >0, R(¢,h",¢c) >0, R(z,¢,2') > 6 ve Teorem 3.3.4 lin ispatindan Ih" €

H i¢gin R(Z',h",d) > 6 dir.
(a0 (Vo d))(f) = ROV, c,2") N R(d, 2", f) > 0,

((a'ob)od)() > R(d,b,2) N R(z,,2') >0
oldugundan 2’ = f ve R(f,h",d) > 6 dir. O halde fH ~ dH ve [fH]| = [dH] dir.

(G9) Her [aH] € G/H i¢in J[eH| € G/H vardir ki

([aH] o [eH])([aH]) = R([aH], [eH],[aH]) > R(a,e,a) > 0,

(leH] o [aH))([aH]) = R([eH],[aH],[aH]) > R(e,a,a) > 0

dir.
(G3) Her [aH| € G/H i¢in J[a"'H] € G/H vardir ki
([aH] o [a *H))([eH]) = R([aH], [a *H],[eH]) > R(a,a " e) > 0,
([a *H] o [aH))([eH]) = R([a ' H), [aH],[eH]) > R(a"',a,e) >0
dir. Boylece Tamim 3.1.2 ye gore (G/H, R) bir bulanik gruptur. O

Tamim 3.3.6. (G/H,R) ye G nin H normal bulank alt grubuna gére bir béliim

bulanik grubu denir.
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3.4 Bulanik Grup Homomorfizmalari

Tanim 3.4.1. (Gq, Ry), (Ga, Rs) iki bulanik grup ve ¢ : Gy — Go bir fonksiyon

olsun. Her a, b, ¢ € Gy icin
Ri(a,b,c) > 6 = Ra(p(a), p(b), (c)) > 0

ise @ ye bir bulanik grup homomorfizmasy denir. Ayrica, @ birebir ise ¢ ye bir bulanik
grup monomorfizmasi, @ orten ise @ ye bir bulanik grup epimorfizmast ve @ hem

birebir hem de orten ise @ ye bir bulamik grup izomorfizmas: denir.

Teorem 3.4.2. (G, R) bir bulanik grup ve H, G nin bir normal bulamk alt grubu

olsun. Bu durumda (G /H, R) bir béliim bulanik grup ise

¢ + G — GJ/H

a +— |aH]

bir bulanik grup epimorfizmasidar.

ispat. © nin bir bulanik grup homomorfizmasi oldugunu gosterelim. Her a, b, c € G

i¢in R(a,b,c) > 0 olsun. O halde R, G/H de bir bulanik ikili islem oldugundan

E(p(a),¢(b), ¢(c)) = E(laH], [bH], [cH]) > R(a,b,c) > 0

dir. Ayrica, ¢ nin tanimindan ¢ nin ortenligi aciktir. Boylece ¢ bir bulanik grup

epimorfizmasidir. O

Onerme 3.4.3. ¢ : (G, Ry) — (G, Ry) bir bulanik grup homomorfizmas: olsun.

Bu durumda

(1) @(e1) = ey dir.
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Ispat. (i) Her a, b € G igin R(a, ey, a) > 0 olacak bigimde Je; € Gy vardir. Bu

durumda ¢ bir bulanik grup homomorfizmasi oldugundan

Ri(a,e1,a) > 0 = Ry(p(a),p(e1), p(a)) >0

dir. (G, Ry) bulanik grubunun etkisiz elemamnin tekliginden ¢(e;) = ey dir.

(ii) (G1, Ry) bulanik grup oldugundan her a € G i¢in Ry(a, a™!, e;) > 6 dir.

Bu durumda ¢ bir bulanik grup homomorfizmasi oldugundan

Ri(a,a™,e;) >0 = Ry(pla),pla™),¢(er)) >0
= Ry(p(a),pla),er) >0

dir. (Gy, Ry) bulanik grubunda her elemanm bir tek tersi oldugundan ¢(a™') =
(p(a))~! dir. O

Teorem 3.4.4. ¢ : (G1, R1) — (Go, R2) bir bulanik grup homomorfizmasu olsun.

Bu durumda

(1) Hy, Gy in bir bulanik alt grubu ise p(Hy), Go nin bir bulamik alt grubudur.
(it) Hy, Go min bir bulamik alt grubu ise o~ (Hs), Gy in bir bulamik alt grubudur.

(i17) N, G nin bir normal bulanik alt grubu ise o~ '(N), Gy in bir normal bulanik

alt grubudur.
(iv) Kerp={x € G, | p(z) = ez}, Gy in bir normal bulanik alt grubudur.

(v) @ nin bir bulanik grup monomorfizmasy olmasu igin gerek ve yeter kosul, Keryp =

{e1} olmasidar.

Ispat. (1) Hy, G1 in bir bulanik alt grubu olsun. Bu durumda her a, b € H; ve
her ¢ € Gy igin Ry(a,b,c) > 0 ise ¢ € Hy dir. Her d/, b’ € ¢(H;) ve her ¢ € G5 igin

Ry(a', b, ") > 0 olsun. O halde ¢(a) = d’, p(b) = ' olacak sekilde a, b € Hy vardir.
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Hy, Gy in bir bulamk alt grubu oldugundan R;(a,b,c) > 6 dir. Boylece Onerme
3.2.3 ten p(c) = ¢ € (H,) dir. Ayrica, her o’ € p(H;) igin (a/)™! € p(H;) dir.
Dolayisiyla ¢(H; ), G nin bir bulamk alt grubudur.

(17) Hs, G nin bir bulanik alt grubu olsun. Bu durumda her o', ¥ € Hs ve her
d € Gy igin Ry(ad', b, ') > 0 ise ¢ € H, dir. Her a, b € o '(Hs) ve her ¢ € Gy i¢in
Ry(a,b,c) > 0 olsun. O halde p(a) = d’, ¢p(b) = V' olacak sekilde o', v € Hy vardir.
Ry(d’,V, ') > 0 oldugundan ve Onerme 3.2.3 ten ¢ = (c) € H, olup, ¢ € ¢~ (H,)
dir. Ayrica, her a € ¢ '(H,) igin a™' € ¢ (Hy) dir. Boylece ¢'(Hs), Gy in bir
bulanik alt grubudur.

Benzer sekilde (iii), (iv) ve (v) in de ispati yapilabilir. O

Teorem 3.4.5. (Temel Homomorfizma Teoremi) ¢ : (Gi,R1) — (Ga, Ry) bir
bulanik grup epimorfizmasi olsun. O halde H = Kery olmak tzere G1/H, G ye

izomorfiktir.

ispat.
Z/J : Gl/H — G2

[aH] = ¢(a)

seklinde tanimlanan ) fonksiyonunu gézoniine alalim.

(1) aH ~ bH ve h € H igin Ry(a, h,b) > 0 olsun. O halde Ry(¢(a), p(h), ¢(b) >
0 dir. h € Kerp oldugundan ¢(h) = ey dir. Dolayiyisiyla ¢(a) = ¢(b) dir. Boylece
¥ iyl tanimhdir.

(i7) Her y € Gq igin p(x) = y olacak sekilde 3z € G vardir. Dolayisiyla
Y([xH]) = y dir. Bu durumda ¢ 6rtendir.

(1ii) Y([aH]) = ¥([bH]) olsun. Bu durumda ¢(a) = ¢(b) dir. ¢ € Gy igin
Ri(a™t,b,c) > 6 ise Ry(p(a™t),p(b), p(c)) > 6 dir. p(a) = ¢(b) oldugundan ¢(c) =
ey dir. Boylece ¢ € H ve aH ~ bH dir. Dolayisiyla [aH| = [bH] dir. Bu durumda

33



birebirdir.

(iv) Ry([aH], [bH],[cH]) > 0 olsun. O halde Ry (a, hy,a1) > 0, Ry(b,he,by) >0,
Ri(c1, hs, c) > 0 ve Ry(aq, by, cq) > 0 olacak bigimde ay, by, ¢; € G ve hy, ho, hy € H
vardir. d € G i¢in Ry(a,b,d) > 6 olsun. Teorem 3.3.4 iin ispatina benzer olarak,
3n' € H icin Ry(d,H,c) > 6 dir. Boylece dH ~ cH ve ¢(c) = ¢(d) dir.

Ry(a,b,d) > 6 oldugundan Ry(¢(a), p(b),¢(d)) > 6 dir. Bu durumda

Ra(p(a), o(b), p(c)) >0

dir. Boylece ¥ bir bulanik grup izomorfizmasidir. ]
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4. BULANIK HALKA

4.1 Bulanik Halkanin Yeni Bir Turu

2007 yilinda Aktag ve Cagman [2] de, tiglincii boliimde verilen Yuan ve Lee’nin
tanimladigi bulanik grup kavramini kullanarak yeni bir tiir bulanik halka kavramini
tanimlamig ve bu kavrami karakterize eden onemli sonugclar elde etmigtir. Bu boliimde

Aktag ve Cagman’in tanimladig1 bulanik halka tanimi ve bazi temel ozellikler verilmistir.

Tanim 4.1.1. H bostan farklh bir kume ve S, H x H X H nin bir bulamik alt kimesi
olsun. Bu durumda asagqidaki kosullar saglanirsa S ye H de bir bulanik ikili islem

denir:

(1) Hera, b€ H i¢in S(a,b,c) > 0 olacak bi¢imde 3¢ € H vardur.
(17) Her a, b, c1, co € H i¢in S(a,b,c1) > 0 ve S(a,b,co) > 0 ise c; = co dir.

H bostan farklh bir kiime ve R ile S, H de iki bulanik ikili islem olsun. Bu

durumda

R« F(H)xF(H) — F(H) S : FH)xF(H) — F(H)

(A, B) — R(A, B) (A, B) —  S(A,B)
olup, burada F(H) = {A| A: H — [0,1) bir fonksiyon} olmak iizere

R(A,B)(c) = \/ (A(a) AB(b) A R(a,b,c)),

a,be H

S(A,B)(¢) = \/ (A(a) AB(b) A S(a,b,c))

a,be H

dir. A ={a}, B = {b} ise R(A, B), S(A, B) gosterimleri yerine sirasiyla a o b
ve a * b kullanilabilir. O halde

(aob)(c) = R(a,b,c), (4.1.1)
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(a*b)(c) = S(a,b,c), (4.1.2)

((aob)oc)(z) = \/ (R(a,b,d) A R(d,c,2)), (4.1.3)
(ao(boc))(z) = \/ (R, c,d)AR(a,d,z)), (4.1.4)
(ax(boc)(z) = \/ (R(b,c,d) AS(a,d,z)), (4.1.5)
deH
((axb)o(axc)(z) = \/(S(a,b,d)AS(a,c.e) AR(d,e,z)) (4.1.6)
deH

dir.

(4.1.1)—(4.1.6) da verilen notasyonlar kullanilirsa agagidaki sonuglar elde edilir.

Tanim 4.1.2. H bostan farkly bir kiime ve R ile S, H de iki bulanik ikili islem olsun.

Bu durumda asagidaki kosullar saglanarsa (H, R, S) ye bir bulanik halka denir:
(Hy) (H,R) bir degismeli bulanik gruptur.
(Hs) Her a, b, ¢, z1, 2o € H igin
((a*b)xc)(z1) >0 ve (ax(bxc))(zz) >0 ise 21 = 29
dar.
(Hs) Hera, b, ¢, z1, 29 € H i¢in

((aob)*xc)(z1) >0 ve ((axc)o(bxc))(zg) >0 ise z1 = 2,

(ax(boc))(z1) >0 wve((axb)o(axc))(z) >0 ise 2y = 29
dar.

Her a,b € H i¢in (a*b)(c) > 0 < (bxa)(c) > 0 ise (H, R, S) ye bir degismeli
(komiitatif ) bulanik halka denir. Ayrica, her a € H igin (axe,)(b) > 0 ve (e.*xa)(c) >
6 ise b = c olacak bicimde bir e, eleman: varsa (H, R, S) ye birimli bulanik halka

denir. e, etkisiz elemanma da (H, R, S) bulanik halkasimnin sifir elemani denir.
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Teorem 4.1.3. (H, R, S) bir bulanik halka olsun. Bu durumda her a, b € H i¢in

Q
(axb)(b) >0 ve (axb)(e;) > 6 ise b= e,

(bxa)(b) >0 ve(bxa)(e,) > 6 ise b = e,
dir.
(it) (H,R) de b nin tersi b~! olmak iizere
(axb M (v) >0 ve (axb)(w)>0isev=w",
(a™' % b)(s) >0 ve (axb)(t)>0ises=1t""
dir.
(i17) (@™t x b7 (u) > 0 ve (a*b)(v) > 0 ise u = v dir.
Ispat. (i) Tanmm 4.1.1 den b = e, dur.

(17) ¢ € H i¢in R(u,v,c) > 6 olsun. Bu durumda
((axb Yo (axb))(c) > (S(a,b~ ' u) AS(a,b,v) A R(u,v,c)) >0,

(a* (b7t ob))(es) > (R, b,e) AS(a,eo, ) > 0

dir. (H3) ten ¢ = e, ve R(u,v,e,) > 0 dir. Béylece (H, R) degismeli bulanik grup

oldugundan v = v~! dir.

Ayrica, d € H icin S(u',v’,¢) > 6 olsun. O halde
(@™t % D)o (axb))(c) > (S(a "t b,u’) AS(a,b,v) AR v ,c)) > 6,

(@t oa)*b)(es) > (R(a™ ', a,e0) AS(eo, b, e0)) >0

dir. (Hs) ten ¢ = e, ve R(u',v',e,) > 0 dir. Boylece (H, R) degismeli bulanik grup

oldugundan v = v~ dir.
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(ii7) (a=* % b~ 1)(w) > 6 olsun. O halde (ii) kosulundan (@™ * b)(w™') > 0 ve
(1) kosulundan S(e,,b,e,) > 0 dir. z € H i¢in R(u, w™', 2) > 6 olsun. O halde
((axb)o(at*b))(2) > (S(a,b,u) AS(a™,b,w™ ) A R(u,w™, 2)) >0,
((aca ) xb)(es) > (R(a,a™ ', e) AS(eo, b, e0)) >0
dir. Dolaysiyla (H3) ten z = e, ve R(u,w™!, e,) > 0 dir.
Boylece (H, R) degismeli bulanik grup oldugundan v = (v~ ')~ = v dur. O

Tanim 4.1.4. (H, R, S) bir bulanik halka ve a € H sifir elemandan farkl (a # e.)
olmak tizere, (a x b)(e,) > 6 ((bx*a)(e,) > 0) olacak bicimde sifirdan farkl bir b
elemant varsa a ya H nin bir sol (sag) sifir boleni denir. Ayrica, a € H elemana

hem sol hem de sag sifir bolen ise a ya H nin bir sifir boleni denir.

Onerme 4.1.5. Bir (H, R, S) bulamik halkasimn sifir bolensiz olmast i¢in gerek ve

yeter kosul, her a, b, c € H (a # e,) i¢in
(axb)(d) >0 ve (axc)(d) >0 iseb=c (4.1.7)

veya

(bxa)(d) > 0 ve (cxa)(d) >0 iseb=c (4.1.8)

olmasaidar.

Ispat. (=) : H sifir bolensiz olsun. (axc)(d) > 6 ise Teorem 4.1.3 ten (axc™1)(d™") >

6 dir. H bir bulanik halka oldugundan her a, b, c € H icin
((a*b)o(a*c))(eo) > (S(a,b,d) AS(a,c,d ')A R(d,d ", e,)) >0,
(ax (boc™))(e) > (B(b,c ™, d) A S(ad,e.)) > 0

dir. H sifir bolensiz ve a # e, oldugundan k = e, ve boylece S(a, k,e,) > 6 duir.
Dolaysiyla R(b, ¢!, e,) > 6 dir. Boylece (H, R) bir bulanik grup oldugundan b = ¢
dir.
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Benzer sekilde, (¢ * a)(d) > 0 ise Teorem 4.1.3 ten (¢! *a)(d™!) > 6 dir. H

bir bulanik halka oldugundan her a, b, c € H icin
(bxa)o(c xa))(es) = (S(ba,d) A S(c™ a,d) A R(d,d ™", e0)) > 0,

(boc M xa)(e,) > (R(b,c ,d)ASK,a,e,)) >0

dir. H sifir bolensiz ve a # e, oldugundan k' = e, ve boylece S(k', a, e;) > 6 duir.

Dolaywsiyla R(b, ¢!, e,) > 6 dir. (H, R) bir bulanik grup oldugundan b = ¢ dir.

(<) :a # e, ve (4.1.7) ve (4.1.8) 6zellikleri saglansin. Bu durumda (axb)(e,) >
0 ve (ax*e)(e,) > 0 ise (4.1.7) den b = e, dir. O

Tamim 4.1.6. (H, R, S) bir bulanik halka olsun. Bu durumda

(1) (axb)(d) > 0 <= (bxa)(d) > 0 ise (H, R, S) ye degismeli bulanik halka denir.

(17) Her a € H igin (e, *x a)(a) > 0 ve (a*e,)(a) > 0 olacak bigimde Je, € H var

ise (H, R, S) ye birimli bulanik halka denir.

(1it) (H,R,S) birimli bulanik halka olsun. Her a € H i¢in (a * b)(e.) > 6 ve (b *
a)(e.) > 0 olacak bigimde 3b € H var ise b ye a man bir tersi denir ve b = a;!

ile gosterilir.
Teorem 4.1.7. (H, R, S) bulanik halkasinin birim elemans (e.) var ise e, tektir.
Ispat. (H, R, S) nin birim elemanlar ¢/, e, olsun. O halde
(e, xe.)(el) >0 ve (¢, xe")(e) >0

*

dir. Bu durumda S(e., e’ e.) > 0 ve S(e.,e”,e.) > 0 dir. Béylece ¢, = ¢’ dur.

* ) Tk

Dolayisiyla e, tektir. O
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4.2 Bulanik Alt Halkalar ve Bulanik Idealler

(H, R,S) bir bulanik halka ve H', H nin bogtan farkh bir alt kiimesi olsun. Her

a,b,c € H' igin
Ry (a,b,c) = R(a,b,c) ve Sgr(a,b,c) = S(a,b,c)

olmak tlizere

(a@b)(c) = Ru(a,b,c) = R(a,b,c), (4.2.1)
(a®b)(c) = Sy (a,b,c) = S(a,b,c), (4.2.2)
(a® (b©c)(z) = \/ (R(b,c,x) AS(a,z,2)) (Vz € H'), (4.2.3)

(a®b)®@(a®c))(z) = \/ (S(a,b,z) AS(a,c,y) A R(x,y,2)) (V2 € H') (4.24)

zyeH'

diir. O halde asagidaki tanimlar ve sonugclar elde edilir.

Tanim 4.2.1. (H, R, S) bir bulanik halka ve H', H nin bostan farkl bir alt kiimesi
olsun. Bu durumda asagqidaki kosullar saglamrsa (H', Ry, Syr) ye (H, R, S) nin bir

bulanik alt halkasy denir:

(1) Her a,b € H' ve her ¢c € H i¢in (aob)(c) > 0 ise c € H wve (a*b)(c) > 0 ise

c e H' dir.
(13) (H', Ry, Sy) bir bulanik halkadar.

Onerme 4.2.2. (H, R, S) bir bulanik halka ve H', H nin bostan farkl bir alt kiimesi
olsun. O halde (H', Ry, Syr) niin H nin bir bulamik alt halkast olmasu i¢in gerek ve

yeter kosul,

(1) Her a,b € H ve ¢ € H i¢gin (aob)(c) > 0 ise c € H wve (axb)(c) > 0 ise

ce H,
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(it) Hera € H i¢ina ' € H'
olmasidar.

Ispat. (=) : (H, R, S) bir bulanik halka ve (H’, R, S), (H, R, S) nin bir bulanik alt
halkasi olsun. Bu durumda Tanim 4.2.1 den (¢) kogulu saglanir. Ayrica, (H, R, S) bir
bulanik halka oldugundan (H, R) degismeli bulanik gruptur. Dolayisiyla her a € H
icin a=! € H dir. H', H nin bostan farkli bir alt kiimesi oldugundan a € H’ icin
a~! € H' dir. Boylece (i7) kosulu da saglanir.

(<) : (2) ve (i7) kogullar1 saglansin. O halde (H', R), (H, R) nin bir bulanik alt
grubudur. (H, R,S) bulanik halka oldugundan (H, R) degismeli bulanik gruptur.
Boylece (H', R) de degismeli bulanik gruptur. Dolayisiyla Tanim 4.1.2 den (H;)
ozelligi saglamir. H', H nin bogtan farkh bir alt kiimesi oldugundan (H,) ve (H3)

kogullar1 da saglanir. O

Onerme 4.2.3. (H, R, S)bir bulanik halka ve
C ={z |z € H ve herhangi bir a,c € H i¢in (x * a)(c) > 0 <= (axx)(c) > 6}
olsun. O halde C, H nin bir bulamik alt halkasidar.

Ispat. e, € C oldugundan C # () dur.

(1) x1, xo € C ve x € H igin (27 0 z5)(z) > 0 ise z € C olmahdir.

a, ¢, di, dy, by, by € H igin S(x,a,c) > 0, S(a,z,dy) > 0, S(a,z1,b1) > 0,
S(a,x9,by) > 6 ve R(by,bs,dy) > 0 olsun. R(zy,x9,2) > 6 ve R(xy,x1,2) > 0
kullanilirsa

(a* (x10x9))(dy) > R(xq1,22,2) N S(a,z,dy) >0,

((axx1) o (a*x3))(dy) > S(a,zq1,b1) A S(a,za,b2) A R(by, by, dy) > 0
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dir. Boylece d; = dy ve R(by,be,ds) > 0 dir. 21,29 € C oldugundan S(zs,a, by) > 6,
S(z1,a,by) > 60 ve R(bg,by,dy) > 60 dir. Bu durumda

((xg 0 x1) *xa)(c) > R(xa,x1,x) A S(x,a,c) >0,

((1'2 * a) o (l‘l * a))(dl) > S(ZE27 a, bg) N S(l’l, a, bl) VAN R(bg, bl, dl) > 0

dir. Boylece ¢ = dy ve S(a, x,c) > 0 dir. Benzer sekilde, S(a,x,c) > 0 ise S(z,a,c) >
¢ dir. O halde z € C dir.
Bundan bagka, z1, x5 € C' ve x € H i¢in (zq * 23)(x) > 0 ise x € C' olmahdir.
a, ¢, dy, do, b € H igin S(x,a,¢) > 0, S(a,z,dy) > 60, S(a,x2,b) > 0 ve

S(b,x1,ds) > 0 olsun. S(z1,xe,2) > 6 ve S(xa,x1,2) > 0 kullanilirsa
(a* (g% x1))(dy) > S(xe,21,2) A S(a,x,dy) > 6,

((a* x2) * x1)(dy) > S(a, xa,b) AN S(b,x1,d2) > 6
dir. Boylece dy = dy ve S(b,x1,dy) > 0 dir. x1, 29 € C oldugundan S(z3,a,b) > 6,
S(z1,b,dy) > 6 dir. Bu durumda

((x1 % x9) xa)(c) > S(x1,x2,2) ANS(z,a,c) >0,

(21 % (z2 % a))(dy) > S(xg,a,b) N S(x1,b,dy) >0
dir. Boylece ¢ = dy ve S(a, x,c) > 0 dir. Benzer sekilde, S(a,x,c) > 0 ise S(z,a,c) >
6 dir. O halde z € C dir.
(ii) x € C ise 27 € C olmahdir.
¢, b, d € H i¢in R(a,z7',¢) > 0, R(c,x,b) > 0 ve R(x™*,a,d) > 6 olsun. Bu

durumda

((aox ) ox)(b) > R(a,v™*,¢) A R(c,z,b) >0,

(ao(xtox))(a) > R(x, x,e,) A R(a,eo,a) >0
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dir. Boylece b = a ve R(c,z,a) > 6 dir. Ayrica, R(z,c,a) > 6 dir. Bu durumda
(z7 o (z00))(d) > R(z,c,a) AR(z ™ a,d) > 0,

(x7tox)oc)(c) > R(x™', 2,e0) A R(eo, ¢, c) > 0

dir. Boylece ¢ = dve R(x ™!, a, ¢) > 6 dir. Diger taraftan, ¢, b,d € H igin R(z™',a,c) >

6, R(z,c,b) >0 ve R(a,z™',d) > 6 olsun. Bu durumda
(zo(x toa))(b) > R(z™ ', a,c) A R(x,c,b) >0,

(xox Y oa)(a) > R(x, 27", e;) A Rles,a,a) >0
dir. Boylece b = a ve R(z,c,a) > 0 dir. Ayrica, R(c,z,a) > 6 dir. Bu durumda
((cox)ox™)(d) > R(c,x,a) A R(a,z~*,d) > 0,

(co(zoxz™))(c) > R(z,x ', e) A R(c,e0,c) >0

dir. Boylece ¢ = d ve R(a,z71,¢) > 6 dir.

Dolayisiyla ' € C dir. Béylece Onerme 4.2.2 den C, H nin bir bulank alt
halkasidir. n

Tanim 4.2.4. I, H bulamik halkasinin bostan farkly bir alt kiimesi olsun. Asagidaki

kosullar saglanirsa I ya H nin bir bulanik ideali denir:

(i) Her xz,y € I ve her z € H i¢in (zoy)(z) > 0 ise z € I dur.
(it) Herx € I iginx~ ' € I dur.
(1ii) Her s € I ve her x, y, r € H ‘i¢in
(r+s)(z) >0 isex el ve(s*xr)(y)>0iseyel

dar.
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Uyari1 4.2.5. Yukaridak: tanima gore, H bulanik halkasinin bir bulanik ideali H nin

bir bulanik alt halkasidar.

Teorem 4.2.6. I; (i € A), H nin bir takvm bulamik idealleri olsun. O halde ﬂ[i,
€A
H nin bir bulanik idealidir.

I, H bulanik halkasmim bir bulanik ideali ve Q = {a o | a € H} olsun. Bu

durumda €2 tizerinde
ayol ~agol <= Ju €I icin R(aj",as,u) >0
seklinde bir 7 ~ 7 bagintis1 tanimlanabilir.

Teorem 4.2.7. Q) uzerinde tanimlanan ” ~ 7 bagintisy bir denklik bagintisidur.

ispat. Teorem 3.3.2 nin ispatina benzer olarak gosterilebilir. O

Bulanik halkalar teorisinde bulanik idealler, bulanik gruplar teorisindeki normal
bulanik alt gruplar gibi benzer bir rol oynar. Ornegin, (H, R, S) bir bulanik halka
ve I da H nin bir bulanik ideali olsun. Bu durumda (I, R), (H, R) nin bir bulanik
alt grubudur. (H, R) degismeli oldugundan (I, R), (H, R) nin bir normal bulamk alt

grubudur. Sonug olarak, agagidaki iglemlerle H /I boliim bulanik grubu tanimlanabilir:

(faoll@boll)(col)=R(lac ], boll[col])= \/  R@.V.¢),

(a’ b, c)eaxbxe

(oo ll@bol)(coll=S(ac I, polllcol)= \/  S@.V¢)

(a',b' ) eaxbxe
Bu iglemler dikkate alinirsa H/I bir bulanik halka olarak yapilandirilabilir. Ayrica,

agagidaki ozellikler gecerlidir:

(([acI]@®[bol])®[col])([dol]) = \/ (R([aoI], [bol], [woI])AR([xol],[col], [do]1])),

zeH

(laoT]@ (ol @[coI))(lyol]) = \/ (R([bo1], [coT), [xoI)) AR([ac ], [xo1],[yoT])),
([aoT]@ ([boI]@®[coI]))([zo1]) = \/ (R([bo1], [coT], [doT]) AS([ao], [doT], [z01])),

deH
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([acI]®@[bol])® ([aol]|®[col]))([zol]) = \/ (S([aoI],[bol],[do1])

deH

AS(lao ], [col],[yo))
AR([doI],[yoI],[z01])).

Teorem 4.2.8. (H, R, S) bir bulanik halka ve I, H nin bir bulanik ideali olsun. Bu
durumda (H/I, R) bolim bulanak grubu

(laoIl@[bol])(col)=S8(aocl],[bol],[col]) = \V/ S,

(a' b ,c')Eaxbxc

tle bir bulanik halkadr.

Ispat. (H/I,R) bir bulanik grup olmak iizere, ([a o I] @ [bo I])([co I]) > 6 olsun.

(H, R) bir degismeli bulanik grup oldugundan

([aoI] @ [boI])([col]) = R([aoI],[bo][col])
= \/ R(a,V,c) >0
(a’ b, )Eaxbxe

\/ RV, d, )

(b ,a’ ') Ebxaxc

7

— R(jbo 1], [ao I],[co 1))
— (boll®aoI])(col]) >0

dir. Béylece (H/I, R) bir degismeli bulanik gruptur, yani (H;) kosulu saglanir.

(([aoI]®[bol])@[col])([doI]) > 6 ve (([acI]®[col])®([bol|R][col]))([yol]) > 6
olsun. O halde ayq, all, b1, bll, 1, cll, di, y1 € H i¢cin aj ol ~ oz’1 ol ~aol,

bloINbllo]rvboI, clofwc/lolwco], diol ~dol,y,ol ~yol olmak iizere
R(al,bl,x;) /\S(.CC/l,Cl,dl) > 0,
S(ay, ¢y, w5) A S(by, ¢y, w5) A R(wy, w5, y1) > 0,
R(all,ul,al) > 0, R(bll,u%bl) >0, R(cll,u3,cl) >0
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olacak bicimde uy, uy, us € I ve x), xy, 15 € H vardir. R(aj,b;,2) > 6 olacak
bicimde z; € H olsun. Bu durumda R(ay, by, z}) > 0, R(ay,u1, a1) > 0, R(ay, b}, z1) >
0, R(by,uy,by) > 0 ve Teorem 3.3.4 iin ispatindan R(z;,u,z}) > 6 olacak bicimde
Ju € I vardir.

I bir bulanik ideal oldugundan S(zy, us, ug) > 0, S(u, ¢y, u’) > 0, S(u, us, us) >
0, R(us,u'ug) > 0, ve R(ug,us,ur) > 6 olacak bicimde s, u', us, ug, uy € I vardir.
S(z1,¢,,2) > 0 olacak bicimde z, € H olsun. S(zy,c1,dy) > 0, R(z,u,z;) > 0,
R(cy,us, c1) > 0, S(z1,¢;,2) > 0 ve Teorem 3.3.4 iin ispatindan R(zy,ur,d;) > 0

olacak bicimde u; € I vardir.
((all ° bll) * Cll)('z?) > (R(alb bllﬂ Zl) N S(Zla C,17 22)) > 6?

((ar ;) o (by *¢)) (1) = (S(ay, 1.9) A S(by, ¢, 5) A R(wy, w3,51)) > 0
oldugundan zy = y; ve R(y1,ur,dy) > 0 dir. O halde y; o I ~ d o I olur ve boylece
[yolI]=|[dol] dim.

Benzer sekilde, ([aoI]® ([boI]®[col]))([doI]) > 0 ve (([acI]®[bol])® ([ao
I®[col]))([yoI]) > 0 ise [yoI] = [do ] olur. Dolayisiyla (H3) kosulu da saglanir.

Diger taraftan (Hy) kogulunun gegerli oldugu Teorem 3.3.5 in ispatina benzer

olarak gosterilebilir. O

Tamim 4.2.9. (H/I, R, S) ye H nin I bulanik idealine gére bir bélim bulanik halkas

denir.

4.3 Bulanik Halka Homomorfizmalar:

Tanim 4.3.1. (Hy, Ry, S1), (Hs, Ry, S2) iki bulamik halka ve ¢ : Hy — Hy bir

fonksiyon olsun. Her a, b, c € Hy i¢in
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(1) Ri(a,b,¢) >0 = Ra(p(a), 0 (b), ¢(c)) >0,

(“’) Sl<a7 ba C) >0 = 52((,0(@), @(b)a SO(C)) >0

ise o ye bir bulanik halka homomorfizmasy denir. Ayrica, ¢ birebir ise ¢ ye bir
bulamik halka monomorfizmasi, ¢ orten ise ¢ ye bir bulanik halka epimorfizmasi ve

@ hem birebir hem de orten ise ¢ ye bir bulanik halka 1zomorfizmasy denir.

Onerme 4.3.2. ¢ : (Hy, R1,S1) — (Ha, Rs,S2) bir bulanik halka homomorfizmast

olsun. Bu durumda

(1) p(er) = ey dir.
(id) o(a™") = (p(a))™" dir.
Ispat. (i) ¢ bir bulanik halka homomorfizmas: oldugundan her a € H; icin
Ri(a,e1,a) >0 = Ry(p(a),p(er), p(a)) >0
ve p(a) € Hy igin Ry(p(a),es, p(a)) > 6 dir. Bu durumda
((p(a) ™ o p(a)) o pler)) = Ralep(a) ™, (a), p(er)) A Ra(eler), p(er), e2) > 0,

(¢(a)™" o ((a) o p(er)))(e2) = Ralp(a), pler), p(a)) A Ra(p(a) ™, p(a), e2) > 0

oldugundan ¢(e;) = ey dir.
(17) ¢ bir bulanik halka homomorfizmasi oldugundan her a € H; igin

Ri(a,a™',e1) > 0 = Ro(p(a),(a™),p(er)) > 0

dir. (¢) den p(e;) = ey oldugunu biliyoruz. O halde Ry(¢(a),p(a™'),eq) > 6 dir.
Boylece p(a™') = (¢(a))™" dir. O
Teorem 4.3.3. ¢ : (Hy, Ry, 51) — (Ha, Ry, S2) bir bulanik halka homomorfizmas:

olsun. Bu durumda
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(1) ITm, Hy nin bir bulanik alt halkasidar.
(11) Kery, Hy in bir bulamik idealidir.

Ispat. (i) p(e1) = ey € Img ve Imp # () dir. Ry(zy, x5, 2) > 6 olacak bicimde z,

x1, xo € Hy var ise ¢ bir bulanik halka homomorfizmasi oldugundan

Ro(p(x1), p(x2), 0(x)) > 0

dir. Boylece ¢(z) € ITm dir. 7' € H; igin Ry(z,z7 ', e;) > 6 olsun. O halde
Ry(p(x), o(z1), p(e1)) > 0 dir. Onerme 4.3.2 den

Ry(p(@), p(a™"),p(e1)) = Ra(p(), () e2) > 0

dir. Dolayisiyla ¢(z)~! € Im ¢ dir.

(i1) e; € Kerp ve Kerp # () dir. x, y € Kery igin Ry(x,y,z) > 0 olsun. Bu
durumda ¢ bir bulanik halka homomorfizmas: oldugundan Rs(p(z), ¢(y), ¢(2)) =
Ry(ea, €9, 0(2)) > 0 dir. Boylece p(z) = ey olup, z € Kery dir. Ayrica, x € Kerp
icin Ry(z,z7te1) > 6 ise Ro(p(z), p(x7 1), 0(e1)) = Ralea, p(xz71),e9) > 6 dir.
Dolayisiyla ¢(z7!) = ey, yani 7! € Keryp dir. Diger taraftan x € Kerp ve r €
Hy icin Si(x,r,u) > 0 ise Sa(e(x),o(r),¢(u)) > 0 dir. p(z) = ey oldugundan
Sa(eq, p(r), p(u)) > 6 dir. O halde Teorem 4.1.3 ten p(u) = e dir. Benzer gekilde,
x € Kerp ve r € Hy igin Si(r,z,v) > 6 ise Sa(¢(r), p(x),p(v)) > 6 dir. o(z) = s
oldugundan Sy(p(r), e, p(v)) > 0 dir. Bu durumda Teorem 4.1.3 ten ¢(v) = ey dir.
Boylece Kery, Hy in bir bulanik idealidir. [

Teorem 4.3.4. ¢ : (Hy, Ry,51) — (Ha, Rs,Ss) bir bulanik halka epimorfizmast

olsun. O halde N = Kery olmak izere Hi /N, Hy ye izomorfiktir.

ispat. Teorem 3.4.5 ten

1/) : Hl/N —  Hy

[roNT = (r)
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seklinde tanimlanan v fonksiyonu bir bulanik grup monomorfizmasidir. Bu durumda
Si([a o NJ,[bo N],[co N]) > 6 ise Sa(¢([a o NJ),1([bo N]),¢¥([co NJ)) > 6 oldugu
gosterilmelidir. Sy([a o N|,[b o N|,[c o N]) > 6 olsun. O halde Si(a,ni,a;) > 0,
S1(b,na,b1) > 0, S1(c,n3,c1) > 60, S1(a1, b1, c1) > 0 olacak bigimde ay, by, ¢; € Hy ve
ni, ng, ng € N vardir. Si(a,b,d) > 6 olacak bigimde d € Hy olsun. Teorem 3.3.4 iin
ispatima benzer olarak S;(d,n’,c) > @ olacak bicimde 3n’ € N vardir. Bu durumda
doN ~ coN ve p(c) = ¢(d) dir. Si(a, b, d) > 0 oldugundan Sy (p(a), ¢(b), (d)) >
6 ve dolaywsiyla Sa(¢(a), p(b),p(c)) > 6 elde edilir. Boylece ¢ bir bulanik halka

izomorfizmasidir. O
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5. BULANIK HALKALARA YENI BIR BAKIS

5.1 Yeni Tiir Bulanik Halkalar Ile Ilgili Ornek

2012 yilinda Ugkun [12] de, tiglincii ve dordiincii boliimde tanimlart verilen
bulanik ikili iglem, yeni tiir bulanik grup ve yeni tiir bulanik halka ile ilgili bir 6rnek
vermis ve ayrica yeni tiir iki bulanik halka arasindaki homomorfizma teoremlerini
ispatlamigtir. Bu boliimde Ugkun’un yeni tiir bulanik grup ve yeni tiir bulanik halka

ornegi ve yeni tiir bulanik halkalar ile ilgili homomorfizma teoremleri verilmistir.

Ornek 5.1.1. H = {[0,0,0], [1,0,0], [1,1,0], [0,1,0]} C (Zy)1x3 bostan farkl bir
kiime olsun. Hesaplamalar: kolay bir sekilde yapabilmek i¢in asaqidaki gosterimler

kullanailabilir:

=10, 0, 0], b=11, 0, 0], c = [1,

1, 0], d = [0,

1.0,
0 = 0.7 olmak tizere, R ve S asaqida verildigi gibi H de tanimlanan bulanik

tkilv islemler olsun.

R(a,a,a) =0.9 R(b,a,a) =0.2 R(c,a,a)=0.2 R(d,a,a)=0.4
R(a,a,b) = R(b,a,b) =0.9 R(c,a,b) =0.3 R(d,a,b)=0.1
R(a,a,¢) =02 R(ba,c) =04 R(c,a,¢c)=09 R(d,a,c)=0.2
R(a,a,d) =0.0 R(b,a,d)=0.2 R(c,a,d)=0.2 R(d,a,d)=0.8
R(a,b,a) =0.2 R(b,b,a) =0.8 R(c,b,a)=0.4 R(d,b,a)=0.1
R(a,b,b) =0.8 R(b,b,b) =02 R(c,b,b)=0.1 R(d,b,b) =04
R(a,b,c) = R(b,b,c) =0.1 R(c,b,c) =09 R(d,b,c)=0.3
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R(a,b,d) = 0.2 R(b,b,d) =03 R(c,b,d) =04 R(d,b,d) =09
R(a,c,a) =0.1 R(b,c,a) =04 R(c,c,a)=0.8 R(d,c,a)=0.2
R(a,c,b) =03 R(b,c,b) =0.9 R(c,c,b)=0.1 R(d,c,b)=0.1
R(a,c,c) =09 R(b,c,c) =04 R(c,c,c)=0.0 R(d,c,c)=0.3
R(a,c,d b,c,d)=0.1 R(c,c,d) =03 R(d,c,d)=0.9

-

I
o
>_|
o~y
[ e e R e s s e

=0.1 R(b,d,b) =

(a,¢,d)
(a,d,a) = 0.4
R(a,d,b)
(a,d,c)

R(a,d,c) =0.3 R(b,d,c)=
R(a,d,d)=09 R

dir. Bu durumda

b,d,d) =01 R

(Gy) Hera, b, ¢, z1, zo € H i¢in
((aob)oc))(z1) > 0.7 ve (a0 (boc))(ze) > 0.7 ise z1 = 29
dir,

(G2) Her a € H igin
(es0a)(a) > 0.7 ve (aoe,)(a) > 0.7

olacak bicimde e, € H vardar,

(G3) Her a € H igin
(aob)(es) > 0.7 ve (boa)(e,) > 0.7

olacak bicimde b € H vardar.

Yukardaki kosullar saglandigindan (H, R) bir bulanik gruptur.

Bundan baska
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S(a,a,a) =0.8 S(b,a,a) =09 S(c,a,a)=0.9 S(d,a,a)=0.8
S(a,a,b) =0.1 S(b,a,b) =03 S(c,a,b) =0.2 S(d,a,b) =0.1
S(a,a,c) =03 S(bya,c)=0.1 S(c,a,¢c) =04 S(d,a,c)=0.3
S(a,a,d) =0.5 S(b,a,d)=0.2 S(c,a,d)=0.3 S(d,a,d)=0.2
S(a,b,a) =0.9 S(b,b,a)=0.8 S(c,b,a)=0.8 S(d,b,a)=0.9
S(a,b,b) =02 S(b,b,b) =04 S(c,bb) =03 S(d,b,b) = 0.2
S(a,b,c) =04 S(b,b,c) =02 S(c,b,c)=0.2 S(d,b,c)=0.4
S(a,b,d) =01 S(b,b,d) =01 S(c,b,d) =04 S(d,b,d)=0.1
S(a,c,a) =09 S(b,c,a)=0.8 S(c,c,a)=0.8 S(d,c,a)=0.9
S(a,c,b) =0.1 S(b,c,b) =05 S(c,c,b)=0.1 S(d,ec,b) =0.3
S(a,c,c) =02 S(b,c,c) =01 S(e,e,c) =02 S(d,e,c) =0.5
S(a,c,d) =04 S(b,c,d) =02 S(c,c,d)=0.3 S(d,e,d)=0.2
S(a,d,a) =0.8 S(b,d,a) =09 S(c,dya)=0.9 S(d,d,a)=0.8
S(a,d,b) =04 S(b,d,b) =03 S(c,d,b) =04 S(d,d,b)=0.1
S(a,d,c) =0.3 S(b,d,c)=0.1 S(c,d,c)=0.1 S(d,d,c)=0.3
S(a,d,d) = 0.1 S(b,d,d) =04 S(c,d,d) =03 S(d,d,d)=0.4

tir. Bu durumda asaqidaki kosullar saglandiginda (H, R, S) bir bulanik halkadur:
(Hy) (H, R) bir degismeli bulanik gruptur.
(Hy) Hera, b, ¢, z1, 29 € H i¢in
((a*b)*c)(z1) > 0.7 ve (a* (b*c))(z2) > 0.7 ise 21 = 2o
dir.
(H3) Hera, b, ¢, z1, 20 € H igin

(1) (ax(boc))(z1) > 0.7 ve ((a*b)o(axc))(z) > 0.7 ise 2z = 29,
(i7) ((aob)*c)(z1) > 0.7 ve ((a*xc)o (bxc))(z2) > 0.7 ise 2y = 2.
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dir.

5.2 Homomorfizma Teoremleri

Teorem 5.2.1. (Hy, Ry, S1) ve (Hs, Ra, S2) bulanik iki halka ve o : Hy — Hy bir

bulanik homomorfizma olsun. Bu durumda

(1) J, Hy nin bir bulamk ideali ise o=(J), Hy in Kery yi iceren bir bulanik

idealidir.
(it) I, Hy in Kery yi igeren bir bulamik ideali ise ¢~ (o(I)) = I dar.
(1ii) @ orten ve I, Hy in bir bulanik ideali ise p(I) da Hy nin bir bulanik idealidir.

() ¢, Hy in Kery yi iceren bulanik idealleri ile Hy nin bulanik idealleri arasinda
icermeyt koruyan bir birerbir esleme belirler. Baska bir deyisle I, Hy in Kery
yi iceren bir bulamik ideali ise o(I) da Hy nin bir bulamik idealidir ve ayrica J

de Hy nin bir bulamik ideali ise p=(J) de Hy in bir bulanik idealidir.

Ispat. (i) J, Hy nin bir bulamk ideali olsun. p(e,) = e, € J oldugundan e, €
o 1(J) olup, ¢~ 1(J) # 0 dir. Ry(xq,x2,h) > 0 olacak bigimde 1, o € p~1(J) ve
h € Hy olsun. ¢ bir bulanik homomorfizma oldugundan Rs(p(xy), p(z2), ¢(h)) > 6

dir. Bu durumda ¢(h) € J ve dolayisiyla h € ¢~ !(J) dir.

r € p~}(J) olsun. O halde ¢(z) € J ve J, Hy nin bir bulanik ideali oldugundan
(o(x))~t € J dir. Bu durumda ¢ bir bulanik homomorfizma oldugundan ¢(z~!) € J
olur ki, z7! € ¢~ 1(J) dir.

Diger taraftan Si(x,h,a) > 6 olacak bigimde x € p~1(J) ve a, h € H; olsun.
¢ bir bulanik homomorfizma oldugundan Sy (p(z), ¢(h), p(a)) > 0 olup, ¢(z) € J

ve J, Hy nin bir bulanik ideali oldugundan p(a) € J, a € ¢~*(J) dir. Benzer sekilde
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r € ¢ Y(J)veb, h € Hy igin Si(h,z,b) > 0 ise b € p~!(J) dir. Boylece ¢~ *(J),
H;y in bir bulanik idealidir. Ayrica x € Kerp olsun. J, Hs nin bir bulanik ideali
oldugundan ¢(x) = e, € J ve x € ¢~ *(J) dir. Dolayisiyla Kerg C o~ *(J) dir.

(ii) Her z € I igin p(x) € ¢(I) oldugundan = € ¢! (p(I)) dir. Boylece I C
o Y p(I)) dir. z € o1 (p(I)) olsun. Bu durumda ¢(z) € p(I) ve dolaysiyla p(x) =
¢(a) olacak bicimde a € I vardir. p(z) = ¢(a) oldugundan Ry(p(a), (¢(z))~!,e)) >

6 dir. H, bir bulanik halka ve a, z € H; oldugundan R;(a, ™!, ¢) > 0 olacak bigimde

¢ € Hy vardir. ¢ bir bulanik homomorfizma oldugundan

Ra(p(a), o(z7"), p(c)) = Ra(e(a), (p(x)) ", o(c)) > 0

dir. Boylece p(c) = e, yani ¢ € Kery dir. Kerp C I oldugundan ¢ € I dir. I,
H, in bir bulanik ideali ve Ri(a,z7',¢) > 0 oldugundan x € I dir. Dolayisiyla
o (D) C 1 du.

(i) @ orten ve I, Hy in bir bulanik ideali olsun. Bu durumda ¢(7) nin Hs nin

bir bulanik ideali oldugu kolayca gosterilebilir.

(iv) M, Hyin Keryp yi iceren biitiin bulanik ideallerinin bir kiimesi ve M de
H, nin biitlin bulanik ideallerinin bir kiimesi olsun. Her I € M i¢in (1) = ¢(I)
seklinde tanimlanan ) : M — M fonksiyonunu ele alalim. ¢ iyi taniml oldugundan
Y de iyi tammmhdir. Iy, Iy € M igin o(I) = p(l5) olsun. o~ (p(l)) = ¢ (¢(I))
oldugundan (47) geregince I; = I, elde edilir. Dolayisiyla v birebirdir. J € M’ olsun.
(it) den ¢~ }(J) € M dir. y € p(p~!(J)) olsun. Bu durumda y = ¢(z) olacak
bigimde bir x € ¢! (J) vardir. y = () oldugundan ¢(z) € J olup, p(p~(J)) C J
dir. Diger taraftan x € J olsun. x € J C Hy = ¢(H;) oldugundan ¢(a) =
olacak bigimde a € H; vardir. O halde ¢(a) € J ve dolaysiyla a € ¢~ '(J) dir.
Boylece z = ¢(a) € p(p1(J)) olup, J C ¢(p~!(J)) dir. Bu durumda ¢ (o1 (J)) =
o(¢~(J)) = J dir. Boylece v ortendir.
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I, C I, olacak bigimde Iy ve Iy, H; in bulanik idealleri olsun. O halde p([;) C
©(I), yani ¥(I;) C () dir. 1 : M — M birebir oldugundan, ¥ (I;) = (1) ise
I, = I, dir. Bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla ¢(1;) # 1¢(I2) dir. Bu durumda (1) C
(1) dir. Karsit olarak 1(1;) C (l2), yani ¢(I;) C ¢(I3) olsun. Bu durumda
o (L)) C ¢ (L)) olup, (it) den I} C I dir. p(I;) C ¢(I3) oldugundan
I, # I, dir. Boylece I C I, dir. O

(H, R, S) bir bulanik halka ve I ile I> de H nin bogtan farkli iki alt kiimesi
olsun. O halde

ol = {C ceH | (a1 OCLQ)(C) > 07 Ya, € I; ve Va, € .[2}
kiimesini ele alalim.

Lemma 5.2.2. (H, R, S) bir bulanik halka ve I, ile Iy de H nin bulanik idealleri
olsun. O halde I o Iy, H nin bir bulanik idealidir.

ispat. Iy ve I, H nin bulanik idealleri oldugundan e, € I; ve e, € I, dir. (e, o
e)(€,) > 0 oldugundan eq € I o Iy olur ki, I1 o Iy # () dir. Her ¢y, ¢y € Iy o I3 ve
c € Higin (¢c;0¢)(c) > 0 ise c € Iy o1y dir. ¢1, ¢y € Iy 0 Iy ise (aj 0 az)(cy) >
0 ve (by o by)(ca) > 6 olacak bigimde ay, by € I; ve ag, by € I, vardir. Boylece
R(ay,ag,c1) > 0 ve R(by, by, co) > 6 dir.

I, ve I, H nin bulanik idealleri oldugundan R(aq,by,d;) > 0 ve R(ag, b, ds) >
0 olacak bicimde dy € I} ve dy € Iy vardir. R(dy,ds,t) > 6 olacak bicimde t € H
olsun. d; € I; ve dy € I oldugundan t € I, o I dir. R(aq,by,d;) > 6 oldugundan
R(dy,b7t, a1) > 0 dir. R(ag,dy,t1) > 0 ve R(ty,b; ', ty) > 6 olacak bicimde 1, t, € H
olsun. O halde

(a’2 © (dl © bl_l)>(cl) > R(dlvbl_17a1) A R(a17a2acl) > 97

((agody) o by ') (ta) > R(ag, dy,tr) A R(ty, byt t2) > 0
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dir. Boylece ¢; =ty ve R(cq,by,t1) > 0 dir. R(tq,ba, c3) > 0 olacak bigimde ¢3 € H

olsun. Bu durumda
(c10(byobsg))(c) > R(by, by, c2) A R(cy,ca,c) >0,
((cy oby) obo)(c3) > R(cy, by, t1) A R(ty, by c3) > 6
dir.Dolayisiyla ¢ = ¢3 ve R(ty,bs,c) > 0 dir. Ayrica
(byo(agody))(c) > R(ag,dy,t1) A R(ty,be,c) >0,

((bQ o CLQ) o dl)(t) > R(G,Q, bg, dg) N R(dl, dQ, t) >0

oldugundan ¢ = t dir. Boylece ¢ € I; o I, dir. Her ¢ € I, o I, icin ¢! € I, o I, dir.
¢ € I o Iy oldugundan R(ay,as,c) > 6 olacak bicimde a; € I} ve ay € I vardir.
I, ve I, H nin bulanik idealleri oldugundan her h € H igin S(ai,h, ki) > 6 ve
S(ag, h, ky) > 0 olacak bigimde ky € I ve ko € Iy vardir. R(ky,ko,t) > 6 olacak

bicimde ¢t € H olsun. ky € I; ve ko € I5 oldugundan ¢t € I; o I, dir. O halde
((al o a?) * h)<k) > R<a17 a2, C) A S(C7 h‘7 k) > 97

((ay x h) o (ag * h)(t) > S(ai, h, ki) A S(ag, h, ko) A R(ky, ko, t) > 6

dir. Boylece t = k ve k € I; o I, dir. Bu durumda [, o I, H nin bir sag bulanik
idealidir. Benzer gekilde I; o Iy, H nin bir sol bulanik idealidir. Béylece I o Iy, H
nin bir bulanik idealidir. O

Tanim 5.2.3. (H, R, S) bir bulanik halka ve Iy ile Iy de H nin bostan farkl iki alt

kimesi olsun. Bu durumda
Lolyb={ce H|(ajoaz)(c) >0, Ya; € I veVas € I}

kumesine H nin ikt bulanik idealinin bir bulanik toplama denir.
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Teorem 5.2.4. (H, R, S) bir bulanik halka ve I, H nin bir bulanik ideali olsun. Bu
durumda her a € H i¢cin
m: H — HJI
a +—— w(a)= [aol]
seklinde tanimlanan m fonksiyonu bir bulanik homomorfizmadir ve buna bulanik

kanonik homomorfizma denir.

Ispat. R(a,b,c) > 6 olacak bicimde a, b, ¢ € H olsun. Bu durumda

R(w(a), m(b), 7(c)) = R(lac I}, [bo I],[co I])

— (lao T @ [bo I))(co )

R(a',V, )

> R(a,b,c) >0

dir. S(a,b,c) > 0 olacak bi¢imde a, b, ¢c € H olsun. O halde Teorem 4.2.8 den

S((a), m(b),7(c)) = S(lao I, [bo 1], [coI])
=(lacI]®[bol])(col)

\/ S(a', b, )

(a’, ¥, c')eaxbxe

> S(a,b,c) >0
dir. Boylece 7 bir bulanik homomorfizmadir. O]

Teorem 5.2.5. (H, R, S) bir bulanik halka ve Iy ile Iy de H nin bostan farkl iki alt
kiimesi olsun. Bu durumda (I o I3)/1s = 11 /(I N I3) dir.

Ispat. Her a € I icin R(e,, a, a) > 0 dir. O halde e, € I; oldugundan I, C I o I,
dir. Boylece I, I; o I nin bir bulanik idealidir.
QY Il — (]1012)/12

a —  a)= [a o IL]



seklinde tanimlanan ¢ fonksiyonunu ele alalim. ¢ fonksiyonunun tanimindan ¢ nin
ortenligi agiktir.
(i) a, b € I icin @ = b olsun. R(a,b71 e,) > 6 ve e, € I, oldugundan
ao Iy ~ bo Iy ve dolayisiyla [a o I5] = [bo I5] dir. Boylece ¢ iyi tanimhdir.
(i1) R(a,b,c) > 0 olacak bigimde a, b, ¢ € I; olsun. Bu durumda

R(lao L), [bo L], [co L)) = \/ R(d' V)

(a’, v, ¢')eaxbx

ol

> R(a,b,c) >0

dir. Béylece R(¢(a), p(b), ¢(c)) > 6 dir.

(17i) S(a,b,c) > 0 olacak bi¢imde a, b, ¢ € I; olsun. Bu durumda

S(lao ], [bo I,],[co I]) = \/ S(d' v, )

(a' b/ ,c')Eaxbxe
> S(a,b,c) >0
dir. Boylece S(p(a), p(b), p(c)) > 6 dir.
(iv)

Kerp = {a € I | #(0) = e o L}
={a€li|[aol]=[eo D]}
={a€el|aoly ~e,0l}
={aecl|R(a " e,h) >0, 3he€ )}

:{a611|a612}:_flﬂ]2
dir. Boylece Teorem 4.3.4 ten ([; o I3) /1, = 1, /(1; N I3) dir. O

Teorem 5.2.6. (H, R, S) bir bulanik halka ve Iy ile Iy de Iy C Iy olacak bi¢imde H
nin bogtan farkl iki alt kimesi olsun. O halde (H/I,)/(1y/1) = H/Iy dir.
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ispat.
@ H/[l — H/IQ

lao ] +— p(lach])= laocl]

seklinde tanimlanan ¢ fonksiyonunu ele alalim. ¢ fonksiyonunun tanimindan ¢ nin

ortenligi agiktir.

(i) a, b € H i¢in [aol}] = [bol] olsun. aol; ~ bol; oldugundan R(a™',b,h) > 6
olacak bicimde h € Iy vardir. I; C I oldugundan h € I dir. Boylece ao Iy ~ bo I

ve [a o Iy] = [bo Iy dir.

(17) R(lao 1], [bo I1],[co1]) > 6 olsun. R(ay, by, c1) > 6 olacak bi¢imde a; € a,
by € b, ¢c; € ¢ vardir. Budurumda a; 0y ~aoly, byol; ~boly, c;oly ~ col olur
ve boylece R(ay,hi,a) > 0, R(by, he,b) > 0, R(cy,hs,c) > 0 olacak bicimde hy, ho,
hs € I; vardir. Ayrica Iy C I oldugundan hy, he, hs € I5 dir. R(a,b,u) > 6 olacak
bigimde u € H olsun. Teorem 3.3.4 iin ispatina benzer olarak R(cy, h,u) > 6 olacak

bicimde dh € I, vardir. Bu durumda co Iy ~ u o I ve sonucta

R(lao L], [bo L], [uo Ir]) = R(lao L], [bo I}, [co I5]) > 0
dir.

(4ii) S([ao I1],[bo I],[co I1]) > @ olsun. (i) nin ispatia benzer olarak S([a o

L), [bo L], [co I5]) > 6 dir.
(iv)
Kerp ={lao ] € H/I | p(lao Lh]) = [e o 1]}
—{laoly) € H/I, | [ao L] = [es 0 I]}
={laocJe H/I1 |aoly ~e, 01}
={lao L] € H/I, | R(a™",e5,h) >0, Ih € I}
={laoc )€ H/I, | a € I}

=05L/L
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dir. Béylece Teorem 4.3.4 ten (H/1)/(12/1) = H/I, dir.
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