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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Reel sayilar kiimesi

Kompleks sayilar kiimesi

Hibert uzay1

Ozdeger

N x N tipinde simetrik matris

lineer fonksiyonel

A <mdereceli kompleks katsayili tim polinomlar halkasi

A <mdereceli reel katsayili tiim polinomlar halkasi

Kronecker delta sabiti

G(A) polinomunun derecesi

n x n tipinde bir matrisin determinant:
Determinant

Weyl fonksiyonu

J matrisinin resolventi

Orjin merkezli r yarigaplh daire

Basamak fonksiyonu



1.GIRIS

Kompleks verileri ile N x N tridiagonal simetrik matris (Jacobi matris)

b, 3, 0 ... O 0 0 |
a, b a .. 0 0 0
0 a b, ... O 0 0
J=|: i : : (1.1)
0 0 0 ... by, a, O
0 0 0 ... ay,; by, a,
10 0 0 ... 0 a, by]

her n, a, ve b, kompleks sayilar1 igin @, sifirdan farkli olmak iizere;

a,, b,eC, a =0 (1.2)
Gergek durumda
a,, b, eR, a, =0. (1.3)

J Hermityen matrisi (6zeslenik) ve J matrisi i¢in ters spektral problemin bir¢ok
versiyonu literatiirde incelenmistir ( Bknz [1,2,3]).

Bilindigi gibi [4,5,6,7,8,9], genellesmis spektral fonksiyon olarak adlandirilan 6zeslenik
olmayan diferensiyel ve fark operatorleri i¢in dogal bir spektral karakteristik olan ifade
lineer topolojik uzayda lineer siirekli fonksiyoneldir. Genel olarak genellesmis spektral
fonksiyonlarin yapis1 hakkinda ¢ok az bilgi bulunmaktadir.

Bu calismada amacimiz bdyle bir matris i¢in uygun spektral veri tanitmak, baslangi¢
sartlarinda spektral parametre bulundugu durumlarda genellesmis spektral fonksiyonlar
kurmak, buna paralel J matrisinin 6zdegerleri, normallesmis sayilar1 ve matrisin

belirledigi ters spektral problemi incelemektir.

(1.2) kosullart ile (1.1) deki J matrisi Jy=Ay 6zdeger problemi y={yn}r’:0l slitun
vektori i¢in ikinci dereceden lineer fark denklemini verir.

a, Yo +bY.+a,y, =4y,, ne{0L..,N-1}, a,=0, a,_=1 (1.4)

y= {yn }:)1 icin, sinir kosullari

Yo = (1+l)y71’ Yn =0 (1.5)
(1.4), (1.5) problemi



;{mmﬂvuﬂ+mmww=zwm,xehm] (16)
X dx

y'(@=0a+2A)y@); yb)=0 1.7

[a,b] sonlu aralik olmak iizere siirekli 6zdeger probleminin ayrik bir analogudur.

g{mmﬂwuﬂ+mwwm=zwm,xemw>
X dx

stirekli problemi [0,00) yar1 sonlu aralikta (1.1) formundaki J Jacobi matrisine karsilik
gelir.

Daha o6nce (—o0,0) araliginda J matrisi igin genellesmis spektral fonksiyon ve
genellesmis spektral fonksiyonun ters problemi iizerinde c¢alismalar yapilmistir
[6,7,8,9]. Ancak, sonsuz aralikta J matrisi i¢in genellesmis spektral fonksiyonun yapisi
hakkinda karmasik ve zor oldugundan fazla bir agiklama yapilmamistir. Bu ¢aligmada

ise [a,b] araliginda J matrisi i¢in genellesmis spektral fonksiyonun yapist ayrintili bir

sekilde anlatilmustir.

[k béliimde bu calismada kullanilacak olan temel kavramlar, ikinci béliimde N x N
tridiagonal simetrik matrisi igin genellesmis spektral fonksiyonun yapisi incelenmistir.
Ucgiincii boliimde bir énceki boliimde incelenen fonksiyonun ters problemi arastirilip
ornekler verilmistir. Dordiincii boliimde genellesmis spektral fonksiyonun yapist ve
spektral veriden; besinci boliimde spektral verinin ters probleminden bahsedilmistir.
Altinct bolimde reel Jacobi matrisin genellesmis spektral fonksiyonu tanimlanip
yedinci boliimde yapist iizerinde durulmus ve son boliimde ise ters problemi

anlatilmistir.



TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 1.
V = herhangi bir kiime ve K herhangi bir cisim olsun. Asagidaki sartlar
saglaniyorsa V ye K iizerinde lineer uzay denir.
A) (V,+) cebirsel yapist degismeli bir gruptur. Yani,
G1) WX,y eV icin x+yeV dir. (Kapalilik 6zelligi)
G2) VX,¥,zeV igin X+ (y+2)=(x+Yy)+z dir. (Birlesme 6zelligi)
G3) VxeV igin Xx+0=0+Xx=Xx eV olacak sekilde bir tek 0 €V vardur.
G4) VxeV igin X+ (—X) =(—X)+ x =0 olacak sekilde bir tek —x €V vardir.
Gs) WX,y eV igin X+Yy=y+Xx dir. (Degisme 6zelligi)
B) X,y eV ve «, € K olmak iizere asagidaki sartlar saglanir.
L1) axeV dir.
L) a(x+y)=ax+ay dir.
L3) (a+ B)x=ax+ Fx dir.
Ls) ()X =a(pX) dir.
Ls) VxeV igin 1V =V olacak sekilde 1€ K vardir. Burada 1, K cisminin
birim elemanidir.

K =R olmasi halinde V ye reel, K=C olmasi halinde V ye kompleks lineer uzay
denir. (Naimark, 1968).

Tanim 2.

Lineer uzaylarda taniml1 doniistimlere operatér denir.

Tanim 3.

X, K cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun.
xR x|

dontisiimi Vx,ye X ve Va e K igin

N;) [X|=0<x=0

N2) fleex]| = ]



Na) [x+y]<[x]+]y]
Ozelliklerini sagliyorsa bu doniisime X {tizerinde bir norm denir ve (X, ||||) ikilisine de

bir normlu lineer (vektér) uzay denir. (Naimark, 1968).

Tanim 4.

X ve Y aym bir K cismi {izerinde tanimlanmus iKi lineer uzay olsun.
A: X —Y operatorii (doniisiimii)
i) A(x+Yy)=Ax+ Ay
i) A(lax)=a(Ax), aeK

kosullarini sagliyorsa A Ya lineer operator (doniisiim) denir. (Naimark, 1968).

Tanim 5.

K =R veya K =C olmak lizere X , K {izerinde bir vektdr uzayi ( lineer uzay ) olsun.
(L) Xx X—>K
dontistimii agagidaki ozellikleri saglar ise (.,.) ye X ftzerinde bir i¢ ¢arpim, (X,(.,.))
ikilisine de i¢ ¢arpim uzayr ( veya én Hilbert uzayr ) denir.
1) Vxe X igin (X,X)>0 ve (x,x)=0 < x=0
i) Wx,yeX icin (X, y)=(y,X)
i) Vx,ye X ve a e K i¢in (ax,y)=a(X,Yy)
IV) VX,y,ze X i¢in (X+VY,2)=(X,2)+(Y,2)

Tanim 6.

(X, (.,.)) biri¢ garpim uzay1 ve X € X olsun. x vektoriiniin normu
X =0
olarak tanimlanir. Bu norma gore (X,(.,.)) i¢ ¢arpim uzay1 bir normlu vektor uzay: olur.

(Naimark, 1968).



Tanim 7.
Bir (X,(..)) i¢ carpim uzayr ||x|=(x,x)"* normuna gére tam ise, yani (X,(.,.))

icindeki her Cauchy dizisi yakinsak ise, bu i¢ carpim uzayma Hilbert uzay: denir.
(Naimark, 1968).

Tanim 8.
K =R veya K =C olmak lizere X , K {izerinde bir vektor uzay1 olsun.
f: X—>K
operatoriine fonksiyonel denir. Eger f lineer ise f ye lineer fonksiyonel denir. Lineer
fonksiyoneller, sinirli ise yani,
[f O] <c]x]
olacak sekilde bir ¢>0 reel sayis1 varsa f ye sl lineer fonksiyonel denir.

(Naimark, 1968).

Tanim 9.
H Hilbert uzayinda tanimlanan bir lineer A operatorii i¢in her X € H olmak {izere

[ <cl¥]

olacak sekilde bir ¢>0 sayis1 varsa A Yya siwrl operator denir. Bu ¢ sayilarinin en
kiigigiine A simirli operatériiniin normu denir.
_ _ o™
| Al =sup | Ax] =sup

<t =0 |||

esitligi yardimryla norm hesaplanabilir. (Naimark, 1968).

Tanim 10.

X bir kompleks vektor uzay ve T:X — X lineer bir operatdr olsun. 4 kompleks
sayist i¢in TX=AX denkleminin agikar olmayan bir xe X ¢06ziimii varsa A sayisina
T operatoriiniin ozdegeri denir. Bu X ¢oziimiine ise T operatoriiniin A 6zdegerine

karsilik gelen ozfonksiyonu denir. (Lusternik, 1974)



2. GENELLESMIS SPEKTRAL FONKSiYON

(1.2) verileri ile (1.1) formundaki J matrisini ele alalim:

a,Yoa+bY. +a,y,. =4y,, ne{0l..,N-1}, a,=0, a_=1 (2.2)
ikinci dereceden lineer fark denklemine esdeger y ={y, }:}l i¢in, sinir kosullar
Yo=Q+A)y., Yy=0. (2.2)
y= {yn }::)1 stitun vektori i¢in Jy = Ay 6zdeger problemini inceledigimizde
b, 3, 0 ... O 0 01y, |
a, b a ... O 0 0 Y1
0 a b, ... O 0 0 Y,
Jy=|: = . : : :o =y
0 0 0 ... by; a3 0 ||yys
0 0 0 ... ays by, ay,|l Yo
00 0 ... 0 &, by;] Vsl
a—ly—1+boyo TaY; =AY,
%Yo +hY: +ay, =Y

a1y1+b2y2 +aY; :ﬂyz (2-3)

Ay YNt bN—lyN—l tay,Yy = ﬂ“yN—l
(2.1) denkleminin ¢oziimiinii

ya=1 Y,=1+4 (2.4)

baslangi¢ kosullart ile {Pn (Z))}::_l belirler. Baslangi¢ kosullar1 (2.3) de yerine yazilirsa

y=2"% w42y, yz{(ﬂ’b‘))(}“‘bl)—i}(lmx
a,a &
. :{u—bo)(ﬂ—blxz—bz)_aou—bz)_ai(ﬁ—boq(lm
203,3, 23, %,

olarak elde edilir. Bu sekilde devam edilirse (2.1) denklemi elde edilir. Boylece
{P, (/1)}::0 Ozyineleme bagintisinin

P(1)=1+4 (2.5)



baslangi¢ kosulu ile tek ¢6ziimii asagidaki gibidir:
bopo (/1) + aopl(ﬂv) = /“:’o(/l),
a, P, (A1)+b,P,(1)+a,P, (1) =A4P, (1), (2.6)
ne{l,2..,N-1, a.=1

Burada y, =0 alinmalidir. Aksi halde vy, ’lerin hepsi sifira esit olur. Dolayisiyla

Y, =1+ 4 oldugundan A= -1 dir.

Lemma 1.
R (4)
det(J —A) =(-)"a,a,..... a N 2.7
( )=(D"aa B () 2.7)
. o . Pv(A) . .
olur. Bu yiizden J matrisinin 6zdegerleri ——— sifir polinomuna denktir.
0
ispat.
Her ne{1,2,...,N} i¢cin
b, 3, 0 ... O 0 0 |
a, b a .. O 0 0
0 a b 0 0 0
J.=|: :
O bn—3 an—3 O
0 0 ... a5 b, a,
i 0 0 .. 0 a, b.,|
matrisinin determinantt A_(A) =det(J, —A4l).
504 A=h, @+2)
N=1 igin det(J—M):(—l)laOL:(—l)aoao— dir. Sadelestirmeler
R (1) (1+4)

yapilirsa  det(J —Al)=—(A1—-b,) olur ki bu da N=1 i¢cin (J—Al) matrisinin
determinantina esittir.

A(2) = det(J, - A1) =]o, — 4|

bo_/1 a,

A,(A) =det(J, — A1) = -

‘ = (0, — (b, —4) —a," = (b, = )A, (1) — a8, A (1)



b,—4 4 0

bh,—4 & bh,—4 0
A(2)=detd,-Al)=| a, b-1 g ° -
0 a b,-1 by 4G &
= (bz - ﬂ)Az (ﬂ,) - 312A1 (/1)
benzer sekilde devam edilirse
A, (A)=det(J, ,—A)=(b, - DA, (A)-a> A, ,(A), n=12..; Ay (A) =1 dir.
Pn+1 (/1)

Simdi N=n+1 igin det(J,,—A1)=(-1)""a,a,....a esitliginin saglandigini

" R((A)

kabul edelim ve N =n i¢in dogru oldugunu gosterelim.

-4 a 0 .. 0 0 0
a, b-4 a .. 0 0 0
0 a b-21 .. 0 0 0
Jn+1—ﬂ| _ . . . . . . .
0 0 bn—2 -4 . 0
O O an—z bn—l ;t a‘n—l
0 0 0 a, b-4

matrisinin determinanti

(1) =det(d, .~ A1) = (b, ~ DA, (D) —aZ, A, (D), N=12..;  A(A)=1

n+1

)
A det(J ., — Al -D)"a,a,..... Fraa( fadesi,
n+1( ) yerlne € ( n+l ) ( ) aoa1 PO (l) ITaqesl

. oy P.(4) . .
A, (1) yerine det(J, —Al)=(-D"a,a,.....8 oY ) ifadesi,

n-1
0

A, ,(2) yerine det(J,, — A1) =(-)""a,a,..... M ifadesi yazilirsa
" R
n+1 Pn+1(ﬂ“) _ _ _1\n ( ) 2 (_1\n-1 Pnfl(ﬂ')
( 1) aoai """ an Po(ﬂ,) _(bn ﬂ')( 1) aoal """ a‘n (ﬂ,) an—l( 1) aoal """ an—2 Po(j«)

denklemi elde edilir. Denklemin her iki tarafin1 (-1)"*a,a,.....a, , ifadesine bolersek

(-1)?a, L2 R _ a ., Fa(4) denklemini elde ederiz. (2.1) ve (2.4)
R (/1) P 2 (4) R(A)
) ) o . P (1)
ifadeleri yardimiyla esitlik saglanir. d, = Pn(/i) , n=012,..ve ancak J,=J ve
0
a, , =1 i¢in (2.7) elde edilir. n



Negatif olmayan herhangi bir m tamsayis1 icin C_[A], A<m dereceli kompleks
katsayili tim polinomlar halkasini gosterir. Q:C _[1] >C olmak iizere
G(A),HA)eC [1] ve ¢ eC

(Q,G(A)+H (1) =(QG(A))+{Q H(A)) ve (Q,aG(A)) =a(Q,G(1))
ise Q lineer fonksiyonel olarak adlandirilir. <Q,G(ﬂ)>, G(4) polinomunun {izerindeki

Q degerini gosterir.

Teorem 1.
Q:C,\[A] > C bir tek lineer fonksiyon vardir.
<Q,MM>:§mn m,ne{0,,..,N -1} (2.8)
R (2) R(4)
<Q, P (4 Ry (/1)>=0 me{0,1,.., N} (2.9)
HORAD)

dir. Burada ¢&,,, Kronecker Delta sabitidir.

ispat.
Q fonksiyonunun tekligini ispatlayalim. Varsayalim ki Q fonksiyonu (2.8) ve (2.9)

ozelliklerine sahip olsun. C,[A] lineer uzay1 i¢in temel olusturan

RO hoor..N-1) ARGA (M=01...,N) (2.10)
P, (1) R(A) R(4)

2N +1 tane polinom vardir; ¢linkii polinomlar lineer bagimsiz (dereceleri farkli) ve

dimC, [A1]=2N +1. Diger taraftan, (2.8) ve (2.9)’daki Q fonksiyoneli (2.10)’da

bulunan biitiin kesin degerleri alir:

R\ _ . _
<Q, Po(l)>_5°” ne{01,..,N-1 (2.11)
<Q,MM>=O me{0L..,N} (2.12)
R(1) R(A)

Boylece Q fonksiyonelinin C,[A] uzaymnin tek bir ¢oziimii oldugu anlagilir. Simdi

(2.8) ve (2.9) polinomlarina karsilik gelen Q fonksiyonelini gdsterelim.



<Q P z))E(j;> A m,ne{0,1..,N} (2.13)
{0.1

Belli ki, m,ne } icin A=A, dir. (2.11) ve (2.12)’den asagidaki ifadeler
yazilabilir.

Ao = Ay me{0,1,..., N} (2.14)
A = A me{0,1..,N} (2.15)
{P.()} g‘ , (2.6) denkleminin ¢dziimudiir.

bR (4) +a, R (1)
R (4)

P, (1) =1+ A dan ve bR, (1) +4a,P,(1) = AR, (1) ifadesinden A = elde

edilir. Bu ifade (2.6) nin 2. denkleminde yerine yazilirsa

%ﬁh@ﬂh&@ﬂ%mww[%WQZ§W”}xm
R(%)

a 1Pn—1 (Z“) + bn Pn (ﬂ“) + an Pn+1 (ﬂ“) bO I:)n (ﬂ“) aO (l)

P.(4),

ne{l12,..,N-1}, a,_, =1 elde edilir.
Son denklemin her iki tarafin1 B,(4) ya bolip Q fonksiyoneli uygulanirsa

Pn—l(ﬂ)_i_b Pn(/l)_i_a Pn+1(ﬂ“) =b Pn(/l)_i_ Pl(ﬂ“) I:)n (ﬂ’)
"R "RMA " RA)  CRA "RA)RA)

S R R R AR
By 1Ay s T0 A T A A L =D A, A,
n=0 i¢in
a A+ A+ A =bA, +3, A, denkleminden A=A, esitligi elde edilir.
(2.14) ile (2.15)’den
A.=A,=6, ne{0l..,N}. (2.16)
yazilabilir. Genel olarak

&P (W) +b,P () +a, P, (1) = AP, (1), me{l2,..,N-1j,

a,,P(A)+bP.(A)+a,P..(A) =AP,(1), ne{L2,.. ,N-1},

10



ifadelerinde birinci denklemi ~- ikinci denklemi %) ile carpalim.
R (4) R (4)

- P (1) P.(4) ) P.(1) P.(4) ra P...(1) P,(1) _ P.(1) P.(1) . me {1’21_.1 N _1}
R() R TR ARG T RM ARG R() ARG
Pnfl(ﬂ‘) I:)m (ﬂ’) +b I:)n (/1) F)m (ﬂ’) + Pn+1(ﬂ“) I:)m (ﬁ”) =1 Pn (;’“) Pm (;’V) ne {1 2 N _1}
R R RA) BW o

" R() R(A) R(2) R(2)

elde edilir. Buradan
o Pu@RA) ) RARA , Pl R()
R() R) R (1) R(A) R(A) R(4)

_a Pu@WR@W  PORW  R@ PG L2, N-1)
R(A) RMA) " RA)REA) R RA)

yazilabilir.
Simdi denklemin her iki tarafina QQ fonksiyonelini uygulayalim.

Ny < 0 P R(A) > b, < o PR, (z)> va < 0 P P, (/1)>

R(1) R() 'R R(X) R(A) k(1)

o <Q Pa(d) Pm(z)>+bn <Q R.() Pm<ﬂ)>+an <Q Pa(2) Pm(z)>

" R(A) R() R(2) R(2) " R(A) R()

(2.14), (2.15) ve (2.16)’ dan A, smnir deger problemi i¢in asagidaki ifadeler elde edilir:

am—lAn—l,n + bm Ann + amAml,n = an—1A1—1,m + bn Awm + anA1+1,m1 (2-17)

mne{l2,..,N-1},
A’lO:A)n:(SnO’ A11:A1n:§nl’ ANn:A1N:O’

ne {O,l,..., N}
A, =A,, oldugundan b, =b, olur. Benzer sekilde a,,=a, ,, a,=a, yazilabilir.

(2.18)

(2.18) kullanilarak (2.17) probleminin tek ¢oziimii olan A, elde edilir.

Aw =0 mnef{01,..,N-1
|
A\nN :O! nG{O,l,...,N},

Tanim 11.

Teorem 1’deki Q fonksiyoneline (1.1) deki J matrisinin genellesmis spektral

fonksiyonu denir.
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3. GENELLESMIS SPEKTRAL FONKSIYONUN TERS PROBLEMI

Ters problem asagidaki gibi ifade edilmektedir:
1. Q genellesmis spektral fonksiyonunun J matrisini vermesi i¢in yontemi yeniden
kurmak miimkiindiir.

2. C,\[A] da verilen belirli bir Q lineer fonksiyonelini bulmak i¢in gerek ve yeter sart

(1.2) sinifina ait verileri ile (1.1) formundaki baz1 J matrisleri i¢in genellesmis spektral

fonksiyon olmasidir.

n dereceli bir R() polinomu asagidaki gibi olsun:
0
R@) _
+ , nei0,1,...,N 3.1
P (A) n ( z;{n k J € { } ( )

Simdi (2.6) denkleminin her iki tarafi P,(4) ifadesine bdliiniirse;

Pa) )y P o Pl _ ) R
"R "RA " RMA R\

(3.1’i yukaridaki denklemde yerine yazip a,,b, katsayillarmi ¢, y,, degerleri

cinsinden yazalim.

n-2 n-1
a'n—lan—l [ﬂ’nl + Z:}(n—l,kﬂ’k ) + bnan (ﬂ’n + Z){n,kﬂ“kj
k=0 k=0
n n-1
+anan+l [inﬂ + ZZnﬂ,k/lkj = /lan (/In + Zln,klkj
k=0 k=0
n-2 n-1
a‘n—lan—lﬁ“n_1 + an—lan—lz: Zn—l,kﬂ’k + bnanﬂ“n + bnan Zln,kﬂ’k
k=0 k=0

n—- n+l n—- n+l

n n-1
n+1 k n+l k+1
+a o A" +aa E){Mkﬂ =a,A +05n§:?(n,k2~
k=0

denklemleri elde edilir. Elde edilen denklemlerde bulunan A" terimlerinin katsayilarim

birbirine esitleyelim. Bu esitlikten

a =21 (0<n<N-2), a=1 a,=a, (3.2)
(04

n+l

ifadesi elde edilir. Simdi A" terimlerinin katsayilarini birbirine esitleyelim. Bu esitlikten

12



- a, . o
b,c, +a,0 3 X1 = O Xnna €lde edilir. Burada a, = —" ifadesini yerine yazalim.

an +1

D, = Xona— Xen (O<NSIN-I), Xo-1=0. (3.3)
ifadesi elde edilir. A" terimlerinin katsayilarin1 birbirine esitleyelim. Bu esitlikten
a.a,  tha x A K =% Xan, €lde edilir. Denklemde a, ve b,
ifadelerini yazalim.

140, 2 pa + Xt = Zon-z

ifadesi elde edilir.

(2.8) ve (2.9) bagintilarina esdeger olan su bagintilar yazabiliriz:

<Q,ﬂ,m P”(;L)>:5m” , m=01..,n, ne{0l.,N-1} (3.4)

RA/  a,

<Q A" Ay (/1)> 0, m=0,1,...,N. (3.5)

R ()

(3.1) den

<Q, P(2) Pn(z)> o <Q’ (ﬂ)> 3 < ik (z)> 36)

R (1) R(4) R (1) i R (1)
ifadesini elde ederiz. Daha sonra asagidaki ifadeyi de yazabiliriz:
i_v.mR(A) i
A —gci Ol je{01..,N},

(2.8), (2.9) bagntilar1 varsa (3.6) bagmtisindan (3.4), (3.5) bagintilar1 elde edilir. Tersi
de dogrudur. Yani, (3.1) ile paralel olarak (3.4), (3.5) bagntilar1 var ise (3.6)
bagintisindan (2.8), (2.9) bagintilar1 elde edilir.

=(Q.4'), l<{0,1,..,2N}, 3.7)

bagintis1 Q fonksiyonelinin “gii¢c dengesi” olarak adlandirilir.

A o PD)

Simdi
R(A) D)

denklemlerinin (3.1) e gore acilimlarin1 (3.4) ve (3.5)

bagintilarinda yerine yazalim.

m n(ﬂ’) m m
<Q/1 P(/1)> QA" +a, z;(nk@zz)
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v Py (4 N N N k4N
<Q,A PO((;L))>:0¢N (Q,4"2 >+aN§;(N'k<QJ./I )

n Pn ﬂ“ nian S k an
<Q,l %>:an<§2,ﬂ A >+a”kz=(;z”‘k (Q,42")

denklemlerinden sirasiyla asagidaki ifadeler elde edilir:

n-1
sn+m+z;{n,ksk+m :01 m:0!1!""n_1' ne{l’z""N} (38)
k=0
N-1
Son +ZZN,kSk+N =0, (3.9)
k=0
n-1 1
SZn+ZZn,kSk+n =2 ne{l’z""N _1} (310)
k=0 a,

Burada (3.8) denklemi ters problemin temel denklemidir ki bu problemin gerektigi gibi
¢oziilmesini saglar. Eger C,[A1] uzaymnda Q lineer fonksiyoneli verilirse, s
katsayilar1 bulunabilir ve her ne{1,2,..N} sabiti i¢in , 3, %,1,-- Znaa Dilinmeyenleri

ile homojen olmayan (3.8) lineer cebirsel denklemler sistemi dikkate alinabilir.
n-1

Bu sistem bir tek ¢6ziime sahipse ve her ne {l, 2,..N —1} icin’s,, +z;(n’ksk+n =0 ise,
k=0

J matrisinin gerekli olan a,,b, verileri sirasiyla (3.2) ve (3.3) den bulunabilir. «,,

(3.10) denkleminden bulunur. Bir sonraki teorem ters problemin gdsterilen ¢oziim

yonteminin kosullarini verir.

Teorem 2.

C,\[A] uzayinda tamiml verilen bir Q lineer fonksiyonelinin (1.2) verileri ile

verilmis olan (1.1) formundaki bazi J Jacobi matrislerinin genellesmis spektral

fonksiyonu olmasi icin gerek ve yeter sart asagida verilen kosullart saglamasidir:
(1) <Q,1> =1 (‘normallesme kosulu);
(ii) deg G(1) < N -1 kosulu ile bazi G(A) polinomlart ve
degG(A) =degH(A) kosulu ile biitiin H(A) polinomlar: i¢in,
<Q, G(A)H (/”L)> =0
O halde G(1)=0;
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(iii) degG(A) <N kosulu ile biitiin G(A) polinomlari igin
(Q,G(A)T(1))=0

olacak sekilde derecesi N olan bir T(A) polinomu vardir.

ispat.

=) <Q, Em((j)) E‘g;> =0, m,ne {0,1,..., N —1} bagintisinda m=n=0
0 0

yazilirsa

<QMM> =&, elde edilir. Buradan da (Q,1) =1 yazilabilir.
R (1) R(4) ’

i) Gy=3cm

J , m=degG(A) acgilimi yazilabilir. Benzer sekilde H(A)
i R()

. . o B N
polinomu igin H(Z):ZCJ. ——— dir. Burada kompleks say1 iizerindeki c¢izgi

i~ RA)
kompleks birlesmeyi gosterir. <Q,G(1)H(l)>=0 esitligini ve (2.8) bagmtisini

kullanalim.

o m PG Tm PN
<Q’,-Z:Cj (%" Po(z)>‘°
)P

(2.8)’ den <Q,—
R (4) Ry(2)

> =1olur. O halde

m m 2
> Jem[ =0
=0
denklemi elde edilir. Bundan dolayr ¢{™ =0, j=0,1,..,m olur. G(1) =0 ifadesi elde

edilir.

(iii) <Q, () Ry (ﬂ")> =0 ifadesinde P (2) : Ay (4) ifadeleri yerine sirasiyla G(A4),
R() R(4) R(A) R(A)

T(A) yazilirsa <Q,G(/1)T (/1)> =0 elde edilir.

(<) Ispat birkag asamada verilmistir.
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(@) Teorem kosullarini saglayan ve C,[A] uzaymnda tanimlanan Q lineer fonksiyoneli
verilsin. .., k=0,1...,n-1 bilinmeyenleri, (3.7) ifadesinden Q fonksiyonelinin

yardimu ile bulunan s; ifadeleri ile (3.8) denklemine bakalim.
n-1
Spem T D0 XnkSum =00 M=01...,n-1, ne{l2..N}
k=0
Bu denklem her ne {l, 2, N} sabiti i¢in bir tek ¢dziime sahiptir. Bunun i¢in
n-1
> 0Sun=0, m=01..,n-1 (3.11)
k,
homojen denkleminin her n i¢in sadece asikar ¢dziime sahip oldugunu gostermemiz
yeterlidir. Aksini varsayalim. Baz1 ne {1, 2,...N} icin (3.11) denklemi asikar olmayan

(9. )0 ¢oziime sahip olsun. (h,)o™ bir keyfi vektdr olsun. (3.11) denkleminin her iki

n-1

tarafi Z h, ile carpilirsa
m=0

;_x

n-1 n-

h Sk+m =

m
m=0 k

1l
o

Simdi yukaridaki ifadede (3.7)’den dolay1 s, yerine <Q,ﬂ,k+m> ifadesini yazalim.

k+m
n-1 n-1
h,g, (@A) =0
m=0 k=0
n-1 n-1
<Q, haA™ > gk/lk> =0
m=0 k=0
olur. Buradan da
n-1 n-1
G(1) =D g, A", H(4)=> hA"
k=0 m=0
ifadelerini yerine yazdigimizda
<Q,G(}L)H (/1)) =0 (3.12)

(h,)i™ bir keyfi vektdr oldugundan (3.12)’den teoremdeki (ii) kosulundan dolayt
G(4)=0 yazilabilir. Bundan dolay1 ¢g,=0,=..=0,,=0 dir. Bu da varsayim ile

gelisir. Bdylece her bir ne{1,2,...N} i¢in (3.8) bir tek ¢oziime sahiptir.
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(b)

Son+ D ZnkSien 20, Ne{l2,.N-1} (3.13)
k=0

Burada ( ;(n'k)ﬂ;t in - (3.8) temel denkleminin ¢6ziimii oldugunu gosterelim. (3.13)

denkleminin sol tarafinda s, ,S,,, yerine sirasiyla <Q,/12">,<Q,ﬂ,k+”> ifadelerini yazip,

n =0 i¢in denklemi yeniden yazilirsa
n-1
QA+ 7 (QA) = (1) =1=5,
k=0
ifadesi elde edilir. Aksini varsayarsak, yani, baz1 ne {1, 2,..N —l} i¢in
n-1
sZn + ZZn,ksIHn = O .
k=0
Bu denklem ile (3.8) denklemi birlestirilirse,

n-1
Sn+m +ZZn,kSk+m :O’ m:Oilv---)n- (314)
k=0

(h,)o bir keyfi vektor olsun. (3.14) denkleminin her iki tarafini z h, ile ¢arpilirsa

m=0
n n n-1
z hmSner +Z Z hmZn,kSker = 0
m=0 m=0 k=0

denklemi elde edilir. (3.7) ifadesinden s,,,, S, yerine sirastyla (€, A4™"), (Q,2™)

ifadelerini yazalim.

n n n-1

M (QA™™) DD h 2o, (A7) =0

m=0 m=0 k=0

<Q,ﬁnihmﬁm>+<g,
m=0 m

n n-1

h, ;{n,k;mm> =0

=0 k=0
n n-1
elde edilen son ifadede H (1) = Z h, A", x(1) = Zln,klk esitlikleri yerine yazilirsa
m=0 k=0
<Q, [A"+2(2) [H (/1)> =0
elde edilir. Burada (h,), bir keyfi vektor oldugundan elde edilen son denklemden

teoremin (ii) kosulundaki G(A) =0 ifadesinden
A"+ x(A)=0
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elde edilir ki ne{1,2,...N -1} oldugundan bu da imkansizdir. Varsayimimiz bu nedenle

yanlistir.

n-1
©  Spm* D ZukSem =0, mM=01..n-1 ne{l2..N} temel denkleminin
k=0

1

n-1
(Zok)is  ¢Oziimii  verilsin. oy =a,, Ve ay=1 ile 52n+ZZn,k5k+n= =
k=0 n

o

ne{12,..N -1} ifadesinden e, bulunur.

n-1
Sonra R4 =a, (/1" + Z;{n k/tk j, ne {0,1,..., N} ifadesinden M polinomlar1
I:)o (/1) k=0 ’ Po (ﬂ')

bulunur.

Simdi (2.8), (2.9) bagintilarini sagladigini gosterelim. (3.4), (3.5) bagintilari, (2.8), (2.9)
bagmtilarina esdeger oldugundan (3.4), (3.5) bagintilarimi sagladigini gostermemiz
yeterlidir. (3.8) ve (3.10) ifadeleri (3.4) ve (3.5) ifadelerinin m=0,1,..., N -1 i¢in dogru
oldugunu gostermektedir. Dolayisiyla m=N i¢in sagladigi gosterilirse ispat

A (4)
R (4)

tamamlanmis olur. <Q,/1N >=0 bu ifadenin saglandigini gostermek icin

N
teoremdeki (iii) kosulunu kullanalim. Bu kosul geregi T(A4) = Ztkik, ty #0 ve
k=0

<Q, P (4) T(,1)> = itk <Q, prps (’1)> =ty <Q, PRt (’1)> =0,
FRo(2) k=0 Fo(4) Fo(4)

ifadeleri yazilabilir. Bundan dolay1 (3.5) den <Q, AN I:;“T(j))> =0 ifadesi elde edilir.

0

P
(d) %, n=0,1..N, polinomlarin1 y,, Ve «,sayilar yardimi ile (3.1) ifadesine
0

uygun bir sekilde kuralim. Bu polinomlar katsayilar1 a,,b, olan asagida ifade edilen

denklemlere karsilik gelir.
bRy (4) +a, R (1) = AR (4),
a'n—l F)n—l (ﬂ“) + bn I:)n (ﬂ’) + a‘n Pn+1 (ﬂ“) = ﬂpn ()“)1 (315)
ne{l2..,N-1, a.,=1

- (0<n=<N-2), o=1 oy=0y, (3.16)
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b, = Xona—Xoan  (OsNSN-1),  x =0 (3.17)

(3.15) de yazilan denklemlerden birincisinin her iki tarafin1 B,(1) ifadesine bolelim.

R .
b, +a, 5 El; A ifadesi elde edilir. (3.1) ifadesinden P:((/I) (/1+;(1'0) dir. Yerine

yazilirsa by, +a,e (l + ;(1‘0) =4 olur.

(3.16) ve (3.17) ifadelerinden ayoq =1, by =—y,, yazlabildiginden son yazilan

denklem dogrudur.

(3.15) de kalan denklemlerin dogrulugunu gosterelim. n+1 dereceli A R(4) polinomu
0
i¢in R(4) , k=0,1,...,n+1 lineer bagimsiz olmak iizere
R(4)
n+l
;LM=ZCS‘)M ne{l2..,N-1}, ¢ =1 (3.18)
R(A) = RA)
ifadesi yazilabilir. Burada Cé”), k=0,1,...,n+1 sabittir. (c) de ispatladigimiz
<Q’ P.(4) Pn(/”t)>:5mn mne{0,.1..,N-1
R(A) R(4)
<Q, AR PN(A)>=o me{0....N}
R() R(A)
ifadelerinden ve (3.18) den
¢ = <Q,AMM>, k=01..n+1 (ne{l2..,N-2}). (3.19)
R(A) R()

ﬂ%, k=0,1,..,n—2 polinomlart n—1 den daha kii¢iikk derecelere sahiptir.
0
Bundan dolay1 (3.19) ifadesinden (2.8) ve (2.9) kullanilarak

¢”=0, k=01..,n-2 (ne{12..,N-1})
elde edilir. (3.18) agilim1 yardimiyla

¢ nalt) Fa(d) e F.(4) ol Prad) _ Pn(/l)’
R () R4 RA) R

ne{L2,..,N-1

elde edilir. Son denklemde her iki taraf P,(4) ifadesi ile carpilirsa

c"P (D) +c"P, (1) +cP, . (1) =AP,(1), ne{L2,..,N-1} (3.20)

n+1" n+l
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ifadesi bulunur. (3.19) dan dolay1 ¢") =c"™ dir.

o =4, =5, (3.21)
(3.20) ve (3.21) ifadelerinden
an_an_l(/I)+5nPn(i)+énPn+1(/1) =AR,(4), ne{L2..,N-1 (3.22)

ifadesi elde edilir. (3.22) denklemini P,(4) ifadesine bolip (3.1) ifadesi yerine

yazildiginda

4 =023 (0<nsN-2),

(24

n+1

bn = Xnn1~ Xnitn :bn (O <n<N —1)

ifadeleri elde edilir. Boylece Teorem 2 nin ispat1 tamamlanmais olur. [
Uyari 1.

Yukaridaki ters problemin ¢oziimii sunu ifade etmektedir ki (1.1) matrisi sadece
genellesmis spektral fonksiyon tarafindan insa edilmemistir. Bu ifadenin dogrulugunu

(3.10) ifadesindeki ¢, gostermektedir. Ters problemin bir tek ¢oziimii saglamasi i¢in ek
olarak sunu da belirtmeliyiz ki + ve — isaretleri olan bir dizi vardir. Yani, her
ne{l2,..,N-1 i¢in {o;,0,,..,0,,} sonlu bir dizi ve burada o,, + veya — . 2"~
gibi farkli diziler vardir. ne {1, 2,..,N —1} i¢in (3.10) dan «, i belirlemek igin (Sunu da
hatirlamaliy1z ki ¢, =1) o, i karekokten ¢ikarirken isaretini segebiliriz. Boylece tam

olarak aym genellesmis spektral fonksiyon 2" farkli Jacobi matrise sahiptir.
Ters problem Q fonksiyonelinin ve + ve — isaretlerine sahip {o;,0,,....0_,} dizisinin
verileri yardimiyla ¢6ziildi.

s =(Q4'), 1=0,1...2N. (3.23)

ifadesinin determinant1 asagidaki gibidir.

S0 Sl Sn
S S «ev S

D= 7 . n=0,,..,N. (3.24)
Sn Sn+1 SZn
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Bu ifadeden dolay1 Teorem 2 asagidaki teoreme esdegerdir.

Teorem 3.

C,\[A] uzayinda tamimh Q lineer fonksiyoneli verilmis olsun. Q) fonksiyonelinin (1.2)

verileri ile (1.1) formundaki J Jacobi matrisi icin genellesmis spektral fonksiyon
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

D, =1, D,#0 (n=12,..,N-1), ve D, =0, (3.25)
D, , (3.23) ve (3.24) de tamimhlidr.

ispat.
(=) s =(@4"), 1=0,1,..2N. ifadesi | =0 igin s, =(Q,1°) =(Q,1) =1 olur. D, =s,

oldugundan D, =1 elde edilir. Teorem 2 den n<N —1 olmak iizere

G(A) =) g, A" (3.26)
k=0
polinomu ile biitiin
H(2)=> hA" (3.27)
m=0
polinomlart i¢in
(Q,G(A)H(A))=0 (3.28)
yazilabilir. Teorem 2 geregi G(4) =0 dir. Burada g, =9, =...=0, =0 dur.

(3.26) ve (3.27) yi (3.28 ) de yerine yazilirsa th (Z gksk+mj =0 ifadesi elde edilir.

m=0 k=0

Burada hy,h,,...,h, ler keyfi olduklarindan yazdigimiz son denklem igin

2 9Sen =0, m=0,1,...n. (3.29)
k=0

ifadesi yazilabilir. Bu da sirastyla g,,0;,...,0, lerden olusan cebirsel denklemlerin
lineer homojen sistemidir. Bu sistemin determinanti D, e denktir. Sistem sadece agikar
¢oziime sahiptir. g, =0, =...=9¢,=0. n<N-1icin D, #0.

Simdi D, =0 oldugunu gosterelim.
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n-1
Spm+ D nkSem =0, M=0,L..,n-1, ne{l,2..N} ifadesi n=N igin yeniden
k=0

N-1
yazilirsa Sy, + > 7y Sem =0, M=01..,N-1 elde edilir. Bu denklem bir tek
k=0
N-1
Xnor I Ennoy SOzUmiine sahiptir. Daha sonra bu esitlikler s, +Z IniScen =0
k=0

denklemini kullanilarak asagidaki gibi yazilabilir:

i SN 1 i SO ] i sl 1 i SN—l ]
SN-ﬁ—l S1 SZ SN
Dot ol |Fawa] o [Fetxana| o |=0.
s2N—l SN—l sN SZN—Z
L SZN _ L sN _ _SN+1_ _SZN—l_

Bu da su anlama gelmektedir, D determinantinin son siitunu diger siitunlarin bir lineer
kombinasyonu olarak yazilabilir. Bundan dolayr D, =0.

(<) (3.25) kosulunu saglayan bir Q:C,,[4] - C fonksiyoneli verilmis olsun. Teorem
2 nin kosullarinin saglandigini gdstermemiz yeterlidir. <Q,1> =s,=D, =1. (3.26)
formundaki bir G(4) polinomu ve (3.27) formundaki biitin H(A) polinomlar1 igin
(3.28) yazilabilir. Bundan dolay: (3.29) ifadesi elde edilir. Bu sistemin determinant1 D,
ve n<N-1icin D,#0 olsun. O halde g,=0,=..=9,=0 dir. Bu da G(1)=0
oldugunu gosterir. Son olarak N dereceli bir T(1) polinomu ve derecesi N den kiigiik

olan biitiin G(1) polinomlar1 i¢in
<Q,G(/1)T (Z)) =0 (3.30)

oldugunu gostermeliyiz. O halde t,,t,...,t, bilinmeyenleri ile
N
D tSem =0, m=0,1..,N (3.31)
k=0

homojen sistemini diisiinelim. Bu sistemin determinanti D, dir. D, =0 kosulundan bu

sistem t,,t,,...,t, asikar olmayan ¢dziime sahiptir. t, #0 dir. ty, =0 ise (3.31) ifadesini

N-1
D tSem =0, m=0,1..,N-1 (3.32)
k=0
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seklinde yeniden yazabiliriz. Bu sistemin determinanti D, ve D, ,#0. O zaman
t,=t =..=t,, =0 ve (3.31) sisteminin t,,t,...,t, asikar ¢6ziimii elde edilir. Bu da

bir ¢eliskidir. Oysaki (3.31) sisteminin ty,t,...,t, asikar olmayan ¢oziimlerine sahip

N
olan N dereceli bir T (1) = Ztkik polinomu belirlenmisti. O zaman (3.31) sisteminde
k=0

Seom = <Q, /1k+m> ifadesi yerine yazilirsa
(QA™T(2))=0, m=0,1,..,N

ifadesi elde edilir. Bundan dolayr degG(A) <N olan biitin G(4) polinomlar1 igin
(3.30) ifadesi dogrudur. ]

n-1
Spem+ D ZnkSem =0 M=0L...n-1,  ne{l2..N}
k=0
sisteminin determinanti D_, dir. D% (k=0,1,...,m) determinant1 (k+1). siitununun
bilesenleri S, ,;,S,,5:--sSmy Olan D, determinantini degistirerek elde edilir. O zaman
(3.8) sisteminin ¢oziimiinii Cramer kuralin1 kullanarak bulalim.

Sn+m + Zn,n—lsm+n—l + Zn,n—zsm+n—2 t..t Zn,osm = 0

] ] DD D2 D©
ifadesinden y, ., =- DH v Kon2 = —[;;1 v eeos Xno=— D”’l ifadeleri yazilabilir.
n-1 n-1 n-1
O halde
D®)
ok =T k=01..,n-1 (3.33)
n-1
e & DY 1
(3.33) ifadesindeki y,, acilimi (3.10) da yerine yazilirsa s, + Z— nls . = s
k=0 n-1 n
olur.
D© D®W D@ DD 1
S2n - Sn - Sn+l - Sn+2 T -t S2n—1 ="
Dn—l Dn—l Dn—l Dn—l an
Dn—lsZn — Drgg)lsn — Drsl—)lsn+1 e Drgizl)SZn—l — i
Dn—l 05,3
D, .s,,—D%s —D"s ,—..—D""s, . =D, oldugundan
D'D, =a;’ (3.34)
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ifadesi elde edilir.

Simdi D™ = A, olsun. (3.33) ve (3.34) yardimiyla (3.16) ve (3.17) ifadelerindeki a,

ve b, ifadelerini yeniden yazalim. a, = % ifadesinde a, yerine (D;)D,)"* , «

n+l

an+l
-1 -2
yerine (D.'D,.,) ™" yazilirsa a, = % olur. Son ifade diizenlendikten sonra
n n+l1
a,=+(D, ,D,,)"’D,", ne{0,12,..,N -2}, D,=1 (3.35)

ifadesi elde edilir. (3.17) deki b, ifadesinde ise y,,, Ve x,,., ifadeleri yerine sirasiyla

n

DD DM DD pM
——1 ve ——" yazilirsa b, = ——"2—+—"— olur. Buradan da
Dn—l Dn Dn—l Dn

b, =AD" -A_ _D? ne{042..N-1, A,=0, A,=s, (3.36)

n-11 —
ifadesi elde edilir.
Boylece Teorem 3 iin kosullar1 veya ona esdeger Teorem 2 nin kosullart saglandigi

takdirde Q genellesmis spektral fonksiyonu i¢in verilen J matrisinin a_, b, verileri
(3.35) ve (3.36) formiillerindeki gibi elde edilir. (3.24) de tamimlanan D,

determinantinda son siitunda bulunan bilesenlerin yerine S_,;,S,,,,..,S,,4 bilesenleri

yazildiginda A, determinant: elde edilir.

Simdi ters problemin ¢6ziimii ile ilgili birka¢ 6rnek verelim.

Ornek 1.

1
<Q,G(}t)> = J.G(/I)d/I seklinde tanimlanan fonksiyonel Teorem 2 de bulunan (i) ve (ii)
0

kosullarini saglar; ama (iii) kosulunu saglamaz.

N-1
Aslinda agik olarak bellidir ki <Q,1>:1. Sonra G(/I):ZQk/lk polinomu ve

k=0

N-1
degG(1) =degH(A) sartiyla H(4) = Z h A* tim polinomlar igin
k=0
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1 N-1_
(Q,G(AH(A)) = IG (WH(A)A  ifadesi elde edilir. Ogellikle H(1)=) g A"
0 k=0

1
kompleks eslenik segilirse [|G(2)[ d4=0 olur ve G(1)=0 elde edilir.
0

Ayn1 sebepten dolay1 degG(A1)=degT(A) icin biitin G(A) polinomlart igin
<Q, G)T (ﬂ)) =0 olacak sekilde ayn1 olmayan bir T (A) sifir polinomu vardir.

Ornek 2.

N
(Q,G(ﬁ))zZCkG(ﬂk) seklinde tanimlanan fonksiyonel Teorem 2 nin kosullarini

k=1

saglar. Burada A, 4,,...,4, ler birbirinden farkli reel say1, c,cC,,...,c, kompleks sayi,

N
Y =lveRec >0 (k=1..,N) dir

k=1

Bir onceki Omekte de oldufu gibi (Q1)=1 ifadesi agiktir. Varsayalm ki

N N
G(1)= Z 9,4 ve degG(1)=degH(A) sartiyla H(A) = Z h A* tim polinomlar igin

k=0 k=0

<Q, G(A)H (/I)) = iCkG(ﬂk)H (4)=0 olsun. H(A) ifadesi ig_klk alinirsa

N 2
> ¢ |G(4)| =0 ifadesi elde edilir.
k=0

Ancak, Rec, >0 (k=1..,N) kosulu kullanilirsa G(A,)=0 ifadesi elde edilir.
Bundan dolayr G(A) =0 dir. Clinkii 4, 4,,..., 4, ler birbirinden farlt olmak zorundadir.
degG(A) <N -1 dir.

T(A)=(A-4)..(A-4,) polinomu ve biitiin G(4) polinomlart i¢in <Q, G)T (/”L)) =0
oldugundan (iii) kosulu da saglanir. Boylece Q fonksiyoneli Teorem 2 nin kosullarini
saglamis olur.

N =2 i¢in Q fonksiyonelini tanimlayalim. <Q,G(l)> =cG(0)+(1-c)G(D), burada
c#0 ve c#1 olmak iizere herhangi bir kompleks say1. (3.35) ve (3.36) formiillerini
kullanarak Q fonksiyoneli i¢in ters problemi ¢zelim.

=(Q)=1 s=(QA)=1-c 1=12..
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S S 1 1-c )
D, = = =@1-c)-(1-c)=(1-c)l-c-1)=c(l-c)
s S| [l-c 1-
S S S, 1 1-c 1-c
D,=|s, s, s;=[1-c 1-c 1-c/=0
s, s S [l-c 1-c 1-c

ifadeleri elde edilir. (3.36) dan A, =0, A, =s, =1-coldugu agiktir.

S S
Alle(l): 0 31

_‘ 1 1-c

‘ =(l-c)’-(@1-c)=(1-c)l-c-1=c(l-c).
1-c 1-c

SZ S3
Bundan dolay1 QQ fonksiyoneli Teorem 3 iin tiim kosullarini saglar. (3.35) ve (3.36) dan
asagidaki ifadeler elde edilir.

a, =+(D,D,)"?D;"' = #(L.c(1-c))"2.1=+Jc(1-c),
b, =A,D;'—A D} = (1-c).1-0.1=1—c,
b =AD" -A,D;* =c(l-c).(c(l-c)) " —(L-c).1=1-1+c=c.

Q spektral fonksiyonu i¢in iki J, matrisi vardir.

] {bo ao}_ 1-¢  +Jcl-c)
*la, b |xfe@—c) c

J, matrislerinin karakteristik polinomlar1 det(J, — A1) = A(41—1) seklindedir.

Ornek 3.
N=2 olsun. Q fonksiyoneli <Q,G(ﬂ)>:G(ﬂ@)+CG'(ﬂD) seklinde tanimlansin.

Burada A, ve c#0 keyfi kompleks sayilar olmak iizere tanimlanan fonksiyonel
Teorem 2 deki kosullart saglar. (iii) kosulunda bulunan T(1) polinomunu
T(A)=(1-4,)? alabiliriz.

=(QY)=1 s=(QA)=4+ci* 1=12..

D,=1 D,=s,=1

Simdi sirasiyla D, ve D, determinantinin degerini bulalim.
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S S
S S

|1 A, +cC

A te AZ+2c4,
S S S, 1 A+C A +2ch,

D,=ls, S, S|=| A +C AZ+2ch, A2+3cAi|=0
S, S, S| |AS+2ch, AS+3cA? A +4cA

ifadeleri elde edilir. (3.36) dan A ; =0, A, =S5, =4, +Coldugu agiktir.

1 A, +cC
A2 +2cA, A +3cA

Bundan dolayr © fonksiyoneli Teorem 3 iin tiim kosullarini saglar. (3.35) ve (3.36) dan

= (45 +2C4) — (% +¢)* =’

Soo S
S, S

A, =DP = = A2 +3cA? — (A% +2cA,) (A, +C) =—2C°4,.

asagidaki ifadeler elde edilir.
a, =+(D_,D,)"? Dy* = +(1.(-c?))"*.1=ic,
b, =A,D,' —A D =(4,+¢).1-0.1= 4, +¢,
b, = A,D;* ~A,D; = (<26 4).(~¢2)  ~ (4 +0).1= A, —c.

Q spektral fonksiyonu i¢in iki J, matrisi vardur.

J_bo a | [A+C Hic
i{ao bj_Lic io—c}

J. matrislerinin karakteristik polinomlar1 det(J, — A1) = (1—4,)? seklindedir.
N =3 alinirsa fonksiyonel (Q,G(1)) =G(4,) +¢,G'(4)+¢,G"(4,) seklinde tanimlanr.

Burada 4,,c,,c, kompleks sayilar ve ¢, #0, 2¢c, —c? # 0 olmak zorundadir.
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4. GENELLESMIS SPEKTRAL FONKSIYONUN YAPISI VE SPEKTRAL VERI

J, (1.1) formunda bir Jacobi matris olsun. €, J Jacobi matrisinin genellesmis spektral

fonksiyonu olsun. Q fonksiyonelinin yapisi asagidaki teoremde tanimlanmuistir.

Teorem 4.

11,22,...,/1,3 ler J matrisinin farkl 6zdegerleri ve m;, my,...,m, ler ise onlarin

¢okluklart ve swraswla (2.7) karakteristik polinomunun kékleri olsun. J matrisi

tarafindan belirlenen farkl ﬂkj (1=12,...m;k=12,.., p) kompleks sayilar: vardr.

Herhangi bir G(1) € C, [A] polinomu icin asagidaki formiil dogrudur.

<Q&M=§§ﬁ%fmmu (4.)

Burada G™(A), G(A4) polinomunun A ya gére n. dereceden tiirevini gisterir.

ispat.
J, (1.1) formunda bir matris olsun. Buna gore ikinci dereceden lineer fark denklemini
ele alalim.
a,Yos+0 Y, +a Y =4y, ne{0l..,N-1}, (4.2)
Burada {y,}\ , istenilen ¢dziimdiir.
P.(4)=1 P,(1) =1+ 4,
1 (4) 2(4) (4.3)
a,=0 ay, =1
A)=-1 1) =0,
Q.(4) Qo(4) (4.4)
a,=1 ay, =1

(4.2) denkleminin (4.3) ve (4.4) baslangi¢c ve smir kosullarini saglayan ¢oziimlerinin

{P.(A}Y., ve {Q, (M)}, oldugunu gosterelim.
P.(4)

0

Herhangi bir n>0, n. dereceden polinomu (birinci tiir polinom), n-1.

dereceden Q, (4) polinomu (ikinci tiir polinom) igin

M0 - - QARA)

P.(2) (4.5)
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verilsin. J matrisinin resolventi olan R(A)=(J — A1) matrisinin R _(A) girisleri

asagidaki gibidir:
E%[Q @+M@ED ocnsmen-
an(ﬂ“): 0 (46)
lzo((;t))[Q() M (1) Zgi;] O<n<m<N-1.

f, C" uzayinda f,, f,,..., fy_, bilesenleri ile keyfi bir siitun vektor olsun.

f 1
R(A) f =7+o(?j,

|i| — o olmak tizere her ne{l,...,N =1} i¢in

1
fo=—o {Zan(z)f }omHjo(/1 j 2, (4.7)

burada r yeterince biiylik bir pozitif sayl, I',, A- diizleminde orjin merkezli r

ro

yarigapli bir dairedir.

Simdi 4,,...,4, lerin I::‘(j) polinomunun farkli kokleri oldugunu gosterelim. Sirasiyla
0

m, m,,...my ler onlarin ¢okluklar1 olmak iizere

A

P (1) =C(A-A)™...(A-4,)", (4.8)

yazilabilir. Burada ¢ bir sabit. 1< p<N ve m +m,+..+m =N elde edilir. (4.8) den

W rasyonel fonksiyonu kismi kesirlerin toplami olarak yeniden yazilabilir:
N
p M .

P (/1) S54-4)
Burada A, , J matrisine bagl olarak belirlenen bazi benzersiz kompleks sayilardir.

(4.6) ifadesi (4.7) de yerine yazilirsa, (4.5) dikkate aliirsa ve r —oolimiti

hesaplandiktan sonra (4.9) ifadesi,

_yy A Jd” 10 _
_;;(J 1)'{(111—{ ()P(z)}} . ne{0L...N-1} (4.10)

burada
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X0

F(A)=)_ f (4.11)
mz; R (4)
Simdi C,[4] uzayinda tanimlanan Q fonksiyonelini ele alalim:
p_ M ﬂk L
(Q.6() =23 75 C () B <Culll (4.12)
k=1 l
(4.10) formiili asagidaki formda yazilabilir:
f.=(QF(1) () ne{0,1,..,.N-1} (4.13)
P/ o . .
(4.11) ifadesi (4.13) de yerine yazilirsa ve ortogonallik bagintist saglanir.
<Q,MM>:@W m,ne{0,1,...,N -1} (4.14)
R (1) k(1)
Ayrica (4.8) ve (4.12) den
<Q,MM>=O, me{0,1,...,N} (4.15)
R(4) R(4)
ifadesi yazilabilir. Bu da Teorem 1 den dolay1 su anlama gelmektedir ki J matrisinin
genellesmis spektral fonksiyonu (4.12) formuna sahiptir. |
Tanim 12.

Teorem 4 den dolay1

{A. ,Bkj(j =1..,m.,k=1..,p)} birlesimi J matrisinin genellesmis spektral
fonksiyonunun yapisini belirler. Boylece bu birlesime J matrisinin spektral verisi
denir. Her k e{L,2,..., p} i¢in

arooos Bin
dizisine A, 6zdegeriile J matrisinin normalize dizisi denir.

Eger (1.1) formunda verilen J matrisinin ilk satir1 ve ilk siitunu silinirse asagidaki
matris elde edilir:
a® =a
b® =b

ne{0,1,..,N -3},
olmak tizere
ne{0,1,..,N -2}

n+1?

n+1?

J® matrisine J matrisinin birinci kesilmis matrisi denir.
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R @

b, 0 0 0 0
S a0 0 o
0 a b, 0 0 0
Jo = :
(1) (1)
0O 0 0 .. b, a, O
(1) 1) (1)
O 0 O N-4 N-3 N-3
(0 0 0 ... 0 a/, b,|
Teorem 5.

J matrisinin S, normalize sayilari, kismi kesirler ile
det(3® - Al)
det(J — AI)

rasyonel fonksiyonlari1 ¢dziimlenerek hesaplanabilir.

ispat.
Sirastyla P® (1) ve QP (A1) polinomlarmmn J® matrisine karsiik gelen birinci ve

ikinci tiir polinomlar oldugunu gosterelim. Asagidaki ifadeler dogrudur:

PY(1) =2,Q,, (AR (), ne{0l..,N-1, (4.16)
QP (1) = %{(/1 —-b))Q (MR (A -R. (AR (A}, ne{01.. ,N-1. (4.17)

Bu esitliklerin her iki tarafi da ayni fark denkleminin ¢6ziimiidiir.
a‘rgl—)lyn—l_'_brgl)yn +a‘r(11)yn+1 :ﬂ“yn’ n 6{0’11"" N _2}1 al(\ll)—Z :1’
ve iki taraf da n=0 igin denktir. Bundan dolay1 esitlik, ¢ozlimler i¢in teklik teoremini

saglar.

Sonug olarak, Lemma 1 den ve (4.16) dan

0.0 P (A)

det(J® - A1) = (-)"*al’a’a QAR (4) (/I)POM).

=(-D"*aq....a, 8,

"R R(4)
(2.7) den
o _
M (ﬂ)zQN(i)PO(/I) =_det(.] Al)
P, (1) det(J — A1)
ifadesi elde edilir. Bu ifade (4.9) ifadesiyle aynidir. [

31



5. SPEKTRAL VERININ TERS PROBLEMIi

Ters spektral problem demek J matrisini kurtarma problemi demektir, yani verileri a,

ve b, olan spektral veri.

Teorem 6.

Kompleks sayilarin keyfi bir birlesimi verilsin.

A By (1=1...,m k=1..,p)} (5.1)
burada 4,4,,...4, A<p<N) ler farkl, 1<m, <N), ve m+m,+..+m =N. Bu

birlesimin siwrasiyla (1.2) verileri ile (1.1) formundaki bazi J Jacobi matrisleri i¢in

spektral veri olabilmesi igin gerek ve yeter sart asagidaki iki kosulun saglanmasidir:
p
() Zﬁkl =1
k=1

(i) ne{l,2,..,N-1 i¢cin D, #0 ve D, =0, burada D,, (3.24) deki gibidir.

ZZ( jﬂk, ' (5.2)

k=1 j=1

|
n, =min{m,, 1 +1}, [J :J iki terimli katsay1.

ispat.
(=) Gerekliligin ispati Teorem 3 deki gibidir. J matrisinin genellesmis spektral

fonksiyonu (4.1) den dolay1 spektral veri tarafindan tanimlanir ve (5.2) sayisi <Q,ﬂ'>
p

ifadesine denktir. Ayrica, Z B = <Q,1> =5, =D,.
k=1

Teorem 2 nin (iii) kosulu asagidaki ifadeye sahiptir.

T(/1)=(/1—ﬂ1)"‘1...(/1—/1p)m“ (5.3)
Bundan dolayi (5.2) ifadesi dogrudur.
(<) Varsayalim ki (5.1) katsayilar1 sayilar1 teoremdeki kosullar1 saglasin. Bu verileri
kullanarak (4.1) formiilinden C,,[A] uzayindaki Q fonksiyonelini kuralim. Q

fonksiyoneli Teorem 3 kosullarin1 saglar. Bundan dolayr Q genellesmis spektral
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fonksiyonu i¢in (1.1) formunda bir J matrisi vardir. Simdi (5.1) birlesiminin J

kurtarma matrisi i¢in spektral veri oldugunu ispatlayalim. Bunun i¢in (4.3) baslangic

P, R AW
R(A) RA) T RA

kosullar1 altinda (4.2) denkleminin ¢6ziimii olan polinomlarini

tamimlayalim. Bu da J matrisini kurmak demektir. (2.8), (2.9) bagintilar1 ve asagidaki

esitlikler saglanir.

P.(4) R.() _
a, _<Q,/1 P P.(2) > ne{0,1,..,N-2} (5.4)
_ Py (4) . B
b, _<Q,ﬂ. Po(ﬂ)>’ ne{0,1..,N-1} (5.5)

Ozellikle (4.8) ifadesinin sirastyla m,,...,m, ¢okluklart ile J matrisinin 6zdegerleri
olan 4,..., 4, leri sagladigmi gostermektedir. (5.3) deki gibi T(4) tanimlansin. ¢ bir

sabit olmak tizere VA € C i¢in

N2 PN—Z (ﬂ‘) +bN_1 —1(2') (l) — ﬂ/ PN—l(l) (56)
R (1) R (1) R (1)

yazilabilir. Dogrulugu gésterilirse buradan ve y, =B (1), n=N -1 esitlikleri ile (4.2)
A (4)
R (4)

P.(1)
R (4)

den a, , =CT (4) ifadesi elde edilir.

=n (0<n<N-1), degT(4) =m+..+m =N oldugundan

P, R AW
R(A) RA) TRA)

T(A) derecesi N ye esit ya da kiigiik olan biitiin polinomlarin

lineer uzayinin bir temelini olusturur. Bundan dolay1 asagidaki ayristirma yapilabilir.

Rua(4) M%)
AN o () =cT(A)+ Zc oL (5.7)

burada c,c,,c,,...,Cy_, ler sabit. (5.3) ve (4.1) den dolay1

<Q T(A) ng> =0, ne{0,1..,N}.

(5.7) ifadesini agacak olursak

P GO N T L 22 NN WL C) B, W )
P(2) "R RO R TRM)
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Bundan dolay1 (2.8), (2.9) ve (5.4), (5.5) bagmtilarindan

c,=0 (0<n<N-3), cy,=a,, Cny =Dy -
Boylece (5.6) ifadesinin dogrulugu kanitlanir.
Simdi her bir k e{L,..., p} icin {B,,, ..., B, } dizisinin 4, 6zdegerleri ile birlestirilen J
matrisinin normalize serisi oldugu gosterilmelidir. Daha 6nce 4, nmin m, ¢oklugu ile J
matrisinin bir 6zdegeri oldugu gosterilmisti. A, 6zdegeri ile birlestirilen J matrisinin

normalize serisi {f;,.... Bn } seklinde olsun. Bundan dolay <Q,G(l)> icin (4.1) de

B, yerine B, yazilirsa (4.1) ifadesi ile taraf tarafa ¢ikarilirsa her G(4) € C,[4] i¢in

> >l Pagunsy o

S5
ifadesi elde edilir. GYU™ (A ) degerleri keyfi degerler olabilir. Her k ve j igin
ﬂkj ::Bkj- u
Teorem 6 kosullart altinda J matrisinin a, ve b, verileri (5.1) birlesimi i¢in spektral

veridir. Boylece (3.35) ve (3.36) formiilleri yeniden kurulmus olur.
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6. REEL JACOBI MATRISIN GENELLESMIS SPEKTRAL FONKSiYONUNU
TANIMLAMA

Bu béliimde, kompleks Jacobi matrisinin genellesmis spektral fonksiyonu tizerinden
reel Jacobi matrisinin genellesmis spektral fonksiyon tanimlanmistir. m negatif

olamayan bir tamsay1 olsun. R, [1], reel katsayili A <2mdereceli biitiin polinomlarin

halkasin1 géstermektedir.

Tanim 13.

G(1)=0, -—w<A<oo esitsizligini saglayan ve sifir olmayan biitin G(4) e R,, [1]
polinomlar1 i¢in <Q, G(ﬂ)) >0 ise C, [4] uzayinda tanimlanan Q lineer fonksiyoneli

pozitiftir denir.

Lemma 2.

Q fonksiyoneli C, [A] uzayinda porzitif fonksiyonel ise R, [A] uzayinda sadece reel

deger alir.

ispat.
Q fonksiyoneli i¢in k €{0,1,...,m} olmak iizere <Q,/12k> degerleri reeldir. Aym

zamanda pozitiftir. Yanisira, k €{L,2,...,m} olmak iizere A7 tek terimlisi 2k dereceli

negatif olmayan iki polinomun bir farkini belirtir:
2/121(71 — //LZku (i +l)2 _/12k72 (/12 +1) .
Bundan dolayr k €{1,2,...,m} olmak iizere <Q,/12k‘1> degerleri hem reel hem de iki

pozitif saymin farkidir. Boylece ne€{0,1,...,2m} igin <Q,ﬂ,“> degeri reeldir. Bundan

dolay1 G(4) e R, [1] olmak iizere <Q,G(ﬂ,)> reeldir. [
Lemma 3.

Her ne{0,1,...m} icin D, >0 ise Q lineer fonksiyoneli C, [A] uzayinda pozitiftir.

Burada
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S, :<Q,ﬂ,'>, 1 =0,1,...,2m olmak iizere

S0 Sl sn
S S S
Dn: 1 .2 n+l’ n:011, m
Sn Sn+1 SZn
ispat.
G(1)=0, -—-ow<A<w (6.1)

esitsizligini saglayan ve sifir olmayan herhangi bir G(1) e R, [A] polinomu asagidaki
gibi belirlenir.

G(A) =[A) +[BA)* (6.2)
burada A(A1), B(A) derecesi m ye esit ya da kiiciik olan reel katsayili polinomlardir.
Gergekten (6.1) den degG(1)=2p olsa bile p<m dir. Bundan dolayr lineer

carpanlarin ayristirmasi asagidaki gibidir:
p - -
G(4) = CH (A—a —iB)A - +if),
k=1

burada ¢>0, g 20, «, reeldir (o, +if, kokler arasindadir). Yukaridaki ifade

diizenlenip yazilirsa
p - -
Je [T -a —iB) = A(A) +iB(A),
k=1

ifadesi elde edilir. A(1), B(A) reel katsayili ve (6.2) ifadesini saglayan polinomlar

olsun. x, Yy, reel say1 olmak iizere

P P
A() =D % A", B(A) =)y, A"
k=1 k=1

p p
<Q’G(ﬂ“)> = Z SiaXjX + Z Sik Y Y-

J:k=0 j.k=0

Bu da Lemmanin dogrulugunu gosterir. [
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Teorem 7.

C,\[A] uzayinda tanimlanan Q lineer fonksiyoneli (1.3) verileri ile (1.1) formundaki

bir reel Jacobi matris i¢in genellesmis spektral fonksiyon olabilmesi icin gerek ve yeter

sart asagidaki kosullarin saglanmasidir:

i (Q1)=1

(i) C,\ ,[A] uzayinda Q pozitiftir.

(iii) degG(A) < N olmak iizere biitiin G(A) polinomlart i¢in

<Q, GA)T (/1)) =0 olacak sekilde degT (1) =N olan bir T(1) polinomu vardur.

ispat.
(=) (2.8) den m=n=0 i¢in (Q,1)=1 dir. Reel J Jacobi matrisinin Q genellesmis
spektral fonksiyonunun C,, ,[A] uzayindaki pozitifligin ispati i¢in

G(4)=20, -—-w<A<w
esitsizligini saglayan ve sifir olmayan keyfi bir G(4) e R, ,[4] polinomu tanimlansin.
Bu polinom Lemma 3 den dolay1

G(4) =[AT +[BA) (6.3)
ifadesi yazilabilir. Burada A(1), B(A) derecesi N —1 e esit ya da kii¢iik olan reel

R R R.()
RA RA) R()

katsayili polinomlardir. R, ,[A]uzaymnin temelini olusturan

reel katsayili polinomlart i¢in asagidaki ifade yazilabilir. c,, d, sifirdan farkli reel

sayilar olmak iizere

RIS & R()
AD=265 0y BO=2dgpoy

Bundan dolayr (2.8) deki “ortogonalllik” 6zelligi kullanildiginda (6.3) ifadesinden

(Q,G(1) = Ni (cZ+d?) >0 elde edilir.

k=0

Q fonksiyonelinin dzelligi T (2) = %)
R (1)

0

alinirsa (2.9) dan teoremin (iii) kosulunu

gerektirir. Boylece (iii) kosulu saglanmis olur.
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(<) Teoremin kosullari, yani Teorem 2 nin biitiin kosullar1 saglansin. Aslinda sadece
Teorem 2 nin (ii) kosulu ispatlanmasi gerekir. degG(4) =n< N —1 olacak sekilde bazi
G(A) ve degH(A) =n olan biitiin H(A) polinomlar igin,

(Q,G(A)H(A)) =0 (6.4)

olsun. G(1) =0 oldugu gosterilmelidir.
G(1)=> g%, H(A)=> ha’,
k=0 =0
Ifadeleri ve (6.4) geregi

Zhj (ngskﬂ.jzo.
k=0

j=0

hy,h,....h, (h, #0) keyti oldugundan, son denklem

> 08, =0, j=01...n (6.5)
k=0

Elde edilen son ifade g,,9,,...,d, ile ilgili olan cebirsel denklemleri lineer homojen
sistemidir ve bu sistemin determinanti D, determinantina denktir. Teoremin (ii)
kosulundan ve Lemma 3 den dolayr D, >0. Boylece D, #0 ve bundan dolay1 (6.5)
sistemi sadece asikar ¢oziime sahiptir g, =¢, =...=¢, =0.

Boylece Teorem 2 nin biitiin kosullar1 saglanir. O halde, genellikle, Q genellesmis
spektral fonksiyonu i¢in (1.2) verileri ile (1.1) formunda bir kompleks J Jacobi matrisi
vardir. J matrisi (3.35), (3.36) formiilleri kullanilarak elde edilir. J matrisinin reel

oldugu gosterilmesi kaldi. Lemma 2 ve Lemma 3 den ne{0,1,..,N -1} icin D, >0
yazilir ve A, determinantlart reeldir. Bundan dolayr (3.35), (3.36) formiilleri J

matrisinin reel oldugunu gosterir. ]

Asagidaki teoremin ispat1 Teorem 3 iin ispat1 ile esdegerdir.

Teorem 8.

C,\[A] uzayinda tanmimh Q lineer fonksiyoneli verilmis olsun. Q fonksiyonelinin (1.3)

verileri ile (1.1) formundaki reel J Jacobi matrisi icin genellesmis spektral fonksiyon
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

D,=1, D #0 (n=12..,N-1), ve D=0,
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D, . (3.23) ve (3.24) de tammhidur.
Teorem 8 kosullar1 altinda J matrisinin a, ve b, verileri ki spektral fonksiyon olan Q

fonksiyoneli (3.35) ve (3.36) formiilleri tarafindan yeniden kurulmustur.
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7. REEL JACOBIi MATRISLERIN GENELLESMIiS SPEKTRAL
FONKSIYONUNUN YAPISI

Bu boliimde (1.2) verileri ile (1.1) formundaki herhangi bir J Jacobi matrisi igin iki

lemma ispatlanmistir. J Jacobi matrisinin sahip oldugu (4.2) denklemi verilsin.

Sirastyla (4.3) ve (4.4) baslangig kosullarim saglayan denklemin ¢oziimleri {P,(A)}\_,

ve {Q,(A)}_, olsun.

Lemma 4.
Ria(D)Qy (A) =R (A)Qy 4 (4) =1+ 1 (7.1)

denklemi dogrudur.

ispat.
an—l Pn—l (ﬂ') + bn Pn (l) + an I:)n+1 (ﬂ“) = ﬂ’Pn (ﬂ“)!
ne{0,1..,N -1}, a,=0 a=1

an—lQn—l (ﬂ“) + ann (2’) + an(gn+1 (ﬂ“) = ﬂ'Qn (2)1
ne{0,1..,N -1}, a,=1 a,;=1

(7.2)

denklemleri sirasiyla Q. (1) ve P,(4) carpilip
a,,Q, (DR (1) +b,Q, (MR, (1) +2a,Q, (AR, .(1) = 1Q, ()R, (1),
a, 1R, (1)Q,1(4) +b,R,(1)Q, (1) +a,F,(1)Q, .. (1) = AR, (1)Q, (1),
elde edilen iki denklem taraf tarafa ¢ikarilirsa
a,,[F1(1)Q,(1) -R(NQ, (W] =4a,[F,(1)Q,..(}) -F..(DQ,(A], ne{L.2,...N-1}
P (1) ve Q,(1) ¢dziimlerinin Wronskiani olan a_[P,(1)Q,.,(1)—P,,,(1)Q, (1)] ifadesi
ne{0,1,... N —1} e bagh degildir.
n=0 i¢in a,[P,(1)Q(1)-P(1)Q,(A)] ifadesi diizenlenip yeniden yazilirsa

1 A-h
a,[(L+ ). — - 2%
%

.0]=1+ 1 olur ve biitiin ne{0,1,..., N =1} ler i¢in esit oldugundan

n=N —1 alindiginda (7.1) ifadesi elde edilir. [ ]
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Lemma 5.
PRI R (DR L) = Y PE(D) 73)

denklemi dogrudur ve tiirev 1 parametresine goredir.

ispat.
(7.2) denklemi R, (A) a bdliiniip

Pa)  y P o Pl _ ) R
" RMA) "RA " RMA R\

A ya gore tiirevi alinirsa

PLARMA) -RLARA) , | R (AR -RMAR(A)
R (2) “ R(4)

PLARA)-PL(AR'(A)  (P(1)+AP(A))R(1) - AR (AR (1)
" P (4) - R (1)

ifadesi elde edilir. Diizenlemeler yapilip

2, PL (AR (D) -a,,P . (DR(A) +b,R (DR (1) ~b,R (DR (2)

+8,P11 (DR (4) —a, P (DR (2) = P (AR (A) + AP/(A) Ry (4) — AR, ()R, (4) olur.
PO' (1) =+ 1) =1 yerine yazilirsa

a,,P (AR (D) +b,R (DR (D) +a,PL (DR (D) - (&P, (1) +b,R (1) +a,P,, (1))
=P (1)R(A) + AR/(1)R (1) — AR,(4) olur.
Son olarak a, ,P, ,(4)+b,P,(1)+a,P, (1) = AP,(1) oldugundan

a_ P ()+bP'(A)+a P (1) =P (1)+AP/(1)

(7.4)
ne{0,1.., N -1}, a,=0, a,,=1

ifadesi elde edilir. Simdi (7.2) denklemi [Mj ifadesi ile carpilip
0

a —1Pn—1(/1)(P (ﬂ,)J n n(ﬂu)(P (l)] n n+l(ﬂu)(P (ﬂ,)] ﬂpn(ﬂ«)(m]
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(R, (MR - R (DR (R (MR -R (DR

a, ;P (4) +b P (1)

R (4) P (4)
aP () (P ()P, ()-RARD) _ ;b (P (AP, (1) - PR
R (2) PZ(2)

diizenlemeler yapildiktan sonra

a,,P (DR (DR(D) +b,P. (DR (DR (A) +a,P.. ()P (DR(2)
-P,.(A)(a,1P1 () +b,R (A) +8,R,..(A) = AR, ()R, (AR, (2) — AP, ()P, (1)

a,,P (PR (D) +b,P, ()P (D) +a,R,..(A)R (1) = AR, (1P, (2)

+1

elde edilen son ifade ile, (7.4) ifadesinin P, (1) ile ¢arpilip

a,4P 1 (DR, (A) +b,R (AP, (1) +a,R, (AR, (1) = B (A) + AR(A)P,(2)
elde edilen ifade taraf tarafa ¢ikarilirsa
a,4[P 4 (AP (A) = PL ()R (A]-2,[P..(A)P,(A) — P ()R (D] =-F (1)
ne{0,1,...,N -1} olur.
Son denklemin n=0,1,...m (M<N-1) degerleri i¢in toplami alimirsa ve (4.3)

baslangi¢ kosullar1 kullanilirsa
a, [Py (AP, (1) =P, (D)P' L (AD]=D P (A), me{0,4...N-1}
n=0

ifadesi elde edilir. m=N —lalinip a, , =1 oldugu dikkate alinirsa lemma ispatlanmis

olur. m

Lemma 6.
P (4)

(1.3) verileri ile (1.1) formundaki herhangi bir reel J Jacobi matrisi igin P (D)
0

polinomlarinin kokleri basittir.

Ispat.
A ()

m polinomunun bir kokii 4, olsun. (2.7) den dolay1 A,, J matrisinin bir
0

6zdegeridir ve reeldir. (7.3) de A =4, ve % =0 (yani B, (4,)=0) alinirsa
0
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PuaAo)R (a) = X P () (75)

olur. Burada P, (A1) reel katsayilara sahip ve A nin reel degerleri i¢in esitligin sag tarafi

sifirdan farklidir ve P,(1) =1+ 4 #0. Sonug olarak, Py(4,)=0 olur ki bu da I:)N((j))
0
polinomunun kokii olan A, 1n basit oldugunu gosterir. ]

Lemma 7.
(1.3) verileri ile (1.1) formundaki herhangi bir reel J Jacobi matrisi tam olarak N

reel ve farkli 6zdegere sahiptir.

ispat.
J matrisinin 6zdegerlerinin gercekligi Hermityen olmasindan anlasilmaktadir. (2.7) den

A (4)

P (1) polinomunun kdokleri ile J matrisinin 6zdegerleri denktir. N dereceli olan bu
0

polinom N koke sahiptir. Lemma 6 dan dolay1 bu kokler birbirinden farklidir. n
Bir sonraki teorem reel Jacobi matrisin genellesmis spektral fonksiyonunun yapisini

tanimlamaktadir.

Teorem 9.

J, (1.3) verileri ile (1.1) formunda bir reel Jacobi matrsi ve Q, bu matrisin

genellesmis spektral fonksiyonu olsun. Herhangi bir G(A) € C, [1]

(Q.6()=3 A6, 6)

Burada A,...,A, ler J matrisinin 6zdegerleri ve f,,..., B |er pozitif reel sayilar olmak

lizere J matrisi tarafindan bir tek determinanta sahiptir.

Ispat.
R ()

0

Lemma 6 dan,

polinomunun A,,..., 4, kokleri basittir. Bundan dolayr (7.6)

formiilii (4.1) den ve (4.9) un ayrismasindan
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Q) & B
P (4) ‘kz_;z—ﬂk

ifadesi elde edilir. Boylece
Qv () =BR(4) (7.7)
olup diger taraftan, (7.1) ve (7.3) i¢in A=A, alnip B, (4, )=0 olmak {izere yeniden

hesaplanirsa sirasiyla

Fua (A)Qu (4) =1+ 4, (7.8)
RGP (A) = 3 PE(A) 79

ifadeleri elde edilir. (7.7), (7.8) ve (7.9) ifadeleri karsilastirilarak (7.8) ile (7.9) ifadesi

taraf tarafa boliinlirse
-1

pi-ae0{ SR )] (7.10

olur. Bu nedenle g, >0 dir. ]

{P.(A)},, J matrisininl,_ 6zdegerine karsihk gelen 6zvektdrii oldugundan (7.10)

formiiliinden dolay1 S, sayilart J matrisinin normalize sayilari diye adlandirilir.

Tanmim 14.
(1.3) verileri ile (1.1) formundaki J matrisinin 6zdegerlerinin birlesimi ve normalize

sayilarma {4, B, (k=1,...,N)} matrisin spektral verisi denir.

Uyari 2.

Varsayallm ki A, 4,,..,4, olmak iizere @(4) fonksiyonu (—oo,0) araliginda
azalmayan basamak fonksiyonu olsun.

o(A) = Z B

A <A
seklinde tanimlansin. Burada A, < Adegil ise @w(1)=0 dir. Boylece J matrisinin

0zdegerleri (1) fonksiyonunun artig noktalaridir. (7.6) esitliginden

(Q,G(4)) = T G(A)dw(2),
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yazilabilir. Buradaki integral Stieljes integralidir. Bundan dolay1 (4.14) ortogonal

bagintisindan
J'Pm(/l)Pn(}t)da)(l)=5mn, mne{0,1,...,N -1}
ve (4.13) agilimindan
f = j F(A)P.(A)dw(1) =6, ne{0,1.., N-1}
yazilabilir. Burada F (1), (4.11) de tamimlandig: gibidir:
N-1
F(4)=2 f.P.(2).
m=0

Boyle bir w(4) fonksiyonu bir J matrisinin spektral fonksiyondur ( Bknz. [21] ). Bu

aciklamalar genellesmis spektral fonksiyon teriminin kompleks durumu igindir.
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8. REEL JACOBI MATRISLER ICIN TERS SPEKTRAL PROBLEM
Reel Jacobi matrisler igin ters spektral problem spektral veri tarafindan matrisin

kurtarma problemidir.

Teorem 10.

A B (k=1..,N)} (8.1)
Sayilarimin keyfi bir birlesimi verilsin. Bu birlesim (1.3) verileri ile (1.1) formundaki
reel J Jacobi matrisi igin spektral veri olabilmesi igin gerek ve yeter sart asagidaki iki

kosulun saglanmasidir:

() A, A,,..., Ay sayvilar reel ve farklidrr,

N
(i) B, B, ..., By sayilar: pozitiftir ve Zﬁk =1
k=1

ispat.
(=) Teoremin gerek sart1 yukarida ispatlanmistir.
(<) Varsayalim ki teoremin iki kosulunu da saglayan (8.1) birlesimi olsun. Bu

verilerden dolay1
(QGW) =2 AG(A).  G(A)eCyl] (82)

olacak sekilde C, [A] uzayinda Q fonksiyoneli tanimlansin. Q fonksiyoneli Teorem

7 nin kosullarini saglar. Bundan dolay1

(Q1)=> B-=1

k=1

b=

elde edilir. Simdi
G(1)=0, -—ow<A<w

esitsizligini saglayan ve sifir olmayan keyfi bir G(4) e R, ,[A] polinomu tanimlansin.

Lemma 3 iin ispatindan bu polinom agagidaki gibi gosterilir:
G(4) =[A)T +[BA)I".
Burada A(4),B(4) derecesi N —1 e esir ya da kiigiik reel katsayili polinomlardir.

(0.6(0)= 3 ACGI=X ATAG + 3 ATBAIF 20 3
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(8.3) deki esitligin dogru olmadigr gésterilmelidir. (8.3) esitligi var ise biitiin £, pozitif
sayilar1 igin

Alh) = Al4,) =...= A(4y) =0 ve B(4)=B(4)=..=B(4)=0.
Bundan dolay1r A(1)=0 ve B(4)=0 dir. Cinki A4,4,,.., 4, ler farkli ve
deg A(1) <N -1, degB(A) <N —1. Dolayistyla G(A)=0 olur ki bu da bir ¢eligkidir.
Sonug olarak,

T(A)= (A= A)n(A=Ay),

icin Teorem 7 nin (iii) kosulu herhangi bir G(1) polinomu i¢in saglanir.

(Q.6UT() =3 ABAIT(R) =0

Boylece (8.2) de tamimlanan Q fonksiyoneli Teorem 7 nin biitiin kosullarin1 saglar.
Bundan dolayr Q genellesmis spektral fonksiyonu igin (1.3) verileri ile (1.1) formunda
bir reel J Jacobi matrisi vardir. Ayrica, Teorem 6 nin kosullarinin yeterliliginin
ispatindan dolayr {4,/ (k=1..,N)} birlesimi kurtarilan J matrisi igin spektral
veridir. ]

Teorem 10 un kosullar1 altinda J matrisinin a, ve b, verileri spektral veri olan (8.1)

birlesimi i¢in (3.35) ve (3.36) formiilleri tarafindan yeniden kurulmustur.
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