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OZET

Yiksek Lisans Tezi

Sonsuz Matrislerle Tanimlanan Ozel Operatdrler

Zeliha MAGDEN

Adiyaman Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal1

Danisman: Prof. Dr. Manaf MANAFLI

Bu calismada sonsuz matrislerle tanimlanan operatorlerle 1lgili
sinirlilik, toplanabilirlik ve operatdriin tersinin varligi gibi bazi temel
kavramlar ile Cesaro, Norlund, Toeplitz gibi bazi1 6zel operatdrlerin bir

takim temel 6zellikleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Sonsuz matris, operator, toplanabilme, regiilerlik,

terslenebilirlik.



ABSTRACT

Master Thesis

Special Operators Defined By Infinite Matrices

Zeliha MAGDEN

Adiyaman University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Manaf MANAFLI

In this study, some main concepts such as summability,
boundedness, regularity and invertibility of special operators defined by
infinite matrices are investigated. Some of the key features of a number
of special operators defined by infinite matrices like Cesaro, Norlund,

Toeplitz are examined.

Key Words: Infinite matrix, operator, summability, regularity,
invertibility.
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SIMGELER DiZiNi

R Reel Sayilar Kiimesi

C Kompleks Sayilar Kiimesi

S Biitiin dizilerin uzay1

c Yakinsak diziler uzay1

Co Sifira yakinsayan dizi uzayi
Lo Sinirl diziler uzayi

L Mutlak yakinsak diziler uzay1
A A kiimesinin y1gilma noktalarinin kiimesi
A A kiimesinin kapanis1

T T operatdriiniin tersi

(X,d) Metrik Uzay

I]. 1l Norm Fonksiyonu

D(T) T operatdriiniin tanim kiimesi

R(T) T operatoriiniin deger kiimesi

p(T) Resolvent (¢oziicii) kiime

o(X) X’ in spektrumu

SUpPA A kiimesinin En Kii¢iik Ust Sinir1, supremumu

B(X) Banach uzayimda tanimli tiim sinirli lineer operatorler kiimesi

Vi



BOLUM 1

GIRIS

Bu bolumde, baz1 temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 1.1. X bos olmayan bir kiime ve K, reel veya karmasik sayilar

cismi olsun.

+: XXX—X
s KxX—X

ikili islemleri her «, B € K ve X, y, Zz € X i¢in, asagidaki o6zellikleri
sagliyorsa X kiimesine K f{izerinde bir lineer uzay (vektor uzayi) adi

verilir.

L1) x+y=y+X

L2) (xty)+z=x+(y+z)

L3) x+ 6 =x olacak sekilde 6 € X varduir.

L4) Her bir x € X i¢in x+(-x)=0 olacak sekilde bir (-x) € X vardir.
Ls) 1.x=x

Le) a(xty)=ax+tay

L7) (a+ B)X=ax+ X

Lg) a(BXx)=(a B)X.



Tanim 1.2. @#X bir kiilme ve XxX’te taniml1 bir fonksiyon olsun. Eger
asagidaki sartlar saglaniyorsa, d fonksiyonuna X’te bir metrik (veya X
tizerinde bir uzaklik fonksiyonu) ve (X,d) ikilisine de bir metrik uzay
denir. V X, y, z € X igin;

M1) d negatif olmayan, sonlu ve reel degerli bir fonksiyondur.
My) d(x,y)=0ex=y (Bir noktanin kendisine uzaklig1 sifirdir)

M3) d(x,y)=d(y,x) (Simetri 6zelligi)

M,) d(x,y)< d(x,z)+d(z,y) (Uggen esitsizligi).

Tanim 1.3. N bir lineer uzay olsun. ||.|l:N - R* fonksiyonunun x’teki
degerini [|x|| ile gosterelim. x, y € N ve bir o skaleri igin;

N1) [Ix]l=0&x=6

N2) llox][=]ol[lx]]

N3) [Ix +yll < [Ixll +llyll (li¢gen esitsizligi)

sartlarin1 saglayan |.|| fonksiyonuna N iizerinde norm denir ve (N, |.]])

veya sadece N ile gosterilir.

Tanim 1.4. Dizi Uzaylari: Kompleks veya reel terimli tim x = (xy)
(k=1,2,...) dizilerinin kiimesi s ile gosterirsek; x = (xx), Y= (yx) ve a bir

sabit olmak iizere,

x+y= (xx+ i) ve ax=(a xy)



seklinde tanimlanan islemler altinda bir lineer uzaydir. Diger bazi1 dizi

uzaylari:

Yakinsak diziler uzayzi: ¢ = {x=(xg): (xx) yakinsak}
Sifira yakinsayan diziler uzayi: ¢y = {x = (xy) : (x¢) sifira yakinsar}
Sinirlt diziler uzayzi: oo = {xX = (X¢) :supg|xg| < o}
Mutlak yakinsak diziler uzayi: [ = {x= (%) 2 |Xk|<0}

Bu uzaylardan cj, c ve ¢, dizi uzaylari, |[x|| = supg|xx] normu

altinda ve [ dizi wuzay:r [[x|| =Xy [xx] normu altinda birer normlu

uzaydir.

Tanim 1.5. X=(X,d) bir metrik uzay ve (Xx,) bu uzayda bir dizi olsun.
Verilmis her hangi bir € > 0 i¢in m,n>ny oldugunda d(x,,x,) < € olacak

sekilde bir ng=ng(g) sayis1 varsa (x,) dizisine Cauchy dizisi denir.

Tanim 1.6. B, karmasik sayilar cismi C’de bir vektor uzayi ve
Rt ={re R:r > 0} olmak lizere;
i) B uzayinda N normu, B—R" taniml1 bir fonksiyondur.

ii) B uzayr N normuna gore tamdir (B’deki her Cauchy dizisinin N

normuna gore limiti B’dedir).

Yukaridaki sartlar1 saglayan B uzayimma N normuna goére tam,

normlu lineer uzay (Banach Uzay1) denir.

Ornek 1.2. C-Kompleks Sayilar Kiimesi |.| normuna gdre Banach

uzayidir.



Ornek 1.3. c-Yakinsak Diziler Kiimesi ||(z,)|l = supklzc| normu ile Banach

uzayidir.

Ornek 1. 4. £,-Sinirl1 Diziler Kiimesi ||(z)|l = supglzx| normu ile Banach

uzayidir.

Tanim 1.7. n satir ve k siitundan ibaret olup, elemanlart karmasik sayi

olan,

do,0 do,1 402 -+ A0k
aig a a;p ... a
A=[310 311 A1z Lk

an,O an,l an,2 an,k

tablosuna sonlu matris denir. Kisaca,

A=(ai_j) (i=0,1,2,...n; j=0,1,2,...k)
ile gosterilir.

Tanim 1.8. A= (a,) sonsuz matrisi vn=0,12,.. ve Vk=0,12,.. icin

a,x karmasik say1 olmak iizere,

dp,0 dp,1 Qo2 - Aok 'l
I a10 d11 A1,2 . A1k e I
A=(agy)=| i &+ i P
[an,o dp1 dp2 - Apk J

seklinde tanimlanir.

Tanim 1.9. Matris Carpimi: Sonlu matrislerde A ve B gibi iki matrisin
carpiminin tanimli olabilmesi i¢in A matrisinin satir sayisi, B matrisinin

siitun sayisina esit olmalidir. Eger A bir mxn matris, B de bir nxp matris



ise, C=AxB bir mxp matris olarak tanimlidir. C=(c;;) matrisinin i. satir ve

j. stitununda bulunan ¢=(c;;) elemani, A matrisinin i.satir elemanlari,
dj1 a2 . Ajp

ile B matrisinin j. slitun elemanlari,

lerin karsilikli ¢arpimlarinin toplamina esittir.

Matris ¢arpimi sonsuz matrislere genisletilirse; c,x = XiZoan;bjx

olmak iizere,

[an s ][ Da ] = [ cax]

carpimi elde edilir.

Tanim 1.10. Matris Doéniisiimleri: X ile Y reel ya da karmasik terimli
dizilerden olusan iki dizi uzay1 ve A = (an,k) sonsuz bir matris olsun. Her
X € X igin ((AX)n) doniisiim dizisi mevcut ve Ax € Y ise A= (ayy)
matrisi X uzayindan Y uzayi i¢ine bir matris doniisiimii tanimlar denir.
A: X —Y seklindeki matrislerin siniflart (X,Y) ile gosterilir (Hardy
1949).

Tanim 1.11. Bir A= (a,x) matrisi verilmis olsun. Her n i¢in A,(x) =
Yk ankXx mevcut ve n-oo iken Ap(x) —» a ise (xg) dizisi a’ya A
5



toplanabilir ya da A- limitlenebilir denir ve A—limyx, =a yazilir
(Petersen 1966).

Tanim 1.12. Lineer uzaylarda tanimli1 doniisimlere operator denir.

L ve L' ayn1 F cismi flizerinde iki lineer uzay olsun. T: L- L’

operatorii, a € F olmak iizere,

T(x+y)=T(x)+T(y)
T(ax)=aT(x)

sartini sagliyorsa T’ ye lineer operator denir.

N ve N’ normlu uzay ve T: N- N’ lineer operatdor olsun her x € N

i¢in,
ITEN < Kilxll (1.1)

olacak sekilde bir K=0 reel sayisi varsa T’ye sinirli operator denir.
Simdi her x€ N—{0} i¢in ||ITX)| <K|x|l esitsizliginin saglandigi en
kiicik K’y1 arastiralim. Burada 0’y1 hari¢ tutabiliriz. Ciinkii bu halde
IT(®)|| < [|8']] = 0 olup bu deger i¢in en kiigiik K sifirdir. x # 0 ise ||x|]| # 0
olacagindan (1.1) nin her iki tarafini ||x||’e bolerek yeni bir esitsizlik elde
ederiz. Buradan K, bu esitsizligin solundaki ifadenin supremumu kadar

kii¢iik olabilir. Bu en kii¢iik K’y1 ||T|| ile gosterelim. Yani,

ITGOIl
I

[IT|| = sup{ X EN, X # 0}

olsun. Buna T’nin normu denir. T sinirli lineer operator ise ||T|| < K’dur.

Bir X Banach uzayinda tanimli tim sinirli lineer operatdrlerin

kiimesi B(X) ile gosterilir.



Teorem 1.1. A=(a,y) ile tanimli1 operatér T olsun.

i) T € B(c) ’dir ancak ve ancak
Al : = sup, Yizqlank| < o, (1.2)
Her k i¢in ay: = lim,_ a, Vvar, (1.3)

a: lim, o D-q ap, var.

ii) T € B(co)’dir ancak ve ancak her k i¢in ax=0 ve (1.2) ve (1.3)
saglanir.
iii) T € B(#»)’dir ancak ve ancak (1.2) varsa. Bu sartlarda operatéor normu
T,

Tl e £00)= 1Tl c:0= Tl (g :co)=All
dir.

iv) T € B(#1)’dir ancak ve ancak,

”At” = = supy Zl?:llankl <

olur. Bu durumda T operatéor normu |[Tll¢p,..)=IlA"ll seklindedir (Altun,
2011).

Tanim 1.13. Matris Normlari: C kompleks ve R de reel sayilar kiimesi
olmak iizere, |.|| : €™ - Rt u {0} fonksiyonu asagidaki sartlari
sagliyorsa; ||All sayisina A= (@jj)mxn Matrisinin normu denir. Bir A

matrisinin normu ||A|| ile gosterilir.

i) JJAl=0ve |JAl=0&A=0

ii) ¢ herhangi bir karmasik say1 olmak tizere, ||[cAl| = |c]|||All

iii) A ve B ayn1 mertebeden matrisler olmak tizere, ||A+ B|| < ||A]| + ||B||
(Uggen Esitsizligi)

iv) A ve B garpilabilir matrisler olmak iizere, ||AB]|| < ||Al|||B||’dir.



(i), (it) ve (iii) ile verilen aksiyomlar bir matris normu i¢in gerekli
olan aksiyomlardir. (i), (ii) ve (iii) aksiyomlarini saglayan reel degerli
bir fonksiyon, genellestirilmis matris normu oOlarak tanimlanir. Boylece
bir matris normu daima genellestirilmis matris normudur. Fakat bunun

tersi dogru degildir.

A = (@jj)mxn Mmatrisinin bazi normlari:

¢4 normu (siitun): Al = man=1,2,...,n[Zjn;1|aij|]
£, normu (satir): Al = maxj_i o _m[Xiq]ay]]
1
. p P
£, normu: AL, = (27 2|y |
£, operatér normu: IAll, = max{|Ax],: x e C", x|, = 1}

seklinde tanimlanir (Bronson 1999).

Tanim 1.14. X=(X,d) bir metrik uzay ve (x,) X’te bir dizi olsun.
lim,_. d(x,,x) =0 olacak sekilde bir x € X varsa (Xx,) dizisine X’te
yakinsak denir (Bayraktar 2006).

Tanim 1.15. {a,};y kompleks sayilardan olusan bir dizi olsun. Eger
limn%onljzl‘f’:oakzL varsa {a,}g dizisine Cesaro yakinsaktir denir ve

(C,1) yakinsaktir seklinde ifade edilir.

Cesaro  yakinsakligi, bir  dizinin  terimlerinin  aritmetik

ortalamasinin yakinsakligi ile ilgilidir.

Teorem 1.2. {a,}; L’ ye yakinsarsa, o halde {a,}; L’ ye (C,1) yakinsar
(Tersi dogru degildir).



Ispat: € > 0 verilmis olsun. Bir N; pozitif tamsayis1 vardir 6yle ki n>N;
icin |a, — L] <%£ dir. Bir N, pozitif tamsayisi vardir dyle ki n>N, igin

[[ao + -+ +an,-1] = N1L| < —s olur. N=maks{N1,N,} olsun. O halde n>N igin

n+12k 0dk — L|— lllziflolak N1L|+ - ZRon, @ — (0 + 1= NpL|

<%E+ﬁ|ZE=N1[ak_L]|S%€+ | Ziin, [ — L]

n+1

1 1 1 1 1
_ N — — < = - =
2£+n+1(n+1 N1)28 Setoe=e

n=0,1,... i¢in, a, =1+ (—=1)" 6rneginden dolay: bu ifadenin tersi,
dogru degildir. {a,}y dizisi 1raksaktir; ancak f{a,}; dizisi, asagida

gosterecegimiz gibi 1’e Cesaro (C,1) yakinsaktir. €<0 verilsin.

$h_ 4 _{n+2, n ¢ift ise
k=09k ~In 4+ 1, ntekise

Buradan,

n+2 1
22 ) -
n+1 Zk 0 | - (n+1 r1+1

N(e)>(1-¢g)/e pozitif tamsayisini segelim. n=>N(e) ise 1/(n+1)<g, érnegin

. 1
n>N(g) ise o halde |n—+12ﬂ=0ak - 1| <e olur. o

Tanim 1.16. X bir metrik uzay olsun. X teki her dizi yakinsak bir alt

diziye sahip ise X’e kompakttir denir.

Tanim 1.17. (N, || |]) ve (NI, I ||') ayni skaler cismi {izerinde normlu
iki uzay olsun. T:N - N’ bir déniisiim olsun. Xo € N ise €>0 verildiginde

Ix —xoll <& icin [IT(x) — T(xo)|l <& olacak sekilde bir §>0 reel sayisi



varsa T, Xo noktasinda siireklidir. T, tim xo € N’de siirekli ise T’ye

siireklidir denir.

Tanim 1.18. A, X metrik uzayinin bir alt kiimesi ve xo € X olsun. Xq her
bir D’'(xg, €) delik civar1 A ya ait bir nokta ihtiva ediyorsa bu xo noktasina
A’nin yigilma noktasi denir. A’nin yigilma noktalar1 kiimesi A’ ile

gosterilir.

Tanim 1.19. A, X metrik uzayinin bir alt ciimlesi, xg € X, A’nin yi18ilma

noktast olsun. A’nin yigilma noktalarinin kiimesi olan A’ ile A’nin
noktalarindan ibaret olan ciimleye A nin kapanis1 denir. A ile gosterilir.

Yani A=AUA’ dir. A’ nin kapali olmasi1 ig¢in A = A olmalidir.

Tanim 1.20. A, (X,d) metrik uzayinin bir alt ciimlesi olsun. Eger A =X

ise A’ya X’te yogundur denir.

Tanim 1.21. L, F cismi lizerinde taniml1 bir vektdr uzayt olsun. F=R veya
F=C olmasi durumunda, T:L — F operatdriine, yani degerleri reel veya
karmasik sayilar kiimesinde olan operatore fonksiyonel denir. Eger T
lineer ise lineer fonksiyonel; sinirli ise yani ||[T(x)|| < K||x|| esitsizligini
saglayan K>0 e€ R varsa sinirli lineer fonksiyonel adini alir. Bir
fonksiyonelin normu da operatorlerde oldugu gibi, [|T|| = sup{|T(x)]:

||x|]| < 1} ile tanimlanir.

C(N,N) ={T: T:N — N} siirekli lineer operatdrler kiimesi, N ve N’
normlu uzay olmasi halinde, ||T|| = sup{||T(x)|l : |Ix|| < 1} normuna goére bir
normlu uzaydir. Hatta B’nin Banach uzayi olmasi halinde C(N,B) =

{T: T:N - B siirekli lineer operatdor} kiimesi bir Banach uzay1 olur.

N’ kiimesinin R veya C olmas: durumunda, C(N,R) ve C(N,C)

kiimeleri Banach uzay1 olur. Bu uzaylara N’nin dual uzay1 denir. N* ile

10



gosterilir. Demek ki N normlu uzay ise N* ciimlesi siirekli lineer

fonksiyonellerin uzayidir.

Tanim 1.22. Ozdegerler, Ozvektorler ve Spektrum: Elemanlar: gergek
veya karmasik sayr olabilen bir A matrisi ve bir A parametresi
verildiginde, x#0 vektori icin, Ax= Ax vektdr denkleminin ¢dzliimiini
veren A degerlerine A matrisinin 6zdegerleri, buna karsilik gelen x

vektorlerine de 6zvektor denir.

X ve Y Banach uzaylari ve T: X—Y sinirl1 lineer operatér olsun.
T’nin deger kimesini R(T)={y € Y: y=Tx; x€X} ile gosterelim. X
uzayindan kendi ig¢ine tanimli tiim sinirlt lineer operatdrlerin kiimesi
B(X) olsun. X bir Banach uzay1 ve T € B(X) ise her $ € X" ve x € X i¢in
T’nin adjointi T", (T ¢)(x)=¢T(x) ile tanimli olup, X’in duali olan X~
tizerinde bir sinirli lineer operatdrdir. X#@ karmasik normlu uzay ve
T: D(T)—X, tanim kiimesi D(T)cX olan bir lineer operatdr olsun. A

karmasik say1 ve I, D(T) lizerinde birim operatér olmak iizere, T, ile
T, =T-Al

operatoriinii gosterelim. Eger varsa bu operatériin tersine resolvent
operator denir ve T, ' = (T—AD"!ile tamimlanir. A=0 ise T; ' =T~ dir.
T, ' ile T™' in ¢ogu ozelligi A’ya baglidir ve spektral teorisi bu

ozelliklerle ilgilidir.

X#@ karmasik normlu uzay ve tanim kimesi D(T)cX olan T:
D(T)—-X bir lineer operatdr olsun. T'nin regililer degeri A, bir karmasik

sayidir, oyle Ki;
R1) T, ! var,

R2) T{l sinirli,
11



R3) T,! X’te yogun bir ciimlede tanimlidir.

T operatdriinlin siirekli bir tersinin belirlenmesini saglayan, tiim
regiiler A degerlerinin kiimesine resolvent (¢oziicii) kiime denir ve p(T)
ile gosterilir. Bu kiimenin C ye gore timleyeni olan o(T)= C\p(T)

kiimesine T nin spektrumu denir.
Spektrum 3’e ayrilir:

a) T{l’in olmadig1 o,(T) kiimesine nokta spektrumu; bu kiimenin

tiyelerine 6zdegerler denir.

b) R, 6zelligini saglamayip, Rsz 6zelligini saglayan T, '’in var oldugu o,

kiimesine siirekli spektrum denir.

c) R3 6zelligini saglayan T{l’in var oldugu o, kiimesine artik spektrum

denir.
o(T) = 0,(T) U 6.(T) U o, (T).

Bir operatdoriin spektrumu, matrislerin 6zdegerleri kavraminin

genellestirilmesidir.

Teorem 1.3. (Hahn-Banach Teoremi): N normlu bir uzay, M, N’nin bir
alt uzay1 ve f, M’de taniml1 bir fonksiyonel olsun. Bu durumda f, ||f|ly =
Ifolly olacak sekilde N’de tanimli bir f, fonksiyoneline genisletilebilir
(Bayraktar 2006).
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BOLUM 2

KONSERVATIiF, REGULER VE SCHUR MATRISLER

Genel olarak verilen bir A= (a,yx) matrisi ile ilgili su soruyu
cevaplandirabilmeliyiz: Eger {z,}g z’ye yakinsayan herhangi bir karmagik
dizi ise bu dizinin A-doniisimii hangi hallerde (ve &zellikle de ayni z

limitine) yakinsar?

Yukaridaki soruya cevap olan ve ilk olarak Otto Toeplitz (1911)
tarafindan ispat edilen Silverman-Toeplitz Teoremi, Toplanabilme
Teorisinde 6dnemli bir teoremdir ve matrislerin regiilerligini karakterize

eder.

Oncelikle ilgili baz1 tanim ve teoremlere bakalim.

Tanim 2.1. A= (a,x) karmasik sayilardan olusan sonsuz bir matris

olsun.

i) Tim kompleks ve yakinsak dizilerin A-doniisimi var ve yakinsaksa
(yakinsak her diziyi yakinsak bir diziye doniistiiriiyorsa) A
konservatiftir (Powell, Shah 1972).

i) Eger A konservatif ve limitleri koruyorsa (yakinsak her diziyi
yakinsak bir diziye limitleri koruyarak doniistiiriyorsa) regiilerdir
(Powell, Shah 1972).

A = (a,x) karmasik sayilardan olusan bir matris olsun. A regiiler

ise supn{Zl‘f’:O|an,k|} < oo olmalidir.

iil) {z,}g dizisinin A-dontsimi y’ye yakinsarsa {z,}y dizisi y’ye A-
toplanabilirdir (Maddox 1970).
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iv) Eger A tim sinirli dizileri yakinsak bir diziye donistiiriiyorsa Schur
matristir (Petersen 1966).

Simdi yakinsaklik koruyan (konservatif) matrisleri karakterize eden

ve Silverman-Toeplitz Teoreminden daha genel olan bir teorem yazalim.

Teorem 2.1. Kojima-Schur Teoremi: Bir A matrisi konservatiftir ancak

ve ancak,

(I) supy Zl;.o=0|an,k| < 0o,
(II) limn_,oo an,k = ag,

(iii) lim, e Xipank = a olmasidir.o

Simdi ise Silverman-Toeplitz teoremini ve ispatini verelim.

Teorem 2.2. Silverman-Toeplitz Teoremi: Bir A= (a, ) matrisi regiilerdir

ancak ve ancak;

iI. Vk=0,12,..icin lim, c,a,x =0 (co Kosulu)
. limy e Dp—gank =1 (Satir-Toplam Kosulu)
iii. Bir M>0 igin, supn{Z]‘f:O|an,k|} <M< (Satir-Norm Kosulu)

(Powell, Shah 1972).

Ispat: (&) (i), (ii) ve (iii) sartlarinin var oldugunu kabul ederek A=
(apx) matrisinin regiilerligini ispatlayalim. {z}y, z’ye yakinsayan bir dizi
olsun. Oyleyse Vk=0,1,2,... icin 06yle bir T>0 vardir ki |z/| < T dir.
(iii)’den dolay1 Z,;”=O|an‘k||zk| her sabit n i¢in yakinsaktir. Zﬁo:olan,kl-T

yakinsak oldugundan Z,?:0|an,k| |z, | yakinsar.
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{z,}5 dizisinin z’ye yakinsadigini kabul ederek,{o,}g dizisinin de
z’ye yakinsadigini gosterecegiz (o, = Yp—oanxzk )- Once {z,}§ dizisinin
z=0’a yakinsama durumuna bakalim. € > 0 verilsin. Bir N(¢) bulmaliyiz
oyle ki n>N(g) iken |o, —z| =|o,| <& ve dolayisiyla |Zﬁ°:0 an,kal <e&
olsun. supn{zlf’zo|an,k|} < M < o oldugundan ve {z,}; sifira yakinsadigindan

bir pozitif N;(¢) = N; vardir 6yle ki n > N; iken,

|z, | < 21\:—1 ve |ZN1_1| > VT >0
(eger Ny =0ise Vn=0,1,2,..icin |z,| S dlr) N; # 0 ise o halde,
lonl = |Zio anxzk| < Ty an 12l + Ziy, [an 2] (2.1)
dir. (iii)’den dolay1
YN, [an k] lzi] < 2M+1Zk Ng[ank] < 5 (M) <3 E (2.2)

dir. N,(0,¢),..,N,(N; — 1,¢) pozitif tamsayilar1 bulunsun o6yle ki n =

N,(k,e) iken Vk=0,1,..,N;—1 igin |ank| Wdlr ((i)’den dolay).

N(¢) = maks{N,(0,¢),...,N,(N; — 1,¢€)} olsun. n > N(g) ise o halde
- 1
|lejlolankzk| = lejiollan,k“zkl <J€ (2.3)
Bu durumda (2.1), (2.2), (2.3)’ten dolayi,

Ni—1
o] < Zhto fani 1ze] + Ty, lanillze] < e +3e=¢
olur. Buradan {o,}y dizisi sifira yakinsar.
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Simdi {z,}y dizisinin sifirdan farkli bir z’ye yakinsadigini
distnelim. {w,}y dizisini, V n=0,12,..icin, w, =z, —z seklinde

tanimlayalim. {w,}; dizisi sifira yakinsadigindan
limy, e YaZo an Wi = 0
dir. Yani,

0 = limy e Yiczo ank(Z —2) = lim (XZoankzk = Li=o ank?)
= limy 0 Yo AnxZk — znlllgo Ihoank =limy o Xioankzk —z ((ii)’den)

Boylece {z,}; dizisinin A-doniisimi z’ye yakinsar ve bundan

dolayr A = (a,y) regilerdir.

() Simdi A= (a,x) ‘nin regilerliginin (i), (ii) ve (iii) sartlarini

gerektirdigini ispatlayalim. k sabit olsun. {z,};5 dizisini,

, _{O, n # kise
nT g, n=k

seklinde tanimlayalim. Agiktir ki {z,}g dizisi sifira yakinsar. A = (a,x)

regiiler oldugundan,

. . . :
0 =lim, o, 0, = limy L 220 ap7) = limy e ap

dir. Bu (i) durumunu ispatlar. Vn=0,12, ...icinw, =1 olacak sekilde
{wy}o dizisini tanimlayalim. {w,}; 1’e¢ yakinsadigindan ve A = (a,y)

regiiler oldugundan,

1= nlglgo op = limy e Zkzo dnkWk = limy, e ZkzO dnk
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elde ederiz. Oyleyse (ii) saglanir.

(ii1) sartinin ispati i¢in Once Z?=O|an’k| nin her n i¢in yakinsadigini
gostermeliyiz. Aksini kabul edelim. Bir N vardir 6yle ki Zif’=0|an’k|

iraksasin (yani fo:o|aN,k| =w). Buradan 0=K;<K; <K;... tamsayilari

vardir dyle ki Vj=12,..icin 5" |ayy| > 1'dir. {z}§ dizisini,
L

Jlk

seklinde alalim. {z,}§ kiimesi sifira yakinsadigindan ve A = (an,k) regiiler

k # 0 veyaayy = Oise

aN,k * 0ve Kj—l < k < K]
]aNk

(Vj=1,2,..icin)

oldugundan Yy, anxzx V n=0,1,2,.. icin,ozellikle de n = N i¢in yakinsar.

Fakat,

ko0 ANKZk = 1Zk =K, 1]|aNk|_ =17 Zk =K, llaNk|>Z] 175

olur, yani 1raksar. Bu bir ¢eliskidir. Bu nedenle Z];”=O|an'k| Vn=

0,1,2, ... icin yakinsar.

Simdi {Zf=0|an,k|}: dizisinin dizgin sinirli oldugunu gostermek

icin  supy{Xiiolank|} = oldugunu kabul ederek bir ¢eliski bulalim,

(mJ, {niJ§ tamsayr dizilerini asagidaki sekilde olusturalim.my = 0 ve
ng = min{n: n=>1 Vezlzoznq.llamo,kl < 1}

secelim (Z?=n+1|am0,k| yakinsadigindan ng vardir) . mg, ..., m;

j—1 Ve no,...,n]‘_l

(j = 1icin)
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: . . i—1
m; = min {m P m>my_g, Yisolamk| > 2 +2j+2 ve ZE’:O lam x| < 1}
olsun. Bir m; tamsayis1 vardir giinkii,

i) M; > m;_; segebiliriz 6yle ki Vk=0,1,2,..,n_; ve tim M=> M; i¢in
|aM,k| < 1/nj_; + 1 dir (her sabit k i¢in lim,_,, a,x = 0 sartindan dolay1).
i) My, >M;  segebiliriz oyle Ki Z?:0|3M2,k| >j2+2j+2 olur

(supn{Zf:0|an'k|} = oo gartindan dolay1).

n; = min {n P n>1njg ve X4 |amj,k| <1 }
se¢elim. Boyle bir nj tam sayis1 vardir ¢iinki Z];°°=O|amj_k| yakinsaktir.
{z,}3 dizisini,

|a(m1,k)|

_ ) nj_; <k<ny G=12,..)ve am k # 0 ise,
Zy Ja&(m; )

k 0, diger durumlarda

ile tanimlayalim. Bu dizi sifira yakinsadigindan ve A regiiler oldugundan,

On = Yr—oankZx oldugunda {o,}5 dizisi de yakinsak olmalidir. O halde,

— |y _ n;—1 1j e
|ij| = |Zk=0 am]-,ka| = |Zk=0 am; kZk + Zkznj_l Am; kZk + Zk:n,-+1 Am; kZk

n; n;_q
Z|Zk]=nj_1+1 am]-,kzk| — 2o |am]-,k| 1z, | — Zﬁo:nm am,-,k| |z .

Buradan,

1 n; 1 n;—1
|Umj 2 j_ |Zk]=nj_1+1 amj,k -1-1= 7(2]?:0 |amj,k| - ZkJ:() |am]—,k| - Zl(:o=nj+1 |amj,k|) -2
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1 1
2]—.((j2+2j+2)—1—1)—2= T(jz+zj)_z=j

[@¢]
olur. {o,}7 1raksaktir ¢inki alt dizisi, {ij} sinirsizdir. Bu istedigimiz
0

¢eliskiyi verir. Bu yiizden bir M>0 igin sup,{Xi_o|ank|} <M < o olur ve

teoremin ispati tamamlanir. O

A = (a,x) 'nin regilerligini ispatlarken kullandigimiz Silverman-
Toeplitz Teoreminin (iii) sartin1 ispatlamanin daha kolay bir yolu vardir.
(i1i) sartinin gerekliligi, teorem 2.4’de ifade edilmis olup, ispatt Diizgiin
Sinmirlilik Prensibi (Uniform Boundedness Principle) ile yapilacaktir.

Once Diizgiin Sinirlilik Prensibine bakalim.

Teorem 2.3. (Diizgiin Sinirlilik Prensibi): X Banach uzayi, Y normlu
uzay ve {Tn}, Tn: X—Y seklinde tanimli bir siirekli lineer operatdrler
ailesi olsun. Bu durumda V x € X i¢in 3 Cy: sup,||T,®)||<Cx<w ise
sup, || T, |I<C<w olur (Powell, Shah 1972).

Banach-Steinhouse Teoremi olarak da bilinen Diizgiin Sinirlilik
Prensibi “Bir Banach uzayindan normlu uzaya tanimli siirekli lineer

operatorler kiimesi sinirlidir.” seklinde de ifade edilebilir.

Satir-Norm Kosulu olarak ifade ettigimiz (ii1) sartinin gerekliligini

gosteren teorem ve ispat1 asagidaki gibidir.

Teorem 2.4. A= (a,y) regiiler ise, bir M>0 i¢in,

supp{Zizolank|} <M <

dir.
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Ispat : A= (a,y) regiler ise V n ig¢in Yio|an,| yakinsaktir (Zi_o|ank| <
). Apic — C, Ayz = Y pankzc olsun. c’de bir z elemanini sabitleyelim.
Bu durumda, (A,z) € ¢ oldugundan bir T sayist vardir ki, |A,z| < T’dir. O
halde Diizgiin Sinirlilik Prensibi uygulanabilir demektir. Yani, sup,||A,]l <

oo olur. Simdi, A,:¢c — C bir operatdr ve

dn k
B u k<N vea,, #0,
Xk =9 ank
0 diger durumlarda,

seklinde tanimlanmis olsun.

AL Il = supyz=1114nz]l = supjzj=1|Zi=o anxXk| < sup|zj=1 Timolank|1xx| < imo|ank|
yazilabilir. Ayrica,

ALl = supyz=11Anzll = supjz=1|Zio ankzk| = supjzj=1|Tieo anxXk| = kol ank|
yani,

lAnll = ZRolank|

dir. Boylece,

lAnll = Ziolan ]

elde edilir.
1Anll = sup,c T = 32 ofan|
oldugundan,
supy 1Ay || = sup, (Tizo|ank|) < o
olur. o
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Tanim 2.2. (Matris Kuvveti): A = (an'k), m pozitif tamsay1 ve all,’k = ank

olmak iizere, A™ = (a})
(am) = (am) (ani”
ile tanimlanabilir. Bu genel matris ¢arpimidir (Powel, Shah 1972).

Teorem 2.5. k> n icin a,, = 0 olan A = (an,k) matrisi regiiller m herhangi

bir pozitif tam say1r olmak tizere A™ matrisi de regiilerdir (Powell, Shah
1972).

Ispat: A:A1=(a111'k) matrisinin regiilerligini biliyoruz. A* nin k=1,...,m-1
(m=>2) i¢in regiiler oldugunu diisiinelim. A™ nin de regiiler oldugunu
gostermek istiyoruz. {z}y z’ye yakinsayan bir karmasik say1 dizisi

olsun. {o,}7, {zJ¢ dizisinin A"=(al,) déniisiimii olsun. Yani,
olur. {t,}7, {zJ¢ dizisinin A™"=(al;!) doniisimii olsun. Yani,
t. = Zoo am—lz zzn am—lZ
n k=09nk 4k k=0%%nk 4k
dir. {t,}¥ A™'regiiler oldugundan z’ye yakinsar.
1 —1
On = Xk=0 ankZk =Zl§=0(2§=k an hZk Anh )Zk
_ 1 h -1, _ 1
= Yk=oann (Zhokali '2) = Zhoo anntn-

A' = (ay,) regiiler ve o, z'ye yakinsayan {t,}§ dizisinin A! dénisimi

oldugundan {o,}; =z’ ye yakinsar ve A™ regiilerdir (Powell, Shah 1972).
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Teorem 2.6. A= (an'k) regiler matris ise sinirli ve 1raksak bir {z,}7
dizisi vardir oyle ki, {z,}g dizisinin A-doniisimi 1raksar (Powell, Shah
1972).

Teorem 2.7. {z}y sinirlt bir dizi ise bir A regiiler matrisi vardir 6yle ki

{z; }o dizisinin A doniisimi yakinsar (Powell, Shah 1972).

Teorem 2.8. {z}57 ve {wy}y sinirli diziler ve {z}y 1raksak olmak iizere
bir A regiiler matrisi vardir 6yle ki {z}g dizisinin A déntstimi {w,}g dir

(Powell, Shah 1972).

Teorem 2.9. {z}y sinirli dizi ve {wy}y keyfi bir dizi olmak iizere bir A
regiller matrisi vardir Oyle ki {zJ}y dizisinin A-donisimi {wy}g dir

(Powell, Shah 1972).

Tanim 2.3. Eger regiiler ve verilmis -o0’a veya +oo’a 1raksayan reel bir

2

{x,}5 dizisinin A-doniisimi de -0’ a veya +o’ a 1raksar ise A reel

donisiimiine tamamen regiilerdir denir (Powel, Shah 1972).

Tanmim 2.4. Eger tiim n=0,1,... ve k=ko i¢in a,, = 0olacak sekilde bir kg

varsa A = (a,y) pozitiftir (Powel, Shah 1972).

Teorem 2.10. A= (anlk) reel doniislimi regiiler ve pozitif ise A tamamen

regiilerdir (Powel, Shah 1972).

Teorem 2.11. A= (an‘k) reel doniisimii alt liggensel ve tamamen regiiler

ise A regiiler ve pozitiftir (Powell, Shah 1972).

Schur matris yakinsaklik T{reten matris olarak bilinmektedir.
Asagidaki teorem, bir matrisin Schur matris olmasi i¢in gerek ve yeter

sartlar1 gostermektedir. Ag¢iktir ki regiiler bir matris tim sinirlt dizileri
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limitleyemediginden (sinirli dizileri sinirli dizilere doniistiirmediginden)

bu kosullardan birini saglamaz.

Teorem 2.12. Bir A = (a,, ) matrisinin Schur Matris olmas1 i¢in gerek ve

yeter sartlar sunlardir:

a) Her n i¢in limy,,, ay, , var ve

b) Z;"=1|am,n| her m i¢in yakinsaktir ve bu yakinsama diizgindir

(Petersen 1966).

Ispat i) (&) A matrisinin iki kosulu da sagladigini diisiinelim. {s,} sonlu

bir dizi ise (b)’den dolayi, A doniisimi

—_ (0e]
tm — 4n=1 am,nsn

ile verilir. Bununla birlikte, seriler m’ ye diizgiin yakinsar. {t;,} ’nin

diizgiin yakinsadigini gostermek istiyoruz.
Verilen bir € > 0 i¢in bir N vardir d6yle ki, her m igin,
|tm - Zgzl dmn Snl <&

dir. Her n i¢in limy_,ay,, var oldugundan, bir M vardir 6yle ki her

mq, my >M ig:in,

N N
|Zn=1 aml,nsn - anl amz,nsn <¢g
olur. m;,m; >M oldugundan,

|tm1 - tmzl S |tm1 - II:I=1 aml,nsnl + |ZII:I=1 Amy,nSn — Zrljzl Adm,,nSn

+|Zy=1 amz,nsn - tmzl < 3e.
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Buradan {t,,} yakinsar.

ii) (=) A bir Schur matris olsun.

o ez

ile tanimh {e(k)} (k=1,2,...) dizilerini alalim.

n

£

=am,k
ve {er(lk)} sinirli  oldugundan, limy,,,anx  vardir. Bu limiti ax ile

gosterelim.

(b) Schur matris kesin bir limitleme metodu oldugundan Z;’,°21|am,n| her
m i¢in yakinsar ve Silverman-Toeplitz teoreminden bir K vardir 6yle ki,
her m i¢in Y7 4|amn| < K’dir. Ayrica her N igin, ¥N_;|a,| < K’dir, dyleyse

o_qlan| yakinsar.

bmn =amn — &, ile tanimlanan B = (b,,) matrisi kesinlikle Schur
matrisidir. Y7_|by. [ nin diizgiin yakinsadigini gdstererek Y_i|amq|’nin

diizgiin yakinsakligini kurabiliriz.

Varsayalim Ki, Z;’f’:llbm,nl diizgiin yakinsamasin. Bu demektir ki,
oyle bir y>0 vardir ki, her v tamsayisi i¢cin, bir pj(v) tamsay:r dizisi
vardir oyle ki, Zr‘f’zv|buj(v)‘n|>5y dir. Her n ic¢cin, m—o iken bmn—0
olmasindan yararlanarak, mx tam sayilarindan olusan bir dizi ve vy

tam sayilarindan olusan artan bir dizi kuralim.

v=1 alirsak, 6yle bir m: vardir ki,
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2;1.0=1|bm1n| > SV Ve |bm11| < Y
dir. Genel olarak, vk sayilarini tamsay1 secersek, dyle mg sayilari vardir
ki,
(o) \%
Zn=Vk+1|bmk,n| > 5)/ ve an:1|bmk,n| < y

dir. Sonra Zﬁw:llbmk,nl yakinsadig1 igin, viyq (> v¢) segebiliriz dyle ki,

?10=vk+1+1|bmk,n| <Y
ve buradan da
Vk+1
ant;kﬂlbmk,nl > 3y

elde edilir. Simdi,

(—1)%sgn(bp, n), Vk+1<n< vy oldugunda (k= 1,2,...)
Sn = " v
0, diger durumlarda

olsun. |[s,| <1 ; ancak s, ’in B-donisimi {t,} oyle ki; k tek sayi

oldugunda,

v \
tmk = 2;1.021 bmk,nsn = (_ an=1 + an;:lk+1 - ;1.o=vk+1+1 ) |bmk,n| > Y

ve benzer olarak, k ¢ift oldugunda t,, < —y olur. Buradan {t,,} 1raksak

oldugundan (b,,,) Schur matrisi olamaz. Bdylece ispat tamamlanir.
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Sonu¢ 2.12.1. Bir matris hem regiiler hem de Schur matris olamaz. Ciinki
A= (an,) regiiler ise A tarafindan iraksak bir diziye doniistiiriilebilen

sinirlt bir dizi vardir.

Ispat: A= (a,,) regiiler bir Schur matrisi olsun. Buradan her n igin
limy, s @y = &, vardir ve Y3 a, yakinsar. Ustelik Y3 ap, . nin diizgiin
yakinsakligi,

m — oo i(;in Zﬁw:l o(m,n - Z?:l o(n (24)

ile saglanir. Oysaki Silverman-Toeplitz teoremi (i)’den a, =0, (ii)’den

dolayt m—oo i¢cin X}y, = 1 olur ki bu da (2.4) ile gelisir.

Sonu¢ 2.12.2. A = (ay, ) matrisi her sinirli diziyi sifira limitler ancak ve

ancak 2;1”:1|am,n| her m i¢in yakinsar ve m—oo iken,

rotlamnl (2.5)
dir.
Ispat: i) (&) Varsayalim ki (2.5) kosular1 saglansin. Eger {s,} sinirli bir

dizi ise (|s,| < H diyelim) A-doniisiimii olan {tn} vardir ve m—oo igin,

|tm| = Zgozllam,nsnl < HZ;I.O=1|am,H| - ®
olur.

ii) (®) Varsayalim ki A tiim sinirl1 dizileri sifira limitlesin. Once,
KON {1, (n = k) ise
n o, (n # k) ise

olacak sekilde tanimli {eflk)} dizilerini diisiinelim. O zaman, m— o iken
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o) k k
Amk = Zn:l am,ner(l ) = tr(n) -0 (26)

olur. Simdi, A kesinlikle Schur matrisi oldugundan ¥_|an,| her m igin
yakinsar ve m’de diizgiin yakinsar. Boylece, bir €>0 i¢in bir N tamsayisi

vardir oyle ki her m ig¢in,

Z?=N+1|am,n | <g

olur. Ayni zamanda (2.6) den dolay1 bir M tamsayisi vardir oyle Ki,

m>M icin,
N
Zn=1|am,n| <e¢
olur. Sonug¢ olarak m>M igin,

?10=1|am,r1| = Zgzllam,nl + 2;1.0=N+1|am,r1| < 2¢

olur ki buradan (2.5) saglanir.
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BOLUM 3

TOPLANABILIRLIK METODLARI

Tanim 3.1. Cesaro Doniisiimii:

0 k > nig¢in
A= (apx) Ve ayx = 1 k < nicin
n+1 - &

ve {z,}y kompleks bir dizi olsun. {z,}y dizisinin A-doniisimi olan {o,}y

dizisi,

v Y 1 _ 1 ¢&n
On = Zk=o ap kZk = Zk=o (—n+1) Zy = ) Zk=0 Zx

seklindedir. Eger {a,}5 dizisi yakinsiyorsa {z,}5 dizisinin bu o&zel

dontisimiine Cesaro (C,1) doniisiimii denir (Powel, Shah 1972).

(C,1) ile gosterilen birinci mertebeden Cesaro matrisi:

WIFR NP =
WlLrNIRO
wlr O O

(C.1)=

Ornek 3.1. Cesaro doniisiimiiniin regiilerligini inceleyelim.

1 0 0
1 1 0
2 2
(C,1)= 1 1 1
3 3 3
i) vV k=0,1,2,..i¢in lim, e, a,x = 0, yani satirlarin limiti sifirdir.
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i) limy e Xk—ganx = 1, stitunlarin toplaminin limiti 1. Yani,

11 1
lim (1+—+-+...+_+...)=1
n—oo 2 3 n

iii)  Bir M>0 igin, supn{zl‘fzo|an,k|} <M< oo,

Supn{2?=0|an,k|} = Supn{l} =1<w

Yani siitunlarin mutlak toplamlarinin supremumu 1’ dir. Boylece Cesaro

matrisi regiilerdir.

Tanim 3.2. {a,} bir dizi ve Y _;a, serisin k-inct kismi toplami

Ssk=ai+azt...+ak olsun. A € R olmak iizere, eger,
. 1 @n
llmn_mo;ZkZO sy =A

ise {s,} dizisi Cesaro toplanabilirdir denir.

Ornek 3.2. n>1 icin an:(-l)"J'l olmak tizere {an} dizisi, 1,-1,1,-1,...
alalim. Kismi toplamlar dizisi {s,}=1,0,1,0,... yakinsak degildir. Ote

yandan terimleri {(s; +:--s,)/n} seklinde tanimli,

sitsy+-+s, 1
m —

n— n 2
oldugundan {a,} dizisinin Cesaro toplami % dir.

n>1 ig¢in a,=1 olsun. {a,} dizisi 1,1,1,1,... dir. {sp} kismi toplamlar

dizisi 1,2,3,4,... ve sonsuza 1raksar. Terimleri {(s; +:-s,)/n} ile tanimh
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10
-

=
N w
wlo

dizi, , ... seklindedir. Buradan bu dizi de sonsuza iraksar ve

) )

Cesaro toplanabilir degildir.

Tanim 3.3. Norlund Doéniisimii: {q,}y , qo>0 olmak iizere negatif
olmayan reel sayilarin bir dizisi olsun. Q, =Xp_oqx scklinde

tanimlayalim.

i) Norlund Doniisimii (N, q,)=(apx)

Q= {qn—k/Qn; k < nise,
mk 0 ., k>nise,

i) Norlund Doniisimi  (R,q,)=(ryx)

, _{qk/Qn, k < nise,
nk™ 1 0 . k>nise,

ile tanimlanir (Powel, Shah 1972).

Eger V n igin q, =1lise(C,1) donisimiini elde ederiz. Cesaro

Matrisleri 6zel Norlund ortalamasidir. C(n,k)=<ﬁ) = (n_n]i)k' dir.

{9.}5 = {91,92,93, --,qn} alalim. Terimleri,

a - {qn—k/Qn ) k <n ise'
nk 0 ., k>nise,

olan (N,q,)=(a, k) doniisiimiini inceleyelim.
Qn = Xk=0qk = qo +q1 + gz + -+ +qx

Qo = qo

Q =qo+ad

Q2=90+9q;1 +q;
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Qu=qot+qi+-+4qy

olmak tizere ayrica terimleri,

0,0 = qo-0/Qo =q0/qo =1

a11 =q1-1/Q1 =q0/(qo + q1)

a2 = q2-2/Q2 =q0/(do + 41 +q2)
a10 =91-0/Q =4d1/(q0 +q1)

20 = q2-0/Q2 = q2/(do + d1 + d2)

az1 =q2-1/Q2 =q1/(q0 + a1 + qz)

ann = q0/Qn =9q0/(qo + 91 + ..+ qy)

olan No6rlund matrisi,

a1/Q q0/Q 0
92/Q2  91/Q2  d0/Q2 0.

seklinde elde edilir.

Tanim 3.4. (q,) negatif olmayan reel sayilarin bir dizisi, qo > 0 olmak
tizere Qn=qg +qq + -+ q, ile verilmis olsun. Bu takdirde herhangi bir (s,)

dizisi (t,) dizisine,
. — —_ 1 n
T:S1—-S; Sn%Tn_(wn)_(Q_ v=09n—v Sv)
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seklinde tarif edilen T donilisiimiine Norlund toplanabilirlik denir.

Teorem 3.1 (N,qn) NoOrlund doniisiimii regiilerdir ancak ve ancak

limn_,ooi—n = 0 dir.

n

Ispat: (N, q,) doniisiimiiniin regiiler olmas1 icin gerek ve yeter sart
Silverman-Toeplitz teoreminin kosullarini saglamasidir. (ii) ve (iii)

kosullart her n=0,1,2,... ve k=0,1,2,... i¢in |an_k| =apg Ve

q

1
k=0 dpk = k=0 dpk = k=0 = aZﬁzo Qn-x =1

n—k
Qn
oldugundan saglanir. Simdi k’y1 sabitleyelim. k=0 igin

I poylece eger (N,q,) regiiler ise lim, -2 =0 dir.

lim, Lo, @, 0 =limy 00 o o

Simdi farz edelim Ki limn_mg—“ =0 olsun. n>k ve k sabit olmak iizere,

n

qn-k dn -k
O<a,y=—<—=
n'k n Qn_k

({Qj}g artan oldugundan) olur. Buradan,

0<lim,, oy ap < limy o0 % = 0,
=

ornegin lim,_, a,x=0 ve bodylece Silverman Toeplitz teoreminin (i)

kosulundan dolay1 (N,qn) regiilerdir.

Tanim 3.5. Holder Doniisiimii: Birinci Holder Matrisi (H,1)=(hn,1x)

1 .

- >
hrl1 K= n+1’ nzk ¥(;%n,
' 0, n< kicin,

seklinde ve m-inci Hélder Matrisi (H,m)=(hy},) m>0 bir tam say1 olmak

uzere,
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(h?) = (hi,) (iki matrisin ¢capimi)

ile tanimlanir [4]. Hy=C™ dir yani Hoélder Matrisi ile birinci mertebeden

Cesaro doniisimii aynidir (Powel, Shah 1972).

Teorem 3.2. m bir pozitif tam sayr olmak {lizere, m-inci Hdlder

ortalamasi (H,m) regiilerdir (Powel, Shah 1972).

Ispat: Bu teoremin ispat1 Silverman-Toeplitz teoreminden dolay1 agiktir.

Tanim 3.6. Toeplitz Matrisi: A=(a;;) n-kare matris olsun. Her i,j i¢in
aj j=ai.j olacak sekilde (ax) iki yonli dizisi varsa, A’ya bir Toeplitz
Matrisi denir. Yani, A=[ a;.n,...,ap,a1,...,ap-.1] dir. Toeplitz matrisinde

negatif egimli kdsegenleri boyunca sabit degerler bulunur.

[ao ap dj ...
|a_1 dp dq ...
A= |a_2 a_1 dg ...

—

ile gosterilir. Matris islemlerinde )i ;aj_jx; =y; formunda gosterilir.

Hankel ve Hilbert matrisleri olarak bilinen 6zel durumlari mevcuttur.
Ornek 3.3. Toeplitz matrisinin regiilerligini inceleyelim.
dp di dj ...

A= d_1 dp dq ...
d_» d_q dg ...

(ak):(..., d_3 , d_» , d_1, 49 , 47 , d , 43 , ) sekllndekl iki yonlu (ak)
dizisini alalim. Silverman-Toeplitz kosullarint saglayip saglamadigina

bakalim.
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i) lima, = 0,
k—oo
”) limn—>00 2]?=—n+1 g = Zlioz—oo ag = 1!

i) supy Mi-—oolak| = supy Y= —oolak| < o

oldugundan Silverman-Toeplitz kosullarin1 saglar ve dolayisiyla Toeplitz

matrisi regiilerdir.

Tanim 3.7. Bir alt iggensel matriste 0 < k < n i¢in an = asbx ise bu
matrise Factorable matrisi denir. Rhaly matrisi ile weighted mean
(agirliklt  ortalama) matrisleri, factorable olarak bilinen matrisler

ailesinin 6zel durumlaridir.
Ornek 3.4. Factorable matrisinin regiilerligini inceleyelim.
i) Vkicin lima,, = 0 olmala.
n—-oco
lim anbk = bk lim a, = 0 (bk * 0)
n—->oo n—->oo

dir.

i) lim,oe Xp—ganx =1 olmali.

it 0 8 (S0 bi0) = (Ni2g by lim a, = 1
dir.
iil) sup, Xp—olaxl < o olmali.

supp |ay |Zxzolbk]) < 00 = YiZolbil supylay| < co

olur. Yani Factorable matrisi regiilerdir.
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BOLUM 4

TERSLENEBILIRLIK

Tanim 4. 1. Matris Tersi (Inversi):

Sonlu matrislerde: A ve B gibi nxn tipindeki iki kare matris igin
A.B =1 bagintist saglaniyorsa, A matrisine B matrisinin sol tersi, B
matrisine A matrisinin sag tersi denir.

Eger A hem sag, hem de sol terslenebilirse terslenebilirdir, denir

(Soysiiren 2000).

Sonsuz matrislerde: A = (a,y) keyfi bir matris olsun. A matrisinin

sol tersi olan B = (byy),

1, n=jise

Zkzobmkm”:{o,r1¢jise

ile tanimlanir ve A matrisine sol terslenebilirdir denir. A matrisinin sag

tersi olan B = (b, ),

o 0, n=j
k=0 ank brj = {1, n#j

ile tanimlanir ve A matrisine sag terslenebilirdir denir (Powel, Shah

1972).

Bir A matrisinin tersi A™! ile gdsterilir. Buna gore, 1 = [SH’k] birim

matris olmak tizere,

_ 1, n=k . -1 _ -1 _
8n,k—{ 0, n+k olmak tizere AW A=A A" =1 dir.
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Sonu¢ 4.1. Sonsuz matris tersinin bulunmasiyla, nxn tipindeki bir sonlu
matrisin tersinin bulunmasi arasindaki fark sudur. Bir A sonsuz matrisi
sol (sag) terslenebilir, ancak sag (sol) terslenemez. Ayni zamanda A
matrisinin birden fazla sol (sag) tersi bulunabilir. Sonsuz matrislerde
terslenebilme, carpmanin birlesme &zelliginin var olmasina baglidir

(Powel, Shah 1972).

Tanim 4.2. A= (a,x) ve B=(b,x) iki keyfi matris olsun. C= (c,x)=AB
carpimi, V¥ n,k=0,1,2,... i¢in,

Cnk=Xj=0 an,bjx
ile tanimlidir. Aksi halde AB g¢arpimi mevcut degildir (Powel, Shah

1972).

Tanim 4.3. A, B ve C keyfi matrisler olmak iizere, (AB)C=A(BC) ise
(AB)C carpiminin birlesme 6zelligi vardir (Powel, Shah 1972).

Teorem 4.1. i) A ve B alt i¢gensel matrisler ve C keyfi matris olmak
iizere, (AB)C=A(BC) dir.

ii) A ve B alt liggensel matrisler ve C silitun matrisi olmak iizere,
(AB)C=A(BC) dir (Powel, Shah 1972).

Ispat: (i) ve (ii) A, B alt iiggensel matris olduklarindan ¢arpimlari,

c _{cn, k = 0ise
nk = o, k # 0 ise

seklinde yazilabilir. Yani yine alt iggensel matristir. Alt liggensel matrisi
herhangi bir matrisle ve (ii)’de belirtilen siitun matrisi ile ¢garpma sonucu

yine alt liggensel matris olacagindan (AB)C=A(BC)’dir.
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Teorem 4.2. Bir A = (a,y) alt iiggensel matrisi terslenebilirdir ancak ve
ancak Vv n=0,1,2,... i¢in a,, # 0°dir. Ayrica A terslenebilirse, sol tersine

esit olan bir tek sag tersi mevcuttur (Powel, Shah 1972).

Ispat: Oncelikle A nin terslenebilir oldugunu gosterelim.

1, n =Kkise

0, n # kise (4. 1)

Y=o anjbjx = {
sistemini ¢dzerek, herhangi bir sag tersi B=(b, ) alt iicgensel ve her sabit
n ig¢in a,,b,, =1, mesela a,, #0 oldugunu goérelim. Simdi a,, #0
oldugundan k>n igin ¢, = 0 ve C=(c,x) alt iiggensel matrisini asagidaki
sekilde olusturabiliriz.

1, n=k ise

n —
Zj:k Cnjdjk = {X, k < n ise. (4:2)

Eger B ve B’ herhangi sag ters iseler tanim 4.3’ten B=(CA)B=C(AB)=C
ve B = (CA)B = C(AB) =C buradan B= B’ ve B hir sol terstir.

Simdi her sabit n i¢in a,, # 0 olsun.

lon] =[S0 anxzi] < Tiko ankl 12 + Titn, |an 1l (4.3)

deki esitlikleri ¢dzerek sag tersi bulunur ve k>n i¢in ¢, = 0 kabul ederek

ve

1, n=k ise

n
Lj=k Cn 3k {X, k <n ise

esitligini ¢ozerek bir sol ters elde edilir. Sonugta A terslenebilirdir.o
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Not edelim ki teorem 4.1. késegen elemanlar1 sifir olmayan bir alt
icgensel matrisin bir tek sol tersi oldugu anlamina gelmez. Ornegin

A =a, soyle tanimlansin.

1, k=n-—1veya

- k=n(n=>1)icin
mkT) 1, k=n=0
0, diger durumlarda

Tek sag tersi B=b,

b= {0, k>nise
nk = (="K k< nise

dir. Buradan B ayni1 zamanda bir sol tersidir. Ayni1 sekilde, C=(c,x)

1
o [ (—1) 20+, k>n+1lise
nk —

1
(—1)z00 k < nise
bir sol tersidir. O halde su teoremi yazabiliriz.

Teorem 4.3. Terslenebilir bir alt Giggensel matrisin yalniz bir alt tiggensel
sol tersi vardir (Powel, Shah 1972).

Ispat: A terslenebilir bir alt iicgensel matris olsun. Teorem 4.2. den alt
ticgensel olan ve ayn1 zamanda da sol terse esit olan yalniz bir sag tersi B

vardir. Oyleyse teorem 4.1. den

C=C(AB)=(CA)B=B

elde edilir.
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Ornek 4.1. Sag tersi olmayip alt iiggensel olmayan, fakat sonsuz sayida

sol tersi var olan matrise 6rnek olarak, terimleri,

1, n=k=0ise
apx =11, k=n+1lveyak=n—-ven=1 ise
0, diger durumlarda

ile tanimlanan bir A= (a,,) matrisini verebiliriz.

Ornek 4.2. Cesaro matrisinin tersini bulalim.

I = [Sn,k]v 6n,k = { ]6 rrllj:lf( , Zlio=0 Cn,jbj,k = 8n,k , A.B=I olmak uzere,
1 0 0..0 -] 1 0 0
I d10 al’l 0..0.. | 1/2 1/2 0 [ ]
: E LR} — 8 k
1/3 1/3 1/3.. o
an,O an,l an,Z 0 ‘ / / /

1 1
a1,0 +Ea1,1 =0 ve Eal'l =1= al’l =2
1
gﬁz}zzlﬁ azn = 3
1

1
Eazjl + 532,2:0:> azll = -2

1 1
32,0 + Eazjl + 532'2:0$ azlo =0

Boylece devam edilerek, terimleri,
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0, k > nise,

b 0, n—1>kise
nk = p, k =nise
—(n—-1), k=n-1
seklinde olan,
1 0 0 0

I[ -1 2 0 0 ]I
B =[byy] = | Os _23 33 05 |
0 0 0 —(n—1) n ..
Ll : : . ]

matrisi elde edilir.

Tanim 4.4. Toeplitz Matrisinin Tersi: n<0 ig¢in a,=0 ve ap#0 olsun.

f(z)=XYr_pa,z" ile olusturulan

Tv = (@r—s)Ns=1, N=1,2,...

alt iicgensel matrisinin tersi, n<0 ise by == b, = 0 olmak tlizere f(z)
0

nin dizgiin tersi g(z)=X,-ob,x" ile olusturulan

TI\Tl = (br—s)11>1,5=1 ) N=1,2,

by 1
b

Tn+1 1 = |:1]
bl lo

40
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seklindedir.

Tanim 4.5. Operatéor Tersi: T, X uzayindan Y uzayina tanimli bir

operator olsun. T, R(X)’ten X’e bir operatordiir 6yle ki; V X € X i¢in
THTx)=x

ve eger y=T(X) ise
TH(y)=x

tir.

Sonuc¢ 4.2. Matris tersi ile operatdr tersi arasindaki farki su sekilde
O0zetleyebiliriz: Her operatdr tersi bir matris tersidir. Matris alt tiggensel

ise kesinlikle matris tersi ile operator tersi esittir. Ayrica, her sol ters bir

operatdr tersi degildir.

Ornegin; p € {cy,c1, %1, €} ve ii¢c diyagonal simetrik sonsuz matris,

g,r € C olmak tizere,

S=S(qr) =

O O O =0
OO = O~
o= o~ o
—

L "o oo

alalim. Bu matris iicgensel degildir ve tersi tek degildir. u {izerinde S™!

resolvent operatdrii vardir, siireklidir ve S™!’in tanim kiimesi tim p
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uzayidir. Buradan oy, P(X)=rx24+qx+r polinomunun koki ve |oy| <1

olmak iizere, S~!’in bir (sn,k) matris bi¢cimi vardir ki,

Snk=

_ 1 of TKFL — K3 g > Kk ise
r(oc%—l) )

—n+k+1 _ . n+k+3
o 1

o n<kise

seklindedir. Ayrica T=(sy),

o= of KA — @tk p >k ise
nk _ .

ile tanimlidir ve S matrisinin diger bir tersidir. Ayrica AS'+(1-2)T
ifadesi de A € C i¢in S’nin bir sol tersidir. Demek ki sonsuz sayida sol
tersi mevcuttur (Altun 2011)
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