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BÖLÜM 1 

GĠRĠġ 

 

Fonksiyonel analizde bir operatörün spektrumu, matrisler için özdeğer kavramını 

gerçekleştirir. Herhangi bir Banach uzayı üzerinde tanımlı bir operatörün spektrumu, 

nokta spektrumu, sürekli spektrum ve rezidüel spektrum olmak üzere üç kısma ayrılır. 

Bir operatörün bu üç spektrumunun hesaplanması ince spektrum olarak adlandırılır. 

Bir çok araştırmacı, spektrum ve bazı dizi uzayları üzerinde belirli sınırlı matrislerle 

tanımlanan lineer operatörlerin ince spektrumunu çalışmıştır. Spektrum ve ince 

spektrum ile ilgili literatürde var olan bazı çalışmaları verelim. 

 Wenger (4), 1975’te c  üzerindeki Cesaro operatörünün tam kuvvetinin ince 

spektrumunu incelemiştir. 

 Rhoades (6), 1983’te  c  üzerindeki Cesaro operatörünün tam kuvvetinin ince 

spektrumunun sonucunu ağırlıklı ortalama metotlara genellemiştir. 

 Reade (8), 1985’te 0c  dizi uzayı üzerinde Cesaro operatörünün spektrumunu 

çalışmıştır. 

 Gonzales (7), 1985’te p  üzerinde Cesaro operatörünün ince spektrumunu 

çalışmıştır. 

 Okutoyi (11), 1992’de bv  dizi uzayı üzerinde Cesaro operatörünün spektrumunu 

hesaplamıştır. 

 Coşkun (12), 1997’de 0c  üzerinde tanımla p Cesaro operatörünün spektrumu ve 

ince spektrumunu çalışmıştır. 

 Akhmedov ve Başar (14), 2004’te 0c ,   ve p  üzerinde Cesaro operatörünün ince 

spektrumunu belirlemişlerdir. 

  Akhmedov ve Başar (18), 2006’da p  üzerinde   fark operatörünün ince 

spektrumunu belirlemişlerdir. 

 Bilgiç, Furkan ve Kayaduman (17), 2006’da p  ve pbv  dizi uzaylarında 

genelleştirilmiş  ,B r s  fark operatörünün ince spektrumunu hesaplamışlardır. 

 Karakaya ve Altun (22), 2010’da 0c  ve c  dizi uzayları üzerinde çift bantlı üst 

üçgensel  ,U r s  matrisi için ince spektrumu belirlemişler. 
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 Karakaya, Manafov ve Şimşek (24), 2011’de p  ve pbv ,  1 p    dizi 

uzaylarında ikinci mertebeden fark operatörünün ince spektrumunu bulmuşlar.    
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BÖLÜM 2 

TEMEL TANIMLAR 

Bu bölümde, daha sonraki bölümlere hazırlık olması bakımından gerekli görülen 

tanımlara yer verildi.  

Tanım 2.1 : X  boş olmayan bir küme olsun. : xd    fonksiyonu için, 

1M  , 0 ,d x y x y    

2M     , ,d x y d y x  (simetri özelliği) ve 

3M       , , ,d x y d x z d z y   (üçgen eşitsizliği) 

şartları sağlanıyorsa d  ye X  de bir metrik ve d  ile birlikte X  e metrik uzay denir ve 

 ,X d  veya dX  ile gösterilir. 

Tanım 2.2 : L  boş olmayan bir küme ve F , reel veya kompleks sayılar cismi olsun. 

Aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa L  ye F  üzerinde lineer uzay (vektör uzayı) denir. 

A)  ,L   işlemine göre bir abel gruptur. Yani 

1
G  Her ,x y L  için x y L   dir (kapalılık özelliği). 

2
G  Her , ,x y z L  için    x y z x y z      dir (birleşme özelliği). 

3
G  Her x L  için x x x      olacak şekilde L   vardır(özdeş eleman  

varlığı). 

4
G  Her x L  için    x x x x        olacak şekilde x L   vardır (ters 

eleman varlığı). 

5
G  Her ,x y L  için x y y x    dir (değişme özelliği). 

B) Her ,x y L  ve her , F    için aşağıdaki şartlar sağlanır. 

1L  x L   dir. 

2L   x y x y      dir. 

3L    x x x       dir. 

4L     x x    dir. 

5L  1F x x  dir (1F , F  nin birim elemanı). 
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Tanım 2.3 :  ,X d  bir metrik uzay ve  nx  X de bir dizi olsun.  lim , 0n
n

d x x


  

olacak şekilde bir x X  varsa  nx  dizisine X  de yakınsak denir. 

Tanım 2.4 : X  bir metrik uzay olsun. X  deki her dizi yakınsak bir alt diziye sahip 

ise X  e kompakt denir. 

Tanım 2.5 : N , bir lineer uzay olsun.  .  : N R  fonksiyonun x N  deki 

değerini x  ile gösterelim. Bu fonksiyon için  

0

. ( ) ve

   (üçgen eşitsizliği)

x x

x x F

x y x y



  

  

 

  

1

2

3

N )

N )

N )

 

şartları sağlanıyorsa .  fonksiyonuna N  de (veya N  üzerinde) norm denir. 

( , .  )N  ile gösterilir. 

N  ve 'N  normlu uzay ve : 'T N N  lineer operatör olsun her x N  için 

( ) '  x T x K                                                   (1) 

olacak şekilde bir 0K   reel sayısı varsa T  ye sınırlı denir. Şimdi her  0x N   için 

( ) '  x T x K  nın sağladığı en küçük K  yı araştıralım. Burada   yı hariç 

tutabiliriz. Çünkü bu halde ( ) ' 0T     olup bu değer için en küçük K  sıfırdır. 

x   ise 0x   olacağından (1) nin her iki tarafını x  e bölerek elde ederiz. 

Buradan anlaşılır ki, K  bu eşitsizliğin solundaki ifadenin supremumu kadar küçük 

olabilir. Bu en küçük K  yı 0K T  ile gösterelim. Yani  

( )
;  ,  0

T x
T Sup x N x

x

 
   

 
 

olsun. Bu T  ye T  nin normu denir. T  sınırlı lineer operatör ise T K  dır. 

Tanım 2.6 : N  normlu lineer uzay olsun. N , norm metriğine göre tam ise N  ye 

Banach uzayı denir. 

Tanım 2.7 : ( , )X X d  bir metrik uzay ve  nx  bu uzayda bir dizi olsun. Verilmiş 

herhangi bir 0   için 0,m n N  olduğunda ( , )m nd x x   olacak şekilde  0 0N N   

sayısı varsa  nx  dizisine Cauchy dizisi denir. X  teki her  nx  cauchy dizisi yakınsak 

ise yani nx x X   ise  ,X d  metrik uzayına tam metrik uzay veya tam denir. 

Tanım 2.8 : Lineer uzaylarda tanımlı dönüşümlere operatör denir. 
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L  ve 'L  aynı bir F  cismi üzerinde iki lineer uzay olsun. : 'T L L  operatörü 

( ) ( ) ( )T x y T x T y    ve ( )F  

( ) ( )T x T x   

şartını sağlıyorsa T  ye lineer operatör denir. 

Tanım 2.9 :  ,   . N  ve  ',   . 'N  aynı skaler cismi üzerinde normlu iki uzay 

olsun. ':T N N  bir dönüşüm olsun ve 0x N  ise 0   verildiğinde 
0x x    

için 
0( ) ( ) 'T x T x    olacak şekilde bir 0   reel sayısı varsa 

0,  T x  noktasında 

süreklidir. 

Tanım 2.10 : ,  ( , )S X d  metrik uzayının bir alt kümesi olsun. Eğer S X  ise yani 

S  nin kapanışı X  e eşit ise, S  ye X  de  yoğundur denir. 

Tanım 2.11 : ,  A X  metrik uzayının bir alt kümesi 0x X , 0x  A  nın yığılma 

noktası olsun. A  nın yığılma noktalarının 'A  kümesi ile A  nın noktalarından ibaret 

olan kümeye A  nın kapanıĢı denir ve A  ile gösterilir  'A A A  . Ayrıca, A  nın 

kapalı olması için A A  olmalıdır. 

Tanım 2.12 : ,  A X  metrik uzayının bir alt kümesi ve 0x X  olsun. 0x  ın her bir 

0'( ; )D x   açık yuvarı A  ya ait bir nokta ihtiva ediyorsa bu 0x  noktasına A  nın yığılma 

noktası denir. A  nın yığılma noktaları kümesi 'A  ile gösterilir.  
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BÖLÜM 3 

LĠNEER OPERATÖRLERĠN SPEKTRAL TEORĠSĠ 

 

      A  operatörü ( ) ( )D A R A  ( )D A X  X  lineer vektör uzayı   skaler; 

A A I    operatörler demetini inceleyelim. 

 Lineer operatörlerinin spektral teorisi   sayılarının A  operatörünün sınırlı bir 

tersinin bulunmasına olanak sağlayan çözücü kümenin belirlenmesi, bu küme ve bu 

kümenin tümleyeni olan spektrumun bulunmasını sağlar. ( )R R A   değer bölgesini 

X  normlu uzayında yoğun kılan ve A  operatörünün sürekli bir tersini var olmasına 

yol açan   kompleks sayılarının oluşturduğu ( )A   kümesine A  operatörünün 

çözücü kümesi adı verilir. Bu kümenin  ye göre tümleyeni olan  ( ) ( ) 'A A    

kümesine de A  operatörünün spektrumu adı verilir. 

( )A   ise 1A

  yoktur veya sürekli değildir veya  R X    1A

  varsa 1( )D A R 

   

olacağına dikkat edilmelidir. 

a)   1( ) :  yokp A A     kümesi nokta spektrumu adını alır. Bu kümenin 

üyeleri özdeğerler adını alır. 

b)   1( ) :  var ve süreksiz,  c A A R X      kümesi sürekli spektrum adını alır. 

c)   1( ) :  var,r A A R X      kümesi artık spektrum adını alır. 

( ) ( ) ( ) ( )p c rA A A A       

 X   karmaşık normlu uzay olsun.  :A D A X  ise  D A X  tanım 

aralığında lineer bir operatör olsun.   nın A  da regüler bir değeri, şu şartları taşıyan 

karmaşık bir sayıdır. 

  1   A



1
R  mevcuttur, 

  1  A



2
R  sınırlıdır, 

  1      A X



3
R  de  yoğun olan bir kümede tanımlıdır. 

A  da çözücü  A  kümesi,   nın A  da tüm regüler değerlerinin kümesidir. 

     R A XΙ  
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     R A XΙΙ  ama  R A X  

     R A XΙΙΙ  

ve 1A  içinde üç olasılık vardır. 

  1 A
1  mevcuttur ve süreklidir. 

  1 A
2  mevcuttur ama sürekli değildir. 

  1 A
3  mevcut değildir. 

 Eğer tüm bu olasılıklar tüm olası yollarla birleştirilirse dokuz farklı durum ortaya 

çıkar. Bu durumlar 1 2 3 1 2 3 1 2 3 ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,            olarak etiketlendirilir 

(Goldberg 1966).   

Teorem 3.1: Bir X  normlu vektör uzayı üzerindeki A  lineer operatörünün ( )A  

çözücü kümesi kompleks düzlemde açık bir kümedir. Dolayısıyla ( )A  spektrumu 

kapalı bir küme olur (Goldberg 1966). 

     Teorem 3.2: Bir X  normlu vektör uzayı üzerinde A  sürekli bir operatör ve 'A  

eşlenik operatörü olsun. ( ') ( )A A   bağıntısı geçerlidir. X  bir Banach uzayı ise 

( ') ( )A A   olur (Brown 1970). 

Teorem 3.3: X  bir normlu vektör uzayı ve ( )A B X  bir kompakt operatör olsun. 

( )A  spektrumunun sıfırdan farklı tüm noktaları A  nın özdeğeridir. X  sonsuz boyutlu 

ise 0 ( )A  olur (Kreyszig 1978). 

Teorem 3.4: X  bir normlu vektör uzayı ve :A X X  bir kompakt operatör olsun. 

A  nın spektrumu kompleks düzlemde kompakt bir alt küme sıfırdan farklı her noktası 

sayılabilir bir kümedir (Goldberg 1966). 

Teorem 3.5: X  ve Y normlu uzaylar ( )D T X  olmak üzere : ( )T D T Y  bir 

lineer operatör olsun. Bu durumda T  nin sürekli olması için gerek ve yeter şart T  nin 

sınırlı olmasıdır (Kreyszig 1978). 

Ġspat: 0T   için ifade aşikardır 0T   alalım. Bu durumda 0T   dır. T  nin sınırlı 

olduğunu varsayıp herhangi bir  0x D T  noktasını göz önüne alalım. Herhangi        
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bir 0   sayısı verilmiş olsun. Buna göre T  lineer olduğundan 
T


   olmak üzere 

0x x    olacak şekilde her  x D T  için 

 0 0 0Tx Tx T x x T x x T          

yazabiliriz.  0x D T  nin keyfi olması nedeniyle bu sonuç T  nin sürekli olduğunu 

gösterir. Tersine olarak T  nin keyfi bir  0x D T  noktasında sürekli olduğunu 

varsayalım. Buna göre herhangi bir 0   sayısı verildiğinde; 

0x x    

koşulunu gerçekleştiren her  x D T  için 

0Tx Tx                                                                 (2) 

olacak şekilde bir 0   sayısı vardır. Şimdi  D T  de herhangi bir 0y   alalım. 

0x x y
y


   

yazalım. Bu durumda 

0x x y
y


   

olur. 

O halde 0x x    olup, dolayısıyla (2) yi kullanabiliriz. T  nin lineer olması 

nedeniyle 

 0 0 yTx Tx T x x T y T
y y

  
      

 
 

yazabiliriz. (2)  ifadesi 

Ty
y


  

sonucunu gerektirir. 

Buradan Ty y



  bulunur. Bu ise c




  olmak üzere Ty c y  şeklinde 

yazabiliriz. Bu da T  nin sınırlı olduğunu gösterir.    
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Lemma 3.1: ( ),  matrisi :nkA a A c c   tanımlı sınırlı bir lineer ( )B B c  

operatörünü temsil eder ancak ve ancak aşağıdaki şartlar sağlanırsa: 

(1)  A  nın satırları 1   dedir ve 1   normları sınırlıdır, 

(2)  A  nın sütunları c  dedir, 

(3)  A  nın satır toplamlarının dizisi c  dedir. B  nin operatör normlu A  nın 

satırlarının 1  normlarının supremumudur (Kreyszig 1978). 

Lemma 3.2: T  nin değer kümesi yoğundur ancak ve ancak *T  birebirdir (Goldberg 

1966). 

Lemma 3.3: T  sınırlı terse sahiptir ancak ve ancak *T örtendir. Eğer 0 0:T c c  A  

matrisi ile temsil edilen sınırlı lineer operatör ise adjoint operatör *T  ın A  matrisinin 

transpozesi tA  ile tanımlandığı bilinir. 
0c  nın dual uzayı 

0

*c  (duali) 1  Banach uzayına 

izometrik olarak izomorfiktir (Goldberg 1966). 

Teorem 3.6: Herhangi bir c  için 0 0:U c c   yoğun bir değer kümesine sahiptir 

(Kreyszig 1978). 
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BÖLÜM 4 

 ,B r s  DÖNÜġÜMÜNÜN 
0c  VE c  DĠZĠ UZAYLARI ÜZERĠNDEKĠ 

SPEKTRUMU 

 

Bu bölümde  ,B r s  dönüşümünün spektrumu, fine spektrumu, rezidü spektrumu, 

süreklilik spektrumu ve nokta spektrumu kavramları 
0c  ve c  dizi uzaylarında incelendi. 

Son olarakta Mercerian Teoremi verildi. Ayrıca bu tezde kullanılan  ,B r s  dönüşümü 

,r s  ve 0s   olmak üzere 

 

0 0

0
,

0

r

s r
B r s

s r

 
 
 
 
 
 

 

şeklindedir. 

4.1. 
0c  ve c  Dizi Uzaylarında Spektrum 

Lemma 4.1.1.  , :B r s c c  ifadesi sınırlı bir dönüşüm olup bu dönüşümün normu 

 
 :

,
c c

B r s r s   

dir (Altay and Başar 2005). 

Lemma 4.1.2.   0 0, :B r s c c  ifadesi sınırlı bir dönüşüm olup bu dönüşümün 

normu 

 
 

 
 0 0: :

, ,
c c c c

B r s B r s r s    

şeklindedir (Altay and Başar 2005). 

Teorem 4.1.3.     0, , :B r s c r s       (Altay and Başar 2005). 

Ġspat: Bu teoremin ispatında ilk önce r s    için   
1

,B r s I


  dönüşümünün 

mevcut ve  0 0:c c  sınıfına ait olduğu ve sonrada  ,B r s  dönüşümünün r s    için 

 0 0:c c  sınıfına ait olmadığını göstermek yeterlidir. 
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O halde   0, ,B r s c   olsun.   ,B r s I  üçgensel matris olduğundan 

  
1

,B r s I


  mevcut ve bu ters dönüşüm   ,B r s I x y   denkleminin 

çözümünden elde edilir. Bu ters dönüşümün k n  için n . satır k . sütunda genel terimi 

                                                  
 

 
1

n k

n k

s

r 



 




                                                           (4.1) 

şeklinde olur. Aksi takdirde yani k n  için ters dönüşümün genel terimi sıfır olur. 

Buradan 

  
 

 

 0 0

1

1
: 0

0

, sup

1
                                  sup

n k
n

n k
c c n k

kn

n k

s
B r s I

r

s

r r




 




 
 

 


 



  
 





                                                  (4.2) 

elde edilir. Bu ise     
1

0 0, :B r s I c c


   olduğunu gösterir. 

Şimdi   0, ,B r s c   olsun. Bu durumda r   ve r   durumları ortaya çıkar. 

1)   0, ,B r s c   ve r   olsun. Burada  ,B r s I  üçgensel matris olduğu için 

  
1

,B r s I


  mevcuttur. (4.2) den 

 

  
 0 0

1

:

,
c c

B r s I


                                                 (4.3) 

olduğu görülür. O halde   0, ,B r s c   olması durumunda   
1

,B r s I


  ters 

dönüşümünün  0B c  de olmadığı görülür. 

2)   0, ,B r s c   ve r   olsun. Bu durumda     , 0,B r s I B s   matrisi 

 

 

0 0 0

0 0
0,

0 0

s
B s

s

 
 
 
 
 
 

                                                          (4.4) 

 

şeklindeki gibi bir gösterime sahip olur.    00,R B s c  olduğundan  0,B s  ifadesinin 

tersi mevcut olmaz ve dolayısıyla da ispat tamamlanır. 

 

Teorem 4.1.4.   0, ,p B r s c   (Altay and Başar 2005). 
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Ġspat:  
0c  uzayında  0,0,0,x    dizisi için  ,B r s x x  olsun. Bu lineer 

denklemden 

0 0

0 1 1

1 2 2

1 1

,

  ,

  ,

                

                

k k k

rx x

sx rx x

sx rx x

sx rx x







 



 

 

 

                                              (4.5) 

 

denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin çözümünden  nx x  dizisinin 
0nx  ilk 

teriminin sıfırdan farklı olması durumunda r   olur ve k   için 

 

0
0n kx                                                       (4.6) 

 

olacağından bu 
0

0nx   kabulu ile çelişir. O halde x   için  ,B r s x x  lineer 

denklemini sağlayan   değeri mevcut olmadığından   0, ,p B r s c   olur. 

 

0 0:T c c  dönüşümü A  matrisiyle sınırlı bir lineer dönüşüm teşkil ediyorsa, *T  da 

A  matrisinin tA  transpozesi yardımıyla tanımlanan adjoint dönüşümü teşkil eder ve 

* * *

0 0:T c c  şeklinde tanımlanır. Ayrıca 0c  ın *

0c  dual uzayı 
0

x

k

k

x x


  ile 1  Banach 

uzayına izometrik olarak izomorf olur. 

 

Teorem 4.1.5.     
* *

0, , :p B r s c r s       (Altay and Başar 2005). 

 

Ġspat: *

0 1c   uzayında x   için  
*

,B r s x x  denklemi göz önüne alındığında 

 

0 1 0

1 2 1

2 3 2

1

   ,

   ,

   ,

                 

,

                 

k k k

rx sx x

rx sx x

rx sx x

rx sx x









 

 

 

 

                                            (4.7) 

 

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin çözümünden x  dizisinin genel 

terimi 

 

0

n

n

r
x x

s

  
  
 

                                              (4.8) 
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şeklinde olur. O halde 
1x  olması için gerek ve yeter şart r s    olmasıdır. Bu da 

istenen olduğundan ispat tamamlanır. 

 

Teorem 4.1.6.     0, , :r B r s c r s       (Altay and Başar 2005). 

 

Ġspat:  ,B r s I  dönüşümünün bir tersinin mevcut ve r s    için 

   0,R B r s I c   olduğu gösterildiği takdirde istenilenler elde edilir. 

 

r   için  ,B r s I  üçgensel olduğundan tersi mevcuttur. r   olması 

durumunda  ,B r s I  bire-bir olduğundan  ,B r s I  dönüşümünün bir tersi 

vardır. Ancak  
*

,B r s I  dönüşümü Teorem 4.1.5 ten dolayı bire-bir değildir. 

Böylece    0,R B r s I c   olduğu görülür. 

Teorem 4.1.7.     0, , :c B r s c r s       (Altay and Başar 2005). 

 

Teorem 4.1.8.     , , :B r s c r s       (Altay and Başar 2005). 

 

Teorem 4.1.9.   , ,p B r s c   (Altay and Başar 2005). 

 

Eğer :T c c  dönüşümü A  matrisiyle sınırlı bir matris dönüşümü temsil ediyorsa, 
* * *:T c c  dönüşümü 1  üzerinde 

 

0
tb A

 
 
 

                                                (4.9) 

 

şeklinde bir matris temsiline sahip olur. Bu matris gösterimindeki   ve b  elemanları 

0 0

lim lim     ve       b limnk nk nk
n n n

k k

 

   
 

     

şeklindedir. O halde  , :B r s c c  için    
*

1,B r s B  matrisi 

 

 
 

*
0

,
0 ,

t

r s
B r s

B r s

 
  
  

                                   (4.10) 

 

olur. 

Teorem 4.1.10.       
* *, , :p B r s c r s r s         (Altay and Başar 

2005). 

 

Ġspat: 1  de 0x   için  
*

,B r s x x  olsun. O halde lineer denklemden 
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  0 0

1 2 1

2 3 2

1

r+s     ,

   ,

   ,

                 

,

                 

k k k

x x

rx sx x

rx sx x

rx sx x











 

 

 

                                               (4.11) 

 

denklem sistemi elde edilir. Sistemin çözümünden 

 

 
1

1                  2 .

n

n

r
x x n

s




 
  
 

                                      (4.12) 

 

olur. 

 

Eğer 0 0x   ise r s    olur. Böylece r s    ifadesi  0 ,0,0,x x  

özvektörünün bir özdeğeri olduğu görülür. Eğer r s    ise 
0 0x   olur ve (4.12) de 

1x  olması için gerek ve yeter şart r s    olmasıdır. Bu da istenendir. 

 

Teorem 4.1.11.      * *, , , ,r pB r s c B r s c   (Altay and Başar 2005). 

 

Ġspat: Teorem 4.1.6 nın ispatındaki benzer ifadelerden elde edilir. 

 

Teorem 4.1.12.       , , :  \c B r s c r s r s        (Altay and Başar 

2005). 

 

4.2. 0c  ve c  Dizi Uzaylarında Fine Spektrum 

 

 Bu kısımda ise bu uzaylar üzerindeki fine spektrum kavramları ve bunlarla ilgili 

teoremler verildi. 

 

Teorem 4.2.1. r s    eşitsizliğinde eğer r   alınırsa  

     1 0, , ,B r s I B r s c    (Altay and Başar 2005). 

 

Ġspat: r   için    , 0,B r s I B s   olduğundan Teorem 4.1.7 den   10,B s   

veya   20,B s   olur. Şimdi  0,B s  dönüşümünün sınırlı bir terse sahip olduğunu 

göstermek için  0,B s  nin alttan sınırlı olduğunu göstermek yeterlidir. O halde 0x c  

için 

 0, ,
2

s
B s x x                                                (4.13) 
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olduğu kolayca görülür.  0,B s  alttan sınırlı olduğundan    1,B r s I   dir. 

Teorem 4.2.2. r s    eşitsizliğinde eğer r   ve   0,r B r s c   alınırsa 

     2 0, , ,B r s I B r s c    olur (Altay and Başar 2005). 

 

Ġspat: Teorem 4.1.6 dan   1,B r s I   veya 
2  dir. Böylece (4.2) den 

 ,B r s I  dönüşümünün tersi süreksiz ve  ,B r s I  sınırsız bir terse sahip olur. 

Bu da istenendir. 

 

Teorem 4.2.3. r s    eşitsizliğinde   0, ,c B r s c   alınması durumunda 

     2 0, , ,B r s I B r s c    olur (Altay and Başar 2005). 

 

Ġspat: (4.2) dikkate alındığında  ,B r s I  dönüşümünün tersi süreksiz ve sınırsız 

olur. Teorem 4.1.5 ten  
*

,B r s I  bire-bir ve  ,B r s I  dönüşümü yoğun bir 

değer kümesine sahip olur.  ,B r s I  dönüşümünün örten olmadığını göstermek için 

  ,B r s I x y   denkleminde 0y c  olmak üzere 0nx c  olduğunu göstermek 

yeterlidir. Böylece   01,0,0,0,y c   için 
1

.

n

n

s
x

r r 

 
  

  
 olur. 0nx c  

olduğundan  ,B r s I  dönüşümü örten değildir. 

 

Ayrıca  ,B r s  dönüşümünün c  uzayı üzerindeki fine spektrumu 0c  uzayındaki fine 

spektruma benzer olduğundan aşağıdaki teoremler ispatsız olarak verildi. 

 

Teorem 4.2.4. r s    eşitsizliğinde   , ,B r s c   ise    1,B r s I   

olur (Altay and Başar 2005). 

Teorem 4.2.5. r s    eşitsizliğinde r   olması durumunda 

     1, , ,B r s I B r s c    olur (Altay and Başar 2005). 

 

Teorem 4.2.6. r s    eşitsizliğinde   , ,c B r s c   alınırsa 

     2, , ,B r s I B r s c    olur (Altay and Başar 2005). 

 

Teorem 4.2.7. r s    eşitsizliğinde     , , \ rr B r s c   kabul edilirse 

     2, , ,B r s I B r s c    olur (Altay and Başar 2005). 

 

 Mercerian teoremi olarakta bilinen aşağıdaki teorem  ,B r s  dönüşümü ile spektrum 

arasındaki ilişkiyi göstermektedir. 
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Teorem 4.2.8.    1 1r r s      eşitsizliğini sağlayan   kompleks değeri için 

   1 ,A I B r s     matrisinin yakınsaklık alanı c  uzayı olur (Altay and Başar 

2005). 

Ġspat: Eğer 1   ise A    olacağından ispat için bir şey gerekmez. O halde 1   

olması durumunda Teorem 4.1.8 den ve   nın seçiminden dolayı 

   , / 1B r s I      dönüşümü  B c  de bir terse sahip olur. Böylece A  matrisinin 

tersi 

   
1

1 1
,

1 1
A B r s B c



 



  
    

  
                                    (4.14) 

dir. 

Buradan A matrisi üçgensel ve  B c  de olduğundan 1A  konservatif matris yani 

Ac c  olmasıdır.   
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BÖLÜM 5 

ÖRNEKLER 

 

Şimdi bu konularla ilgili örnekleri verelim. 

 

Örnek 5.1: 

 

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

 
 
  
 
 
 

 

0 0c c  bir operatördür.   operatörünün spektrumunu bulalım. 

 

Çözüm: 

       0 0 0 0, , , ,p r cc c c c           olduğunu biliyoruz. Önce nokta 

spektrumu olan  0,p c   ı, yani özdeğer kümesini bulalım.   bir özdeğer olsun. Bu 

durumda x x   olduğu için 

 

1 1

2 2

3 3

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

x x

x x

x x


     
     
     
     
     
     

 

dir. Böylece 

 

 

 

 

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

     0    1 0

    0    1 0

    0    1 0

    0    1 0n n n n n

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

  

  

  

  

      

      

      

      

 

 

sistemi elde edilir. Bu durumda 
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1   için 
1 2 3 0nx x x x       olur. Dolayısıyla 1   için 

kx  ların hepsi 

sıfır olduğundan dolayı özdeğeri yoktur. 

Fakat 1   için her   0nx x c   için  1,0,0,0,  özvektördür. Dolayısıyla 1   

için öz değerdir. Bundan dolayı    0, 1p c    olur. 

Sonuç olarak, 1   iken 1



  yoktur. 1   iken 1



  her zaman vardır. Buna bağlı 

olarak sürekli spektrum olan  0,c A c  ı bulalım.  

Öncelikli olarak   operatörünün tersi olan 1



  i bulalım. 

   1 2 1 2

1

, ,          , ,

           olur.

x x x y y y

x y x y 



 

    
 

 olduğu için       

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0








   
   
     
   
   
   

 

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0







 
 


 
 
 
 

. 

 

1   özdeğer olduğu için tersi mevcut değildir. 

1   için  

1 1

2 2

3 3

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

x y

x y

x y







     
     


     
     
     
     

 

 

 

 

 

1
1 1 1

2
2 2 2

3
3 3 3

1        
1

1       
1

1       
1

1      
1

n
n n n

y
x y x

y
x y x

y
x y x

y
x y x













   


   


   


   


 

dir. Dolayısıyla  
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1

1
0 0 0

1

1
0 0 0

1

1
0 0 0

1











 
 
 
 
   
 
 
 
 
 

 

olur. 

 1 1

nka

    olduğu için 

1 1

0

sup

1 1
      max , ,

1 1

1
     

1

nk

k

a

 




 



 
   

 

 
  

  






 

dir. 

1   iken tersi var ve her noktada sürekli olduğundan sınırlıdır. Dolayısıyla süreksiz 

nokta olmadığından  0,c c    dir. 

Son olarak da  0,r c   yi bulalım. 

 01 için ,  de mevcut değildir. O zaman 1 kabul edebiliriz. r c x y        den 

dolayı 

 

 

 

1 1

2 2

3 3

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

x y

x y

x y







      
     

     
     
     

    

 

 

 

 

1
1 1 1

2
2 2 2

1       
1

1      
1

1      
1

n
n n n

y
x y x

y
x y x

y
x y x










   


   


   


 

dir. 
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Dolayısıyla Lemma 3.2 den 1   için    nın tersi olduğundan dolayı   bire-bir ve 

örtendir.   örten olduğundan 1   için değer kümesi yoğundur. O zaman  

 0,r c    olur. Bu durumda; 

           0 0 0 0, , , , 1 1p r cc c c c             

dir. 

 

Örnek 5.2:  

0 0 0 0 ...... 0 ......

1 0 0 0 ...... 0 ......

0 1 0 0 ...... 0 ......

0 0 1 0 .......

      

A

 
 
 
 
 
 
  

 

 

0 0c c  bir operatör olsun. A  operatörünün spektrumunu bulalım. 

Çözüm: 

       0 0 0 0, , , ,p r cA c A c A c A c       olduğu için öncelikli olarak nokta 

spektrumu olan  0,p A c ı bulalım. 

Ax x  olduğu için 

1

1

2

2

3

0 0 0 ...... 0 ......

1 0 0 ...... 0 ......

.0 1 0 ...... 0 ......

0 0 1 0 ...... 0 ......

x
x

x
x

x


 
  

    
     
    
     

   

 

1 1

1 2

2 3

1

0.

n n

x x

x x

x x

x x







 









 

dir. 



 21 

0   ise 
1 2 3 .... .... 0nx x x x        olur. Dolayısıyla 0   iken 0nx   

olduğu için özdeğeri yoktur.  

0   ise 
1 20    ,   0 ,  .....x x   

Yani 1 2 3 .... .... 0nx x x x      dir. 

Her durumda 
1 2 .... .... 0nx x x     olduğundan dolayı 0   içinde 0nx   

olduğu için özdeğeri yoktur. Dolayısıyla 
0( , )p A c   olur. Bu durumda 1A

  her 

zaman vardır. 

Şimdide sürekli spektrum olan  0,c A c  ı bulalım. 

Öncelikli olarak A  operatörünün tersini bulalım. 

   1 2 1 2, ,               , ,x x x y y y   

1       A x y x A y 

    

A A     olduğu için 

 

0 0 0
0 0 0

1 0 0 0 0 0
1 0 0

0 1 0 0 0 0
0 1 0

0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1 0

A












 
  

         
       
                

  

 

 

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1 0

A









 
 


 
  
 

 
  

 

dir. 

1A

  i bulmak için A x y   olması 1A y x

   olmasını gerektirdiği için; 
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1
1 1 1

2 1
1 2 2 2 2

3 2 1
2 3 3 3 2 3

1 1
1 2

             

        

        

     n n
n n n n n

y
x y x

y y
x x y x

y y y
x x y x

y y y
x x y x





 


  


  




    

     

      

       

 

denklem sistemi elde edilir. 

 

2

1

3 2

4 3 2

1
0 0 0

1 1
0 0

1 1 1
0 0

1 1 1 1
0

              

A



 

  

   



 
 
 

 
 
 

  
 
 
   
 
 
 
 

 

şeklindedir. 

0   iken 

1 1
11

            
1kn k

A Sup a




 


 


   

   0, ;  1c A c      

dir. 

Son olarak da rezidüel spektrum olan  0,r A c  ı  bulalım. 

     * *

0 0 0, , \ ,r p pA c A c A c    

dır. 

* tA A  ve *

0 1c   olduğu için lemma 3.4 den dolayı  1,t

p A  i bulalım. Yani tA  

nin 1  de özdeğerlerini bulalım.   özdeğer olsun o zaman tA x x   ve 
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tA   

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
  

 

olduğundan dolayı 

 

1 1

2 2

3 3

4 4

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

x x

x x

x x

x x



     
     
     
     
     
     
          

 

2 1

2

3 2 3 1

3

4 3 4 1

1

1 1

     

     

  n

n n n

x x

x x x x

x x x x

x x x x



 

 

  





  

  

  

 

   2 3 4

1 2 3 1 1 1 1 1 0, , , , , , , ,x x x x x x x x c      

dir. 

Bu dizi geometrik dizi,   1nx   olması    1

k
   olması demektir. Bunun için 

geometrik serinin yakınsama şartından dolayı 1   olması gerektirir. Yani 

   1, : 1t

p A     . 

Bu durumda 

     

   

 

* *

0 0 0

1 0

, , \ ,

              , \ ,

              : 1 \

r p p

t

p p

A c A c A c

A A c

  

 

 





   

 

   : 1     

olur. 
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Böylece spektrum 

       

   

   

0 0 0 0

0

, , , ,

             :  1 :  1

, :  1

p c rA c A c A c A c

A c

   

   

  

  

     

  

 

dir. 

 

Örnek 5.3: 

1

2

3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

a

a
A

a

 
 
 
 
 
 

 

 

0ka   olsun. A  operatörünün  0,A c  spektrumunu bulalım. 

 

Çözüm:  

       0 0 0 0, , , ,p r cA c A c A c A c       olduğu için öncelikli olarak sürekli 

spektrum olan  0,p A c  ı bulalım. 

Ax x  olduğu için 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

a x x

a x x

a x x


     
     
     
     
     
     

 

1 1 1

2 2 2

k k k

a x x

a x x

a x x













 

dir. 

0   ise 0kx   olur.  0,k pa A c  dır. 

0   ise 0kx   olur.  0,k pa A c  olur. Dolayısıyla nokta spektrumu 

   0, : 1,2,3,p kA c a k    olur. 
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Şimdide rezidüel spektrum olan  0,r A c  ı bulalım. 

     0 1 0, , \ ,t

r p pA c A A c    olduğu için tA  nin 
1
 de özdeğerlerini bulalım yani 

tA  nin 
1
 de nokta spektrumunu bulalım. 

1

2

3

4

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

t

a

a

A a

a

 
 
 
 
 
 
  

 

dir. 

tA x x  denklem sisteminden 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

a x x

a x x

a x x


     
     
     
     
     
     

 

1 1 1

2 2 2

k k k

a x x

a x x

a x x













 

elde edilir. Bu sistemde 

0   ise 0kx   ve   1,t

k pa A  dir. 

0   ise 0kx   olur.  1,t

k pa A  olur. Dolayısıyla nokta spektrumu 

   0, : 1,2,3,p kA c a k    olur. 

     0 1 0, , \ ,t

r p pA c A A c    

olduğu için 

     0, : 1,2,3, \ : 1,2,3,r k kA c a k a k     

 0,r A c   

dir. 

Son olarak da sürekli spektrum olan  0,c A c  ı bulalım. 
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A A     olduğu için 

1

2

3

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

a

a
A

a








   
   
    
   
   
   

 

1

2

3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

a

a
A

a








 
 


 
 
 
 

 

dir. 

   1 2 1 2

1

, ,        , ,

        A     olduğu için

x x x y y y

A x y y x 



 

  

 

 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

a x y

a x y

a x y







     
     


     
     
     
     

 

 

 

 

 

1
1 1 1 1

1

2
2 2 2 2

2

3
3 3 3 3

3

     

    

    

    k
k k k k

k

y
a x y x

a

y
a x y x

a

y
a x y x

a

y
a x y x

a













   


   


   


   


 

elde edilir. 

Dolayısıyla  
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1

1

2

3

1
0 0 0

1
0 0 0

1
0 0 0

a

aA

a











 
 
 
 
 
 
 
 


 
  

 

elde edilir. 

 1 1

1 2

1 1 1
sup sup , , ,

kn

n

A a
a a a


  

 
 

       
  

1. Durum: 0   olursa 1A

    olur. Bu durumda 0   için tersi var ve sürekli 

olmadığından  00 ,c A c  dır. 

2. Durum: 0   için, 

   0: 1,2, ,k pS a k A c    

S  olsun. 

     , inf :     0d d S x x S d       

0   olduğu için 0d   olur. Dolayısıyla 
1

d
  . 

1 2

1 1 1 1
sup , , , ,

kd a a a  

 
       

 

1

d
 sonlu olduğu için S  için 1A

  süreklidir. Dolayısıyla 0  için  0,c A c   

dır. Sonuç olarak    0, 0c A c   olur. 

       0 0 0 0, , , ,p r cA c A c A c A c       

olduğu için 

     

     

0

0

, : 1,2, 0

, : 1,2, 0

k

k

A c a k

A c a k





  

  
 

dir. 
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Örnek 5.4:  

1
0 0 0

2

1
0 0 0

4

1
0 0 0

8

1
0 0 0

16

A

 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
  

 

0 0c c  bir operatör olsun. A  operatörünün spektrumunu bulalım.  

Çözüm:  

       0 0 0 0, , , ,p r cA c A c A c A c       olduğu için öncelikli olarak nokta 

spektrumu olan  0,p A c  ı bulalım. 

Ax x  olduğu için 

1 1

2 2

3 3

4 4

1
0 0 0

2

1
0 0 0

4

1
0 0 0

8

1
0 0 0

16

x x

x x

x x

x x



     
     
     
     
     
     
     
     
     
     
     
         

 

 

1 1 1 1

2 2 2 22

3 3 3 33

1 1
      

2 2

1 1
     

4 2

1 1
     

8 2

1 1
   

2 2
n n n nn n

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

 

 

 

 

  

  

  

  

 

dir. 
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0   ise 
1 2 0nx x x      olur. Dolayısıyla 0   için özdeğeri yoktur. 

0   ise 
1 0x   için 

1 1

1 1
    

2 2
x x     olur. Bu durumda  0 1kx k   

olduğundan dolayı   01,0,0,x c   olur. 

2 0x   için 
2 2

1 1
    

4 4
x x     olur. Bu durumda  0 2kx k   dır. 

  00,1,0,x c   olur. 

 

Bundan dolayı 0kx   için 
1

2k
   olur.   00,0, 0,1,0,x c   özvektörü ile 

1

2k
   özdeğerdir. 

1

2k
   olsun   . Bu durumda 0kx   olur. O zaman 

1

2k
   durumunda   öz 

değer olamaz. Dolayısıyla nokta spektrumu 

 0

1
, : 1,2,

2
p k

A c k
 

  
 

 

dir. 

Şimdide rezidüel spektrum olan  0,r A c  ı bulalım. 

     * *

0 0 0, , \ ,r p pA c A c A c    olduğu için 

* tA A  ve *

0 1c   olduğundan dolayı (Lemma 3.2)  

     0 1 0, , \ ,t

r p pA c A A c    dır. Dolayısıyla  1,t

p A ı bulalım. Yani tA  nin 1  

de özdeğerini bulmalıyız.   özdeğer olsun. O zaman tA x x  ve 

1
0 0 0

2

1
0 0 0

4

1
0 0 0

8

tA

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

olduğu için 
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1 1

2 2

3 3

4 4

1
0 0 0

2

1
0 0 0

4

1
0 0 0

8

x x

x x

x x

x x


     
     
     
     
     
     
     
     
      

 

 

dir. 

Dolayısıyla  

1 1

2 2

1

2

1

4

1

2
n nn

x x

x x

x x













 

denklem sistemi elde edilir. 

0   için, 1 2 3 0nx x x x       olur. Dolayısıyla 0   için özdeğer 

yoktur. 

0   için,   10,0, 0,1,0,x    oluyor. Dolayısıyla 0   için özdeğer  

 1

1
, : 1,2,

2

t

p k
A k

 
  
 

 

dir. 

 

     0 1 0, , \ ,t

r p pA c A A c    

olduğu için  

 

 

0

0

1 1
, : 1,2, \ : 1,2,

2 2

,

r k k

r

A c k k

A c





   
     
   



 

dır. 

Son olarak da sürekli spektrum olan  0,c A c  ı bulalım. 
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A A     olduğu için 

 

1 1
0 0 0 0 0 0

2 20 0 0
1 1

0 0 00 0 0 0 0 0
4 4

0 0 0
1 1

0 0 0 0 0 0
8 8

A




 





   
   

    
    
      
    
    
    

   
   

 

dir. 

 

   1 2 1 2, ,              , ,x x x y y y   

1              A x y A y x 

    olmasını gerektirdiği için 

 

1 1

2 2

3 3

1
0 0 0

2

1
0 0 0

4

1
0 0 0

8

x y

x y

x y







          
     
     
     
     
     
     
      

 

1
1 1 1

2
2 2 2

1
        

12

2

1
       

14

4

1
      

12

2

n
n n nn

n

y
x y x

y
x y x

y
x y x













 
    

    
 

 
    

    
 

 
    

    
 

 

denklem sistemi elde edilir. 
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1

1
0 0 0

1

2

1
0 0 0

1

4

1
0 0 0

1

8

1
0 0

1

2n

A











 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

şeklindedir. 

 

 1 1 1 1 1 1
sup sup , , , , ,

1 1 1 1

2 4 8 2

kn

n

A a

   

 

 
 

   
     
 

  olduğu için 

1. Durum: 0   için 1A

     00 ,c A c  dır. 0   için tersi  var ve sürekli 

olmadığından  00 ,c A c  dır. 

2. Durum: 0   için, 

 0

1 1 1 1
, , , , , ,

2 4 8 2
pn

S A c
 

  
 

 

     

1

1 2

, inf :       0

1 1 1 1
sup , , ,

k

d d S x x S d

A
d a a a



 

  



    

 
        

 

1

d
 sonlu olduğu için S  için 1A

  süreklidir. Dolayısıyla 0   için  0,c A c   

dır. Sonuç olarak    0, 0c A c   olur. Elde edilen değerleri 

       0 0 0 0, , , ,p r cA c A c A c A c        da yerine yazılırsa 

   0

1
, : 1,2,    0

2k
A c k

 
     
 

 

   0

1
, : 1,2,  0

2k
A c k

 
   
 

 

dır. 
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Örnek 5.5 : 
 

1 2 3 41

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

a a a a

A

 
 
 
 
 
 

 

 

0 0c c  bir operatör olsun. A  operatörünün spektrumunu bulalım (en az iki tanesi 

sıfırdan farklı)  0ka  . 

 

Çözüm : 

       0 0 0 0, , , ,p r cA c A c A c A c       olduğu için öncelikli olarak nokta 

spektrumu olan  0,p A c  ı bulalım. Yani özdeğer kümesini bulalım.   bir özdeğer 

olsun. Bu durumda Ax x  olduğu için 

 

1 2 3 4 1 1

2 2

3 3

1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

a a a a x x

x x

x x


     
     
     
     
     
     

 

 

1 1 2 2 3 1 1

2 2

3 3

    

    

n n

n n

x a x a x a x x

x x

x x

x x









     







 

dir. 

1 1 2 2 3 1 1n nx a x a x a x x       

1 için   

1 2 2 3 3 4 1

1 1

1

1

0

0

    

   

n n

k k e e

k e

e k

a x a x a x a x

a x a x

x a

x a



 





     

 



 

 

 

 0,0,0, 0, ,0, 0, ,0,  olur. O zaman 1 özdeğerdir.e ka a    

 

1   olsun. Bu durumda 0kx   1k   için, bu bilgi birinci denklemde kullanırsa 

1 0x   olmasını gerektirir. O zaman 1   için özvektör yoktur. Yani 1   ise   

özdeğer olamaz. Dolayısıyla  
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   0, 1p A c   

dir. 

Şimdide sürekli spektrum olan  0,c A c  ı bulalım. 

A A     olduğu için 

 

1 2 3 4 1 2 3 41 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

a a a a a a a a

A

 

 

 

     
     


       
     
     
     

 

 

dır. 

    1

1 2 1 2, ,        , ,                     x x x y y y A x y x A y 

      

 

1 2 3 1 1

2 2

3 3

1

0 1 0 0

0 0 1 0

a a a x y

x y

x y







     
     


     
     
     
     

 

 

 

 

 

1 1 2 2 3 1 1

2
2 2 2

3
3 3 3

1

1
1

1
1

n nx a x a x a x y

y
x y x

y
x y x









      

   


   


 

denklem sistemi elde edilir. 

     
3 11 2

1 1 22 2 2
1 1 1 1

n
n

y yy y
x a a a

   

     
   

 

olduğu için 

     
31 2

2 2 2

1

1

1 1 1 1

1
0 0 0

1

1
0 0 0

1

aa a

A

   







  
     
 
   
 
 


 
  

 

 

şeklindedir. Dolayısıyla  
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 

     

   

1 1

1 2

2 2 2

1 2

2 2

2
1

sup

1 1 1
        sup , , ,

1 1 11 1 1

1
        

1 1 1

1 1
        

1 1

nk

n

k

k

A a

aa a

a a

a



    

  

 

 







   
      

      

 
   

  

 
   

   





 

 

 
1

1

1
k

k

a









 


  

 

1   durumda özdeğer olduğu için bakmaya gerek yoktur. 

1   için 
1

k

k

a




   olduğu için 1

2
1

1 1

1 1
k

k

A a
 






   
 

  olur. O zaman 

1   için  0,c A c   olur. Bundan dolayı  0,c A c   dır. 

Son olarak da rezüdüel spektrum olan  0,r A c  ı bulalım. 

     0 1 0, , \ ,t

r p pA c A A c    olduğu için 

 

1

2

3

1 0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

t

a

A a

a

 
 
 
 
 
 
  

 

olduğu için tA  nin nokta spektrumunu bulalım. 

 
tA x x  olduğu için 

 

1 1

1

2 2

2

3 3

3

4 4

4

1 0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1 0

x x
a

x x
a

x x
a

x x
a



 
    
    
    
    
    
    
        

 
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1 1

1 1 2 2

2 1 3 3

  

x x

a x x x

a x x x









 

 
 

denklem sistemi elde edilir. 

 

1   için 2 0x   ,  0,1,0,  özdeğer. Dolayısıyla 1   için nokta spektrumu 

   1, 1t

p A   

ve 

         0 1 0,  , \ , 1 \ 1t

r p pA c A A c      

dir. 

 

Böylece 

           0 0 0 0,   , , , 1 1p c rA c A c A c A c         

dir. 

 

Örnek 5.6 : 
 

1 0 0 0

1
0 0 0

2

1
0 0 0

4

1
0 0 0

8

A

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
  

 

 

0 0c c  bir operatör olsun. A  operatörünün spektrumunu bulalım.  

 

Çözüm : 

       0 0 0 0, , , ,p r cA c A c A c A c       olduğu için öncelikli olarak nokta 

spektrumu olan  0,p A c  ı bulalım. Yani özdeğer kümesini bulalım.   bir özdeğer 

olsun. Bu durumda Ax x  olduğu için 
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1 1

2 2

3 3

4 4

1 0 0 0

1
0 0 0

2

1
0 0 0

4

1
0 0 0

8

x x

x x

x x

x x



 
 

    
    
    
    
    
    
        

 
  

 

 

1 1

1 2

1 3

11

1

2

1

4

     

1

2

    

nn

x x

x x

x x

x x


















 

 

denklem sistemi elde edilir. 

0   için 

1 0x   olur. 2 1x   alalım.  0,1,0,  özvektördür. 1   içinde 0kx   olabilir. 

Dolayısıyla    0, 0,1p A c   dir. 

Şimdide sürekli spektrum olan  0,c A c  ı bulalım. 

A A     olduğu için 

 

1 0 0 0

1 0 0 01
0 0 0

12 0 0 0 0
1 2

0 00 0 0
14

0 00 0
1 4

0 0 0
8

A



 





 
   
   
          

       
         
     
  

. 

 

    1

1 2 1 2, ,  ,   , ,                 x x x y y y A x y x A y 

      
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1 1

2 2

3 3

4 4

1 0 0 0

1
0 0

2

1
0 0

4

1
0 0

8

x y

x y

x y

x y









 
 

    
    
    
    
    
    

         
 
  

  

dır. 

 

 

 

 

1
1 1 1

1 2
1 2

1 2 2 2

1 3
31

1 3 3 3 2

1
1

1
1 12

2 2 1

1
1 14

4 2 1

y
x y x

x y
y y

x x y x

x y
yy

x x y x





   


   

   




     




     


 

denklem sistemi elde edilir. 

 

 

 

1

2

1
0 0 0

1

1 1
0 0

2 1

1 1
0 0

2 1

A



  

  



 
 
 

 
 
 

 
 
 
  

 

dır. 

 

     
1 1

1 2

1 1 1 1 1 1 1
sup sup , , ,

1 2 . 1 2 . 1 2 1
nk

k

A a
         

 
   

      
     

  

 

0   ve 1   in dışında özdeğer olmadığı için  0,c A c   dir. 

 

Son olarak da rezüdüel spektrum olan  0,r A c  ı bulalım. 

 

     0 1 0, , \ ,t

r p pA c A A c    olduğundan dolayı tA  nin nokta spektrumunu 

bulalım. Yani  1,t

p A  i bulalım.  
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1 1 1
1

2 4 8

0 0 0 0

0 0 0 0

tA

 
 
 

  
 
 
  

. 

 

 

 
tA x x  olduğu için 

 

1 12 3

2 2

3 3

1 1 1
1

2 2 2

0 0 0 0

0 0 0 0

x x

x x

x x


 
    
    
    
    
          

 

 

 

 

1 2 3 4 1 1

1 1 1 1
1. . . .

2 4 8 2
nn

x x x x x x        

2

3

0

0

   

x

x







  

denklem sistemi elde edilir. 

 

0   için 1 1x   ve 2 1x    olabilir. 

1   için 1 1x   ve 0kx   olabilir. 

0   ve 1   için özdeğer yoktur. 

Dolayısıyla    1, 0,1t

p A  dir. Bu durumda  

 

         0 1 0,  , \ , 0,1 \ 0,1t

r p pA c A A c      

dır. 

Yani spektrum 

       

 

 

0 0 0 0, , , ,

             0,1

             0,1

p c rA c A c A c A c     

 



 

dir. 
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Örnek 5.7 : 

 

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0 0

1 0 1 0

                                                      n k

A

x x

 
 
 
 
 

  
 
 
 
   

 

 

 

0 0c c  a bir operatör olsun. A  operatörünün spektrumunu bulalım. 
 

 

1

, 1

k n

k n

 


 

 

Çözüm:  

       0 0 0 0, , , ,p c rA c A c A c A c       olduğu için öncelikli olarak nokta 

spektrumu olan  0,p A c  ı bulalım. Bunun için   özdeğer olsun. 

Ax x  olduğu için 

 

1 1

2 2

3 3

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0 0

1 0 1 0

    

                                               n k

x x

x x

x x

x x



 
 
     
     
          
     
     
 
 
 

   

 

1 1

2 2

1 1

1 1

n n

n k n

n n

x x

x x

x x

x x x

x x











 

 







 



 

dir. 
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1   için 
1 0x   olabilir.  1,0,0,  özvektördür. Dolayısıyla 1   öz değerdir. 

1   için 
1 20  ,   0,x x   olduğu için özdeğer yoktur. Nokta spektrumu olan 

   0, 1p A c   dir. 

 

Şimdide sürekli spektrum olan  0,c A c  ı bulalım. 

 

A A     olduğu için 

 

1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 0

0 0 1 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 1 0 1 0

                                             n k

A

x x









 
 
   
   
   
    
   
   
      
 
  

 

 

 

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1

0 1 0 1 0

                                                        n k

A

x x











 
 


 
 
 

  
 
 

  
 
 

 

dir. 

 

    1

1 2 1 2, ,      , ,      x x x y y y A x y x A y 

      olduğundan dolayı 

 

1 1

2 2

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0 1 0

x y

x y







 
 


     
     

              
 
 
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 

 

 
 

 

1
1 1 1

2
2 2 2

2

1
1 1 1

1
1

1
1

1       
1 1 1

1
1

n k n k
n k n n n

n
n n n

y
x y x

y
x y x

y x y y
x x y x x

y
x y x








  





  

   


   



      

  

   


 

denklem sistemi elde edilir. Dolayısıyla  

 

 

1

2

1
0 0

1

1
0 0

1

1 1
0 0 0 0 0 0

1 1

A





 



 
 
 
 
 
 

  
 
 

  
 
 
  

 

dir. 

 

 
1 1

2 2

1 1 1 1 1 1 1
sup sup , , , , ,

1 1 1 1 11 1
nk

k

A a
     

 
  

     
       

  

 

1   özdeğer olduğu için incelemeye gerek yoktur. 1   iken tersi var ve her 

noktada sürekli olduğundan dolayı süreksiz nokta olmadığından dolayı  0,c A c   

dir. 

Son olarak da rezüdüel spektrum olan  0,r A c  ı bulalım. 

     0 1 0, , \ ,t

r p pA c A A c    olduğu için, tA  nin özdeğerlerini bulalım. 
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1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0

0

1 0 1 0

0

t
n

A

k

 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 

 
 
 
  

 

 
tA x x  olduğu için 

 

1 1

2 2

3

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1 0

0

0 0 1 1

x x

x x

x


 
 
 
 
 

    
    
    
    
    
    

 
 
 
  

 

ve  

 

1 1

2 2

1 1

    

    

n n

n n

n k k

x x

x x

x x

x x

x x x











 









 

 

denklem sistemi elde edilir. 

 

1   için 1 0x   olabilir.  1,0,0,  özvektör olduğu için 1   özdeğerdir. 1   

için 1 2 0n kx x x x        olduğu için özdeğer yoktur. Dolayısıyla 

   1, 1  olduğu içint

p A   

         0 1 0, , \ , 1 \ 1t

r p pA c A A c      

dir. 

Bundan dolayı 
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       

 

 

0 0 0 0, , , ,

             1

             1

p c rA c A c A c A c     

 



 

dir. 

 

Örnek 5.8 : 

 

1 0 0 0 0

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 1 0

A

 
 

 
  
 

 
  

 

0 0c c  bir operatördür. A  operatörünün spektrumunu bulalım. 

Çözüm : 

       0 0 0 0, , , ,p r cA c A c A c A c       olduğu için öncelikli olarak nokta 

spektrumu olan  0,p A c  ı bulalım. Yani özdeğer kümesini bulalım.   bir özdeğer 

olsun. 

Ax x  olduğu için 

 

1 1

2 2

3 3

4 4

1 0 0 0 0

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 1 0

x x

x x

x x

x x



    
    


    
     
    

     
         

 

ve 

 

1 1

1 2 2

2 3 3

1

   

         

n n n

x x

x x x

x x x

x x x











  

  

  

 

denklem sistemi elde edilir. 

kx  dizide ilk sıfırdan farklı terim olsun. Bu durumda k. eşitlikten 1k k kx x x   olur. 
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1 0kx    olduğundan dolayı 0k k kx x x    ise 1   olur. 

  1   için 1 2 3 0kx x x x       olur ve   0kx   ile çelişir. Dolayısıyla 

 0,p A c   dır. 

Nokta spektrumu boş küme olduğu için  1A

  her zaman vardır. 

Öncelikli olarak A  operatörünün tersini bulalım. 

   1 2 1 2

1

, ,             y , ,

             x

x x x y y

A x y A y 



 

  
 

A A     olduğu için 

 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0

A

 

 

 

 

     
     
  
     
         
     

       
          

 

dir. 

 

1   için 

 

1

0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

A

 
 

 
  
 

 
  

 

dir. 

1

1A  i bulmak için 1A x y  olması 1

1A y x   olmasını gerektirdiği için, 

1

1 2 1 2

2 3 2 3

3 4 3 4

0

           

          

          

y

x y x y

x y x y

x y x y



   

   

   

 

denklem sistemi elde edilir.  

 



 46 

1

1

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0
A

 
 


 
 
 
 

 

dir. 

 

1   için 

1A

  i bulmak için A x y   olması 1A y x

   olmasını gerektirdiği için, 

 

   

   

1 1 1 1

2

1 2 2 2 2 1 2 1

2 3

2 3 3 3 3 2 3 2 1

1
         1                

1

1 1 1
1               

1 1 1

1 1 1 1
1               

1 1 1 1

                          

x y x y

x x y x y x y y

x x y x x x y y y





  


   

  


 
         

   

   
           

      

 
2

1 1 1

                            

1 1 1
1            

1 1 1

                                                      

n

n n n n n nx x y x y y y
  

 

   
          

     

 

denklem sistemi elde edilir. Dolayısıyla A  nın tersi olan 1A

  

 

 

     

2
1

3 2

1
0 0 0 0

1

1 1
0 0 0

11

1 1 1
0 0

11 1

A





 



 
 
 
 
   
 
 

  
 
 

 

dir. 

Şimdi de rezidüel spektrum olan  0,r A c  ı bulalım. 

     * *

0 0 0, , \ ,r p pA c A c A c    olduğu için 
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* tA A  ve *

0 1c   olduğu için lemma 3.2 den dolayı  1,t

p A  i bulalım. Yani tA  

nin 
1
 de özdeğerlerini bulalım.   özdeğer olsun. Dolayısıyla  tA x x  olur ve 

 

1 1

2 2

3 3

4 4

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 1 0

0 0 0 1 1

x x

x x

x x

x x



     
     


     
     
     

     
          

 

dır. 

 

 

 

 

 

1 2 1 2 1

2

2 3 2 3 1

3

3 4 3 4 1

1

1 1 1

    1

       1

       1

 

    1

 

k

k k k k

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

 

 

 

 


 

    

    

    

    

 

denklem sistemi elde edilir. 

 

 
1

11
k

kx x


   dizisi geometrik dizi,   1kx   olması    11
k

   olması 

demektir. Bunun için, geometrik serinin yakınsama şartından dolayı 1 1   olması 

gerekir. Dolayısıyla  

   1, : 1 1t

p A       

dir. 

Bu durumda 

     

   

 

 

* *

0 0 0

1 0

, , \ ,

               , \ ,

               : 1 1 \

               : 1 1

r p p

t

p p

A c A c A c

A A c

  

 

 

 





    

   

 

dir. 
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Son olarak da sürekli spektrum olan  0,c A c  ı bulalım. 

Öncelikli olarak  01 ,r A c    olduğu için, bu kısımda 1   kabul edebilim. 

1   için 

 

     

2
1

3 2

1
0 0 0 0

1

1 1
0 0 0

11

1 1 1
0 0

11 1

A





 



 
 
 
 
   
 
 

  
 
 

 

olduğu için 

1

1

1 1
1

1 1

k

k

A
 






   
 

  

olduğundan dolayı 

  1:        1 1 A      in sürekli olduğu   lar kümesidir. 

  1:         1 1 A      in sürekli olmadığı   lar kümesidir. 

Burada lineer operatörler için sürekliliğin sınırlılığa denk olduğunu kullanılır. Sürekli 

spektrumu bulmak için, A  nın sürekli olmadığı   lar kümesinden A  değer kümesinin 

yoğun olmadığı ve tersinin olmadığı kümeyi çıkartmak gerekir. Yani 

        

    

 

r, :   1 1  \ , ,

              :   1 1  \ :   1 1

              :   1 1

c o o p oA c A c A c    

   

 

    

       

   

 

dir. 

Dolayısıyla spektrum  

       , , , ,o p o r o c oA c A c A c A c       

olduğu için 

     

 

,    1 1  1 1

             :    1 1

oA c    

 

       

   
 

dir. 
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