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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

Bazi1 Ozel Operatérler I¢in Spektrum Denkligi

Elif YILDIZ

Adiyaman Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danigman: Prof. Dr. Manaf MANAFLI

Bu calismada bazi 6zel matris operatorlerinin, dzdegerleri ve terslenebilirligi
incelenmistir. Ayrica, bu matrislere karsilik gelen spektrumlarin hangi durumlarda denk

oldugu incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Operator, yakinsaklik, &6zdeger, terslenebilirlik, stireklilik,

spektrum.
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In this study, some special matrix operators will be studied with respect to their
eigenvalue and reversibility. In addition, the situations in which the spectra

corresponding to these matrices are equivalent will be examined.

Key Words : Operator, convergence, eigenvalue, invertibility, continuity,

spectrum.



TESEKKUR

Tez calismamda benden yardiminm1 ve destegini esirgemeyen, ileriye yonelik
bakis agimi olumlu yonde degistiren Sayin Hocam Prof. Dr. Manaf MANAFLI’ya,
Sayin Hocam Yrd. Dog. Dr. Muhammed ALTUN’a, yiiksek lisans derslerime giren ve
bana yardimci olan Saym Hocalarim Dog. Dr. Ayhan ESi’ye, Yrd. Dog. Dr. Mustafa
UCKUN’a, Yrd. Dog. Dr. M. Ali OZTURK ’e ve 6devlerimde yardimci olan arkadasim
Ars. Grv. Ebubekir INAN’a, tezimi yazmamda yardimec1 olan Ali CALISKAN’a, canim
aileme, maddi manevi destegini esirgemeyen ve bana ¢ok giivenen biricik esim ibrahim
YILDIZ’a ve de en Onemlisi annelik saatinden ¢alip siirekli onunla ilgilenmeyi
erteledigim ve tezimi yazarken yanimda ge¢ saatlere kadar kalan biricik oglum Yusuf

YILDIZ’ a tesekkiirlerimi bir borg bilirim.



ICINDEKILER

(074235 WP I
ABSTRACT .. e I
TESEKKUR ...ttt et es et nseae et en et en e iii
ICINDEKILER ....ovviiieieeeeeetceeeet ettt ettt iv
SIMGELER DIZINIL.....coiiiiiiiiiiiinise e v
(O 3 1 21 1P TTRR 1
2. TEMEL TANIMLAR ..ot 3
2. L MELTTK UZAY ..ottt ne e 3
2.2 LINEEI UZAY ....ccuiiiice ettt st reenae e 3
2.3 YaKINSAKIIK ....ccciuvieiiiiiiiiic e 4
2.4 KOMPAKLIIK . ....oiiiiiiiciieiese e 4
2.5 NOIM Lot ne e 4
2.6 Banach UzZayl .......cccciiiiiiiiiiii e 4
2.7 CAUCNY DIZIST ..t 4
2.8 LINEET OPETALOT .....evveveeiiesie sttt bbbt 4
2.9 SUIrEKIl DONUSTIM ... vvieiieiiiieiee sttt 5
2.10 YOZUNIUK .....oiiiiiiiiiiiicci 5
2.1 KAPANIS . ..tiiiiieiee ettt sttt b e n e 5
2.12 Y1Z1Ma NOKLAST .ttt 5
3. LINEER OPERATORLERIN SPEKTRAL TEORISI ..........cc.coceeennn. 6

4. B(r,s) DONUSUMUNUN c, VE ¢ DiZi UZAYLARI UZERINDEKI

SPEKTRUMU ..ottt s 10
4.1. ¢, ve ¢ Dizi Uzaylarinda Spektrum ..o, 10
4.2. ¢, ve ¢ Dizi Uzaylarinda Fine Spektrum.............ccoeiiiiiiiiiinin, 14
5. ORNEKLER ........coooiiiiiiiiiintinsinsessse st 17
KAYNAKLAR et 49
[0 Y/€) 00117 I 15T 51



SIMGELER DiZIiNi

[ Dogal Sayilar Kiimesi

0 Reel Sayilar Kiimesi

0 Kompleks Sayilar Kiimesi

(X,d) Metrik Uzay

A A Kiimesinin Tiimleyeni

SupA A Kiimesinin En Kiiciik Ust Smir1
Supremumu

A A nin Yigilma Noktalarinin Kiimesi

A A Kiimesinin Kapanisi

B B Operatoriiniin Tersi

I Norm Fonksiyonu

o(X) X in Spektrumu

X=Y X ve Y Uzaylari [zometriktir

l, Sinirl Dizilerin Uzay1

c Yakinsak Dizilerin Uzay1

C, Sifira Yakinsayan Dizilerin Uzay1

bv Sinirl Salinimli Dizilerin Uzayi

bv, p . Kuvvetten Sinirlt Salinimli Dizilerin Uzay1

I Ozdeslik Doniisiimii

B ( X ,Y) X den Y Uzayma Simirli Doniigiimlerin Uzay1

Yo, (T) T Doniistimlii Regiiler Degerlerin Kiimesi

G(T, X) X Uzayindaki T Doniislimiiniin Spektrum
Kiimesi

o, (T, X) X Uzaymdaki T Doniistimiiniin Siireklilik

Spektrumu Kiimesi

o, (T,X) X Uzayindaki T Déniisiimiiniin Nokta

Vi



Spektrumu Kiimesi

o, (T, X) X Uzaymdaki T Déniisiimiiniin Rezidii

Spektrumu Kiimesi

vii



BOLUM 1
GIRIS

Fonksiyonel analizde bir operatdriin spektrumu, matrisler i¢in 6zdeger kavramini
gerceklestirir. Herhangi bir Banach uzayi ilizerinde tanimli bir operatoriin spektrumu,
nokta spektrumu, siirekli spektrum ve rezidiiel spektrum olmak iizere ti¢ kisma ayrilir.
Bir operatdriin bu ii¢ spektrumunun hesaplanmasi ince spektrum olarak adlandirilir.

Bir ¢ok arastirmaci, spektrum ve bazi dizi uzaylari lizerinde belirli sinirli matrislerle
tanimlanan lineer operatorlerin ince spektrumunu calismistir. Spektrum ve ince
spektrum ile ilgili literatiirde var olan bazi ¢aligmalar1 verelim.

e Wenger (4), 1975’te ¢ iizerindeki Cesaro operatoriiniin tam kuvvetinin ince
spektrumunu incelemistir.

e Rhoades (6), 1983°te ¢ fizerindeki Cesaro operatoriiniin tam kuvvetinin ince
spektrumunun sonucunu agirlikli ortalama metotlara genellemistir.

e Reade (8), 1985’te c, dizi uzayr iizerinde Cesaro operatdriiniin spektrumunu
calismustir.

e Gonzales (7), 1985°te ¢, flizerinde Cesaro operatdriiniin ince spektrumunu

caligmustir.
e Okutoyi (11), 1992°de bv dizi uzay1 lizerinde Cesaro operatoriiniin spektrumunu
hesaplamistir.

e Coskun (12), 1997°de c, lizerinde tanimla p—Cesaro operatdriiniin spektrumu ve

ince spektrumunu ¢aligmistir.

e Akhmedov ve Basar (14), 2004’te c,, ¢, ve / . tizerinde Cesaro operatdriiniin ince

spektrumunu belirlemislerdir.

e Akhmedov ve Bagar (18), 2006’da /¢  fiizerinde A fark operatoriiniin ince

spektrumunu belirlemislerdir.

e Bilgi¢, Furkan ve Kayaduman (17), 2006’da /, ve bv, dizi uzaylarinda
genellestirilmis B(r,s) fark operatoriiniin ince spektrumunu hesaplamiglardir.
o Karakaya ve Altun (22), 2010°da c, ve c dizi uzaylan iizerinde ¢ift bantl iist

ticgensel U (r, S) matrisi i¢in ince spektrumu belirlemisler.



o Karakaya, Manafov ve Simsek (24), 2011°de ¢, ve bv,, (1<p<o) dizi

uzaylarinda ikinci mertebeden fark operatdriiniin ince spektrumunu bulmuslar.



BOLUM 2
TEMEL TANIMLAR
Bu boliimde, daha sonraki boliimlere hazirlik olmasi bakimindan gerekli goriilen
tanimlara yer verildi.

Tanmim 2.1 : X bos olmayan bir kiime olsun. d : XxX —[] fonksiyonu igin,
M;)d(xy)=0<x=Yy,
M,) d(x,y)=d(y,x) (simetri dzelligi) ve
M,) d(x y)<d(xz)+d(z,y) (iicgen esitsizligi)
sartlar1 saglaniyorsa d ye X de bir metrik ve d ile birlikte X e metrik uzay denir ve
(X,d) veya X, ile gosterilir.

Tanmm 2.2 : L bos olmayan bir kiime ve F , reel veya kompleks sayilar cismi olsun.

Asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye F iizerinde lineer uzay (vektor uzay1) denir.
A) (L,+) islemine gore bir abel gruptur. Yani
Gl) Her x,y e L i¢in x+ Yy e L dir (kapalilik 6zelligi).
Gz) Her X,y,zeL i¢in x+(y+ Z) = (X+ y)+ z dir (birlesme 6zelligi).
Gs) Her xe L igin X+6=6+X=X olacak sekilde 36 € L vardir(6zdes eleman
varligr).
G,) Her xeL igin x+(—-x)=(—x)+x=0 olacak sekilde I—x e L vardir (ters
eleman varligi).
GS) Her X,y e L igin X+ Yy =y+X dir (degisme 6zelligi).
B) Her x,y e L ve her «, S €F icin agsagidaki sartlar saglanir.

L,) axelL dir.

L,) a(x+y)=ax+ay dir.

L,) (af)x=a(px) dir.

)
L;) (a+f)x=ax+px dir.
)
L)

1. x=x dir (1., F nin birim eleman1).



Tamm 2.3 : (X,d) bir metrik uzay ve (x,) X de bir dizi olsun.limd(x,,x)=0

N—o0

olacak sekilde bir x e X varsa (x,) dizisine X de yakinsak denir.
Tamim 2.4 : X bir metrik uzay olsun. X deki her dizi yakinsak bir alt diziye sahip
ise X e kompakt denir.
Tammm 2.5 : N, bir lineer uzay olsun. [J. [IN — R fonksiyonun xe N deki
degerini [1x[] ile gosterelim. Bu fonksiyon i¢in
N,))OX(=0<x=6
NZ)DaXD=|a|.D xO(x e F) ve
N,)Ux+ylD < OxUO+0y0 (Gggen esitsizligi)
sartlar1 saglaniyorsa [1. [J fonksiyonuna N de (veya N iizerinde) norm denir.
(N,[0. ) ile gosterilir.
N ve N'normluuzay ve T :N — N' lineer operator olsun her X € N i¢in
OTO)0'<KO x [ 1)
olacak sekilde bir K >0 reel sayisi varsa T Yye stnmirlt denir. Simdi her x e N —{O} i¢cin

OT(X)'<KO x [J nin sagladigr en kiigik K y1 arasgtiralim. Burada 6 y1 harig
tutabiliriz. Ciinkli bu halde [IT(8)[E10'[=0 olup bu deger i¢in en kiiciik K sifirdir.
X#6 ise [Ix[#0 olacagindan (1) nin her iki tarafimi [IX[] e bolerek elde ederiz.
Buradan anlagilir ki, K bu esitsizligin solundaki ifadenin supremumu kadar kiiclik

olabilir. Bu en kiigiik K y1 K, =IT [] ile gbsterelim. Yani

0T = Sup{D;(XéD
X

: XeN, x¢0}

olsun. Bu JT [J ye T nin normu denir. T simurli lineer operator ise [T [K K dir.

Tamim 2.6 : N normlu lineer uzay olsun. N, norm metrigine gore tam ise N ye

Banach uzay: denir.

Tamm 2.7 : X =(X,d) bir metrik uzay ve (Xn) bu uzayda bir dizi olsun. Verilmis
herhangi bir & >0 i¢in m,n> N, oldugunda d(x,,X,) <& olacak sekilde N, =N, ()
say1s1 varsa (Xn) dizisine Cauchy dizisi denir. X teki her (Xn) cauchy dizisi yakinsak

ise yani x, —x e X ise (X,d) metrik uzayma tam metrik uzay veya tam denir.

Tanim 2.8 : Lineer uzaylarda tanimli doniistimlere operator denir.



L ve L' ayn1 bir F cismi lizerinde iki lineer uzay olsun. T : L — L' operatorii
TX+y)=T(X)+T(y) ve (¢ eF)
T(ax)=aT(X)

sartin1 sagliyorsa T ye lineer operazér denir.

Tamm 2.9 : (N0 . ) ve (N"J . ') aym skaler cismi iizerinde normlu iki uzay
olsun. T:N — N bir doniisiim olsun ve X, €N ise &>0 verildiginde [Ix—x,[< &
icin UT(X)-T(%,)'<e olacak sekilde bir >0 reel sayis1 varsa T, X, noktasinda
stireklidir.

Tamm 2.10 : S, (X,d) metrik uzaymn bir alt kiimesi olsun. Eger S = X ise yani

S nin kapanigt X eesitise, S ye X de yogundur denir.

Tamm 2.11 : A X metrik uzaymn bir alt kiimesi x,€ X, X, A nin yigilma
noktast olsun. A nin yigilma noktalarinin A' kiimesi ile A nin noktalarindan ibaret

olan kiimeye A nin kapamsi denir ve A ile gosterilir (K= Au A'). Ayrica, A nin

kapali olmasi i¢in A=A olmalidur.

Tanmim 2.12 : A, X metrik uzaymin bir alt kiimesi ve X, € X olsun. x, m her bir
D'(X,;€) a¢ik yuvart A ya ait bir nokta ihtiva ediyorsa bu x, noktasina A nin yigilma

noktasi denir. A nin yigilma noktalari kiimesi A' ile gosterilir.



BOLUM 3
LINEER OPERATORLERIN SPEKTRAL TEORISi

A operatori D(A) >R(A) D(A)c X X lineer vektér uzayr Aell skaler;
A, = A— Al operatdrler demetini inceleyelim.
Lineer operatorlerinin spektral teorisi A sayilariin A, operatoriiniin sinirli bir

tersinin bulunmasina olanak saglayan ¢oziicli kiimenin belirlenmesi, bu kiime ve bu

kiimenin tiimleyeni olan spektrumun bulunmasini saglar. R, =R(A,) deger bdlgesini
X normlu uzayinda yogun kilan ve A, operatoriiniin siirekli bir tersini var olmasina
yol acan A kompleks sayilarinin olusturdugu p(A) <] kiimesine A operatoriiniin
¢oziicti kiimesi ad1 verilir. Bu kiimenin [ ye gore tiimleyeni olan o(A) = [ p(A)]' cl
kiimesine de A operatoriiniin spektrumu adi verilir.
Aeo(A) ise A yoktur veya siirekli degildir veya R. # X A' varsa D(A") =R,
olacagina dikkat edilmelidir.

a) o,(A)= {ﬂ, el 1A' yok} kiimesi nokta spektrumu adimi alir. Bu kiimenin
tiyeleri 6zdegerler adini alir.

b) o.(A) = {ﬂ el] : A;* var ve siireksiz, Rz = X} kiimesi siirekli spektrum adin1 alir.

c) o,(A)= {/1 ell 1A var, Ri# X} kiimesi artik spektrum adini alir.
o(A)=0c,(Avoc (Ao (A
X %@ karmagik normlu uzay olsun. A:D(A)— X ise D(A)c X tamm

araliginda lineer bir operator olsun. A nin A da regiiler bir degeri, su sartlar1 tasiyan

karmagik bir sayidir.

(R,) A" mevcuttur,
(R,) A smurhdir,
(R;) A' X de yogun olan bir kiimede tanimlidir.

A da ¢oziicii p(A) kiimesi, 4 nin A da tiim regiiler degerlerinin kiimesidir.

(1) R(A) = X



(1) R(A)=X ama R(A)# X

(III) R(A)= X
ve A icinde ii¢ olasilik vardir.

(1) A™ meveuttur ve siireklidir.

(2) A" mevcuttur ama siirekli degildir.

(3) A" mevcut degildir.

Eger tiim bu olasiliklar tiim olast yollarla birlestirilirse dokuz farklt durum ortaya
¢ikar. Bu durumlar 1, , 1, , I, , II,, II, , I, , IIL, , IIL, , III, olarak etiketlendirilir
(Goldberg 1966).

Teorem 3.1: Bir X normlu vektor uzayi iizerindeki A lineer operatoriiniin p(A)
¢ozilicii kiimesi kompleks diizlemde agik bir kiimedir. Dolayisiyla o(A) spektrumu

kapal1 bir kiime olur (Goldberg 1966).

Teorem 3.2: Bir X normlu vektdr uzay: tizerinde A siirekli bir operator ve A'
eslenik operatorii olsun. o(A') < o(A) bagintis1 gegerlidir. X bir Banach uzay: ise
o(A") =o(A) olur (Brown 1970).

Teorem 3.3: X bir normlu vektor uzayr ve Ae B(X) bir kompakt operator olsun.
o(A) spektrumunun sifirdan farkli tiim noktalart A nin 6zdegeridir. X sonsuz boyutlu
ise 0 e o(A) olur (Kreyszig 1978).

Teorem 3.4: X bir normlu vektor uzayr ve A: X — X bir kompakt operator olsun.
A nm spektrumu kompleks diizlemde kompakt bir alt kiime sifirdan farkli her noktasi

sayilabilir bir kiimedir (Goldberg 1966).
Teorem 3.5: X ve Y normlu uzaylar D(T) < X olmak tlizere T:D(T)—>Y bir

lineer operator olsun. Bu durumda T nin siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart T nin

sinirl olmasidir (Kreyszig 1978).
Ispat: T =0 igin ifade asikardir T # 0 alalim. Bu durumda ||T|| #0 dir. T nin siirh

oldugunu varsayip herhangi bir X, e D(T) noktasint goz Oniine alalim. Herhangi



bir £ >0 sayisi verilmis olsun. Buna gore T lineer oldugundan ¢ = olmak tizere

&
u
||X - X0|| < 0 olacak sekilde her xe D (T) i¢in

[Tx=Tg][ =T (= )| <[Tlx =] < [T} 5 = &
yazabiliriz. x, € D(T) nin keyfi olmasi nedeniyle bu sonu¢ T nin siirekli oldugunu

gosterir. Tersine olarak T nin keyfi bir x,eD(T) noktasinda siirekli oldugunu

varsayalim. Buna gore herhangi bir &£ >0 sayisi verildiginde;

X =%, <&
kosulunu gergeklestiren her x € D(T) igin
[Tx=Tx,| <& 2)

olacak sekilde bir 6 >0 sayis1 vardir. Simdi D(T) de herhangi bir y =0 alalim.

X=X, + 9 y
vl
yazalim. Bu durumda
X—X, = 9 y
vl

olur.

O halde ||X—X0||:5 olup, dolayisiyla (2) yi kullanabiliriz. T nin lineer olmasi

i

[Tyl<e

nedeniyle

[Tx =T =T (x=%)] =

o
-2

yazabiliriz. (2) ifadesi
o
vl

sonucunu gerektirir.
Buradan ||Ty||§§||y|| bulunur. Bu ise CZ% olmak iizere |Ty|<c|y| seklinde

yazabiliriz. Buda T nin smirl oldugunu gosterir.



Lemma 3.1: A=(a,), matrisiA:c—c tamiml sl bir lineer B e B(c)
operatoriinii temsil eder ancak ve ancak asagidaki sartlar saglanirsa:
(1) A nmsatirlarn ¢, dedir ve ¢, normlari sinirhdir,
(2) A nin siitunlar1 ¢ dedir,
(3) A nm satir toplamlarinin dizisi ¢ dedir. B nin operatér normlu A nimn

satirlarinin ¢, normlarinin supremumudur (Kreyszig 1978).

Lemma 3.2: T nin deger kiimesi yogundur ancak ve ancak T~ birebirdir (Goldberg
1966).

Lemma 3.3: T sinirh terse sahiptir ancak ve ancak T &rtendir. Eger T:c, —>¢C, A
matrisi ile temsil edilen smirli lineer operatdr ise adjoint operatér T~ 1 A matrisinin
transpozesi A' ile tamimlandig1 bilinir. ¢, nin dual uzay: c: (duali) ¢, Banach uzayina
izometrik olarak izomorfiktir (Goldberg 1966).

Teorem 3.6: Herhangi bir A ec i¢in U, :¢, — ¢, yogun bir deger kiimesine sahiptir

(Kreyszig 1978).



BOLUM 4
B(r,s) DONUSUMUNUN c, VE ¢ DIZI UZAYLARI UZERINDEKI

SPEKTRUMU

Bu boliimde B(r,s) dontlistimiiniin spektrumu, fine spektrumu, rezidii spektrumu,
stireklilik spektrumu ve nokta spektrumu kavramlari ¢, ve ¢ dizi uzaylarinda incelendi.
Son olarakta Mercerian Teoremi verildi. Ayrica bu tezde kullanilan B(r, S) doniisiimii

r,sell ve s=0 olmak tuzere

seklindedir.

4.1. ¢, ve ¢ Dizi Uzaylarinda Spektrum
Lemma 4.1.1. B(r,s):c—c ifadesi sinirli bir doniisiim olup bu déniisiimiin normu
H B(r’ S)H(c:c) = |r| + |S|
dir (Altay and Bagar 2005).

Lemma 4.1.2. B(r,s):c, —>c, ifadesi siurh bir déniisiim olup bu déniisiimiin

normu

|B(r.s) - =||B(r.s)

seklindedir (Altay and Basar 2005).

(e =TS

Teorem 4.1.3. a( B(r,s), CO) = {a el tla—r|< |S|} (Altay and Basar 2005).
Ispat: Bu teoremin ispatinda ilk 8nce | —r|>|s| igin (B (r,s)-al )_l doniisiimiiniin
mevcut ve (C, :C,) sinifina ait oldugu ve sonrada B(r,s) doniisiimiiniin | —r|<|s| i¢in

(C, :C,) smifina ait olmadigini gdstermek yeterlidir.
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O halde aeza(B(r,S),co) olsun. (B(r,s)—al) licgensel matris oldugundan

(B(I‘,S)—ocl)f1 mevcut ve bu ters doniisim (B(r,s)—al)x=y denkleminin

¢Oziimiinden elde edilir. Bu ters donilisiimiin kK <n i¢in n. satir k . siitunda genel terimi

(_S)n—k
n—-k+1 (41)
(ra)
seklinde olur. Aksi takdirde yani k>n igin ters doniisiimiin genel terimi sifir olur.

Buradan

=Sup "
(CoiCo) nell ; ( — ) kel
(4.2)
n k
=|——|Sup < oo
r—a|nel (H|lI—x

elde edilir. Bu ise (B(r,s)—al) " (c,:¢,) oldugunu gosterir.
Simdi a a(B(r, S),CO) olsun. Bu durumda a #r ve a =r durumlari ortaya cikar.
1) a ea(B(r,S),CO) ve «a #r olsun. Burada B(r,s)—al ticgensel matris oldugu igin

(B(r,s)—al )_1 mevcuttur. (4.2) den

(coCo)

H(B(r,s)—al)

oldugu goriiliir. O halde aEG(B(I’,S),CO) olmasi durumunda (B(r,s)—ozl)fl ters
déniisiimiiniin B(c,) de olmadig: goriiliir.
2) aec(B(r,s),c,) ve a=r olsun. Bu durumda (B(r,s)—al)=B(0,s) matrisi

(4.4)

B(0,s)=

seklindeki gibi bir gosterime sahip olur. R(B(0,s))# c, oldugundan B(0,s) ifadesinin
0

tersi mevcut olmaz ve dolayisiyla da ispat tamamlanir.

Teorem4.1.4. o,(B(r,s),c,) =@ (Altay and Basar 2005).
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Ispat: ¢, uzayinda x=6=(0,0,0,...) dizisii¢in B(r,s)x=ax olsun. Bu lineer
denklemden
X, = Xy,
SX, + 1% =aX,
SX, +IX, .=ax2, 45)

SKy + My = Xy

denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢oziiminden x=(x,) dizisinin x_ ilk

teriminin sifirdan farkli olmasi durumunda « =r olur ve Vk €[] igin

X, . =0 (4.6)

olacagindan bu X, #0 kabulu ile celigir. O halde x=6 icin B(r,s)x=ax lineer

denklemini saglayan o degeri meveut olmadigindan o, (B ( r, s) : CO) = olur.

T :c, —C, doniisiimii A matrisiyle sinirli bir lineer doniisiim teskil ediyorsa, T~ da

A matrisinin A' transpozesi yardimiyla tanimlanan adjoint doniisiimii teskil eder ve
X

T :c, —¢, seklinde tammlanir. Ayrica ¢, n ¢, dual uzayi ||X||:Z|Xk| ile 7, Banach
k=0

uzayina izometrik olarak izomorf olur.

Teorem 4.15. o, (B(r,s) ,¢;)={a ) :|a—r|<[s|} (Altay and Basar 2005).

Ispat: ¢, =/, uzayinda x# 6 igin B(r, S)* X =aX denklemi géz Oniine alindiginda

X, +SX =aX,,
X +5SX, =ax,
X, +SX, =aX,, 4.7)
X, + X = Xy,

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢oziimiinden X dizisinin genel
terimi

X = [“—‘r] % (48)
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seklinde olur. O halde X € /, olmasi icin gerek ve yeter sart |a - r| < |S| olmasidir. Bu da

istenen oldugundan ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.6. o, (B(r,s),¢,)={a el :ja—r|<]s|} (Altay and Basar 2005).

Ispat: B(r,s)—al doniisiminin bir tersinin mevcut ve |a—r|<|s| i¢in

R ( B(r,s)-al ) # C, oldugu gosterildigi takdirde istenilenler elde edilir.

a#r i¢gin B(r,s)—al iicgensel oldugundan tersi meveuttur. @ =r olmasi

durumunda B(r,s)—al bire-bir oldugundan B(r,s)—«al déniisiimiiniin bir tersi

vardir. Ancak B ( r, S)* —al doniistimii Teorem 4.1.5 ten dolay: bire-bir degildir.

Boylece R(B(r, S)—al ) # C, oldugu goriiliir.
Teorem 4.1.7. o, (B(r, S),CO) = {a ell: |a — r| = |s|} (Altay and Basar 2005).

Teorem 4.1.8. o(B(r,s),¢)={a €l :ja—r|<|s|} (Altay and Basar 2005).

Teorem 4.1.9. o, (B(r, S),C) = (Altay and Basar 2005).

Eger T :c —C doniisimii A matrisiyle siirli bir matris doniisiimii temsil ediyorsa,
T :¢ —c doniisiimii | @/, {izerinde

y O
N w

seklinde bir matris temsiline sahip olur. Bu matris gosterimindeki y ve b elemanlari
4 X
)(zlimZank—ZIimank ve b=Ilimg,
" k= k=0 " "

seklindedir. O halde B(r,s):c—>c icin B(r,s) eB(¢,) matrisi

. |r+s 0
B(r,s) ={ 0 B(r,s)t} (4.10)

olur.
Teorem 4.1.10. ap(B(r,s)*,c*)z{aeD Je—r|<|s|}u{r+s} (Altay and Basar
2005).

ispat: 7, de x=0 igin B(r,s) x=ax olsun. O halde lineer denklemden

13



(4.11)
X, + X, = X,
denklem sistemi elde edilir. Sistemin ¢6ziimiinden
a-r\"
X, = (—) X, (n>2). (4.12)
S

olur.

Eger Xx,#0 ise a=r+s olur. Boylece a=r+s ifadesi x=(x,0,0,...)
Ozvektoriiniin bir 6zdegeri oldugu goriiliir. Eger e #r+s ise x, =0 olur ve (4.12) de

X € £, olmasi igin gerek ve yeter sart |a - r| < |S| olmasidir. Bu da istenendir.
Teorem 4.1.11. o, (B(r,s),c)=0, (B(r, s) ,c*) (Altay and Basar 2005).

Ispat: Teorem 4.1.6 nin ispatindaki benzer ifadelerden elde edilir.

Teorem 4.1.12. o, (B(r,s),c)={a el :|a—r|=|s|} \{r+s} (Altay and Basar
2005).

4.2. ¢, ve ¢ Dizi Uzaylarinda Fine Spektrum

Bu kisimda ise bu uzaylar lizerindeki fine spektrum kavramlar1 ve bunlarla ilgili
teoremler verildi.

Teorem 4.2.1. |a - r| < |S| esitsizliginde eger  =r alinirsa
(B(r,s)-al)elLo(B(r,s),c,) (Altay and Basar 2005).

ispat: a=r igin B(r, S)—al = B(O, S) oldugundan Teorem 4.1.7 den B(O, S) elIl;
veya B(0,s)elll, olur. Simdi B(0,s) déniisiimiiniin simirh bir terse sahip oldugunu
gostermek icin B(O, S) nin alttan simirh oldugunu gostermek yeterlidir. O halde X ec,
icin

HB(Qs)tzgnxn, (4.13)
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oldugu kolayca goriliir. B (0, S) alttan siirli oldugundan (B ( r, S) —al ) e 111, dir.
Teorem 4.2.2. |a—r|<|s| esitsizliginde eger a#r Ve aeo, (B(r,s)co) alinirsa
(B (r, S) —al ) € IHZU( B (r, S) , CO) olur (Altay and Basar 2005).

Ispat: Teorem 4.1.6 dan B(r,s)—al elll, veya elll, dir. Béylece (4.2) den

B ( r, S) —al doniistimiiniin tersi siircksiz ve B ( r, S) —al simirsiz bir terse sahip olur.
Bu da istenendir.

Teorem 4.2.3. |a—r|<|s| esitsizliginde aeo-c(B(r,S),co) alinmasi durumunda
(B(r,s)—al)eIIza(B(r,S),CO) olur (Altay and Bagar 2005).

Ispat: (4.2) dikkate alindiginda B(r,s)—ea| déniisiimiiniin tersi siireksiz ve sinrsiz

olur. Teorem 4.1.5 ten B(r,s)*—al bire-bir ve B(r,s)—al déniisiimii yogun bir
deger kiimesine sahip olur. B(r,s)—«al déniisimiiniin 6rten olmadigini gostermek i¢in

(B(r,s)—al)x=y denkleminde yec, olmak iizere X, ¢cC, oldugunu gostermek

yeterlidir. Boylece y=(10,0,0,...)ec, ig¢in X, = (L] L olur. x, ec,
a—r a—r

oldugundan B(r,s)—al déniisimii 6rten degildir.

Ayrica B(r,s) doéniisimiiniin ¢ uzay lizerindeki fine spektrumu ¢, uzaymdaki fine
spektruma benzer oldugundan asagidaki teoremler ispatsiz olarak verildi.

Teorem 4.2.4. |a—r|>|s esitsizliginde oo (B(r,s),c) ise (B(r,s)-al)el,
olur (Altay and Basar 2005).
Teorem 425. |a-r|<|s| esitsizliginde ~a=r olmast  durumunda

(B(r,s)—al)elLo(B(r,s),c) olur (Altay and Basar 2005).

Teorem  4.2.6. |a — r| < |S| esitsizliginde  aeo, (B(r, s), C) alinirsa
(B(r, S)—al ) IS HZG(B(I’, s) , C) olur (Altay and Basar 2005).

Teorem 4.2.7. |a—r|<|s| esitsizliginde aeo,(B(r,s),c)\{r} kabul edilirse
(B(r,s)—al ) eIIIZJ(B(r,S),C) olur (Altay and Basar 2005).

Mercerian teoremi olarakta bilinen asagidaki teorem B(r, S) doniistimii ile spektrum
arasindaki iligkiyi gostermektedir.
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Teorem 4.2.8. ‘a(l— r)+ r‘ > ‘S(l—a)‘ esitsizligini saglayan a kompleks degeri i¢in
A=al + (l—a) B(r, S) matrisinin yakinsaklik alani ¢ uzayi olur (Altay and Basar

2005).
Ispat: Eger o =1 ise A=1I olacagindan ispat icin bir sey gerekmez. O halde o #1
olmast durumunda Teorem 4.1.8 den ve « mnin se¢iminden dolay

B(r,s)—[a/(a—l)]l doniisiimii B(c) de bir terse sahip olur. Boylece A matrisinin
tersi
A‘lzi[B(r,s)—LIj 1eB(c) (4.14)
l-« a-1
dir.
Buradan Amatrisi tiggensel ve B(c) de oldugundan A™ konservatif matris yani

C, =C olmasidir.

16



BOLUM 5
ORNEKLER

Simdi bu konularla ilgili 6rnekleri verelim.,

Ornek 5.1:

1000
I_0100
oo 10

C, — C, bir operatordiir. I operatoriiniin spektrumunu bulalim.

Coziim:
o(Lc,) =0, (Lcy)wo, (Lcy)uo,(I,c,) oldugunu biliyoruz. Once nokta
spektrumu olan o, (I,CO) 1, Yani 6zdeger kiimesini bulalim. A bir 6zdeger olsun. Bu

durumda Ix = Ax oldugu i¢in

1 00 0 ...||x X,
01 00 ...||x% 2 X,
0 01 0.

dir. Boylece
=A% = x-Ax=0 = x(1-1)=0
X, =A% =0 = x,(1-1)=

Xg =A%, = X, =A% =0 = X(1-2)

X, = AX,

U

0
0

X, =A%, = X, —AX, =0 = x,(1-1)=0

sistemi elde edilir. Bu durumda
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A#1i¢in X, =X, =X, =---=X, =---=0 olur. Dolayistyla A#1 i¢in X, larin hepsi

sifir oldugundan dolay1 6zdegeri yoktur.

Fakat A =1 igin her x=(x,)ec, i¢in (1,0,0,0,---) Szvektordir. Dolayisiyla A =1
igin 6z degerdir. Bundan dolay o, (I,¢,)={1} olur.

Sonug olarak, 2=1 iken I," yoktur.1=1 iken I;' her zaman vardir. Buna bagh
olarak siirekli spektrum olan o, (A,C,) 1 bulalim.

Oncelikli olarak I, operatdriiniin tersi olan I," i bulalim.

X=(X,%,,...) Y=Yy Yar---)
I x=y = x=I'yolur.

I, =I-AI oldugu i¢in

1 000 A0 0 0 . 1-12 0 0 0
I_0100...0/100._01—/100
““loo10../]/l00 a20..] |oO 0 1-1 0

A =1 6zdeger oldugu icin tersi mevcut degildir.

A#1 icin
1-4 0 0 O X, Y,
0O 1-24 0 O X | | Y,
0 0 1-2 0 X, | | Y,
-2 =y = x=-3
1-4
(1-2)%=y, = X-= Yo
1-4
(1-)X =y, = X= Ys
1-4
Yy
1-A)x, = = X, =——
( ) n yn n 1-1

dir. Dolayisiyla
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1 0 0 0
1-4
Lo = 0 o
I/I = l_/l
0 0 1 0
1-2
olur.
I'= (a;kl) oldugu i¢in
| sun 3|
k=0
At
=maxy|——|,[——|,---
1-A111-2
1
-4

dir.
A #1 iken tersi var ve her noktada siirekli oldugundan sinirlidir. Dolayisiyla siireksiz

nokta olmadigindan o, (1,¢,) =4 dir.
Son olarak da o, (1,¢,) yi bulalim.

A=1igin o, (I,c,) de mevcut degildir. O zaman A =1 kabul edebiliriz. I,x =y den

dolay1
(1-2) 0 0 0 ...f[Xx]| [%
0 (1-2) 0 0 ... {[%]| |V
0 0 (1-2) 0 X | | Vs
1-)x=y = >9=£—}
1-2)x=y, = Xz:lgzﬂ,
y
1-A)x, = =1
(1-2)x, =y, = X, 7
dir.
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Dolayistyla Lemma 3.2 den A #1 igin I, nin tersi oldugundan dolay1 I, bire-bir ve
ortendir. I, orten oldugundan A#1 icin deger kiimesi yogundur. O zaman

o, (I,¢,) =< olur. Bu durumda;

o(1,6y) =0, (1) Uo, (Lc,) U, (1,6,) = {ll U@ U = {1}

dir.
Ornek 5.2:
[0 0 0 0 ... 0 ... ]
1 00 0 ... 0 ..
A=|0 1 0 0 ... 0 ..
0 01 0 ...

C, — C, bir operatdr olsun. A operatdriiniin spektrumunu bulalim.
Coziim:

o(Ac, ) =0, (Ac,)uo, (Ac, ) o, (A, C, ) oldugu i¢in oncelikli olarak nokta
spektrumu olan o, (A,c, )1 bulalm.

AX = AX oldugu i¢in

0 0 0 ... 0o ..
100 .. 0 . X, ?
010 ... 0 ... % (=42
: X3
001 0 ... 0... : )
0. =A%,
X = AX,
X, = A%,
Xn:ﬁ’xml

dir.
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A=0 ise x=%X,=%X=..=X,=...=0 olur. Dolayisiyla A=0 iken Vvx, =0
oldugu i¢in 6zdegeri yoktur.

A#0ise x,=0 , x,=0, ...
Yani X, = X, =% =...=X,..=0 dir.

Her durumda X = X,=...=X,...=0 oldugundan dolay1 1#0 iginde Vx,=0
oldugu igin 6zdegeri yoktur. Dolayisiyla o (A,c,)=& olur. Bu durumda A;* her
zaman vardir.

Simdide siirekli spektrum olan o (A,C,) 1 bulalim.
Oncelikli olarak A, operatdriiniin tersini bulalim.
X=(X1,X2,...) y=(y11y21-")
Ax=y = x=A'y

A, = A— I oldugu icin

0 0O _ _
-2 0 0 O
1 00 A 0 0 O
1 -4 0 0
01 O O 42 0 0 ... ..
A/1= — = 0 1 _/1 O ces
0 01 0 0 4 0 O .
.. 0 0 1 -2 0
0 001 O ) . . . .
-4 0 0 0 i
1 -4 0 0
A=l0 1 -1 0
O 0 1 -2 0
dir.

A' i bulmak igin A, x=Y olmasi A;'y =X olmasim gerektirdigi igin;
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—AX =Y, = ===

A
=A% =Y, = Xzz_%—%
X —AX =y, = Xn:_%_% ..... %
denklem sistemi elde edilir.
i 0 0 0
-1
R
A A
_ 1 1 -1
A=l —= 75 0 0
111 g
AY A8 A2 A
seklindedir.
A#0 iken
Al>1
DA™ =Sup) la)l|= ik A
* KIS
o.(Ac,)={1el; |4=1]
dir.

Son olarak da rezidiiel spektrum olan o, (A,C,) 1 bulalim.
o, (Ac)=0, (A*,C;)\ o, (AC,)
dir.

A"= A" ve ¢, =/, oldugu igin lemma 3.4 den dolay1 o, (A',4,) i bulahm. Yani A

nin 7, de 6zdegerlerini bulalim. A &zdeger olsun o zaman A'X=AX Ve
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01000 -
0010 0.
A=|0 0 01 0.
0 000 1.
oldugundan dolay1
00100 0 —[[x] [x]
0 0100 ...|x X,
00010 ...|x|[=4x
0 00001 X, X,
X, = A%
X, =A%, = X =A%
X, =A%, = X, =4A°%
X =AX_, = X, =A""'X
(xl,xz,x3,...)=()(1,ﬂbxl,ﬂfxl,/13x1,/”t4x1,...)ec0
dir.

Bu dizi geometrik dizi, (x,)e ¢, olmasi ((i)k)eﬁl olmasi demektir. Bunun igin

geometrik serinin yakimsama sartindan dolay |/1|<1 olmast gerektirir. Yani

o, (A1) ={1el 1|4 <1}.

Bu durumda
o, (Ac)=0,(A )\ o, (Ac,)
=0, (A )\o, (Ac,)
={1el :|A<1}\@
={A1el :|3<y
olur.
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Boylece spektrum
o(Ac)=0,(Ac)uo,(Ac)uo, (Ac)
=gu{iel: a=1u{rel: |1<1]
o(Ac)={1el: |4 <1}
dir.

Ornek 5.3:

o o o
-0 P o
. o o
-0 o o
o o o

a, — 0 olsun. A operatériiniin o (A,c,) spektrumunu bulalim.

Coziim:
o(Ac, ) =0, (Ac,)uo, (Ac, ) o, (A, C, ) oldugu icin oncelikli olarak stirekli
spektrum olan o, (A, C,) 1 bulalim.

AX = AX oldugu i¢in

a 0 0 0 0 -|Ix X
0 a6 0 0 0 - x _2 X,
0 0 a 0 0 -|[x]| |x

ax =A%

X, = AX,

a X, = AX,

dir.
A=0ise x, #0 olur. & eo,(AC,) dir.
A#0 ise x #0 olur. a eo,(Ac,) olur. Dolaysiyla nokta spektrumu

o, (Ac)={a, :k=123_-} olur.
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Simdide rezidiiel spektrum olan o, (A,c,) 1 bulalim.
o (Ac)=0, (At N l)\ap (A,c,) oldugu igin A’ nin 7, de dzdegerlerini bulalim yani

A' nin 7, de nokta spektrumunu bulalim.

a 0 0 O
0 a, 0 O
Al=|0 0 a O
0 0 0 a
dir.
A'x = Ax denklem sisteminden
a 0 0 0O X, X
0 ao 0 0 O X, _ 2 X,
0 0 00 X || %
ax = Ax
X, = AX,
a X, = AX,

elde edilir. Bu sistemde

A=0ise x #0 ve a eo,(A,¢,) dir

A#0 ise x =0 olur. a eo,(A,/) olur Dolayisiyla nokta spektrumu
o,(Ac)={a,:k=123:-} olur.

o, (AC) =0, (A, 1,)\o, (AC,)
oldugu igin
o, (Ac))={a k=123 -}\{a :k=123--}
o, (Ac)) =0

dir.

Son olarak da siirekli spektrum olan o, (A,C,) 1 bulalim.
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A, = A—AI oldugu i¢in

*“l0 0 a 00 | |0 0O 4200
a1 0 0 00
0 a-42 0 00

o
o
&L
e
N
o
o

dir.
X=(X, %) Y=(Yu Y )

Ax=y = Ajy=x olduguiin

0 a-4 0 00 |%| |y,
s

o
o
&L
e
N
o
o
X

elde edilir.

Dolayisiyla
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IR o 0 -]
a—4
0 1 0 0
Af: a,—4
0 0 . 0
a,— A
elde edilir.
L ne O I T
| H—S“p(za“k)_Supuaa—l\’az—ﬂ\’ a, 4| J

1. Durum: A =0 olursa HAfH:oo olur. Bu durumda A =0 igin tersi var ve siirekli

olmadigindan O € o, (A,C,) dr.

2. Durum: 4 #0 igin,
S={a :k=12--}=0,(Ac)
A ¢S olsun.
d=d(4,5)=inf{|2-x:xeS} (d>0)

A #0 oldugu i¢in d >0 olur. Dolayisiyla % <00,

L sup| |-t
||

% sonlu oldugu i¢in A¢$S i¢in A" siireklidir. Dolayisiyla A ¢0 i¢in A€o, (Ac,)

1 DY
a,—A|

dir. Sonug olarak o, (A,c,)={0} olur.
o(Ac)=0,(Ac)uo,(Ac)uo,(Ac)

oldugu i¢in

{a,:k=12--}udu{0}
o(Ac,)={a k=12--}u{0}
dir.
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Ornek 5.4:

L o0 o
2

o X0 o

4
A=lo 0 L o
8
00 0 L
16

C, — C, bir operator olsun. A operatoriiniin spektrumunu bulalim.
Coziim:

o(Ac,)= o, (Acy)uo, (Acy)uo,(Ac,) oldugu igin oncelikli olarak nokta
spektrumu olan o, (A,c,) 1 bulalim.

AX = AX oldugu i¢in

1 00 0 IR X
2
0 1 0 O X X
4
1 =4
0 O § 0 X, X,
1
0 0 0 —
16 X X4
i | N R
1 1
=X =4 = =X%=4
5 M =A% 5 M =A%
lx2 =AX, = %xz = AX,
1
X, =AX, = e X3 = AX,

dir.
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A=01ise X, =X, =---=X, =---=0 olur. Dolayisiyla A =0 i¢in dzdegeri yoktur.
. .1 1
A=0 ise x =0 igin Exlzﬂbx1 = }t:E olur. Bu durumda x =0(k #1)
oldugundan dolay1 x = (ZL 0,0,-- ) e, olur.
.1 1
X,#20 igin szzﬂbx2 = ﬂ:Z olur. Bu durumda x =0(k=2) d.
x=(0,1,0,---)ec, olur.

Bundan dolayr x, #0 i¢in lzzik olur. X:(O, 0,-~-O,1,O,~--)ec0 Ozvektori ile

A= 2—];( ozdegerdir.

/Hzik olsun (A €ll). Budurumda x, =0 olur. O zaman A;tz—lk durumunda A 6z

deger olamaz. Dolayisiyla nokta spektrumu

o, (Ac) ={2—1k Tk :1,2,---}
dir.
Simdide rezidiiel spektrum olan o, (A,c,) 1 bulalim.
o, (Ac)=0, (A*, C;)\ o, (Ac,) oldugu igin
A=A ve C =/, oldugundan dolay1 (Lemma 3.2)
o, (Ac) =0, (A‘,Kl)\ o, (Ac,) dir. Dolayisiyla o, (At : 61) 1 bulahm. Yani A' nin /,

de 6zdegerini bulmaliyiz. A dzdeger olsun. O zaman A'X=AX Ve

%ooo
At=o%oo
00 % 0
8

oldugu icin
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o000 |[u] [x]
2 1 X2 XZ
0 2 0 0 X, _J X,
X, X,
0 O 1 0
8
dir.
Dolayisiyla
1
Zx =2
5 X =A%
%xzz/lx2
ixn:ﬂbxn
2I’]
denklem sistemi elde edilir.
A=0 i¢in, X, =X,=X;=---=X =---=0 olur. Dolayisiyla A=0 i¢in 6zdeger

yoktur.
A#0 i¢in, x=(0,0,---0,1,0,---) € £, oluyor. Dolayistyla A0 igin 5zdeger

ap(At,El):{z—lk:kzl,Z,m}

dir.

o, (AG) =0, (A, 0,)\ o, (AC,)

oldugu icin

dir.

Son olarak da siirekli spektrum olan o (A,c,) 1 bulalim.
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A, = A—AI oldugu i¢in

1 0 0O l—/l 0
2 A0 00 2
0 1 0 0 0 4 00 0 1—/1
Aj’: 4 - = 4
1 0 0 240
0 0 -0 : : 0 0
8
dir.
X:(prz"”) y:(yllyz’...)
Ax=y = A'y = X olmasimi gerektirdigi igin
_%_/1 0 M%7 ]
. 1_/1 z((z Y
4 :3 _ %3
0 0 1—1 0
8
1 y
aifeon - )
2
(%_ﬂszzyz = %= 1y2
)
4
(2—1n—ljxn:yn = %, =

denklem sistemi elde edilir.
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0 0

0 0
1—2 0
8




% 0 0 0
-2
2
0 —11 0 0
S
Al=
: 1
0 0 T 0
)
8
0 0 Ej_“”
~_2
L 2 J
seklindedir.
HAjH:sup(Zan’kl)—sup T ,11 ,11 11 - | oldugu icin
ey —1”—4 ~_2
2 4 8 2"

1. Durum: 2=0 i¢in HAfH = 0eo,(AC,) dir. 2=0 igin tersi var ve siirekli
olmadigindan O e o, (A, CO) dir.

2. Durum: 4 #0 igin,

SHERT W WAL
4'8

d=d(4,S)=inf{lA- x|xEs} (d>0)
..
=

P e e et

a,- 2|2,
q sonlu oldugu igin A ¢S igin A' siireklidir. Dolayisiyla A0 igin A€o, (A C )

N[

1

dir. Sonu¢  olarak o, (Ac,)={0}

c

O'(A,CO)IO'p(A,CO)UO'r(A,CO)UO'

.(Ac,) dayerine yazilirsa

olur. Elde edilen degerleri

a(A,co):{z—lk:kzl,Z,~-}u @ v {0}

a(A,co):{z_lk:kﬂ,z,.-}u (o)

dir.
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Ornek 5.5 :

1 a a a a,

01 0 O O
A=

0 0 1 0 O

C, = C, bir operator olsun. A operatdriiniin spektrumunu bulalim (en az iki tanesi
stfirdan farkli) (ak - 0).

Coziim :

o(Ac)=0,(Ac)uao, (Ac)uo,(Ac,) oldugu icin oncelikli olarak nokta
spektrumu olan o, (A,C,) 1 bulalim. Yani 6zdeger kiimesini bulalim. A bir 6zdeger
olsun. Bu durumda Ax = Ax oldugu i¢in

1 a a a g X X
01 0 0 O X |_ %
00 1 0 0 X || %

X +aX, + X+ +a X+ =AX

n*n+l
X, = AX,
Xy = AX,
X, = AX,
dir.
X1+a1X2+a2X3+'“+aan+l+“':X’X1
A=1igin

X, +a,X +aX, +--+ax ,+-=0

nn+l

a‘k Xk+1 + ae Xe+l = O

Xk - ae

Xo. =8,

e+1

(0,0,0,---0,8,,0,---0,—a,,0,---) olur. O zaman 1 =1 dzdegerdir.

A#1 olsun. Bu durumda x, =0 k >1 icin, bu bilgi birinci denklemde kullanirsa
X, =0 olmasmi gerektirir. O zaman A =1 igin 6zvektor yoktur. Yani A=1 ise A4
0zdeger olamaz. Dolayisiyla

33



, (ACo) =11}
dir.
Simdide siirekli spektrum olan o (A,C,) 1 bulalim.
A, = A-AI oldugu i¢in

Axl

1 & a,
o1 0 0
1o 0o 1 0

dir.

1-1 a1 az as X Y1
0O 1-24 0 O X | | Ys
0 0 1-12 0 B

(1—2,)x1+a1x2+a2x3+---+anxn+1+---: Y1

Y,
1-A)x, = =
( )XZ y2 = X2 1_/1
Ys
1-2 = =
(I-A)X% =y, = X, 7
denklem sistemi elde edilir.
yl y2 y3 yn+l
— — —a —eee—g —20H ...
Y Ty A T "(1-2)
oldugu icin
1 —a -4, —4,
-4 (1) (@A) (@A)
1
A;l — O m O O
0 0 i 0
1-2

seklindedir. Dolayisiyla

34



l

|42 =sup (2]

)

S T Y - .
) p{|1/1| (-] |2-2Y| ‘ H }
S R O
“i-4 oy ey
1
=N )

A=1
Z|ak|<oo:>/1¢1

A =1 durumda 6zdeger oldugu i¢in bakmaya gerek yoktur.
1

- /1| - g|
A=#1i¢in A¢o,(AC,) olur. Bundan dolay1 o, (A,c,)= dur.
Son olarak da reziidiiel spektrum olan o, (A,c,) 1 bulalim.

o, (Ac) =0, (At,ﬂl)\ap (A.c,) oldugu igin

A#1 igin Z|a |<oo oldugu igin HA H— Z|ak|<oo olur. O zaman

1 000

a 1 0 0 -
Al=la, 0 1 0 -

a, 0 0 1 -

oldugu igin A' nin nokta spektrumunu bulalim.

A'X = AX oldugu igin

10000 |- 5 ~ -
a 1 000 - X1 &

XZ X2
a, 0100 -

Xy |=A] X
a, 0 01 0 -

X4 X4
a, 00 0 1 0. _
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X1:le

ax +X, =4X,
X + X, = AX,

denklem sistemi elde edilir.

A=1igin x, #0, (0,1,0,---) 0zdeger. Dolayisiyla A =1 igin nokta spektrumu
o, (A )={1}

ve
0, (AC) =0, (A4 )\o, (Ac)={\{1}=0
dir.
Boylece
o(Ac) =o,(Ac)uo,(Ac)uo, (Ac)={lludud={1
dir.
Ornek 5.6 :
1 0 00 i
l 0 0O
2
A= 1 0 0O
4
1 0 0O
8

C, —> C, bir operator olsun. A operatoriiniin spektrumunu bulalim.

Coziim :
o(Ac,)=0,(Ac)uo,(Ac)uo,(Ac,) oldugu icin oncelikli olarak nokta

spektrumu olan o, (A, CO) 1 bulalim. Yani 6zdeger kiimesini bulalim. A bir 6zdeger
olsun. Bu durumda Ax = Ax oldugu i¢in
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1 00O
1 o o
— 0 00O X X
i X, X,
Z 0 0 0 - X, =A Xq
X, X,
1 0 0O :
8 L1 L+
X = AX
1
§X1:ﬂ“x2
1
ZX1:/1X3
. X = AX,

denklem sistemi elde edilir.

A =0 icin

x, =0 olur. x,=1 alalim. (0,1, O,---) ozvektordiir. 1=1 iginde x =0 olabilir.
Dolayisiyla o, (A, CO) = {0,1} dir.

Simdide siirekli spektrum olan o (A,C,) 1 bulalim.
A, = A— Al oldugu i¢in

1000

1 1-4 0 0 0 -]

000

2 A 0 0 - E—EOO
Alziooo —ozo-zi

. 00 4 - ;0 4o

2000 ‘

8 | |

X:(XI’XZ'.”) ' y=(y11y21"') A/-szy = X=A;ly
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1-2 0 0 0 -]
% 2 0 0 %] [W%]
1 X2 yZ
;7 O A0 :((3 =1 Y
| | Ve
1 o 0 : :
8 -4 L~
dir. ) _
Yy
1-A)x =y, =X =—"
(-2 =y=x ="
1X1 y
1 2™ 2 1y Yy
=X A=Y, =X, = == L2
g R A 2(1-2)4 A

1
=X —AX, =Y, > X, = =— 123
g RN TR A 22 (1-1)4 2

denklem sistemi elde edilir.

19 0 o0
1-2
_ 11y
At=| 24(1-2) 2
1 -1
222(1-2) 2
dir. ) _
] ] 1] 1| ‘—1‘ 1 ‘—1‘ 1 1
All= H= | e =
[ =s0p 2 fa SUp{‘1—4|’|21.,1(1—z)|+ 222 Al T2

A=0 ve 4 =1 in disinda 6zdeger olmadig1 i¢in o, (A, CO) = dir.
Son olarak da reziidiiel spektrum olan o, (A,c,) 1 bulalim.

ar(A,co):ap(At,fl)\ap(A,co) oldugundan dolay1 A" nin nokta spektrumunu
bulahm. Yani o, (A',/,) i bulalm.
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; 111
2 4 8
A—lo 0 0 0
0000
A'Xx = Ax oldugu i¢in
- L
Loz 7 7% |®
00 0 O Xo|_ gl %
00 0 O X5 %5

1 +1x +1 +1x +---+ix =4
X 572 4-X3 g on” X

n+1
0=A4x,
0=7x,

denklem sistemi elde edilir.

A =0 i¢in x, =1 ve x, =—1 olabilir.

A=1i¢in x, =1 ve x, =0 olabilir.

A#0 ve A#1 icin 6zdeger yoktur.
Dolayisiyla o, (At,él) ={0,1} dir. Bu durumda

o, (AG) =o,(A 4 )\o,(Ac)={01\{01} =0
dir.
Yani spektrum

G(A,CO)=Gp(A,CO)UGC(A,CO)UGr(A,CO)
={0,1}uPuD

- {01y

dir.
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Ornek 5.7 :

1 0 0 0
0 0
0 0 1 0 - 0
N .
1 0 « 1 0
i v v |
n Xk

(k>n>1)

C, — C, a bir operatér olsun. A Operatériiniin spektrumunu bulalim. (k 1)
yN#

Coziim:

o(Ac,))= o, (Acy)uo,(Ac,)uo,(Ac,) oldugu igin oncelikli olarak nokta
spektrumu olan o, (A, C,) 1 bulalim. Bunun i¢in A zdeger olsun.
AX = AX oldugu i¢in

1 0 0 0 - -
0 1 0 0 - -
0o 0 1 0 -0 . %
. . : Xzzlxz
............ 1 0 1 0 %3 )f3
2 \

dir.
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A=1 i¢in x, =0 olabilir. (10,0,---) dzvektdrdiir. Dolayisiyla A=1 6z degerdir.
A#1 i¢cin X, =0, x,=0,--- oldugu icin &zdeger yoktur. Nokta spektrumu olan
o, (Ac,)={1} dir.

Simdide siirekli spektrum olan o, (A, CO) 1 bulalim.

A, = A-AI oldugu i¢in

1 0 0 O
01 0 O _ _
A 0 0 O
0 0 1 0 --- 0
A : 0 00
A = ) -10 0 A O
0 0 1 O 1 0 : .o
{ { - -
L %, X ]
[1-4 0 0 i
0 1-2 0 0
0 0 1-4
A, = P
0 1-4 0 - 1 O
VA \s
L n Xk i

dir.

X=(X,%...) Y=Y ¥p-..) Ax=y=x=A"y oldugundan dolay:

1-2 0 0 0
0 1-24 0 O

=<

Y1
= y2

oo X
N

0 i i 0 - 1-4 0 -1 O
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Y1
1-2
Y,

(1-A)x =y, =X =

(1-)%, =Y, =X, =1

Yo — X Yn Yi
1-4 = —2n Tk —_JIn _
(1-2)X, +X% =Y, = X, ) X = (- i)
yn+l
1-2)x,,, = = It
( )Xn+l yn+l = Xn+1 1_ ﬂ,
denklem sistem.i elde edilir. Dolayisiyla
1-4
0 L 0
1-4
A= '
o 0 0 1o -1 - 0 - 0
1-4 (1-2)
dir. ) )
] i RN 11
Alll=su all=su , , b=
|41 p; nk p{‘l—/ﬂ 11— 4| |1—z|+\(1_1)2\ 1- 4| |1—;L|+|1—,1|2

A =1 06zdeger oldugu i¢in incelemeye gerek yoktur. A =1 iken tersi var ve her
noktada stirekli oldugundan dolay: siireksiz nokta olmadigindan dolay1 o, (A, Co) =
dir.

Son olarak da reziidiiel spektrum olan o, (A,c,) 1 bulalim.

o, (Ac)= o, (At A l)\0'p (A,c,) oldugu igin, A" nin 6zdegerlerini bulalim.
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1 0 0 O
0 1.0 O
0 0 1 O
At_... 0 . l—=n
1 0 1 0 -k
A'X = AX oldugu igin
1 0 O i
01 0 O
0 1 0
: : : x| %
0 O 1 O X, _2 X,
: : Xq
0 0 1 1
ve ) )
¥, = A%
X, = AX,
Xns1 = AXqy
X, = AX,
X, + X, = AX,

denklem sistemi elde edilir.

A=1 igin x =0 olabilir. (1,0,0,---) 6zvektor oldugu igin A =1 ézdegerdir. 1#1
icin X, =X, =---=X, =---=X, =---=0 oldugu i¢in 6zdeger yoktur. Dolayistyla
o, (A ¢,)={1} oldugu igin
o, (Ac) =0, (A, 0,)\o,(Ac)={I\{1} =2

dir.
Bundan dolay1
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o(Ac)=0,(Ac)uo, (Ac)uo, (Ac)
={ljuPud

=1

dir.
Ornek 5.8 :
1 0 0 0 O l
-1 1 0 0 O
A={0 -1 1 0 O
0O 0 -1 1 O

C, — C, bir operatordiir. A operatdriiniin spektrumunu bulalim.
Coziim :

o(Ac)=0,(Ac)uao, (Ac)uo,(Ac,) oldugu icin oncelikli olarak nokta
spektrumu olan o, (A,c,) 1 bulalim. Yani 6zdeger kiimesini bulalim. A bir 6zdeger

olsun.

AX = AX oldugu i¢in

1 0 0 O X, X
-11 0 0 O X, X,
0O -1 1 0 O X; |= 4] X
0O 0 -1 1 0 X, X,
ve

X =A%

=X + X, = AX,

=X, + X3 = AX,

denklem sistemi elde edilir.

X, dizide ilk sifirdan farkli terim olsun. Bu durumda k. esitlikten X, —X,_, = AX, olur.
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X, =0 oldugundan dolay1 x, =Ax, = X, #0 ise 1 =1 olur.

A=1i¢in X, =X, =X ==X =---=0 olur ve  x #0 ile gelisir. Dolayisiyla
o, (Ac)) =0 dir.

Nokta spektrumu bos kiime oldugu i¢in A,* her zaman vardr.

Oncelikli olarak A, operatdriiniin tersini bulalim.

X=(X,%,,...) Y=Y, Ysr---)
Ax=y = x=A'y

A, = A— I oldugu icin

12 0 0 0 O A 0 0 O O (1-2 0 0 0 0 O
11 0 0 O 04 0 0 0 -1 1-2 0 0 0 0
A=l0 -1 1 0 O -0 0 A4 0 O = 0 -1 1-24 0 0 O
0O 0 -1 1 0O 0O 0 0 4 O o O -1 1-2 0 O
dir.
A=1i¢in
0 0 0O 0 O |
-1 0 0 0 O
A={0 -1 0 0 O
0O 0 -1 0 O
dir.

A ibulmak i¢in AX=Yy olmast A'y =X olmasini gerektirdigi igin,

0= Y1

X =Y, X ==Y

X =Y; X; ==Y,
X3==Y,

X =Y,

denklem sistemi elde edilir.
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0 -1 0 0 0 O
A&_l_OO—1000
10 0 0 -1 0 O

dir.

A#1 igin

A' ibulmak igin A,x=Yy olmasi A;'y =X olmasim gerektirdigi igin,

1
1-2)x = -
(1-2)x =y =%
1 1 1Y
X +(1-4)%, =Y, Xz:m[yffxl]:myff(mj Y1
1 1 1Y 1Y
R A e e e r E R tasT B

1 1Y 1Y
X, +(1-A)X = X =——Y +| — ot | ——
n-1 ( ) n yn n 1_ﬂyn (l—ﬂj yn—l (1—lj yl

denklem sistemi elde edilir. Dolayisiyla A, min tersi olan A;*

1 0 0 0 0
1- 4
! . ! 0 0 0
ar=|@e2) 12
1 1 1
0 0
1-2) (1-2) (1-4)

dir.

Simdi de rezidiiel spektrum olan o, (A,c,) 1 bulalim.

o, (Ac) =0, (A*, C;)\O'p (A.c,) oldugu igin
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A = A ve ¢, =/, oldugu i¢in lemma 3.2 den dolay1 o, (A‘,El) i bulalim. Yani A'

nin 7, de 6zdegerlerini bulalim. A 6zdeger olsun. Dolayisiyla A'x = Ax olur ve

1 -1 0 0 O

TR
01 -1 0 O X, X,
0 01 -1 0 X; |=A] X
0 0 0 1 -1 X, X,

dir.

denklem sistemi elde edilir.

Xk=(1—ﬂu)kflx1 dizisi geometrik dizi, (X )€/, olmasi ((1—i)k)e£1 olmasi

demektir. Bunun i¢in, geometrik serinin yakinsama sartindan dolay: |1—ﬂ| <1 olmasi
gerekir. Dolayisiyla
o, (AL 4)={rel :1-4 <1

dir.
Bu durumda
O'r(A,CO)=O'p(A*,C;)\ ap(A,CO)
=0, (At,ﬁl)\ ap(A,CO)
={21el - <1}\D
={4eD :1-2|<1}
dir.
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Son olarak da siirekli spektrum olan o, (A,c,) 1 bulalim.

Oncelikli olarak 2 =1e o, (A,c,) oldugu igin, bu kistmda A =1 kabul edebilim.

A#1 i¢in
1 0 0O 0 0
1-4
! . ! 0O 0 0
A/;l: (1_2) 1-4
1 1 1 0
1-2)7 (1-2) (1-4)

oldugu icin

k
1
<o |— <1
‘1—/1

- 1
Il-3)
oldugundan dolay1
{Ael:  1<[1-A[} A’ insiirekli oldugu A lar kiimesidir.
{Ael:  1=[1-A[} A" in siirekli olmadigr A lar kiimesidir.

Burada lineer operatorler icin siirekliligin sinirliliga denk oldugunu kullanilir. Stirekli
spektrumu bulmak i¢in, A, nin siirekli olmadig1 A4 lar kiimesinden A, deger kiimesinin
yogun olmadig1 ve tersinin olmadigi kiimeyi ¢ikartmak gerekir. Yani

o, (Ac,)={Ael: [1-4 <1} \(o,(Ac,) U0, (AL,))
={1el: f-A <t} \({2el: L-A<tju@}

{AeD: 1-4]=1
dir.
Dolayistyla spektrum
o(Ac,)=0,(Ac,)uo,(Ac,)uo,(Ac,)
oldugu icin
o(Ac,)=@u{iel [-A<u{iel I-4|=1]
={iel: [-24<1}

dir.
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