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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

reel sayilar kiimesi
tam sayilar kiimesi
kompleks sayilar kiimesi

rasyonel sayilar kiimesi
dogal sayilar kiimesi
A operatOriiniin tersi

A operatdriiniin tanim kiimesi

A operatoriiniin deger kiimesi
Hilbert uzayi
diferansiyel ifade
y {lizerinde belirtilmis sinir sarti
diferansiyel operator
Ozdeger
karakteristik determinant
Sobelev uzay1

Green fonksiyonu

n. mertebesine kadar tiim tiirevleri siirekli fonksiyonlar uzay1



1. GIRIS

Smir sartlarinda spektral parametre bulunan diferansiyel operatorlerin spektral

ozellikleri 20. ylizyilin baglarinda Birkhoff G.D. [1, 2] ve Tamarkin Y.D. [3] tarafindan

Ogrenilmistir. Bu calismalarda incelenen diferansiyel operatorler igin regiiler sinir
sartlar1 belirlenmis bir kisim operatorlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar ve
genellestirilmis fonksiyonlarin tamligi ispat edilmistir. Bu ¢aligmalarda ayn1 zamanda
regiiler problemler i¢in Green fonksiyonu kurulmus ve bunu baz alarak 6zfonksiyon ve
genellestirilmis fonksiyonlar lizerine agilim formiilleri ispat edilmistir.

Adi diferansiyel denklemlerle ilgili gesitli problemler simdiye kadar araliksiz

olarak dgrenilmektedir. Bu konuda temel sonuglar Naimark M.A. [5] ve Allan M.Krall

[17] tarafindan ifade edilmistir.

Son donemlerde diferansiyel operatorlerin spektral 6zellikleri ile ilgili calismalara
ilgi daha gok artmustir ( Bak.[6,7,10,11,12,13,14,15,16,18]).

Bu tez ¢alismasinda

bigciminde smir sartlarinda spektral parametre bulunan diferansiyel operatorlerin

O0zdegerlerinin asimptotik durumu ve Green fonksiyonunun kurulmasi problemi

incelenmistir. Burada (X)€W, [0,1] kompleks degerli bir fonksiyon, o kompleks say1

ve A spektral parametredir.

[Ik boliimde bu calismada &ncelikle bakilan problemin incelenmesi i¢in gerekli
tanim, teorem ve yontemler lizerinde durulmustur.

Ikinci boliimde ise birinci boliimdeki bilgilerden yararlanarak yukarida

bahsettigimiz problem incelenmistir.



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

2.1. LINEER DIiFERANSIYEL OPERATORUN TEMEL NiCELIiKLERIi VE
TANIMI

2.1.1. Lineer Vektor Uzayin ve Lineer Operatoriin Genel tanimi

X, Y,... elemanlarindan olusan kiimeye R diyelim. R kiimesi asagidaki gibi
olusturulursa R ‘ye lineer vektor uzay:r adi verilir.
1". Herhangi iki X,y € R i¢in asagidaki 6zelliklere sahip R de x+y toplami
vardir.

(a,). Her x,yeR ic¢in x+yeR,
(by
(e,
(

dl). Her xe R i¢in X+0 esitligini saglayan bir tek 0 € R vardur,

). Her X,y eR i¢in x+y=y+X,
).

Her X,y eR igin (x+y)+z=x+(y+2),

2°. Her xeR ve her 1 reel(kompleks) sayisi igin asagidaki 6zelliklere sahip R de

AX c¢arpmmi vardir.
(a,). Her xeR i¢in AxeR,
b,). Her xeR i¢in ﬂ,(,ux):(/i,u)x,

C,).Her xeR i¢in 1- X=X,

€,

(b).
(c.)-
(d,). Her xeR igin 0-x=0,
(e,). Her xeR igin A(x+Yy)=Ax+1y,
().

f,). Her xeR igin (A+ )X =AX+AX.

(~1) x elemani —x ile gdsterilir ve (c,),(f,) ve (d,), 6zeliklerinden,
x+(—x)=(1+(-1))x=0-x

elde edilir. R uzaymdaki X,Y,... elamanlarma R uzayinda birer vektordiir denir. Bu

tanimdaki X,Y,... elemanlar1 tamamen keyfidir ve X+Y toplaminin genel kavraminin

nasil oldugu ile alakasizdir ve bir X elemanmnin A sayisi ile ¢arpimu belirli durumlarda



aciklanmistir. Bu kavramlarin durumlar1 saglamasi {iste yapilan agiklamalar1 getirir. Bu
durumlarin, vektorlerin toplamini, skalerle ¢arpimini saglayan ve belirtilen bu islemler
icin elemanlarin kiimesini olusturan herhangi iki islem bir lineer vektor uzayi olarak
kabul edilebilir.

Eger R uzaymdaki skalerle carpim sadece reel sayilarda ise R ’ye reel uzay, skalerle
carpim kompleks sayilarda ise R ’ye kompleks uzay adi verilir. Aksi bir durum
belirtilmedik¢e R kompleks uzay olarak alinabilir.

X AKX+ A X,

seklindeki bir toplamaya X, X,,...,X, vektorlerinin bir lineer kombinasyonu denir. Bu

n

lineer kombinasyonun sifira esit olmasi durumunda A,A4,,...,4, sayilart sifir ise

kombinasyon asikardir, aksi taktirde asikar olmayandir. Asikar olmayan kombinasyon
sifira esit oldugunda A, 4,,..., 4, lerden en az bir tanesi sifirdan farkli ise, X, X,,..., X,
vektorlerine [lineer bagimlidir ve yine asikar olmayan kombinasyon sifira esit
oldugunda 4,4,,...,4, lerin hepsi ayni anda sifira esit olursa, X, X,,...,X, vektorlerine
lineer bagimsizdir denir.

Bir R uzay i¢indeki lineer bagimsiz vektor sayisi n tane den fazla degilse, R
uzayma n boyutlu veya sonlu boyutludur denir. Aksi taktirde R de keyfi goklukta
lineer bagimsiz vektor sayisi varsa R uzayma sonsuz boyutludur denir. n tane lineer
bagimsiz vektoriin bulundugu bir sisteme R nin bir taban1 denir.

R nin elemanlarinin her lineer kombinasyonu R'nin elemanlarinin da bir lineer
kombinasyonu ise R nin sonlu boyutlu(sonsuz boyutlu) R' alt kiimesine R nin alt
uzayr denir.

D, R lineer uzaymnm bir alt kiimesi olsun. D nin her x elemanmi R nin bir
X =A(X) elemanma esleyen bir A fonksiyonuna R uzaymnda bir operatér denir.

Burada D kiimesine operatoriin tanmim kiimesi ve Xe A olmak tizere biitiin AXx
elemanlarmin olusturdugu kiimeye de operatoriin deger kiimesi denir.

Genellikle A(X) yerine Ax ve A operatoriiniin D de oldugunu belirtmek i¢in D
yerine D, yazilir.
D, bir alt uzay ve X,y € D, olmak iizere, herhangi bir 4 sayis1 igin,

A(Ax)=2A(X)



A(x+y)=A(x)+A(y)
bagtilari saglaniyor ise A operatoriine lineerdir denir.
R wuzayindaki A ve B operatorleri esittir ancak ve ancak ayni D tanim
kiimesinde tanimlanmis ve VX € D i¢cin Ax = Bx dir.
Eger Dy = D, operatorleri D, iginde esit ve VXxeD, i¢in Ax=Bx ise A
operatorii B operatOriiniin genisletilmesidir denir ve. A>B veya Bc A seklinde

gosterilir. Bu durumda B operatorii A dan D, ye olan operatoriin kisitlanmisidir.

Burada sadece lineer operatorleri ele aldik. Kolaylik olsun diye, bundan sonra lineer

operatdor yerine operator terimini kullanacagiz.

2.1.2. Lineer Diferansiyel ifadeler

0(y)=po (X) Y™+ p () Y™+ p, (X) Y @.1)
bi¢iminde verilmis esitliklere lineer diferansiyel ifadeler denir. Burada

Po (X), Pi(X),.... P, (X) fonksiyonlar: katsayilar olmak iizere n sayisi diferansiyel

ifadenin mertebesidir. Ayrica burada L, P, (X),.... P, (X) fonksiyonlarimn sabit,

po(x)

kapali ve sonlu [a, b] kapali araliginda stirekli oldugu kabul edilecektir.
Her yeC(n) icin ( (y) diferansiyel ifadesi iyi tanimlanmis ve [a,b] kapali aralig1

iizerinde siirekli bir fonksiyondur.

2.1.3. Smir Sartlan

y fonksiyonu ve onun ilk (n—l). ardil tiirevlerinin [a,b] kapali araliginin a ve b
noktalarindaki siir degerlerini
Yar Yo oo Y5 Voo Yo veoes Vo (2.2)

bi¢ciminde gdsterelim. U (y) , (2.2) degerlerle



U(Y)= Y, +anya +ot oY+ BV + By ot B Yi™ (2.3)
biciminde tanimlanan bir lineer form olsun. (2.3) deki ifadeye U (y) ‘nin sinir deger
ifadesi denir. y(x)eC(”) oldugunda U,(y)=0, v=12..,m ifadeleri sinir deger
ifadeleri oldugunda

U,(y)=0, v=1,2,..,m (2.4)
bi¢cimindeki sartlara y fonksiyonlarmi saglamasi gereken sinir sartlar: denir. D ile
(2.4) bicimindeki siir sartlarmi saglayan biitiin y e c fonksiyonlarmin olusturdugu
kiimeyi gosterelim. D nin C™ de bir lineer uzay oldugu agiktir ve (2.4) kosullarmin
olmamasi veya biitiin katsayilarinin sifir olmas1 durumunda ise c™ ile cakisrr.

Belirlenmis bir ﬂ(y) diferansiyel ifadesi ile (2.4) deki sartlarla tanimlanmis 6zel
bir D alt uzayi verilsin. YyeD fonksiyonu igin u=/((y) fonksiyonunu karsilik
getirelim. Bu bagmti1 tanim kiimesi D olan bir lineer operatordiir ve L ile gosterilir ve
u=10(y)
bi¢iminde yazilir.

L operatorii f(y) diferansiyel ifadeden ve (2.4) smir sartlarindan olusturulan

ifadeye diferansiyel operator denir. Bu yolla herhangi bir diferansiyel ifadeden (2.4)
smir sartlarinin  farkli secilmesine baglh olarak bir¢ok diferansiyel operator elde

edilebilir. Eger 6zel olarak (2.4) smir sartlar1 olmasa, bu takdirde tanim bolgesi

D=C™ olan ve L, ile gdsterecegimiz diferansiyel operatorii elde ederiz. Bu durumda
L, aym ( ( y) diferansiyel ifadeden olusturulmus biitiin diger L operatorlerinin
genisletilmisi olacaktir. Burada L, en genis kiimesine sahip operatér degildir, fakat
yukarida bahsedilen biitiin operatorler L, operatdriiniin kisitlanisidir.

U, (y) formlar1 lineer kombinasyon olarak agiklanabilir. U, (y) =0 kosullar
kalan kosullardir. Bu yiizden U, (y) olarak kabul edilen formlar lineer bagimsizdir. Bu
formlarin katsay1 matrisinin rank1 m ye esittir. m=2n i¢in (2.4) esitlikleri

Yo=Y =V =y =y, =y =0

olur. Bunu ¢ ( y) diferansiyel ifadeden elde edilen operator ortaya ¢ikarir. Bu operator



L, ile gosterilir.

2.1.4. Homojen Simir Deger Problemi

((y)=0, (2.5)

U,(y)=0, v=12,..,m (2.6)
sartlarini saglayan ve Yy ec™ fonksiyonunu belirleyen probleme homojen sinir deger
problemi denir. Eger L, (2.6) smur sartlari ve ((y) diferansiyel ifadesiyle olusturulan
bir operator ise, o zaman homojen smnir deger problemi ; L operatoriiniin D tanim
kiimesinde L yi sifir yapacak bir y fonksiyonunun bulunmasidir.

Herhangi bir homojen smir deger probleminin en az bir y=0 ¢0zlimiiniin var

oldugu agiktir. Bu ¢o6ziime asikar ¢oziim denir. Bir homojen sinir- deger problemi asikar
olmayan ¢oziimlere (sifir olmayan ¢oziimlere) sahip olabilir.
Simdi hangi sartlar altinda homojen sinir deger probleminin asikar olmayan

¢Ozlimlere sahip oldugunu bulalim.

YirYorn Yas  C(y)=0 diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri
olsunlar. O zaman herhangi lineer diferansiyel denklemlerin bilinen teorisinden,
((y)=0 denkleminin herhangi bir ¢6ziimii (bu ayni zamanda homojen sinir deger

probleminin de ¢6ziimiidiir), C,,C,,...,C, ler keyfi sabitler olmak iizere

Yy=GCY, +GY, +...+CY, (2.7)
bi¢ciminde yazilabilir. Bu sabitleri belirlemek i¢in (2.7) ¢6zlimii (2.6) sinir sartlarinda
yerine yazilirsa,

0

cUy (V1) +cU, (Y,)+-+c U, (V)

U, (Y1) + U, (¥2)+-+CU, (¥,) =0 (2.8)
Clum(yl)+C2Um (y2)+"'+CnUm(yn) :O

lineer denklem sistemi elde edilir. Simdi bu denklem sisteminin katsayilar matrisi

asagidaki gibi olan matrisin rank1 r olsun.



(2.9)

Um(yl) Um(yz) Um(yn)
Dolaysiyla, C;,C,,...,C, keyfi sabitleri i¢in (2.8) denklem sisteminin (n—r) tane
lineer bagimsiz ¢6ziimii vardir. Bunlar smir deger probleminin (n—r) tane y

¢Ozlimiine denk gelecektir. Buradan asagidaki sonuglar elde edilir.
I. Eger U matrisinin ranki r ise, homojen smir deger problemi (n—r) tane lineer
bagimsiz ¢dziime sahiptir.
I1.(a). Homojen sinir deger problemi asikar olmayan ¢oziime sahiptir, ancak ve ancak
U matrisinin rank1 olan r ( diferansiyel ifadesinin mertebesinden daha kiigiiktiir.

(b). m<n igin, homojen sinir deger problemi asikar olmayan ¢oziime sahiptir.

(¢). m=n i¢in, U matrisinin determinant1 sifira esittir ancak ve ancak homojen
siir- deger problemi asikar olmayan ¢éziime sahiptir.

U matrisinin rankina sinir deger probleminin rank: denir ve vy,,V,,...,y, ¢ozim
sisteminin se¢imine bagh degildir.
U matrisinin mertebesi sistemin y,,Y,,...,y, gibi bir sistemden vy,,y,,...,y, gibi

bir digerine gegis
y=Yay. =12
j=1

determinanti sifir olmayan A=(aij )i i=1.2,..n lineer doniistimiiyle belirlenir. Bu gegiste

U matrisi (ai]j) (i =1, 2,...,n) matrisi ile ¢arpilir ve o zaman U nun ranki degismez.

U matrisinin ranki smir deger probleminin ranki olarak adlandirilir. Tanim,
homojen smir deger probleminin verilmesiyle asagidaki gibi genellestirilebilir.
Ul(y),Uz(y),...,Un(y) fonksiyonlari, c icinde lineer bagimsiz fonksiyonlar

olsun ( C, i¢cinde normu |y|=>_ max
k=0 a<x<bh

y(k)(x)‘ ). Burada ((y) diferansiyel ifadesi n.

mertebedendir. O zaman genellestirilmis homojen sinir deger problemiyle

((y)=0, U,(y)=0, v=12..,n



sartlarini saglayan y e c fonksiyonunu belirleyen problem ortaya ¢ikar.

2.2. DIFERANSIYEL OPERATORLERIN OZDEGERLERI ve
OZFONKSIiYONLARI

L operatoriiniin tanim kiimesinde bulunan y # 0 fonksiyonu igin
Ly =24y (2.10)
esitligi saglaniyorsa A degerine L operatoriiniin zdegeri, y fonksiyonuna da A
0zdegerine karsi gelen ozfonksiyon denir.
((y) diferansiyel ifadesi ile
U,(y)=0,..,U. (y)=0 (2.11)
siir sartlarindan olusan L diferansiyel operatoriine bakalim.

y ozfonksiyonu L operatoriiniin tanim kiimesine ait oldugundan (2.11) sartini

saglamasi gerekir. Ayrica L(y)=Ay dir ve buradan (2.10) esitligi,

o(y)=2y (2.12)
denklemine denktir. Dolayisiyla, L operatoriiniin 6zdegerleri 6yle 4 degerleridir ki; bu
degerler icin

((y)=4y, U,(y)=0, v=12..,m (2.13)
homojen simir-deger problemi asikar olmayan ¢éziimlere sahiptir ve bu asikar olmayan
coziimlerin her biri A4 lara kars1 gelen 6zfonksiyonlardir.

Ayn1 A Ozdegerine kars1 gelen 6zfonksiyonlarin lineer kombinasyonlar1 da yine
ayn1 6zdegere kars1 gelen bir 6zfonksiyondur.

Herhangi bir ¢ sabiti i¢in Ly, = Ay, ve Ly, =4y, ise,

L(cy, +CoY,)=A(CY, +C,Y,)
elde edilir.
Verilmis A 0Ozdegerleri i¢cin (2.12) homojen denkleminin lineer bagimsiz
cozlimlerinin sayist en fazla n tane olabileceginden, ayni 6zdegere karsi gelen

ozfonksiyonlarm tiimii, boyutu <n olan bir uzay olusturacaktir. Bu uzayin boyutu tabii



ki; verilmis bir A 0Ozdegeri i¢cin (2.13) smir deger probleminin lineer bagimsiz
¢oziimlerinin sayisidir. Bu sayiya ézdegerin kati denir.

Ozdegerleri belirlemek igin baz1 sartlar bulmaya calisacagiz. Bu amacla

Vi (% A) Yo (X A) e Yo (X, 2) (2.14)

ile (2.12) denkleminin asagidaki baslangi¢ sartlarm1 saglayan temel c¢oziimlerini

gosterelim.

0 ; :
yﬁ”)(aﬂ):{l : 1=12....n (2.15)

 J=v
Lineer diferansiyel denklemlerin ¢oztimleri ile ilgili genel teoremlerinden, [a.b] kapali

araligindaki her bir X i¢in (2.14) deki A parametreli fonksiyonlar tam ve analitiktirler.
(2.4) sonuglarindan, (2.13) smir-deger problemi agikar olmayan ¢dziime sahiptir ancak

ve ancak,

Un(%) Un(¥2) = Un(¥a)

matrisinin ranki olan r sayis1 n daha kiigiiktiir.

Eger m<n ise r <n olur. Bu durumda (2.13) sinir-deger problemi herhangi bir
A i¢in agikar olmayan ¢6ziime sahiptir. m< n ise herhangi bir 4 degeri 6zdegerdir.

Eger m>n ise U matrisinin ranki n den daha kii¢iikk olacaktir ancak ve ancak
biitiin n-inci mertebe mindrlerinin yok olmasidir. Burada bu mindrlerin her biri 4 nin
analitik fonksiyonu olan integraldir. Boylece asagidaki durumlar ortaya ¢ikar.

1". U matrisinin n. mertebeden mindrlerinin hepsi sifira denktir. Bu takdirde az
onceki sonugtan, herhangi bir 4 degeri 6zdegerdir.

2°. U matrisinin en az bir n. mertebeden minérii sifirdan farkli ise bu durumda da
sadece bu mindrlerin sifirlar1 6zdeger olabilir. Ayrica belli bir mindriin sifir, U
matrisinin diger biitlin n. mertebeden sifir olmayan mindrlerini 6zdes sifir yapiyor ise
0zdeger olabilir.

Simdi sifir olmayan bir integral fonksiyonunun en fazla sayilabilir ¢oklukta sifir

vardir (hepsi sifir olmak zorunda degildir) ve bu sifirlar sonlu bir limit noktasina sahip



degildir. Boylece 2° durumunda, L operatoriiniin en fazla sayilabilir ¢oklukta sifiri
vardir (hepsine sahip olmayabilir) ve bu 6zdegerlerin sonlu bir limit noktasi yoktur.

Sonug olarak, asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 2.2.1. Herhangi bir L diferansiyel operatorii icin sadece iki durum s6z
konusudur:

1". Her A sayis1 L operatoriiniin 6zdegeridir.

2°. L operatorii en fazla sayilabilir ¢oklukta 6zdegere sahiptir (belirli durumlarda, hepsi
degil) ve bu 6zdegerlerin sonlu bir limit noktas1 yoktur.

Ozel olarak m=n durumunu inceleyelim. Bunun igin

Ul(yl) Ul(yz) Ul(yn)

A(/l): UZ(yl) Uz(yz) UZ(yn) (2.16)

Un (yl) Un (yz) Un (yn)
oldugunu kabul edelim. Burada A(4), A nin tam, analitik fonksiyonudur ve A(4) ya

L operatoriiniin (veya Ly =0 smir-deger probleminin ) karakteristik determinanti

denir. Bununla ilgi olarak asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 2.2.2. L operatoriiniin 6zdegerleri A(/I) fonksiyonun sifirlaridir. Eger

A()L)zO oluyorsa, herhangi bir A sayis1 L operatoriiniin 6zdegeridir. Ancak, A(}t)

sifirdan farkli ise L operatorii sayilabilir ¢oklukta 6zdegere sahiptir ve bu 6zdegerlerin

sonlu bir limit noktas1 yoktur.
Herhangi bir 2 6zdegeri A(4) fonksiyonunun kath sifir1 olabilir. Bu durumda

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.2.3. 4,, A(/I) karakteristik determinantmim Vv kath sifir1 ise, o zaman

A, 0zdegerinin kat1 v den daha biiylik olamaz.
Ispat: Karakteristik determinant: A(4,) olan matrisin rank: r olsun. Bu durumda

A, 0zdegerinin kat1 (n — r) ye esittir. Diger taraftan, A =4, i¢in A(}t) determinantinin
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biitiin tiirevleri (n—r—1). mertebeye kadar sifira esit olur. Dolayisiyla A,, v kath sifir
ise n—r—1<v-1 ve n—r<v olur. Ozellikle v=1 ise n—r <1 olur. Diger taraftan,
A(%4)=0 oldugundan n—r=>1 olur. Béylece n—r=1 olur. Bu durumda asagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 2.2.4. Eger 4,, A(A) karakteristik determinantinin basit sifir1 ise, bu

takdirde L operatoriinin 4, 6zdegeri tek kathdir. Bir 6zdeger A(A) karakteristik

determinantinin basit sifir1 ise bu 6zdegere basit 6zdeger denir.

2.3. DIFERANSIYEL OPERATORLERIN GREEN FONKSIiYONU

L operatorii i¢in tammh Green fonksiyonu, asagidaki sartlar1 saglayan G(x,&)
fonksiyonu olarak tanimlanir.

1. G(X,f), [a,b] kapali araligindaki biitiin x ve & degerleri icin siirekli ve X’ e gore
(n—2). mertebeye kadar siirekli tiirevlere sahip,

2. (a,b) araliginda herhangi & sabit degeri i¢in G(x,&) fonksiyonu, (n-1).
mertebeden siirekli tiirevlere sahip ve n. tirev X e gore [a,b) ve (&,b] bigimindeki

her bir aralikta siirekli, (n—1). tiirevde ise x=¢ de sigrama siirekliligine sahip ve

sigrama miktari L dir. Yani
R (£)
O 5(£+0,6) LG (E—0,6)=—2
ox" T TR(€)

dir.
3". Her bir [a,b) ve (f, b] araliklarinda X’ in bir fonksiyonu olarak diisiiniilen G (X, (,‘)

fonksiyonu, K(G)zO denklemini ve U, (G)zO, v=12,...,n sinir sartlarmi saglar.

Teorem 2.3.1. Ly =0 sinir-deger problemi sadece agikar ¢dzlime sahip ise, bu

11



takdirde L operatorii sadece ve sadece bir tane Green fonksiyona sahiptir.

Ispat: y,y,,...y, Ly=0 denkleminin lineer bagimsiz ¢dziimleri oldugunu
kabul edelim. Dolayisiyla G fonksiyonu [a,f) araliginda bu denklemi saglar. Boylece
a,a,,..,a, ler &’ nm belirli fonksiyonu oldugunda

G(x,.&)=ay, (X)+..+a,y,(x) (@<x<?)
elde edilir. Benzer sekilde
G(x,&)=hy, (x)+..+by,(x) (£<x<b)
elde edilir. G (X, f) fonksiyonunun siirekli ve onun x =¢ daki ilk (n —2) tiirevlerinden

asagidaki denklemler elde eldir.
(2 (&) +-+2,Y0 (&) ][ by (&) +-- Dy, (£) =0,

[ay, (&) +-+ay, (£)]-[ly: (&) +..+bYy, (£)]=0,

[aiyl(”’z) (&)+..+ray,"? (5)} —[blyl(”’z) (&)+...+b,y,"? (é)] =0.

Bunun yani sira,

ot ot 1
ox" G(§+0’§)' XL G(f_o"f) - P, (5)
kosulu
|:a1y1(n_l) (é:) +..+ an yn(n_l) (é:)i| _|:b1y1(”—1) (é:) +..+ bn yn(n_l) (é:)j| = P :E-é)

ifadesine denktir.

c,=b,—a,, v=12,..,n

ifadeleri yerine yazilirsa, C, i¢in asagidaki denklem sistemi elde edilir.

C Y (&) +..+C,Y, (£)=0,
C1y1’(§)+"'+cnyn’(‘§) = O!

1o
oY, (&) +..+c,y, " P (£)=0, 247

") rey ) =

12



Yukaridaki denklem sisteminin determinanti, Y,,Y,,...,y, fonksiyonlarmin x=¢ deki

Wranskiyenine esittir.

Boylece, (2.17 ) denklem sistemi daima bir ¢ézlime sahiptir ve C, fonksiyonlar1
sadece (2.17) sistemi tarafindan belirlenir. &, ve b, fonksiyonlarin1 belirlemek igin,

siir sartlar yerine yazilir; U, (y) formu

Uv(y):Uva(y)+Uvb(y) (218)
bigiminde yazilir. Burada U, (y) ., vy ve Uy (V) Yoo Yo v Yo lerin

a

hepsinin toplamidir. Boylece,

U,(G)=aU,, (¥.)++aU, (¥,)+bU, (V) +.+b U, (v,)=0
yazilir. @, katsayilar1 yerine, a, =b, —C, yazilirsa
bU,, (Y)++b Uy, (Vo) + (0, =€ )Ua (V1) +-+ (0, =€, U (¥,) =0
elde edilir. Boylece, (2.18) den,
bU, (¥) + DU, (Vo) = eV (Y1) €U0 (V1) (2.19)
elde edilir. (2.19) denklem sisteminde v=1,2,...,n yerine yazilirsa
olet\ui (y, )\;to, i,j=12,..n (2.20)
(2.20) denve (2.19) den b;,b,,...,b, bilinmeyenlerinin bulundugu denklem sisteminin
determinanti sifirdan farkli olur. Dolayisiyla, denklem sistemi bir tek b,,b,,...,b, i¢in
¢oziime sahiptir. Ayrica a, fonksiyonlar1 sadece a, =b,—cC, tarafindan belirlenir.

Boylece Green fonksiyonunun varhigi ve tekligi ispatlanmis olur.

2.3.1. Green Fonksiyonu Anlaminda Bir Diferansiyel Operatoriin Tersi

Ly =0 denkleminin sadece y=0 asikar ¢éziimiiniin oldugunu kabul edelim. Bu

takdirde, L™ ters operatérii ve L operatdriiniin Green fonksiyonu mevcuttur.
Eger L' f =y mevcut ise, 0 zaman

Ly=f (2.21)
dir. Yani, y

13



(y)=f (2.22)
denkleminin bir ¢éziimiidiir ve
U,(y)=0, v=12,...n (2.23)
sinir sartlar1 saglanir.
[a,b] kapali araliginda siirekli herhangi bir f (x) fonksiyonu igin, ¢éziimiin

mevcut oldugu ve bu ¢oziimiin Green fonksiyonu sayesinde belirlenebilecegini

gostermis olduk. Dolayisiyla, asagidaki teorem gegerlidir.

Teorem 2.3.2. Ly =0 denklemi sadece asikar ¢dziime sahip ise, bu takdirde [a,b]

kapali araliginda stirekli herhangi bir f(x) fonksiyonu i¢in, Ly= f denklemi bir

¢Ozlime sahiptir ve bu ¢0ziim asagidaki bicimde ifade edilebilir.
b
y(x)=jG(x,§) f(&)de (2.24)

Buradaki G(x,&) fonksiyonuna L operatdriiniin Green fonksiyonu denir.

Ispat: (2.24) formiilii kullanarak y(x) fonksiyonunu tammlayalim. (2.22) ve
(2.23) sartlarindan goriiliir ki y(x), Ly = f denkleminin bir ¢oziimiidir.
G(x,&) fonksiyonu yukari dogru (n—2). sira iginde siirekli tiireve sahiptir. Boylece
(2.24) i¢inde x integral isareti altnda (n—2) kere tiirevlenebilir. Buradan

yv(x)=j%f(§)d§, v=12,..,(n-2) (2.25)

a

elde edilir. Bu durumda y(x) fonksiyonu ve onun [a,b]kapali aralig1 i¢inde yukari

dogru (n — 2). siradaki y* (X) in tiirevleri siireklidir.

n-1
n-1)

Diger taraftan , fonksiyonu x=¢ da siireksizdir. Boylece y( veya y(n)

aanl
hesab1 i¢inde On hazirhiga yonlendirmeksizin herhangi bir integral isareti altinda
tiirevlenemez. (2.23) formiiliinde v=n-2 i¢in, asagidaki sonug elde edilir.
X an—ZG(X é) b an—ZG(X é)
"2 (X)= | — 2 (E)dE+ | ——S5 22 (£)d
V)= [ (€)de [ (§)d

a
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(a,x) ve (b,x) araliklarindan herhangi biri igin integrali ve onlarmn tiirevleri x te

stireklidir. Bunun yan1 sira integral igareti altinda x ve X’ in alt (veya iist) limitleri
farklidur.

9= T2 (gyag s [—a”;fn(f’f)} f(x)
a &=x-0

barle 6n72G ,
+!—6Xff D (£)ae- [—axn(ﬁ 5)1 e 2.26)
o"'G

PR X =¢ da stireklidir, iki integral terimi birbirini gotiirdiigliinden ve kalan
X
terimler asagidaki gibi olur.

X 8"’1G(x,§) 20"G(X,€&)

y"(x)=] T £)dé+ j v f(&)de (2.27)
Buradan
Ta" “G(x 5 £)dé (2.28)

denklemi elde edilir. Yukaridaki (2.27) formiiliinii yeniden diizenlersek

(0= 70D ggaz T2 ri

- OX ox"
X "G 1 anfle ,
+J‘%f(§)dg{#} f(x) (2.29)
a E=x+0

elde edilir. Green fonksiyonun tanimindaki 2° sartindan dolayz,

elde edilir. Boylece 2.29) denklemi asagidaki bigimde yazilabilir.

y”(X)ZI%ﬁ)f (&)dé+= (2.30)

R (x)
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U, (y) formlari, sadece y(x) in fonksiyon degerlerini ve onun X=a ve x=b

\
noktalarindaki tiirevleri olmak iizere, (n—l) mertebeye kadar olan tiirevlerini igerir.

Buradan (2.24), (2.25) ve (2.28) den

b

U,(y)=[U,(G)f(£)ds=0

a

elde eldir. Dolayisiyla, Green fonksiyonu tanimindan, U, (G)=0 dir. Béylece y(x)
fonksiyonunun (2.23) smir sartlarmi sagladigmi gostermis olduk. Bunu / (y):f
denkleminde de gosterelim. (2.24), (2.25), (2.28) ve (2.30) ifadelerinde f(x)

fonksiyonu ve onun ((y) igindeki tiirevleri i¢in yerine yazilirsa,

b

((y)=[£(y)(G) f (&)ds+f(x)

a

elde edilir. Ancak son formiil i¢indeki integral kaybolmaz. Ciinkii; hipotezden dolayi,

G(x,&) fonksiyonu, x te bir fonksiyon [a,&] ve[&,b] araliklarmm her birinde
((y)=0 denklemi vardir. Bdylece ispat tamamlanmis olur.

Biitiin f (x) fonksiyonlar1 siirekli olmak iizere,

b

Jk(x.) f(&)de

a

Af (x)

bigiminde tanmimlanmus bir A operatoriine integral operatér, buradaki K (X, ¢ )

fonksiyonuna ise integral operatoriin ¢ekirdegi denir.

2.3.2. L— Al Operatoriiniin Green Fonksiyonu

L nin, f( y) ifadesi ile U, (y) =0, v=12,...,n smir sartlarindan olusturulan bir

diferansiyel operator oldugunu kabul edelim. Burada L—Al operatoriiniin Green

fonksiyonu ifadesi igin bir agilim bulmak istiyoruz. Bir baska deyisle, L—Al

operatoriiniin tersinin formunu bulmak istiyoruz. 'y, =y,(x,4) (v=12,..,n) ile

l ( y) =AYy denkleminin (2.15) baslangi¢ sartlarin1 saglayan ¢6ziim sistemini gosterelim.
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((y)-Ay=f

denklemi i¢in parametrelerin degisimi metodu kullanilarak

Z_;Cyv +if (Vl ())Jdé (2.31a)

a

b n W
ZC Y, (X)=[ (&) W, (£) & (2.31b)
v=1 I% V- l ( )

elde edilir. Burada C,,...,C,,C/,...,C birer sabit ve v,,Y,,..., y, fonksiyonlarmim
Wronskiyeninin determinant1 W ile gosterilirse ve W, W,,...,.W., W de birer kofaktor

olmak tizere

yl(n—l) ygn—l) . yr(]n—l)
W - yl(n—z) ygn—z) . yr(]n—z)
Yi Y, o Yn

elde edilir. (2.31a) ve (2.31b) deki ifadeler toplanir ve ¢ikan sonug 2 ye boliiniirse,
C,.C,,...,C, keyfi sabitler olmak iizere

=Zi‘,CV Y, (x)+[g(x.&) f(£)de (2.32)
elde edilir. Ayrica, asagidaki fonksiyon elde edilir.
Y (%) V(%) o ¥a(x)
L W) wW(e) - ()
o) =% 2.33
Y (€) (&) o Va($)

Buradaki fonksiyon, x > ¢ iken pozitif isaretli ve X <& negatif isaretlidir.
Simdi (2.32) dekiy fonksiyonu U, (y) =0, v=12,..,n smir sartlarin1 saglamalidir.
Yani sinir-deger probleminin ¢ézlimii:

((y)=Ay+f; U,(y)=0, v=12..n

bi¢imindedir. Bu da

2C1Uv(yj)+ f(&)U,(g)dé=0

R s 1
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olmasini gerektirir. (2.32) iginde C; yerine yazilirsa

b

y(x)=[G(x.&A)f (¢)d¢ (2.34)
denklemin ¢6ziimii elde edilir. Bununla birlikte
G(x,f,ﬂ)=%H(x,§,l) (2.35)
oldugundan
Ui(y) Ui(¥2) -+ Ui(¥n)
a(2) =Pz () Va2 o Ua() (2.36)
U, (%) Ua(¥2) - Uy(¥n)
ve
(X) V() e (X)) g(x)
H (e )| ) U)o Ui) Uig) (2.37)
Uo(%) Up(y)  Ua(%) Ua(9)
elde edilir.

Eger A, L operatoriiniin bir 6zdegeri degilse, bu takdirde A(A4)=0 ve (2.34) ve
(2.35) formiilleri anlamlidir. (2.34) formiilii G(X,i,l) nin L— Al operatoriiniin

Green fonksiyonu oldugunu gosterir. Boylece

L—Al operatériinin - G(x,&£,4) Green fonksiyonu (2.33) ve (2.35-2.37)

formulleri kullanilarak elde edilir.

Not: Yukaridaki temel tanim, teorem ve diger ifadeler [5] den alinmustur.
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3. BULGULAR ve TARTISMA

3.1. SINIR SARTLARINDA SPEKTRAL PARAMETRE BULUNAN
DIiFERANSIYEL OPERATORUN OZDEGERLERININ
ASIMPTOTIK iFADESI

Bu boliimde bakilan sinir deger problemiyle, ayrica bu problemin olusturdugu
operatoriin 6zdegerlerinin asimptotik ifadesinin bulunulmasiyla ilgilenecegiz.
Fizigin bir¢ok problemlerinde sik sik karsilasilan asagidaki diferansiyel operatore

bakalim.
L: y"(x)+{/12 -q(x)}y(x)=0 (3.1)
y(0)=y(1);y'(1)=y'(0)-2a1y(0) (3.2)

Burada ¢(x)eW, [0,1] kompleks degerli bir fonksiyon, o kompleks say1 ve A spektral

parametredir.
(3.1) ve (3.2) den olusan sinir deger probleminin incelenmesi i¢in &(x,1) ve @(x,4)
fonksiyonlar1 (3.1) denkleminin
o(x,A): 6(0,4)=1, €(0,1)=0
(x,4): ¢(0,4)=0, ¢'(0,2)=1 (3.3)
sartlarmi saglayan herhangi iki ¢6zlimii olsun. O zaman verilen X i¢in 49(X, /1) :
9’(X,i),¢)(x,/1) ve go’(X,l) fonksiyonlar1 4 i¢in tam fonksiyonlardlr.(Bak.[4]).
Kolaylik olsun diye bundan sonraki islemlerde 6(1, 1), 8'(L1),9(1,1), ¢'(1L2)
fonksiyonlar1 sirasiyla 6,6', @, ¢' olarak ifade edilecektir.
Simdi, (3.1) denkleminin ¢éziimleri olarak kabul edilen@(x, /1) ve go(X, i)

¢coziimlerinin lineer bagimsiz olup olmadigma bakalim.

O(x, 1) ?(x, 1)
W{O(x,4),0(x,A)}=
o' (x,A) ?'(x,2)
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W{O(x,2),(XA)}=0(x,1)p' (X, A)—0" (x4 )p (X, A) (3.4)

W {0(x2),0(x,2)} =2 {0(02)¢ (x.2)-0'(x,2)p(x,2)}

%W {0(x2),0(x,4)}=0

elde edilir. Bu durumda W {#(x,1),¢(x, 1)} sabittir, yani x ‘e bagimli degildir. (3.3)
sartlarindan dolay1

0(0,2)  ¢(0,2)

W{0(x,2),0(xA)} =
oLy pLa)

10
‘O 1‘ =1+0
bulunur. O halde O(X,l) ve Q)(X,/l) fonksiyonlar1 lineer bagimsizdir.
Buradan C, ve C, keyfi sabitler olmak iizere (3.1) denkleminin genel ¢oziimii:
y(x,2)=C0(x,A1)+C,p(x, ) (3.5)
bi¢iminde olur. Buradan
y'(x,4)=C'(x,4)+C,0' (X, 1)
elde edilir.
Simdi biz (3.1) diferansiyel denklemi ve (3.2) smir sartlarindan yola ¢ikarak A
0zdegerlerini bulalim.

(3.2) de verilen sinir sartlar1 (3.5) denkleminde kullanilirsa
y(0)=y(1) oldugundan
C,0(0,2)+C,0(0,2)=C,0(L 2)+C,p(L 1)
elde edilir. Buradan
C,(1-6(1,2))-Cp(12)=0 (3.6)
elde edilir.

y'(1)=y'(0)-2a1y(0) oldugundan

CO(L2)+Cp (1,2)=C0'(0,2)+C,¢/ (0,1)—20:20(0, ) — 2c2(0, 1)
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elde edilir. Buradan
C,(0'(L2)+2a2)+C, (¢ (1,2)-1)=0 (3.7)
elde edilir. (3.6) ve (3.7) denklemlerinden

{ C,(1-0(1,2))-Cp(L A)=0 (3.8)

C,(6'(LA)+2a1)+C,(¢' (1L, 2)-1)=0
sistemi elde edilir. Bu homojen denklem sistemininin katsayilar matrisinin esas
determinant1 olan F (1), sadece A ya baghdir. (3.8) homojen denklem sisteminin sifir

¢Ooziimiinden farkli ¢6zlimlerinin bulunabilmesi i¢in ancak ve ancak, katsayilar

matrisinin determinantinin sifir olmasidir. O halde

(1-02)  -oL2)
(0(LA)+2ad) (¢'(LA)-1)

F(2)=

=(1-6(12))(¢' (1L, 2))+ (1, 2)(0'(L2)+2a1)=0
bulunur. Buradan
F(A)=0(LA)+¢ (LA)+2aip(LA)=2 (3.9)

denklemi elde edilir.

Ozdegerlerin asimptotik ifadesini vermek i¢in her reel olmayan A lar igin,

A=oc+ir, 720 iken 0<argA < olarak verilsin. O zaman || — o iken,

([4], 5.292)

0=cosi+o(|/l|_lef) , H’:—/Isinl+0(e7)
) (3.10)
p=A"sin2+0(| " ¢"), ¢ =cos 2+0(|2[ e

elde edilir. Simdi [sin A|> Ae” durumunda

1

1 r 2

{sin2/1+0(|;t|1e’)}2=sin/1{1+0[ ?2 j}z
Asin® A4

—sin2{1+0(|4]")}

yazilir.
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Kabul edelim ki;
F(1)=0(1L2)+¢ (LA)+2alp(LA)=0+¢ +2aip
olsun. Biz gdsterecegiz ki her bir genel fonksiyonun sonsuz reel sifirlari vardir. 4, 4,,...
Ve 4, 4,... lere karsilik gelen sifirlar olsunlar. (3.10) denkleminin sonucu olarak, her
biiyiik |l| icin
F(4)=2c0s A+ 2asin ﬂL+O(|ﬂL|_l ef)

olur.

Simdi A nmn reel oldugunu kabul edelim. 1 — oo giderken F(A)+2 degerleri
arasinda gidip gelir. 4 — —oo giderken A =14 sadece sanal ve

F(4)~2coshA+2asinh A —

olur. Buradan aliyoruz ki F (Z) +2 fonksiyonlarinin sifirlarinin kiimesi F (Z) -2

fonksiyonunun en az bir 4, noktasini kapsayacaktir; fakat 4, n sagindaki F (1) nin

12 degerlerini alip almayacagi belli degildir.
A ile ilgili kismin esas denklemi
4 2 _
i~ +{2*-q(x)jy =0

seklindedir. Buradan

2

%+{gz_ (@}W:—zw(x,z) (3.11)
ov(04) o aw(0d) (3.12)
Pl o1

elde edilir. Buradan (3.11) denkleminin genel ¢dziimiinii bulalim.

Once (3.11) denkleminin homojen olan kismini1 ¢dziimiinii bulalm.

H (X, ﬂ) = W olarak isaretlenirse, (3.11) denkleminin homojen kismi
O°H (x,A
—aiz )+{/12—q(x)}H(x,/1)=o (3.13)

seklini alir. C, ve C, keyfi sabitler ve 6(x,1) ve ¢(x,4) (3.13) denkleminin iki

¢Oziimii olmak iizere (3.13) denkleminin genel ¢ozlimii:
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H,(x,2)=C,0(x,2)+C,p(x,A)
bi¢iminde olur.
Simdi (3.11) denkleminin homojen olmayan kisminin ¢éztimiinii bulalim.
C, ve C, sabitleri x ‘e bagli birer fonksiyon olarak diisiiniiliirse, (3.11) denkleminin
homojen olmayan kismimin ¢6ziimii:
Hy (X, 2)=C,(x)8(x,1)+C,(x) (X, 2) (3.14)
bi¢iminde olur. Buradan
{ C,/'(X)0(x,4)+C,'(x)p(x,1)=0
C,/(x)&'(x,4)+C,'(x)¢'(x,A)=-24w (x,A)
elde edilir. Boylece (3.15) den

0 P(x, 1)

—24y(x.4) (/)’(x,/l)‘
0(x,2) m,m‘ =229(xA)y (x.4)

O (xA) @(xA1)

(3.15)

c;<x>‘

C,(X)=C, +24[ p(&, ) (£,2)de

bulunur. Benzer sekilde

H(X,/i) 0

G (xA) 22y (xA)
0(x,A) o(x A1)

O (xA) ¢(xA4)

‘ZAH(X,/I)W(X,/I)

C,'(x)=

C,(X)=C, ~24[0(&,A) (£,2)dé

bulunur. C, (X) ve C, (X) fonksiyonlar1 (3.14) de yerlerine yazilirsa, (3.11) homojen

olmayan diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii:

H (% 2)=C,0(x 2)+Co(x,A) +2,1j )p(&,4)-0(x,2)0(E,A)w (,4)dé

(3.16)
biciminde olur. Buradan (3.12) den
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20(x.4) ——22[{0(x A)p(£,2) - p(x2)0(£,2)}0(£,2) 8¢ (3.17)

oA
aqo((;ﬂ) :ZAI{Q(X,l)gp(é‘,l)—(p(x,l)@(f,l)}¢(§,ﬂ)d§ (3.18)

elde edilir. (3.18) denkleminin her iki tarafinin X e gore tiirevi alinirsa

o' (X, 1)

o :2’1}{9'(""WP(?’/1)—<0'(X'/1)9(§,/1)}<0(§,ﬁ)dé (3.19)

elde edilir.
(3.17-3.19) denklemlerinden x =1 iken

dF(2) _00(L4) o¢/(LA) 0(2aip(1, 1))

di oA oA oA
1 !
- 66( ’/1) + 9 (1’/1) + 2ago(l,l)+2ai—a¢(1’/1)
oA oA

- —2/1}{6@(5,;t)—(pé'(f,/i)}49(5,/1)0'5+

+2Aj{0¢(§,,1)—¢'9(§,z)}¢(§,/1)d§+

1

+4a2? [{0p(£,4) - p0(£,4)} (&, 2)dé

0

elde edilir. Buradan
d';—(;) = —21}{—(/)92 (5, 1)+(0+¢)'+ Zaﬂ,(p)qo(f, /1)6(5, /1)—(9'+ Zaxie)go(é,l)} d&

(3.20)

Yardimer Teorem 3.1. (3.1) ve (3.2) sinir deger probleminin A 6zdegerlerininin

iki katl olmasi i¢in gerek ve yeter sart
0(LA)=—2aL, ¢(1,1)=0 (3.21)

olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki; A, (3.1) ve (3.2) smir deger probleminin iki kath

dzdegeridir. Bu durumda ayni 6zdegere iki lineer bagimsiz y, (x) ve y,(x)
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ozfonksiyonlar1 karsilik gelir. Dolayistyla bu 6zfonksiyonlarin lineer kombinasyonu

(3.1) denklemini ve (3.2) s kosullarmi saglar. Ozel olarak y,(X)=6(x,1) ve

¥, (X)=@(x,4) olarak alinirsa (3.3) kosulundan (3.21) esitlikleri elde edilir.

Tersine kabul edelim ki; sinir deger probleminin A 06zdegeri i¢in (3.21)
esitlikleri saglansm. Bu durumda A nin iki kath 6zdeger oldugunu gdosterelim. (3.21)
esitlikleri ve (3.4) den

O(LA)¢' (LA)=1 (3.22)
elde edilir. Diger yandan Yardimer Teoreml.3.1. den F(4)=2 dir. Buradan (3.22)
geregince
F2(2)=[0(L2)+¢ (LA)+22Ap(LA)| =4=40(L2)¢ (L 2)
olur ve (3.21) den
[0(L2)+¢/(LA)] =40(LA)¢' (L2)
O(LA)=¢'(LA)
esitligi elde edilir. F(A4)=2 esitliginden de
0(LA)=¢'(LA)=1
sonucuna varilir. (3.3), (3.21) ve (3.22) den (3.2) kosullarinin saglandig1 goriiliir.

Dolayisiyla, bu ¢oziimler lineer ve A, (3.1) ve (3.2) smur deger probleminin iki katl

O0zdegeridir. O

Yardimer Teorem 3.2.  Eger |[F(4) <2 ise ¢'+2a10#0 ve ¢=0 olmak
iizere & +2aA8 ile p(1, 1) zit isaretlidirler.

ispat: |F (1)|<2 esitsizliginden (3.9) denklemi kullanilarak

[0+¢ +2a29] =6 +(¢ +2aAp)" +20(¢' + 2aAp) < 4(6p —O'p)

0° + (¢ + 2049)" +20(¢p' + 2aAp) < 4(0¢ -0 p— 20460 + 20 0p)

=40(¢' +2aip)—4p(0 +2a10)

bulunur. Buradan
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[0—(¢' +2a20)] <—49p(60'+2a20)

elde edilir. Buradan & +2aA40 ile ¢ zit isaretlidirler. O

Simdi (3.20) denkleminden

dF O+¢' +20lp ’
T

4—(0—-¢' -2alp) } ,

_ " ! P (a;,z)d(g} (3.23)

elde edilir. (3.23) denklemi sifirdan farkli ve ¢ ile zit isaretlidir. Boylece F(A) bu
noktada maksimuma ve minimuma sahip olamaz.

Eger F'(1)#0 ise F(1) 4, da 2 degerinden -2 degerine kadar siirekli azalir.
F (1) =—2 oldugunu kabul edelim. 2, da genel egri olan y=F (1) ile kesisen dogru

y =—2 dogrusudur. Boylece genellikle x4, dan sonra swrasiylaz, ve A gelir. Genel
olarak
Ay <ply Sy <A <A <p, <y <
ifadesi yazilabilir. Yukaridaki ifadelerden Ay <A<y, i¢in ¢ >0 ve g <A<A i¢in
@ <0 dir ve bu sekilde devam eder.
Kabul edelimki A, F (/1)— 2 fonksiyonunun en az ikinci mertebeden olan bir sifir
noktast olsun. Bu taktirde, 0+¢'+2alp=2 ve @ =0 oldugunda (3.23) denklemi

geregince,

di 2¢

aF_ o {—(pj‘{ﬁ(cf,l)_ (0+¢' +2a49) 40(6,1)}2 dg}

elde edilir. Boylece ¢ =0 olur. Benzer sekilde €' +2al6=0 ise (3.23) denklemi

geregince

1 ' 2
& —22{(0+2020) [{o( ¢’+9+2“/w)9(§,,1) dé
a2 ) 2(0'+ 2a2.0)

elde edilir. Boylece &' +2a46=0 olur.
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0p =1, 0-2=—¢/=-1/0, (6-1)=0, O=1veburadan & =—2aA dr.
0 =-"2al, p=0,0=1, ¢'=1 (3.24)
kosullarinda F (/1)—2 nin ikinci mertebeden sifir olmasi i¢in gerek sarttir ve (3.24)

geregince onlar agik bir sekilde yeterli sartidir.

Simdi (3.20) iin her iki tarafin1 A ya gore diferansiyeller ve A = 4, alinirsa

aZ;(jo) M{aco L) g2 (6204 [ae'élﬂ,ﬂo) 2 ‘089(%)) 2 (1)

_[6921;1%)ﬁw’éﬁﬂn)+2a%%]g(§,ﬂo)¢(g,zﬂ)}dg (3.25)

elde edilir. Ayrica (3.17-3.19) bagmtilarinda (3.24) deki degerler yerlerine yazilirsa

asagidaki bagntilar bulunur.

69(;/10 %I(”“O (§:4)de (3.26)
69’53);/10):_2’10,[{20‘20‘9(5’/10)(P(§’%)—92(f,ﬂo)}dcf (3.27)
0p(XA) _ 0 1 o

o2 —2/10£§0 (61%)de (3.28)
agol(a),({ﬂo):24{2“’10¢’2(ffﬂo)—e(f’ﬂo)fﬂ(éiﬂo)}df (3.29)

elde edilir. (3.26-3.29) degerleri (3.25) esitliginde yerlerine yazilirsa

622}52}%) :—Z%E{Zi(¢2 (5’%)20d§)02 (5’%)+[2i¢2 (é’ﬂo)ﬂndg}f (f,ﬂo)

27, (I o(& Ao)zodé] (é%)ﬂé%)}df

s A L H LIRS ER EE CERRER T U ER R

+8ﬂﬂje £ o) é%ﬂodfjﬁ (£10) @ (&0 Vipdé
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1

TFR) g [(I@m m)zodf] g(pz(azmodéje%azo)ﬂodgl (330

ifadesi bulunur. Dolayistyla
Ua(x,ﬂo) (%, 2 ﬂodxj [I(/) (%, ﬁo)ﬂvdxj[jez (X, 24 zodxj<o

olur ki bu da (3.30) {in sifirdan kiigiik oldugunu gosterir. Dolayisiyla asagidaki sonuglar
elde edilir.

Sonug 3.1. F(1)+2 fonksiyonu kat: ikiden biiyiik sifirlara sahip degildir.

Sonu¢ 3.2. A,, F(A)—2 fonksiyonunun iki kath sifirdir gerek ve yeter sart
F(4) bu noktada maksimuma sahiptir. 4,, F(1)+2 fonksiyonunun iki katli sifiridir

gerek ve yeter sart F(4) bu noktada minimuma sahiptir.

Yukaridakiler baz alinarak incelenen smir deger problemin asimptotik ifadesini

bulalim. (3.9) geregince
F(/1)—2:—4Sin2%/1+2asin/1+0(|/1|lef) (3.31)

bulunur.

Rouch¢ teoremi tarafindan wuygulanan A -diizleminin i¢inden gecen diizeg

/1:(2n +1)2 7°  ve sag taraftaki karsilikli yarim kare eksenlere paralel kenarlara
sahiptir. F(4)—2 fonksiyonunun i¢ diizecinin sin® %/1 de esit sayilara sahip oldugu

goriliir. Bu fonksiyon A =0 da bir basit sifira ve A=4am’z? | (m :1,2,...,n) de cift
sifira sahiptir ve bu yiizden sifirlarm sayis1 2n+1 dir. F(4)—2 fonksiyonunun en
biiyiik sifir1 bu bolge iginde A,, den (3.31) geregi reel A i¢in A,, ve A, , sifirlarinin

her ikisi 4n’z” sayisma tahmini esittir.

Ozdegerlerin asimptotik ifadesini bulmak icin, dikkat edilmelidir ki;
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0(x,1)= cos/1x+%i[sin{l(x— y)la(y)e(y.2)dy, (3.32)

P(x A)= sin Ax +%.X[sin {2(x=y)la(y)e(y.4)dy (3.33)
@' (x,A)= cosix+%'xfcos{/l(x— y)}q(y)gp(y,,l)dy (3.34)
dir.

A bir pozitif reel say1 olmak iizere (3.32) denkleminden

0(x,1)= cos/1x+%.|‘sin{)t(x— y)la(y)cos Aydy +
0

+%}[sin {A(x- y)}q(y)dy!sin {A(y—t)}a(t)cos Atdt +O(%j (3.35)
(3.33) denkleminden

(X, A)= %sin Ax+%_[sin A(x—t)sin Atq(t)dt +
0

+%}[sin {A(x- y)}q(y)dy!sin A(y—t)(t)cos Atdt +O(%j (3.36)
(3.34) denkleminden de

@' (x,4)= coslx+%jcos{ﬂ(x— y)ja(y)sin Aydy +
0

+%:[COS{/1(X—y)}Q(Y)dy_(y[Sin{My—t)}q(t)sinﬂthO(%) (3.37)

elde edilir.
Simdi (3.35-3.37) ifadelerinin  x=1" deki degerleri bulunup (3.9) denkleminde

yerlerine yazilip gerekli doniisiimler yapildiginda

H 1 1
F(4)=2cosA+2asin A+ %jq(y)dy+%j{cos/1(1—2y)—cos/1}q(y)dy
0 0

2

mif q(y)dVES‘”{ﬂ(y—t)}sin{ﬁ(l—y“)}q“)d”o[%}
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1 1
F(/I):Zcos/1+2asin}t+%{ (sinA—acosA) _[q dy+a.[cos{/1(1—2y)}q(y)dy}
0 0

+%Eq(y)dyzsin{ﬂ(y—t)}.sin{ﬂ(l—y+t)}q(t)dt+

+2a_1.sin {2(1-y)} q(y)dyl.sin {A(y—t)}sin itg (t)dt} +O(%j =2  (3.38)
denklemi elde edilir. Buradan
q(x)=0 durumunda
2C0SA+2asinA =2 (3.39)

J1+a? [J;?cosm \/1f75imj:1

elde edilir.

. . 1
=C0S¢ olarak isaretlenirse, tang=— olur.

a
V1+a? a

=sing ve

Burada

1
V1+a?
Buradan
sin(A+¢)=sing
sin(A+¢)—sing=0

bulunur. Buradan

2sin (i) cos (i + ¢j =0 (3.40)
2 2
bulunur. (3.40) deki esitligin saglanmasi i¢in asagidaki iki durum s6z konusudur:
A Va
1) §+¢:E+7zn =4, =7(1+2n)-2¢ (neZ).
A
2) E=7m:>/1n =2mn (neZ).

q(x)#0 durumunda, -7 <&, <z olmak iizere 4, =27n+6, (neZ) olsun.

Dolayisiyla o #0 durumunda, F(4)=2 denklemi &, i¢in asagidaki denkleme

doniisiir:

F(4)=-4sin? §+2asin A+
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i{smﬂ acos ) J:.q dy+aicos{ﬂ(l—2y)}q(y)dy}+
+%Eq(y)dyzsin{ﬂ(y—t)}.sin{ﬂ(l—y+t)}q(t)dt+

+2a.1[sin {2(1-y)}a(y) dy:[sin {A(y—t)}sinAtq(t) dt} +0 (%} . (3.41)

0

Boylece, a#0 ve q(x)=0 durumunda

1) -7 <0, <z olmaklizere, A =27an+7—2¢+0, ,(neZ) olsun. Dolayisiyla
sin 7rn+17z—¢+15n cos l7z+7rn+15n =0 1
2 2 2 2 n
oot}
2 2 n
15njcos¢+sm(1 )sin(é:O[lj
2 2 n
lénjsm( j+sm (15n)=0(1j
2 2 n
sin(lénjzo(lj
2 n

elde edilir. Dolayistyla &, = O(%j bulunur.

ol
o
|

COoS

2) —-mw<d<m olmakiizere, A, =27n+7, (n € Z) olsun. Dolayisiyla

2cosA+2asinA—-2=0

1 1
V1+a? | —==—c0s A +————5in A (tan(,/ﬁ:—J
(x/1+a2 \/l+a j a
sinlﬂ,.sin [lﬂ,mﬁ) = O[lj
2 2 n
sin15n.cos[15n +¢5j = O(l)
2 2 n
sin%én (sin%én.cosqﬂcos%ﬁn.sin ¢) = O(lj

n
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sinzldn +sinl5n.cosldn.tan¢:0 1
2 2 2 n
Zsinlén.cos(lén +¢J =O[1j
2 2 n

sinlén.cos[lén +¢j=0(lj
2 2

n

elde edilir. Dolayisiyla

n

cos(%én +¢j = cos%&n.cow—sin ¢.sin%5

= 1—15“2 oS¢+ lén—ld? sing
4 2 6
elde edilir. Boylece
sinlén cosldn.cosqﬁrsin¢.sin15n =0 1
2 2 2 n

elde edilir. Dolayisiyla

sinlﬁn [1—15nzjcos¢+(£5n —lé,fjsinqﬁ :O[lj
2 4 2 6 n

elde edilir. Buradan

sin15n = O[lj
2 n

oldugundan &, = O(%) elde edilir.

Bulunan yukaridaki ifadelerin hepsi (3.41) denkleminde yerlerine yazilirsa

4sin2%5n +4asin%5n.cos%5n +ﬁ[(sin5n —acoss,)|q(y)dy+

O ey

+aj.cos{5n —2(2n7z+5n)y}q(y)dy}

_ﬁ j)‘q(y)dyi(sin2 {2n;z(y—t)})q(t)dt+

+2aj;—sin {207y} q(y)dyisin (anz(y—t)}sin {20z (1)l q (t)dt} - o(%j (3.4
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elde edilir. Burada

cos{4nzy+(2y—1)} =cos4nry.cos(2y 1), +sin4nzy.sin(2y -1)5,

=cos4nry
oldugundan
ai cos{5, —2(2nz +35,)y}a(y)dy = aicos dnzry.q(y)dy (3.43)
0 0
elde edilir. Ayrica
:[sin 2nzt.cos2nzt.q(t)dt = ﬁisin 2nzt.q(t).dsin2nzt (3.44)

2sin{2nz(y—t)}sin2nzt =cos{2nr(y—2t)}—cos2nzy

Y

_ 1 2
_m.([q(t).d sin” 2nzxt

y

1 o
=— 2nzt.g(t
4n7[sm nzt.q(t)

0

I 1 ., ,
_msm 2n7zy.q(y)—MJ;sm 2nzt.q’ (t)dt (3.45)

elde edilir. Dolayisiyla

Y

y

1 .
— dnzt.q(t)dt=——— t).d sin4nzt
.([cos nzt.q(t) 4nﬂ£q() sin4n

:—ﬁq(t).sin 4n7rt‘z (3.46)

bulunur. Oyleyse

1 y 1
%!sin 4n;zy.(|:q(t)dt.q(y)dy = —ﬁ O q(t)dt.q(y)dcosdnzy

1

y
a
= _%cosmﬂy!q(t)dt-Q(y)o

E —Sijq(t)dt.q (1) (3.47)

nz s

elde edilir. Dolayisiyla
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(q(y)fq(t)dtJ:q'(y)fq(t)quZ(y) (3.48)

elde edilir. Ayrica

1 y
—ZaIsin 2nzy.q( y)dyj'(sin 2nzy.cos 2nzt —sin 2nzt.cos 2nry)sin 2nzt.q (t)dt
0

0

1 y
= ZaJ'sin 2nry.cos 2n7zy.q(y)dyj.sin2 2nzt.q(t)dt -
0 0

1 y
—Zozfsin2 2nzy.q(y) dyJ.sin 2nzt.cos 2nzt.q(t)dt
0 0

%1—cos 4nsxt t1—cos4n
dyj—ﬁ.q(t)dt—aj—w.q(

1 y
:ajsin 4nzy.q(y) y)dy.[sin 4nzt.q(t)dt
0 0

0
1 Yy

- %J’q(y)dyf(sin 4nzy —sin4nry.cos 2nzt —sin 4nzt +sin 4nzt.cos4nzt ) g (t) dt
0 0

(3.49)

elde edilir.
1 1
Simdi a, = 2_[ q(y)cos2zndy ve b, = ZI q(y)sin2zndy olarak isaretleyelim.
0 0

Dolayisiyla (3.42-3.49) den, q(x)eW,[0,1] sart: dikkate alinip ([4] ,5.297 —298) deki

islemlerin benzeri yapilarak
a; —aj, —b}, +32n7 (cra, +4a,,) | = O(%)

(3.50)

sin 55 +(a+ijsm o, +

8nr 2 256n°7? [

Boylece (3.50) den

. —a+a, a? 3aa, 1 ) o 1 ( 1 j
sing, = a +hb; )—-————a,_+0| =
" 16nrx \/64n2 2 39n2s2 256n27z2( 2n 2“) 64n’z? " n?

bulunur. Buradan da

—a+a, ol 3aa, 1 s o 1 ( 1 j
S = a2 +b?)-———a, +0| = 3.51
" 16nx \/64n2 2 3on2s? 256n27z2( an 2”) 64n’z? " n? (3:51)

elde edilir. Dolayisiyla (3.51) dikkate alinirsa

2

lnz :4n27z2 _%i\/% 30;3-0 +E(32n +b22n) %am +O(%j (3.52)
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elde edilir. Bulunan (3.52) deki ifade bakilan diferansiyel operatoriin 6zdegerlerinin

asimptotik ifadesidir.
Yukaridaki islemler benzer sekilde, A yerine A, =2zn+7z—2¢+6,, (n€Z)

yazilarak yapilabilir.

3.2. SINIR SARTLARINDA SPEKTRAL PARAMETRE BULUNAN
DIFERANSIYEL OPERATORUN GREEN FONKSIiYONU

Bu boliimde bakilan sinir deger problemiyle, ayrica bu problemin olusturdugu
operatdriin Green fonksiyonunun kurulmast ile ilgilenecegiz.
Fizigin bir¢ok problemlerinde sik sik karsilasilan asagidaki diferansiyel operatore

bakalim.
L: y'+(47=q(x))y=f(x) (3.53)
y(0)=y(1);y'(1)=y'(0)—2a1y(0) (3.54)
Burada q(x) €W, [0,1] kompleks degerli bir fonksiyon, a kompleks say1 ve 4 spektral

parametredir.
(3.53) de verilen diferansiyel denklem ile periyodik sinir sartlarindan olusturulan

diferansiyel operatoriin Green fonksiyonunun kurulmasi, [4,5] kitaplarinda ve birgok

makalede yeterince incelenmistir. Bizde de bakilan operatoriin en dnemli 6zelligi smir

sartlarinda spektral parametre bulunmasidir.

Teorem 3.2.1. Homojen olmayan (3.53) diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii
(y(x)), ona karst gelen Ly=0 homojen denkleminin genel ¢oziimii (yh (X)) ile
kendisinin herhangi bir 6zel ¢oziimiiniin (y(.j (X)) toplamina esittir, yani,

Y (%)= ¥ (%) + s (%)
esitligi dogrudur.
(3.53) diferansiyel denkleminin homojen kisminin (3.4) sartlar1 altinda ( Ly =0) genel

¢oziimiini (3.1) de,
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Yo (X, 4)=C0(x,4)+C,p(x, 1)
bigiminde elde etmistik. (3.53) denkleminin herhangi bir y, (x) 6zel ¢oziimiinii bulmak
icin, C, ve C, keyfi sabitlerini x ’e bagli olarak diisliniip, bunlar1
y(x,24)=C,(x)8(x,4)+C,(X)p(x, 1) (3.55)
fonksiyonu (3.53) denklemini saglayacak sekilde secelim. Bunun i¢in dnce y’ ve y”
fonksiyonlarini (3.55) esitliginden asagidaki kuralla bulalm.
Y (x,2)=C/(x)0(x,2)+C, (x)p(x,2)+C,(x)&'(x,4)+C, (x)¢'(x, 1)
Burada,
C,/(x)8(x,4)+C,'(x)p(x,4)=0 (3.56)
oldugunu kabul edelim. y" ve (3.55) esitlizi (3.53) denkleminde yerlerine yazilirsa,
C/(X)0(xA)+C,'(x)¢@'(x,4) = f(x) (3.57)
elde edilir. Dolayisiyla, (3.56) ve (3.57) esitliklerinden olusacak olan sistemden Cramer
yontemiyle C,(x) ve C,(x) fonksiyonlari,

C,(¥)=C,~ [p(t,4) f (t)dt (3.58)

0

C,(x)=C, +[0(t.2) (1)t (3.59)

0

seklinde bulunur. Dolayisiyla, (3.58) ve (3.59) esitlikleri (3.55) denkleminde yerine

yazilirsa (3.53) denkleminin genel ¢oziimii:

Y(X%,4)=CO(x,A)+Cop(x,A) -0(x,4) [p(t,2) f (t)dt +(x,2) [6(t,2) f (t)dlt
0 0
(3.60)
bi¢iminde olur.
Simdi (3.60) denkleminde (3.54) de verilen sinir sartlar1 kullanilirsa
1
C.(0(L2)-1)+Cop(LA)=0(LA) [ (t.2) F (t)dt—p(LA)O(t, ) F (t)dt
0
1
C,(0'(LA)+2a2)+C, (¢ (L4)-1) =0 (L2) [ (t. 1) F (t)dt—' (1,4)0(1, 2) f (t)dt
0

denklem sistemi elde edilir. Buradan
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o(1, ﬂ.)j.go(t,l) f(t)dt—@(1,2)0(t,2) f(t)dt  ¢(1,2)
9(1/1)j¢( A)f()dt—¢'(LA)0(t,2) f(t)dt ¢ (1,2)-1
e e
9(1,/1)¢’(1,1)J1.¢(t,i)f()dt p(LA)p je t)dt - 01/1)} (t,2) f(t)dt
(p(u)je( )f(t)dt+(p(l,/1)go’(1,/”t)_l[0(t,/l)f(t)dt
" 50)
1.j(p(t,z) f (t)dt—@(l,l)jgo(t,/i) f (t)dt+¢)(1,ﬂ)j.¢9(t,/1) f(t)dt
C, = 0 0 0

2-0(L2) ¢ (LA)-2a2p(LA)=A(2)

elde edilir. Benzer sekilde

1

0(t,4) f (t)dt+(-0"(x,2)—2220(x 2))[ (1, 2) f (t)dt

0

(—1+¢'(x, 1) +2a4p(X, 1))

O ey

c A(H)

el e Biylce
Y02)= | 0(.2) £ O(001.2)0%(12)-0 % 2)o(1.2) 20001 2)o(x.)
O R (00%)0(52) (%) 0 (X 2)p(x.2) 3 4) + 20 (1)
—2¢9x/1£f t}tdt+2gox/1£f o(t, 2)dt
4 (1) 0)0(t.2)t-0(x2)o(x.4)] £ ()0(t)c

200p(x,2)0(x 2) [ 1 (1) (t,2)dt —2a2g (x,2)0(x,2) [ (t)e(t,/l)dt}

0 0
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:ﬁi)uw(t,z) F(1)dt(0(x2)=0(x.2)=0'(x,2)p(x,2)~ 2240 (x, 2) ¢ (x.2)

—20(X, A)+6° (X%, A)+2p(X, A1)+ 9" (X, A)+¢' (X, 1) 0(x, 1)+ 2049 (X, 1) 0 (%, 1))

+j¢>(t,/1) f(t)dt(0(x,4)-6? (X,ﬂ)—@’(x,ﬂ)(o(x,/1)—2a/10(x,/1)(p(x,/1))}

+A(1;t) E@(t,ﬂ) F(1)(0(x2)0(x,2) =0 (% A)+9(X,2) @' (X, A)+ 2020 (X, )+ 29 (X, 1)

1

—e(x,ﬂ)(p(X,ﬂ)—(p(x,ﬂ)go'(x,/i)—Za/%goz(x,ﬂ))+j0(t,i) f(t)dt(0(x,2)e(x,A)-p(x,1)

+o(X, A1) @' (X, 4)+ 2249 (X, i))}

- D t)dt(/-6(x, 1))

(4

D

+j(p(t,,1) f(t)dt(6(x,A)—6 (x,ﬂ)—@'(x,i)(p(x,ﬂ)—2a/149(x,/1)(p(x,/1))}

+A(1/1)ﬁ9(t,/1) f(t)(0(x 4)) +jt9(t,l) f (t)dt(Q(X,/1)(0()(,,1)_(0()('/1)

+0(%,2) ¢ (X, A)+ 2227 (X, 1))}
1

= f(t)(p(tA)-p(t,2)0(x,A)+0(t,A)p(x, i))dt}

A(/l
Al/l[ [ —o(t,2)0°(x,2) -0 (t,2)0' (x,A)p(x, 1)
—2020(t,2)0(x, 1) p(x, ) +0(t. 4)0 (X, 2) (X, 1) =0 (t, )0 (x, 1) + 0 (1, A) 9 (X, A) @' (X, 2)

+2020(1,4)¢° (X, 4))dt |
elde edilir. Burada

G, (% t:2) = ——[p(t.A) (1, 2)0(x, 1)+ 0(t, ) (% 2)]

A(2)

ve
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G, (6 2) = ——[p(t, 1) 0(% )~ p(t, 1) 6% (%, 1)~ p(t, 2) 0 (%, ) (%, )

A(2)
“2aAp(t, 1) 0(x, 2) (% A)+0(t, 1) 0(x, A)p(x 1)~ O(t, 1) 0(x )
+0(t, A)p(x,A) @' (X, )+ 240 (1, 1) 9 (X, 2) |

olarak isaretlenirse, asagidaki formda bir ifade elde edilir.

y(x,A)= jG(x,t;;t) f(t)dt =iGl(x,t;ﬂ) f (t)dt +sz (x,t;4) f (t)dt

0

Burada Gl(x,t;l) ve Gz(x,t;/i) fonksiyonlar1 Xe[O,l] kapali araliginda tanimlanmig

ve siirekli fonksiyonlardir. Ayrica, x=t i¢in G(Xx,t;4)fonksiyonunun sag

ve sol tiirevleri vardir. Dolayistyla

0
&Gz(x,t;l)l

0

—&Gl(x,t;/l)l -1

X—t+0 X—t-0 —

oldugu elde edilir. Yani,G(x,t;4) fonksiyonunun x’ e gore tirevi x=t dogrusu

uzerinde sureksizdir.

Bu durumda bakilan L diferansiyel operatoriin Green fonksiyonunun ifadesi:

oy |Gi(xt4) , 0<x<t
G(X't’l)_{Gz(x,t;ﬂ) , t<x<1

olmak tuzere

[o(t.2)=0(t,2)0(x,2)+0(t, A)p(x.2) ] ,0<x<t
Lo(t.2)0(x.2)-o(t, A)HZ(X A)-o(t, /1)‘9'(X’ )o(x.4)
20t 1)0(% )0 (% A)+0(t )0 (% A) @ (X A)~0(t,A)0(x 4) t<x<1

G(x.t;1)= i)
+0(t, 1) (X, A) ¢ (X, A)+ 2040 (1, 2) 9* (%, 1) |

biciminde elde edilir.
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