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SIMGELER DizZiNi

Dogal sayilar ctimlesi

Reel sayilar ciimlesi

Kompleks sayilar ciimlesi

Kompleks terimli sinirh diziler uzay:
Kompleks terimli yakinsak diziler uzayi

Kompleks terimli sifir diziler uzay:



1. GIRIS

TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde 2.ve 3. béliimde kullanacagimiz tammlar verilecektir.

Tanim 1.1. Lineer Uzay: X bog olmayan bir ciimle olsun. Eger X x X — X
icine + : (z,y) — (2 + y) ile tamimlanan toplam operatérii ve C x X — X e
-1 (t,z) — tz ile tamimlanan ¢arpim operatérii asagidaki ézellikleri saghyorsa X
ctimlesine C cismi {izerinde bir lineer uzay denir:

a)Herz,ye X icinz+y=y+ =z,

b) Her z,y,z € X icinz + (y+ 2) = (z + y) + =,

c) X de x + 0 = z olacak sekilde 8 etkisiz (sifir) eleman vardir,

d) Her z € X icin & + (—z) = 6 olacak bicimde bir —z € X vardir,

e)l-z ==z,

f) Her z,y € X vet € C icin t(x + y) = tx + ty,

g) Herx € X ve t,r € Cicin (t + r)xz =tz + rz,

h) Her z € X ve t,r € C i¢in t(rz) = (tr)z.

Tanim 1.2. Yarmorm: Bir X lineer uzayi iizerinde bir p yarmormu p : X — R,
a) p(tx) = |t| p(z),

b) p(x+y) < p(z)+ p(y) dzelligine sahip, negatit olmayan reel degerli fonksiyondur.
Ciinkii (a) ve (b) ile

0 =p(0) < p(z) + p(—z) = 2p(z)

o halde p(z) > 0 dur.
Tanim 1.3. Lineer Topolojik Uzay: Bir lineer topolojik X uzay1 toplama ve
skaler ile carpma iglemleri X de siirekli olacak gekilde 7" topolojisine gére lineer uza-
ydir.
Tanmim 1.4. Normlu Uzay: X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. X den
R icine olan ve asagidaki 6zellikleri saglayan * — |[|z|| fonksiyonuna bir norm,
(X, ||-]]) ikilisine de bir normlu uzay denir.
a) |zl =0 <=z =¥,
b) Her x € X ve a € K icin ||az| = |a] ||z||,
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c) Her 2,y € X icin ||z +y|| < [lz]| + [yl
Tanim 1.5. Banach Uzay1: Bir Banach Uzay1 bir tam normlu X lineer uza-
vidir. Tamlik ||z, — 2,|| — 0 (n,m — 00), z,, € X olmasi anlammdadir. Bu ise

|z, — x| — 0 (n — o0) olacak sekilde € X in varhigidur.

Biitiin dizilerin uzaymi S ile gésterelim. S uzayi1 * = (z,) ve ¥y = (y,) olmak
lizere (,) + (Yn) = (Tn + Yn) ve (tz,) = t(z,) tammlan altinda lineer uzayidir.
l,c,co dizi uzaylar1 da bu sekilde tamimh toplamsal ve skalerle carpimsal koor-
dinat iglemleri altinda lineer uzaylardir. (.., ¢, cq sirasi ile simirh, yakinsak ve sifir
dizilerin uzayidir ve ||z|| = sup,, |zx| normu altinda Banach uzayidirlar.

Tanim 1.6. Lineer Doéniisiim: X,Y lineer uzaylar olsun. Bir A : X — Y

fonksiyonuna, her z;, 25 € X ve A, i skalerleri icin
Ay + us) = MA(2,) + pA(2s)

ise bir lineer déniigiim denir.
Tanmim 1.7. Bir Smirh Lineer Operatoriin Normu: A € B(X,Y) olsun. A

fonksiyonunun normu,
A
Al — s @
az0 |||

ile tanimlanir.

Tanim 1.8. X lineer topolojik bir dizi uzay1 olsun. X uzayma, her ¢ € N icin
pi : X — C pi(x) = x; koordinat déniigiimleri siirekli ise K —uzay1 denir. Bir
X K-—uzay1 tam metrik uzay ise FK—uzay1 ve FK—uzayl normlu bir uzay ise
BK —uzay1 adim alir.

Tanim 1.9. Lineer Izomorfizm: Aym cisim iizerinde tamimlannus iki lineer uzay
arasimda ki birebir érten ve lineer olan déniigiime bir izomorfizm denir. Bu iki lineer
uzaya da lineer izomorfiktirler denir. Lineer izomorfik uzaylar cebirsel acidan denk
uzaylardir.

Tanim 1.10. Cesaro matrisi: Elemanlar:
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seklinde tamimlanan A = (a,;) matrisine Cesaro matrisi denir. Cesaro matrisleri
regiiler matrislerdir.

A ile her n € N icin \+1 < Ay + 1, A} = 1 olacak gekildeki sonsuza giden biitiin A =
(A\n) dizilerinin simifimi gésterelim. Leindler (1965). A = (\,) dizisi yardinuyla bir
x = (z},) dizisinin genellestirilmis de Vallee-Pousin ortalamasm I,, = [n — A, + 1, n]
olmalk tizere

tula) = 3 3 2

® pel,

ile tammmlannug ve = (z;,) dizisi bir  sayisma (1, \) toplanabilir olmas icin gerek
ve yeter sartin

ta(z) — € (n — 00)

oldugunu géstermigtir. Daha sonra kuvvetli (V,\) toplanabilme asagidaki dizi

uzaylarmi tanimlamistir.

VA = {z=(x): 1i£nAi 3 Jaul = 0},

nk‘EIn
.
V,A] = {a::(a:k):llin)\—ngmk—ﬂ:U,H@GC}

ve

VX = {o = (@) s sup 3~ 3 Jaw] < oc}.

" kel,

[V, A] ve [V, A%uzaylarnn ||z|| v = Sup, = Z || normu ile bir BK —uzayidir.
keln
Her n € N icin A, = n almirsa, (V, \) toplanabilme ve kuvvetli [V, A] toplanabilme

(C, 1) toplanabilme ve [C, 1] toplanabilme kavramlarma indirgenir.



2. KUVVETLI A\- ZWEIER YAKINSAKLIK

Tez boyunca sik sik kullanacagimiz y = (y) dizisini x = (xy) dizisinin

1
yk:§($k+xk_l),k€N (21)
olacak gekilde Z —déniigiimiinii tanmimlayalim.
(VA% [V,A] ve [V,A]* dizi uzaylarmim Z—déniigiimii altinda [V, A2, [V, A].ve

[V, A]2° dizi uzaylarmi tanimlayalim:

o1 1
v, )\]2 = {z=(): llfln)\— Z §($k + @p-1)| = 0},
" kel,
1 1
VAl: = {z=(=m): lim/\— Z §(xk +Zp_1) — f} = 0,3( icin},
v O ek
1 1
VN2 = {z=(2x) :sup > 5 (@8 +ai-)| < 00}
il =

Teorem 2.1. [V, A%, [V, A].ve [V, ]2 dizi uzaylar C kompleks cismi {izerinde birer

lineer uzaylaridir. Bu dizi uzaylar ,

||x||[v,x]g = ||1'||[v,>\]z = ”m”[v,,\]go s “Zz”[\c,\] (2.2)
normu ile ayni zamanda birer BK —uzaydur.
Ispat 2.1. Uzaylarm lineer oldugu kolaylhkla goriilebilir. [V, A]° ve [V, A] dizi uza-
ylar1 (2.2) tammmlanan norm sirasi ile BK— uzaylandir ve Z = (2. )p -0 matrisi
normaldir yani her n,k € N i¢cin 0 < k < nise 2, # 0 ve k > n icin 2, = 0
dir. Dolayisiyla Wilansky [4] Teorem (4.3.2) den [V, A2, [V, A, ve [V, ]2 dizi uza-
yvlarimin BK —uzaylar oldugu goriiliir.
Teorem 2.2. [V, A% [V, A].ve [V,A]Z dizi uzaylan ile [V, \]°, [V, A] ve [V, A]*dizi
uzaylar: lineer izomorfiktirler. Yani sirasiyla [V, A]® = [V, ]9,
[V, A] 2 [V, A]l: ve [V, A]*° £ [V, A]S° diur.
Ispat 2.2. Biz sadece [V, A\]° = [V, A\]? durumunu diisiinecegiz. [V, A]%ve [V, A\]2 uza-
ylar1 arasmnda bir lineer bijection var oldugunu godstermeliyiz. (2.1) notasyonu ile
déntigiimiiniin taminmini diigtinelim,

Z : VANV

T > Zy=y
4



Buradaki y = (y.), (2.1) de verilen dizidir. Z—déniistimiiniin lineerligi aciktir.
Ayrica x = 0 iken Z, = 0 ve buradan Z injectivdir. y = (y) € [V, A]° olsun ve

x = (z3,) dizisi
k

zr=2Y (-1)™y (ieN)

=

seklinde olsun . Béylece

vae = Z

An kel,

= —Zlyk

™ kel,

Z yz+22 z k:+l

]

bulunur. Buradan z = (z3) € [V, A]? elde ederiz. Ayrica

1 1
Zl[ne = sup Z §($k+$k—l)

1 1 )i
= Sllp)\— Z 2(22 yz QZ k+1
n n kel, i=0
= sup— Z |yr| = Hy”[v,\
" kel,

Buradan da z = (z;) € [V, A]? olur. Dolayisiyla Z &rtendir. Dolayisiyla Z lineer
bijeksiyondir. Sonuc olarak [V,A]%, [V, AJve [V, ] dizi uzaylan [V, A% [V, )] ve
[V, A\]*°dizi uzaylarina lineer izomorfik oldugu gériiliir. Béylece ispat tamamlanns
olur.

[V, A] dizi uzay: ve

1 n
jo1] = {z = (2x) : lim — > Jak — €] = 0, 3¢ icin}
k=1

tarafindan tanimlanan toplamsal dizilerin kuvvetli Cesaro |o;| dizi uzaylari arasinda

bir iligki vardir. Aciktir ki 6zel durumda her n € N i¢in A, = n, [V,\] = |oy]
5



alabiliriz. Aym zamanda sunu da séyleyebiliriz ki [V, ], ve [w, A]. dizi uzaylarida

arasinda kuvvetli bir iligki vardir. Burada

[w, A, = {z = () : h};n% ; %(xk + 1) — €| =0, 3 icin}

gseklinde tammlanir. Ozel durumda her n € N icin A\, = n ise [V, = [w, \].

alabiliriz.



3. M-ISTATISTIKSEL ZWEIER YAKINSAKLIK

Bu béliimde S —istatistiksel yakinsakhk hakkinda bilgi verecegiz ve [V, \]. dizi uzay1
ile baglantili baz iligkilerini verecegiz.

Istatistiksel yakinsaklik ile ilgili ilk cahsma Fast (1951) tarafindan yapildi ve cesitli
vazarlar da yine bu konu ile ilgili calismalar yapnustir [ Connor(1988), Mursaleen(2000),.
Tanim 3.1. Mursaleen(2000) Eger Ve > 0 icin lim, 3= [{k € I, : |z, — (| > €}| = 0
ise * = (x3,) dizisi { sayis1 icin A—istatistiksel yakinsak olarak adlandirilir. Bu du-
rumda S* — limz = € veya 23, — { (S*) ve §* = {& = (23) : I icin, S* —limz = ( }
yvazabiliriz. Eger her n € N i¢cin A, = n olmas1 durumunda A—istatistiksel yakinsak
klasik yakimsakliga indirgenir.

Tanim 3.2. Eger her # > 0 icin limn)\—ln |{k el,: |%(:1:k + Zpy) — €| > €}| =
ise x = (z3) dizisi { sayis1 icin S2—istatistiksel yakmsak olarak adlandiralim. Bu
durumda S} —limz = { veya z;,—( (S2) ve S} = { # = (a3) : I igin, S} —limz = ( }
vazalim. Eger her n € Nicin A, = n olmasi durumunda S2 yerine S, yazalim.
Teorem 3.1. A = (),,) € A olsun. O halde [V, ], C S? dur.

Ispat 3.1. 2 = (x) € [V, \]. olsun. O halde,

1 1
= —{(# +Zp1) — ¢
An 2
keln
1 1 1 1
= % Z T(xk+xk—l)_€ = Z —($k+$k_1)—€
A, 2 X\, D
keln kel
|%(zk+wk_1)—l|25 ,%(zk+wk_1)—l|<5
1 1
> — —(xp + 2p—y) — €
S S
kel,
| L (zrtar_1)—C]>e
1 & 1
= /\—Zsz o™ {kel,: §<xk+xk_l)_€’ > e}.

" kel

Bu esitsizlikten x; — €(S2) oldugunu elde ederiz. Béylece teorem ispatlanmig olur.
Teorem 3.2. A = (),) € A olsun. Eger z = (z;) € €, N 52 ise (z;) € [V, A]. dur.
ispat 3.2. Kabul edelim ki z = (x3) € € ve x; — £ (S2) olsun. sup I%(:ck - xk_1)| <
oo oldugundan her k£ € N icin |%(:L‘k + :L‘k_l)| < A olacak sekilde bir A sabiti vardir.

O halde £ > 0 olmak iizere .



| 1
T —(Zn + 2py) — ¢
) 2
kel,
1 1 1 1
= Z §($k+$k—1)—f‘+)‘— Z §($k+$k—1)—f
" k€ln " k€l
|3 (@rtazr_1)—E|>= |3 (@rtazr_1)—€|<s
A 1 1
= /\—n{kGIn: i(xk+a:k_1)—€|25}+)\—nz:e
kel,
A 1
= )\—{k’EIn 5(1’]‘:—}—.’1716_1)—425} +é

elde edilir. & — 0 i¢cin bu son ifade de limit alirsak istenilen sonucu elde etmig oluruz.
Sonug 3.3. A = (\,) € A olsun. O halde (., N S} = {, N[V, )], du.

Ispat 3.3. Teorem 3.1. ve Teorem 3.2. den ispat1 acikca goriiliir.

Teorem 3.4. A\ = ()\,) € A olsun. Eger lim,, inf )‘7" > 0 ise S, C Sd.

ispat 3.4. £ > 0 verilsin .

1
5(1?1: + Tp—1) — fl >e}

kapsamindan dolay:

1 1 1 1
E {kSn’§($k+$k_l)—e‘2€} = E {kEIn: §(mk+xk—l)_e‘25}
An 1 1
= —_— . = - — > 1
» {kEIn Q(xk+xk 1) f‘_&‘}

esitsizligini yazabiliriz. Béylece n — o0 icin limitini alir ve lim,, inf )‘7" > 01 kul-
lanarak , x;, — ((S.) iken z;, — €(S2) y1 elde etmis oluruz. Dolayisiyla teorem

ispatlanmis olur.
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