ADIYAMAN UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZI

ORLICZ FONKSIiYONU YARDIMIYLA TANIMLANAN BULANIK FARK

DIZILERININ BAZI SINIFLARI

Eda EREN

MATEMATIK ANABILIM DALI

ADIYAMAN
2010

Her hakki sakhdir



TEZ ONAYI
Eda EREN tarafindan hazirlanan “ ORLICZ FONKSIYONU YARDIMIYLA
TANIMLANAN BULANIK FARK DIiZILERININ BAZI SINIFLARI“ adli tez
caligmas1 24/06/2010 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan oy birligi ile Adiyaman

Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali’nda YUKSEK LiSANS
TEZI olarak kabul edilmistir.

Damisman: Dog.Dr. Ayhan ESI

Jiiri Uyeleri:

Baskan: Prof. Dr. Necdet CATALBAS
Firat Universitesi, Matematik Boliimii

Uye: Dog.Dr. Ayhan ESI
Adryaman Universitesi Matematik Boliimii

Uye: Yrd. Dog. Dr. Mustafa UCKUN

Adryaman Universitesi Matematik Boliimii

Yukaridaki sonucu onaylarim

Prof.Dr. Vedia TOKER
Enstitiisit Midiiri



OZET
Yiiksek Lisans Tezi

ORLICZ FONKSIYONU YARDIMIYLA TANIMLANAN BULANIK FARK
DIZILERININ BAZI SINIFLARI

Eda EREN

Adryaman Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dog. Dr. Ayhan ESI

Bu yiiksek lisans tez calismasinda bulanik say1 dizilerinin Orlicz fonksiyonu yardimiyla
tanimlanmis bazi yeni siiflart olusturulup ve bu bulanik say1 dizilerinin olusturdugu
siniflarin sagladig1 bazi 6zellikler ¢alisilmistir.

2010, Sayfa (18+v)
Anahtar Kelimeler: Bulanik Sayilar. Bulanik Climleler, Fark Dizisi, Orlicz
Fonksiyonu.



ABSTRACT
Master Thesis

SOME CLASSES OF DIFFERENCE FUZZY NUMBERS DEFINED BY AN ORLICZ
FUNCTION

Eda EREN
Adiyaman University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assoc.Prof.Dr. Ayhan ESI
In this thesis, we introduce some new classes of sequences of fuzzy numbers using by

Orlicz function and examine some properties of resulting sequence classes of fuzzy
numbers.

2010, pages (18+v)
Key Words: Fuzzy Numbers, Fuzzy Sets, Difference Sequence, Orlicz Functions.

i



TESEKKUR
Tez calismam boyunca benden yardimlarini esirgemeyen hocam saym Dog. Dr. Ayhan
ESI' ye, bu giine kadar her konuda bana destek olan ¢ok degerli arkadasim Yurdagiil
ACAR'a, Gaziantep Universitesi'nde gorev yapmakta olan ve tezimin yazim asamasinda
benden destegini esirgemeyen Ar.Gér. ilknur BALTACI'ya ve okul hayatim boyunca
yanimda olup maddi manevi destek gosteren ¢ok sevgili aileme sonsuz tesekkiirlerimi
sunarim.

il



ICINDEKILER

OZET . i
ABSTRACT ...t ii
TESEKKUR. .. ..o iii
SIMGELER DIZINI........cooii v
I GIRIS. .o 1
2 ORLICZ FONKSIYONU YARDIMIYLA TANIMLANAN BULANIK FARK
DIZILERININ BAZI SINIFLARI. .........oiiiiiiiiiiiiieeiiee e 7
KAYNAKLAR . .......ooiiiiiiiiieeeeeeeee e 17

OZGECMIS . . 18



SIMGELER DiZiNi

R iizerinde tanimh biitiin bulanik diziler uzay:
Dogal sayilar ciimlesi

Fark operatorii

Kompleks sayilar ctimlesi

Kompleks terimli sifira yakinsak diziler uzay:
Kompleks terimli sinirh bulanik diziler uzay:
Kompleks terimli yakinsak bulanik diziler uzay:
Reel sayilar ciimlesi

Ustten yar siirekli, normal ve konveks bulanik sayilarin ciimlesi



1. GIRIiS

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ikinci boliimde kullanacagimiz bazi temel tanimlar: verecegiz.

Bulanik ciimle kavrami ilk kez 1965’te Zadeh tarafindan ortaya konuldu. Daha
sonra bircok arastirmaci, potansiyeli nedeniyle, ortaya konulan bu kavram hakkinda
calismalar ve genellemeler yapmigtir. Burada kullanilan matematik hemen hemen
tiim bilim dallarinda kullanilabilen genig bir uygulama yelpazesine sahiptir. Bu da
bir¢ok aragtirmacida bulanik sayilarin farkli simiflarim1 tanitma istegi uyandirmistir.
Matloka (1986) bulanik sayilarin simirli ve yakinsak dizilerini tanimlamig ve bunlarmm
bazi tzellikleri iizerinde galigmigtir. Daha sonra Nanda (1987) bulanik say1 dizileri
tizerinde galigmistir. Diamond ve Kloeden (1994), Savas (2000), Esi (2006, 2008,
2009, 2010) ve daha birgok kisi bu konu iizerinde galigmalar yapmigtir.

D, reel eksen R’nin tiim kapali ve sinirh araliklarinin ciimlesi olsun. X, Y € D icin,

X = la1, ], Y = [ag, by] olmak iizere,

§(X,Y) = max(|a; — b1, |ag — D)

seklinde tanimlanir. (D, d) bir tam metrik uzaydir.

Bir X bulanik reel sayisi R'nin bir bulanik alt ctimlesidir dyleki X : R — I (= [0, 1])
olmak iizere her bir ¢ reel sayisini, iiyelik derecesi olan X (t) ile egler.

Tiim iistten yari-siirekli, normal ve konveks bulanik sayilarimin ciimlesi L(R) ile
gosterilir. Bu yiiksek lisans tez ¢alismasinda bir X bulanik reel sayisi ile X € L(R)
sayis1 kastedilmektedir.

Bir X bulanik reel sayisinin 0 < o < 1 olmak iizere a—seviye ciimlesi [X]* = {t €
R : X(t) > a} seklinde tammlanir. Ornegin o = 0 icin, ki bu kuvvetli 0—seviye
kapanmgidir, ciimlenin kapamgi {t € R : X(¢) > 0} olur. L(R)’nin lineer yapisi
a-seviyeli ciimle geklindeki terimler i¢in X ve Y bulanik reel sayilar olmak iizere
toplama X 4+ Y ve skalerle carpma X, p € R ozelliklerini saglar, soyle ki her bir

a € [0,1] igin,

(X + Y] = [X]* + [Y]%,



olmak {izere,
d(X,Y) = sup o([X]% [Y]?)

0<a<l

seklinde tanimlansin.
O halde d, L(R)'de bir metrik ifade eder. L(R), d metrigi ile bir tam metrik uzaydir.
Eger 7 € L(R) ile

1, t =rise
r-{
0,t # r ise

tanimlaniyorsa reel sayilar ciimlesi R, L(R)'ye gomiilebilir.

L(R) ctimlesinin toplamaya ve ¢arpmaya gore etkisiz elemanlar sirasiyla 0 ve 1 dir.

r, R’de ve X de L(R)’de olmak tizere rX,

X(r~'),r #0 ise
rX(t):{ =)

0, r=0ise

seklinde tanimlanir.
Eger her X,Y,Z € L(R) igin d(X +Z,Y +Z) = d(X,Y) ise L(R)’de bir d metrigine
oteleme invaryant metrik denir. d metrigi asagidaki ozelliklere sahiptir:
c € R i¢in
d(cX,cY) = |c]d(X,Y)

ve

AX+Y,Z+W) <d(X,Z)+dY,WV).

Tanim 1.1. (U’ggen Bulanik Say1) Bulanik sayilarin ii¢ nokta ile temsil edilen
A = (a1, as, a3) seklidir. Asagidaki ifade bu sayinin iiyelik fonksiyonu olarak tanim-

lanir:



& riglx)

Sekil 1.1 Ucgen Fuzzy Sayist A = (a,, as, a;)
g

0, z<a
e 1 Sx<ap
M(A)(ﬂf): I
a0 2 ST < ag
0, x>as

\

Simdi av—seviye iglemiyle bu iiggen i¢in araliklar olugturulup, A* araligi Vo € [0, 1]

icin agagidaki gibi elde edilir.

—_— = X
Gz — a1 ag — a2
Buradan
al® = (a3 — a))ov + ay
aéa) = —(az —az)a + as
elde edilir. Boylece
A% = ga)a a:(sa)] = [(az — a1)a + a1, — (a3 — az)a + as]

olur.

Ornek 1.1. Bir iicgen bulanik say1 A = (=5, —1,1) olsun ve iiyelik fonksiyonu

asagidaki gibi tanimlansin.



0, z<-5

Lma << —1

pay(z) = ¢ =
aimr ] <<
asz—az
0, =z>1

Bu bulanik sayidan elde edilen av—seviye aralig

5
T = a=>zrx=4a—-5
4
11—z
5 = a=c=-2ua+1

A% = [aga), aga)] = [da — 5, —2a + 1]

olur.

Bulanik sayilarin bagka bir sekli de yamuk bulanik sayidir. Bu gekilde tanimlanan
bulanik say1 iiyelik derecesi maksimum olan birka¢ nokta olabilecegi gerceginden
yola cikilarak olusturulmustur.

Tanim 1.2. (Yamuk Bulanik Say1) Bulanik sayilarin dort nokta ile temsil edilen
A = (a1,a9,a3,a4) seklidir. Bu bulanik saymin iiyelik fonksiyonu agagidaki gibi

tammlanir.



Lealx)

frr —

Vi

T 2 5] sy id4

Sekil 1.3 Yamuk Fuzzy Savist A = (a, da, da. y)

0, z<a

r—ay
az2—ajy

[y (T) = 1,a<z<as

, a1 S x < ap

as—x
as—as

0, z>a4

, a3 < x < ay

\

Bu bulanik sayidan elde edilen a—seviye araligi Vo € [0, 1] olmak {izere
AO‘ — [((]Q — al)a + a17 —(CL4 — (],3)05 + a4]

olur.

Tanim 1.3. Bulamik sayilarin bir X = (Xj) dizisi pozitif dogal sayilar ciimlesi
N’den, L(R)’ye bir X fonksiyonudur. Xy, bulanik say1 dizisinin k£ € N’deki degerini
gosterir ve buna dizinin genel terimi ya da k.terimi denir. Tiim X = (X}) bulanik
say1 dizilerinin ciimlesini w(F') ile gosterelim.

Tanim 1.4. Bulanik sayilarin bir X = (X}) dizisi sinirhdir eger {X;, : k£ € N}
ciimlesi siirh ise. Smurh bulamk dizilerin ciimlesini I, (F') ile gosterelim.

Tanim 1.5. Bulanik sayilarin bir X = (X},) dizisi, Ve > 0 icin k& > kg olacak gekilde
d(Xy, Xo) < € sartin saglayan Jky € N sayisi mevcutsa bu diziye Xy'a yakinsaktir
denir ve bu yakinsaklik lim; X = X seklinde gosterilir. Yakinsak bulanik sayilarim
ciimlesini ¢(F) ile gosterelim.

Tanmim 1.6.Bir M Orlicz fonksiyonu siirekli, azalmayan, konveks M(0) =0, z > 0
icin M(z) > 0 ve x — oo iken M(z) — oo sartlari saglayan [0,00) — [0, 00)
seklinde tanimh fonksiyondur.

Bir M Orlicz fonksiyonuna, eger M (2x) < BM(z) (z > 0) olacak sekilde sabit bir
5



B > 0 sayis1 varsa, x’in tiim degerleri i¢in Ay —sartini sagliyor denir.
Lindenstrauss ve Tzafriri (1967) Orlicz fonksiyonunu kullanarak agagidaki I, dizi

uzayini tanimlamiglardir:
||
Iy = = : M{—| < dr>0,.
M {:c (k) gk <r oo, Ar

Ayrica [, 'nin agagida tanimlanan norm ile bir Banach uzay1 oldugunu gostermiglerdir:

|z :inf{r>0:;M<|a;—k|) g1}.

Uyar1 1.1. Bir M Orlicz fonksiyonu, 0 < A < 1 olmak iizere VA i¢in M (A\zx) <
AM () esitsizligini saglar.

Bu yiiksek lisans tez ¢alismasinda asagidaki egitsizlik sik sik kullanilacaktir. p =
(pr), 0 < infpr, = h < pp < sup, pr, = H < oo olacak gekilde pozitif reel sayilarin
bir dizisi ve K = max(1,277!) olsun. Bu takdirde Vk € N igin ay, by € C olmak

izere,

lag + bi|™* < K(|ag|™ + |bg|™) (1)

esitsizligi saglanir.



2. ORLICZ FONKSiYONU YARDIMIYLA TANIMLANAN BU-
LANIK FARK DIiZiLERINIiN BAZI SINIFLARI

Caligmamizin bu kisminda bulanik sayilarin asagidaki fark dizi simiflarini tanimlayip,
baz1 temel 6zelliklerini inceleyecegiz. X = (X}) bulanik sayilarin bir dizisi, M bir
Orlicz fonksiyonu, p = (py) pozitif sayilarim her k£ € N i¢in 0 < infp, = h < pp <
suppr = H < oo olacak sekilde bir dizisi ve AXy = X — X1 olsun. Bu takdirde;

cg[M,A,p,s] = {X =(X3) cw(F) :h,?lk*s [M <d(A)p(k,(_))>] k

= 0, 3p>0,5s>0},

Pk
CF[M,AJ% 5] = {X = (Xk) € w(F) : liink;’s {M (M)}
P
= 0,3p>0,5s>0}

ve

M, A p,s] = {X=(X}) €w(F):supk® [M <d<A):k,6)>] k
k

< oo, Ip>0,5 >0}

ciimle simflarim1 tamimlayabiliriz.

Bu tanimladigimiz bulanik say1 dizilerinin siniflarinda M, p ve s'nin 6zellegtirilmesi
ile baz1 bilinen bulanik say1 dizilerinin siniflarini elde ederiz.

Her k € Nigin pp = 1, M(x) = x ve s = 0 alarak, Bagarir ve Mursaleen (2003)

tarafindan olusturulmusg olan asagidaki siniflar1 elde ederiz.

cl[M, A, p,s] = ct [A] = {X = (X}) € w(F) : liind(AXk,f)) =0},

M, A p,s| = cF [A] = {X = (X}) € w(F) : lim d(AX}, X) = 0}
7



ve

IE M, A p,s] =15 [A] = {X = (X) € w(F) : Sl;pd(AXk,ﬁ) < o0}

Eger her k € Nigin AXy, = X, vepy, =1, M(z) = 2 ve s = 0 alinirsa Nanda (1987)
tarafindan tanimlanip galigilmig olan ¢, ¢ ve IL, simflar elde edilir.
Ornek 2.1. Vk € N igin s = 0, M(x) = = ve p;, = 1 olsun. X = (X},) bulanik say1

dizisi agagidaki gibi tanimlansin.

k=4%icin,i € N, X}, =0

. 1, 0 <t <k licin
ve k # % iken Xi(t) =<
0, diger durumlarda

O halde

[0,0], =i?icin,i €N

[Xe]® =

07 , diger durumlarda
ve

—(k+1)740], k=i?igin ,i € N

[AX]* k—z—llgm 1€ Nyji>1ile
1 k™1], diger hallerde

olur. Boylece [AX;]* — 0, (k — 00) yani

(AXy) € el M, A p,s] € cF[M,A,p,s] CIE[M,A,p,s]

ve dolayisiyla
X = (X) € ¢ [M, A, p,s] CT[M,A,p,s] CILIM, A, p, s]

elde edilir.

Bu kisimda bulanik say1 dizilerinin ¢ [M, A, p, s], cF'[M, A, p,s] ve 1L [M,A,p, s]
siniflariin sagladigi bazi sonuglar ispat edilecektir.

TEMEL SONUCLAR

Teorem 2.1. Eger d steleme invaryant bir metrik ise o halde ¢ [M, A, p, s], ¢'[M, A, p, 5]
ve [F[M, A, p, s] toplama ve skalerle garpma iglemleri altinda kapalidir.

Ispat: d 6teleme invaryant bir metrik oldugundan
8



d(AX,, + AY;,0) < d(AX}, 0) + d(AYy, 0)

sartin1 saglar ve bir A skaleri i¢in

olur.

X =(Xp) ve Y = (V) € IL[M, A, p, s] olsun. O halde

_ o
d(AX
supk™® | M —( &, 0) < 00
k P1
ve
_ 1Pk
d(AY;
sup k~° M—( k. 0) < 00
k P2

olacak sekilde p,, p, pozitif sayilarin1 bulabiliriz.

Simdi p; = max(2p;,2p,) olsun. (1) ve (2) ozellikleri ile M 'nin azalmayan, konveks

bir fonksiyon olmasindan

. [M (d(AXk LAY, 0)>

Ps3

Pk

s [M (d(AXk,O)> Y (d(AYk,O)>rk
P3 P3

2 P1 2 P2

< [1M (d(AXk,0)> Ly (d(AYk,O

P1 P2

< Kk™° [M (M)] ' + Kk8 [M <d(AY;<:7(_)

e

i

Boylece X+Y € I [M, A, p, s] olur. Simdi X = (Xj) € IL[M,A,p,s] ve0 < [N <1

icin A € R olsun. (3) 6zelligi ve uyar1 goz oniine alinarak

. [M (d(mxk,(‘))”“
p



— Pk
d(AX
P
d (AXk,(_)> "
S kfs |)\‘pk M I A

p

M(M)]“m,
P

bulunur. Boéylece AX € IL[M,A,p,s] olur. Diger durumlarin ispat1 yukaridaki

<Ak

ispata benzer gekilde yapilir.

Teorem 2.2. M bir Orlicz fonksiyonu olsun. O halde ¢}’ [M, A, p, s] C I'[M, A, p, s] C
IE[M, A, p,s] olur.

Ispat: ¢f'[M, A, p,s| C F[M,A,p,s] oldugu agiktir. ¢'[M, A, p,s] C IE[M, A, p, s]
oldugunu ispatlamaliyiz. X = (X},) € ¢'[M, A, p, s] olsun. O halde

Pk
s [ (AXXY]" g5
p

olacak gekilde p > 0 sayws1 vardir. p; = 2p alarak ve (1) ozelligini kullanarak

o ()] < () we ()
+ (%)p Kk [M <—d(M5’“ 6))]“

yazilabilir. Boylece X = (X}) € ¢f'[M, A, p, s] oldugundan, X = (X}) € IL[M, A, p, s]
olur.
Teorem 2.3. ¢ [M, A, p,s], ' [M, A, p,s]vell [M,A,p,s| smiflar1 H = max(1, supy py)

olmak {izere

=

g(X,Y) =inf{pH >0: {s%p {k—s <M (w))rk} <1,n € N}

metrigi ile tam metrik uzaylardir.
Ispat: cf[M,A,p,s] smifimi ele alahm. (X?), c§[M, A, p,s]’de bir Cauchy dizisi

olsun. € > 0 ve r, zy > 0 sabitleri verilsin. O halde her bir % > 0 ve Vi, j > ng igin
10



g(X*, XT) < —

Ty

sartin1 saglayan bir ng pozitif tam sayist mevcuttur. ¢’nin tanimindan Vi,j > ng

(el (e}

yazilabilir. Boylece Vi, j > ng igin

. dAxi, AxH Y]
e (v ()] =

olur. Vi,j7 > ng ve k > 0 icin

_ d(AX}, AX])
kS| M| —2— &7 <1
( ( 9(X?, X7) N
elde edilir. O halde

r>0vek™M(%52) > 1igin

. d(AX}, AX]) o T
k (M <W>>§k M(T)

elde edilir. Vk € N icin £7° # 0 oldugundan

o (d(AX,@,AX,{)) < ()

icin

g(Xt, X7) 2

olur. Bu ise
€

d(AXE AX]) < %'ﬁ - g

sonucunu verir.

Boylece (AX}); = (AX}, AXE AX}, ...), L(R)de bir Cauchy dizisi olur. L(R) uzay1
tam oldugundan, bu dizi yakinsaktir. Boylece her bir (0 < & < 1) ve her i > ng igin
d(AX}, AX,z) < ¢ sarti saglayan bir ngy pozitif tam sayist mevcuttur. M Orlicz

fonksiyonunun siirekliligini kullanarak

1

. i j P =
k>0 p

11




bulunur. Boylece

sl (n (=)} <

olur. Boyle p sayilarin infimumunu alarak Vi > ng i¢in

fu = o (o (2522} )

elde edilir. Ucgen esitsizligini kullanarak

9(X,0) < g(X, X") + g(X",0)

ve X = (X},) € cI'[M, A, p, s] elde ederiz. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.4. inf; p, = h > 0 ve sup, pr = H < oo olsun. O halde

(a) I'[M,A] C F M, A, p, s],

(b) M, Ay—sartin1 saglayan bir Orlicz fonksiyonu olsun. O halde ¢'[A,p,s] C
cF'[M, A, p, s] olur.

Ispat: (a) Kabul edelim ki X = (X}) € ¢[M, A] olsun. M bir Orlicz fonksiyonu
oldugundan, Jp > 0 i¢in

o (1255) o

h
olur. infyp, = h > 0 oldugundan limy [M (Mﬂ — 0 dir. Vk > ko olacak

. d(AXk,XO)] 0
k p

p
sekilde kg, 0 < ¢ < 1 icin

d(AXy, Xo)]"
M {M} <e<1
p
ve pr > h oldugundan V k € N icin
Pk h
u [d(AXk,XO)} <M [d(AXk,XO)] cecl
P p

elde edilir ve boylece

lim M

[d(AXk,XO)rk 0

p
12



olur. (k~*) smurh oldugundan,

Pk
hink*s {M (M)} =0
P

olur. Boylece X = (X}) € cF'[M, A, p, s] oldugu ispatlanir.
(b) X = (X3) € cI'[A,p, s] olsun.O halde k — oo, Sy = k~*[d(AXy, Xo)]P* — 0
olur. ¢ > 0 ve 0 < 0 < 1 olacak sekilde ¢ segilirse 0 < ¢ < ¢ i¢in M(t) < ¢ olur.

Simdi her £ i¢in
d(AXy, Xo)
p

Y =
gosterimi ile
M ()P = B (M ()] [yess + R M ()],
ifadesini yazalim.
Uyariy1 kullanarak y;, < § icin k=5[M (y;)]P* < k=* max(e, ") elde edilir. y, > § igin
Yk Yk

< =<1+ =
yk_6 —|—5

yazabiliriz. Boylece M azalmayan ve konveks oldugundan

M(y) < M(1+ 25y <

1 1 »
: < SM(2) + 5 M(2)yed ™)

2

olur. M, Ay—sartini sagladigindan

elde edilir.

B M)l s < b max(L, [BM(2)5) y])

>0 —

ve

k=5 [M (yi)]P* < k™ max(e, ") + max(1, [BM(2)5']*)S

olup e — 0 ve k — oo limitleri alindiginda X = (X3) € ¢'[M, A, p,s] oldugu

goriiliir.

13



Teorem 2.5. M, M; ve M, Orlicz fonksiyonlar: ve si, s5 > 0 olsun. O halde
(a) cF'[My, A p,s| Nt [My, A, p,s] C cF'[My + My, A, p, 5],

(b) s1 < sgiken I'[M, A p,s1] CcF'[M,A,p,ss olur.

Ispat: (a) X = (X;) € F'[My, A, p,s] NP [My, A, p, s] olsun. O halde

d(AXk,XO))' P

P1

lilgn k= | My (

r 1Pk
lim k=% | M, (M) =0
L P2 i

olacak sekilde Jp,, p, > 0 sayilar1 vardir. p = p; + py olsun. (1) esitsizligini kulla-

narak

o S (23250 (120

S |: pl Ml <d(AXk7X0)) + p2 M2 (d(AXkaXO))]pk
p1+ P2 P1 p1+ P2 P2

() (20

< o (A (220

P1 P2

bulunur. (£~*) smurh oldugundan

o (BB < e (A5

AX;, X Pr
+Kk_8 |:]\42 (d( k> 0)):|
P2
olup boylece X = (Xy) € c'[M; + M, A, p, s] elde edilir.
(b) s1 < sy olsun. O halde Vk € Nigin k752 < k=1 olur. X = (X}) € ¢I'[M, A, p, s1]

olsun.

() e ()
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oldugundan X = (X}) € ¢'[M, A, p, s] elde edilir.

Teorem 2.6. M bir Orlicz fonksiyonu olsun. O halde

(a) 0 < infy, pr < pr. < 1 olsun,o halde cF'[M, A, p,s] C F'[M, A, s],

(b) 1 < pp, < sup,, pr < 0o olsun, o halde ¢'[M, A, s] C ¢'[M, A, p, s],

(c) 0 < pr < g ve (Z—Z) sinirh olsun, o halde ¢"'[M, A, q,s] C ¥[M, A, p,s] dir.
Ispat: (a) X = (X)) € ¢'[M,A,p,s], her k icin 0 < infy, p, < pp < 1 oldugundan

her £ € N ve dp > 0 icin

o (S s (1255

elde edilir. Boylece X = (X},) € ¢I'[M, A, s] olur.
(b) Her k igin 1 < p;, < supy, pr < 0o ve X = (X;) € c'[M, A, s] olsun. O halde her

0 < e < 1 icin dyle bir kq pozitif tamsayis1 vardir ki her k& > kg icin,

()

olur. Bu da Jp > 0 i¢in

i () [ [ ()]

p p
esitsizligini saglar. Buradan X = (X},) € ¢f'[M, A, p, s] dir.

(c) X = (Xy) € F'[M,A,q,s] olsun. wy, = [M (w)]qk ve T, = 2 yazilr
oyle ki, her k igin 0 < T < T}, < 1 olur. (uy) ve (vx) dizileri su sekilde tanimlansin;
Eger w, > 1 ise up = v, ve v, = 0, eger wy, < 1 ise up, = 0 ve wy = vy olsun. O
halde her £ € N icin

T T T
Wi = U + Vg, WE =t vt

oldugu aciktir. Ayrica

Ty Ty T
uy” < up < wy ve vt < v

olur. Boylece

Eowlt = k8wt + o] < k- Swy, + ESof

15



elde edilir. 7' < 1 ve T~! > 0 oldugundan her % igin

INT 1-T
k—svlz _ (k—svk)T(k—s)l—T < ([(/{:_Svk)T] T) ([(k_s)l_T] ﬁ)
olur ve Holder Esitsizligi'nden ifade
< (k)"

elde edilir. Boylece

k’swg’“ < kw4 (K 5v) T

olup buradan X = (X}) € cI'[M, A, p, s] olur.
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