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SIMGELER DiZiNi
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1. GIRIS

TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Tanim1.1. X+ () bir ciimle ve K kompleks sayilarin bir cismi olsun. Eger
+: X xX —X, K x X —X

fonksiyonlar1 agsagidaki ozellikleri sagliyosa, X ciimlesine K cismi iizerinde bir lineer
(vektor) uzay adi verilir.VA, u € K ve Vz,y,z € X igin

(L1) 24y = y+u,

(L2) (z+y)+z=x+ (y+ 2),

(L3) = + 6 = z olacak sekilde bir § € X vardur,

(L4) Her bir z € X igin x + (—z) = 6 olacak sekilde bir (—z) € X vardur,
(L5
(L6) Az + y) = \r + \y,
(L7) (A + p)x = A\x + pa,
(L8) A(pz) = (Ap).

Tanim1.2. X+# () X x X iizerinde tanimlanmis asagidaki sartlari saglayan pozitif

)
)
)
) 1.
)
)

reel degerli d fonksiyonuna X ciimlesi iizerinde bir metrik denir. Vx,y, z € X igin,
(m1) @ # y icin d(z,y) > 0,

(me) d(z,y) =0 <= x =y (my ve my pozitif degerlilik),

(m3) d(z,y) = d(y, z) (simetri ozelligi ),

(my) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) (iicgen esitsizligi )

Diger bir ifade ile (mq), (ms), (m3) ve (my4) sartlarm saglayan d : X x X — R
fonksiyonuna metrik denir.

Tamim1.3. Bir X ciimlesi iizerinde bir d metrigi verildigi zaman (X, d) ikilisine
metrik uzay denir.

Taniml.4. (X, d) bir metrik uzay ve z = (z,) X de bir dizi olsun. Eger her

e > 0 igin n > ng oldugunda d(z,, s) < € olacak gekilde bir no € N ve s € X varsa

(x,,) dizisi X'de yakinsaktir denir ve z,, — s veya lim,, ., x,, = s seklinde gosterilir.

Taniml1.5. X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.|, || : X — RT doniigiimii
1



asagidaki sartlar: sagliyorsa bu doniigiime bir norm, (X ||, ||) ikilisine de bir normlu
uzay denir: Vr,y € X igin
(N1):|[z]] = 0,
(N2):||z]| =0 <= 2 =0,
(N3):[laz]| = |af[|z]| (a skaler ),
(N4):llz +yll < ll=ll + [lyll -
(N3) Sart1 ||az|| =|a|”. ||z]| (o € K) seklinde olursa bu takdirde X’e bir p — normliu
uzay denir.
Tanim1.6. Eger (N2) sart1 sadece z = 0 = ||z|| = 0 sart1 saglaniyorsa, X e K
cismi iizerinde bir yarimmormlu uzay denir.
Tanim1.7. Bir (X, ||, ||) normlu uzaymda her Cauchy dizisi bu uzayin bir noktasina
yakinsiyorsa bu normlu uzaya Banach uzay: denir.
Tanim1.8. (X, ||,||) bir normlu uzay olsun X bir Banach uzayi ve
Tk X = C 71p(x) =24 k=(1,2,3,..)
doniisiimii siirekli ise X’e bir BK uzay: denir.
Tanim1.9. Bir X vektor uzaymin bir Y alt ciimlesi verilsin. Eger y;,y, € Y

oldugunda
M={yecY : y=dp+0—=Ny, 0<A<1}CY

oluyorsa Y alt kiimesi "konvekstir’ denir.

Tanim1.10. Bir M Orlicz fonksiyonu siirekli, azalmayan, konveks M (0) =0, x > 0
icin M(z) > 0 ve x — oo iken M(z) — oo sartlarii saglayan [0,00) — [0, 00)
seklinde tanimh fonksiyondur.

Tanim1.11. Bir M Orlicz fonksiyonu, eger M (2t) < KM (t) (t > 0) olacak gekilde
sabit bir K > 0 sayis1 varsa, t'nin tiim degerleri igin A, —sartin1 saglayan bir
fonksiyondur.

Tanim1.12. X lineer topolojik uzay, g : X — R bir fonksiyon olsun. Eger ¢
agagidaki sartlar1 sagliyorsa ¢’ ye bir paranorm, (X, g) ikilisine de bir paranormlu
uzay denir:

(F1) 9(0) =0,

(P2) g(z) = g(—x),



(P3) g(z +y) < g(x) +9(y),

(Py) A = Ao, © — xg — AT — oo,

Bu galigma boyunca agagidaki esitsizlik sik sik kullanmilacaktir. p = (pg), 0 < inf py,
h < pp < sup,pr = H < oo olacak sekilde reel sayilarin bir pozitif dizisi ve K

max(1, 2771 olsun. Bu taktirde Vk € N igin ay, b, € C olmak iizere,

|ak + 0p|™ < K (lag]™ + [bk]™)

esitsizligi saglanir.



1.2.FARK DiZi UZAYLARI
Fark dizi uzaylar ilk kez 1981 yilinda Kizmaz, tarafindan tanimlanmis ve cesitli
topolojik ozellikleri incelenmistir. Bu boliimde bu uzaylara deginecegiz . [, ¢ ve
co sirasiyla sinirh diziler uzayi,yakinsak diziler uzay: ve sifira yakinsak diziler uzay:
olmak tizere = (x) dizisinin bu uzaylardaki normu ||z|| = sup, |zx|, £ € N ile
Banach uzaylandir. Kizmaz 1981 yihinda Az = (2 — 2x11) olmak iizere
loo(A) ={z = (x) : Az € I},
c(A)={x = (zg): Az € ¢}
ve
co(A) = {z = (zx) : Az € ¢p} dizi uzaylarim tanimlamigtir. Simdi de bu fark dizi
uzaylarinin bazi 6nemli teoremlerini ispatlar ile verelim.
Teorem1.2.1. ¢y(A), c(A) ve l(A) fark dizi uzaylari, kompleks sayilar cismi
iizerinde birer lineer uzaydir.

Ispat: X = I icin ispat yapalm. z,y € l(A) ve o, 3 € C olsun. Bu taktirde

Alaxy + Byr) = (axp + Byr) — (@Tryr + Byrs1) = (axr — azpyr) + (BYe — Byrs1)

= aA(zy) + BA(yr)

oldugundan A(axy + Syr) € lw(A) elde edilir. Dolayisiyla [ (A) lineer uzaydir.
Digerleri de benzer sekilde ispatlanabilir.

Teorem1.2.2. ¢o(A), c(A), lo(A) fark dizi uzaylar ||z| 5 = |z1| + ||Az|| normu
ile birer normlu uzaylardir.

Ispat: Bu normun norm ozelliklerini aragtiralim:

(N1) ||z||, = |21] + ||Az||,, oldugundan |z;| > 0 ve ||Az| > 0 oldugundan
toplamlar1 da sifirdan biiytiktiir. Dolaysiyla ||z|| 4 > 0 dur.

(N2) ||z]|, = 0 & 2z = 0 oldugunu gosterelim. |zq| + [|Az|_ = 0 oldugundan
|z1| = 0 ve ||Az|, = 0 olmahdir. |z1| =0 = z; = 0 dir. ||Az|| = sup, Az ve
Ax = (z — xpy1) oldugundan z; — 253 = 0 oldugundan xzo = 0 dir.zy — 23 = 0

oldugundan x3 = 0 dir. Buna boyle devam edilirse z; — 2511 = Az, = 0. Boylece
4



istenen saglanir.
(N3 ) |aw| + [eAz| = ol [21] + |af Az, oldugundan || ([z1] + [[Az) =
la| |z 5 - O halde ||azx||, = |a| ||z|| 5 elde edilir.
(N4) o1+l < || + [w

A + gl < l[Aall,, + |Ay]., oldugundan
21+ 31 + 1A + Yl < foal + 1Az ], + linl + 1 Agll..
oldugundan
o+ ylls < 2l s+l
elde edilir. Bu da istenen tiggen esitsizligi ozelligidir.
Teorem 1.2.3. [.(A),c(A), co(A) dizi uzaylar: Teorem1.2.2 deki norm ile birlikte
birer Banach uzayidirlar.
Ispat: (2"),l,(A) ’da bir Cauchy dizisi olsun. 2" = (27,2%,...) € lo(A) olmak
tizere Vn € N igin

" — 2™ = |7 — a7+ [|Az" — Aa™| o = 0 (n,m —o00)  ...(¥)

yazilir. Boylece Vk € N igin |2} — 27" — 0, n,m — oo elde edilir. Buradan
z} = (z}, 2%, ...) dizisinin kompleks sayilarda Cauchy dizisi oldugu goriiliir. C tam

oldugundan bu dizi bir x; noktasina yakinsar. O halde

limz}, = xy, (Vk € N)

yazalim. O halde (*) den dolay1 Ve > 0, 3N = N (e) vardir, boylece biitiin n,m > N
ve Vk € N i¢in

|z} — 27| < e, |2y — 2 — (o —af)| <e
ve
lim |2} — 2| = |2} — 21| < ¢
m
li%n Thiy — Th — (T — x?)‘ - |xZ+1 — Tpr — (2F — xk)} =6

n n
SI;P L1 = Ty — (z), — xk)‘ <e

5



yazabiliriz.Sonug olarak her n > N icin |[2" — x|, < 2¢ elde ederiz.
Boylece ™ — x (n — 00) olacak sekilde bir [, (A) dizi uzayinda x = (xy) dizisi

vardir. Simdi x € Io(A) oldugunu gosterelim.

Az = ok —apn| = |Ik —xy +ay = T — $k+1‘

< o —agal+[l2" -2l = 0)

olur ki bu da = = () € l(A) oldugunu gosterir.
Lemma: sup, |Az| < oo olmasi

(i) supy k7" x| < o0,

(ii) supy |zx — k(k 4+ 1) tapq| < 00

olmasini gerektirir.

Ispat: sup, |Az| < oo , yani supy, |2 — Zrs1| < 0o olsun.

k

> (Ty = Tpi1)

v=1

k
< Z |xv — Typ1| = O(k)7

v=1

|$1 - $k+1| =

ve

|xk’ < |x1| + |x1 - xk+1| + |xk — Tkl

oldugundan bu gosterir ki,

sup k™t |z | < oo,
k

olup (i) saglanir.

|2k — k(k + 1) g | = [k(k+ 1) e — 2e1) + (k+ 1) '] = O(1).

ifadesinden (ii) elde edilir.§imdi de (i) ve (ii) nin saglandigim gosterelim.

|ZL’k — /{Z(/{? + 1)_11’]“_1‘ Z ]{J(k + 1)_1 |l’k - $k+1| - (lf + 1)_1 |[L’k| .

supy, |Az| < oo oldugunu gosterir.



2. GENELLESTIRILMIS FARK DiZi UZAYLARI

Genellestirilmig fark dizi uzaylar1 bir¢ok arastirmaci tarafindan galigilmistir. Bu
aragtirmalara Et ve Colak (1990), Et ve Esi (2000), Esi ve Tripathy (2007), Esi ve
Tripathy (2008), Esi (2009) 6rnek olarak verilebilir.

Simdi de fark dizi uzaylarinin genellestirmeleri olan genellegtirilmis fark dizi uzay-
laria bakalm. Az = (xp — zx11) ve v = (v;) kompleks sayilarmn sifirdan farkh bir

dizisi olmak iizere
(Ayrg) = (VkTh — Vk1Thy1)
ve X herhangi bir dizi uzay1 olmak tizere
Ay () ={z = (x) : Ay € X}

dizi uzayinin bazi topolojik zellikleri 1989 yilinda Colak tarafindan incelendi. Daha
sonra Et ve Colak (1990) m € N, A% = (), Az = (23— 2p41)

AMy = f}(—l)i(m) Thti

i=0 l
ve

Amﬁk = (Amxk) = (Am_ll‘k — Am_ll‘k_H)

olmak tizere

lo(A™) ={x = (z1) : A"z € I},

c(A™) ={x = (zg) : ATz € ¢}

ve

Co(A™) = {x = (x) : ATz € ¢}

dizi uzaylarim tanimladilar ve bu uzaylarin

7



m

[ella = 22 sl + [|A™2]

i=1
normu ile bir Banach uzay1 oldugunu gosterdiler. Daha sonra
v = (vg) sifirdan farkli bir kompleks terimli herhangi bir dizi olmak iizere yukaridaki

dizi uzaylar1 Et ve Esi (2000) tarafindan

ATlo) ={x = (zx) : AV'z € I},

AT (c) ={x = (xy) : A’z € ¢},

ve

Al(c,) ={x = (x) : Az € ¢}

dizi uzaylaria genellestirildi. Burada m € N,
AV = (), ATxy, = (A" gy — AT )
Az = (Uk:Ik; - Uk+193k+1)

ve

Atwy = > (=1) (T) Uk4i Th+i

1=0

seklinde tamimhidir. Simdi bu dizi uzaylarimin sagladigi baz ozelliklere bakalim.
Asagida verecegimiz teoremlerde 7 ile [, ¢ ve ¢,’dan birini temsil edecektir.
Teorem 2.1. Z bir vektor uzay: ise Al'(Z)’de bir vektor uzayidir.
Ispat: z,y € A7 (Z) ve a bir skaler olsun. Kompleks veya reel terimli tiim dizilerin
uzayl w bir vektor uzay1 ve A(Z) C w oldugundan z,y € A(Z) ve a € K igin
r+y e AMZ) ve ar € AT'(Z) oldugunu gostermek yeterlidir.
x,y € AT(Z) olsun. Bu takdirde Az, ATy, € Z dir. Z bir lineer uzay oldugun-
dan

ATz + Ay, € Z dir. A™ lineer operator oldugundan

AT+ ATy, = Al (vp+yr) € Z
r+y € A7) elde edilir.

r € AM™(Z) ise Az, € Z dir. Z liner uzay oldugundan aA™zy € Z olup ax € Z
8



ve ax € A'(Z) dir.

Teorem 2.2. 7, ||.|| ile normlu uzay ise A"(Z)’de

l#lla, = 2 leavil + 1A @)

normu ile normlu uzaylardir.

Ispat: N;)

l2lla, = 2= [zioi] + [|AF ()] = 0

=1
oldugu agikardir.
No) zlla, = 0= 2 el + A7 @) = 0

olsun. Bu takdirde x1 = 25 = ... = x,,, = 0 ve Vk € Ni¢in

m m (m
R Th1Vht1 + ...(—1) 1 ) Fhotm U

=0

k =1 igin

m m o (m
(O>xlvl — (1 )xwg + ...+ (-1) (m)xm+1vm+1 =0

(z) Tmi1Ume1 = 07 dir. Buradan her £ € N i¢in v # 0 oldugundan z,,,; = 0 elde
edilir.
Boyle devam edilirse her £ € Nicin x; = 0 olur ki buradan x = 6 dir. Tersine z = 6

= |[|z[|,, = 0 dir.

Ns)
x|y, = ; lazvi| + [ A ax|
= |a (Z 20| + Z(_l)]< ‘)xk—l—jvk—f—j )
i=0 j=0 J
= |al [|AYz]]
Ny)

|z +ylla, = ; |zivi + yivi| + [|AY (z + y)|
9



<2 fel + AT @+ 3 Iyl + 14Ty

1=

< llzlla, +lyla, -

Teorem 2.3. (Z, ||, ||) bir Banach uzay: olsun. Bu takdirde A”'(Z)’de

m

|2[| o, = > lzsvi| + [|AT(z)]| de normu ile bir Banach uzayidr.

=1

Ispat: = = (25,25...) € A™(Z) olmak tizere (2°), A7 (Z) ’de bir Cauchy dizisi
olsun. Burada s,t — oo icin

|2° — 2'||,, — 0 dir. Ohalde
Jo* = at[ly, = 3 Jag — ] + AT (D) — ATED] — 0 (5.t — o0)
=1

olur. Boylece (z},2%,...), (i < m) ve (A™(z3), A™(22),...) swrasiyla C ve Z’de
Cauchy dizisidir. C ve Z tam olduklarindan bu dizi C ve Z’de yakinsaktir. C de
i — x;, (1 <m)ve Z’de AN (2®) — (yx), (s, — 00) olsun.

kem o k—i—1
xk:vklg(—l) ( _q )yi

m

—o e (YT T

i=1 m—1
olmak tizere y, = Al'zy diyelim. Burada 1, = y2—m = ... = ¥y, = 0 olarak alin-
nmugtir. Eger z € DAT(Z) ise yeteri kadar biiyiik &'lar i¢in 6rnegin k£ > 2m icin,
saglanacak sekilde bir tek y = y, € Z vardir.
Burada DA (Z) = {x = (zy) : x € AINZ), 21 = x9 = ... = T, = 0} dar. Diger taraftan
r e A7) ise ' = (x}) € DAY (Z) olmak iizere

Ty k <mise
T = .
z,  k>mise

yazilabilir. O halde

AT (2%) = (AT (), AT (}), )
10



dizisi Z’de A" (z)’e yakinsar. Buradan s — oo igin

|2* — x5, — 0
Boylece A”'(Z) Banach uzayi olur.
Teorem 2.4. (Z,|.|) normlu bir BK uzay1 ise A}'(Z) de ||z], = f: |ziv;| +
|A™(2)|| normu ile ile bir BK uzayidir. .
Ispat: Z Banach uzay: ise A™(Z)’de bir énceki teoremden dolay1 bir Banach uza-
yidir. Simdi Vk € N ve n — oo igin
|7} — 2kl 5, — Oolsun. Butakdirde k < m igin
|z} — x| — 0, (n — o0)
VEk € Nicin
|AT (2} — zx)|| — 0, (n — 00) buradan Yk € N igin |z} — x| — 0,

elde edilir. Bu nedenle A”(Z) bir BK uzayidir.

Teorem 2.4. X C Y ise Al"(X) C AT(Y) dir. Eger X C Y kesin ise A7'(X) C
A"™(Y") de kesindir.

Ispat: = € A”(X) olsun. Bu taktirde A”(x;) € Y dir.Bu kapsamanm kesin
oldugunu gostermek i¢in X = ¢, Y = I, olsun ve x = (1,0,1,0,...), v = (1,1, 1, ...)

secelim. Boylece

A™(zy) = (—1)FH2m=1y € A™(1) — A™(c) dir.

v

11



3. ORLICZ FONKSIYONU YARDIMIYLA TANIMLANMIS SEMIi-
NORMLU GENELLESTIRILMIS FARK DiZi UZAYLARI

Bu kisimda yiiksek lisans ¢aligmamizin orjinal kismi olan ve 6nceki béliimde verdigimiz
fark dizi uzaylarini daha genel durumda veren yeni genellestirilmis fark dizi uzay-
larin1 tanimlayacagiz.

Bir p = (py) dizisi pozitif reel sayilarin kesin sinirh bir dizisi ve s > 0 bir reel
say1 olsun. X de C kompleks sayilar cismi iizerinde ¢ yarmormuyla verilmig bir
yarmormlu uzay olsun. w(X), X iizerinde tammlanmg biitiin dizilerin uzay olsun.
v = (v) kompleks sayilarin sifirdan farkl herhangi bir sabit dizisi olsun. M Orlicz

fonksiyonu olmak iizere agagidaki yeni dizi uzaylarini tanimlayalim:

m Pk

= (x) € w(X) :lim k‘S[M<M>]

C[AT,M,p’q,S]: (k) ( ) k T 7
=0, leX, vedr>0

= (22) € w(X) : limy [M (M)r

Co [AY, M, p,q,s] = 05 .
=0, 3r>

ve

T

m Pk
= (z1) € w(X) :supy k* [M (q(Avxk))]
lo [AY, M, p,q,s| = €7y (X) k
< oo vedr >0

Baz iyi bilinen uzaylar m, v, M, p, ¢ ve s’nin tzellestirilmesiyle asagidaki sekilde elde
edilebilir.

a) Eger M(z) =z, m =1, v = (vx) = (1,1,...), ¢(x) = |z|, ve her k € N i¢in
pr = 1 s = 0 ise Kizmaz, (1989) tarafindan tamimlanan ve cahisilan c¢(A), ¢,(A),
lso(A) uzaylan elde edilir.

b) Eger M(z) =z, m =0, v = (vx) = (1,1,...), ¢(z) = |z| ve s = 0 ise Maddox
(1970) tarafindan tamimlanan ve ¢aligilan ¢(p), ¢,(p), loo(p) uzaylar elde edilir.

c) Eger M(z) = z, q(x) = |z|, s = 0 ve pp, = 1 Yk € N ise Et ve Esi, (2000)
12



tarafindan tamimlanan c(Al"), ¢,(A"), loo(A)') uzaylar elde edilir.

d) Eger M(z) =2, m=s5=0,v = (v) = (1,1,...), g(z) = |z| ve her k € N i¢in
pr = 1 igin ise ¢, ¢,, lo klasik dizi uzaylar elde edilir.

Temel Sonuglar

Asgagidaki teoremleri ispatlayalim:

Teorem 3.1. p = (pg) pozitif reel sayilarin sinirh bir dizisi olsun. ¢[A” M, p,q, |,
Co [ATY, M, p,q, s] ve lo [AL, M, p, q, s], C tizerinde lineer uzaylardir.

Ispat: Ispat1 sadece ¢, [AT M, p,q, s] i¢gin verelim digerleri de benzer gekilde ispat-

lanabilir. z,y € ¢, [A", M, p, q, s] olsun, A\, u € C olmak iizere

P e
[ (] o

olacak gekilde ry, o pozitif sayilar1 vardir. Simdi r3 = max(2 |\, 2|p|re). M

ve

azalmayan konveks fonksiyon ve ¢ yarmmorm oldugundan

PR e ol () ()]

IN

(&
— 0 (k— o)
elde edilir. Dolayisiyla (Axg + pyr) € ¢, [A", M,p,q,s] elde ederiz. O halde
Co [A™ M, p, q, s] lineerdir.
Teorem 3.2. c[A", M,p,q,s], ¢, [A", M,p,q,s] ve l [AT, M, p,q, s| dizi uzaylar

Am
h(x) :inf{rp"/H >0:supk™ {M (M)] <1,5s>0,3 r>O,n€N}
k r

ile paranormlu uzaylar olup, burada H = max(1, sup, pr < oo) dur.
Ispat: Ispati sadece ¢, [AT M, p,q, s| i¢in verelim. Digerlerinin ispat1 da ayn1 yolla
yapilir. Her z € ¢, [A", M, p,q, s] i¢in h(z) = h(—x) ve h(f) = 0 oldugu aciktir.

T,y € ¢, |[AT, M, p,q,s] olsun. Dolayisiyla
13
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_ Am -

sup k~° M(q( ”mk>) <1
k L r1 ]
_ Am -

supk™® | M (q (”—yk>) <1
k L T2 |

olacak sekilde r; ve ry sayilarimi bulabiliriz. » = r{ 4+ r5 olsun

)

A A
S sup ESM 1 q v Lk + L) q v Yk
k T + ] T1 T1 + T2 T2
1

A™ A™
sup k™ *M (q <—” Ik)) + "2 sup k™ *M (q (—” yk))
7’1+7’2 k 71 T1+T2 k 9

1.

ve

IN

IN

elde edilir. O halde

Am
h(z +y) = inf {rp"/H csupk~° [M (q <M))} <Lp>0ne N}
k

:|§1,S>0,T1>0,HGN}

AN
=
=
—
S
~
=
.U;
=
o
oyl
i)
<
/N
Q
VRS
dl>
S22
8
z
~_
~—

} §1,520,r2>0,nEN}

= (@) + h(y)

oldugu goriiliir. Skaler carpimin siirekliligi i¢cin A # 0 herhangi bir kompleks say1

olsun.

AN
h (Ax) :inf{rp"/H csup k~° [M (q (#))} <1l,s>0,r>0,n EN}



Am
- inf{(t|/\|)p"/H - supk~* [M (q (Tx‘“))} <1,5>0,t>0,n¢ N}
k

Burada t = 7 dir. A" < max(1, |\]"") olmasm kullanarak
AP < (max(L, A )V

elde edilir. Dolayisiyla

m

A
h(A\z) < (max(1, [A|")YH inf {tp”/H csup kM (q ( Utxk)) <1,s>0,t>0,n¢ N}
k

= (max(L, [A["))"".h(z)

elde edilir. Bundan dolay: h(z) sifira yakinsadigi zaman h(Az) de sifira yakinsar. O
halde ¢, [A™, M, p, q, s] uzay1 paranormlu uzaydir.

Teorem 3.3. (X,q) yarinormlu tam uzay olsun. Teorem 3.2 de tamimlanan h
paranormuyla ¢ [AT, M, p,q, s|, ¢, [AT, M, p, q, s| ve l [AT", M, p, q, s| uzaylar1 tam
uzaylardir.

Ispat: Ispati co[A™, M, p,q,s] icin yapahm. Digerlerinin ispat1 da benzer sekilde
yapilabilir.  (z%), ¢ [A™, M, p,q, s]’da bir Cauchy dizisi olsun. x, > 0 sabit ve
verilen bir 0 < € < 1 igin % > 0 ve xgt > 1 olacak sekilde bir ¢ > 0 sayisini secelim
h(z' —27) = 04,j — oo

Bu taktirde

. . I
h(z' — o)) < —, 0,5 >
(x z7) motz‘j_no

olacak gekilde bir ny tamsayist vardir. O halde A 'nin tanimindan

inf {rp“/H ssup k™M
k ZTot

Am i .d
q<M>] §1,320,r>0,n€N}<i
r

ve

sup k—*M
k

ATk — x]) .
—— K <1,V >
q < h(x’—xj) = 4 7’7] =Z Ny
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elde ederiz. Buradan

M

A™(xh — 7)) o
L <1 >
Q< h(:ljl_ajj) = 4 \V/'L,] = No

bulunur. ¢ > 0 i¢in M (%) > 1 ile sunu elde ederiz:

() <ty

M Orlicz fonksiyonu siirekli oldugundan

M

g (AT — Amad) < %0% - g
elde edilir. Bu ise (A™x%) dizisinin (X, ¢)’da bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir.
(X, ¢)nun tamhigindan bu dizi X’de yakinsaktir. Farzedelim ki her k € N ve i —
oo igin A™z! — 1z olsun. Bundan dolay1 her € (0 < e < 1) igin ngy gibi pozitif

tamsay1 vardir oyle ki Vi, j > Ny icin ¢ (AvmgrjfC — Avm:z:{c) < ¢ olur. M’nin siirekliligini

Mt 15 . m,.J
sup k—* M (q (AU x' — im0 A} xk>> <1
k r

elde ederiz. Boylece
Am T Am J
supk:SM<q< v ? ka>> <1
k r

olur. 7’lerin infimumunu alip Vi > ng ve j — oo olursa

kullanarak

AMgt — 1y

h(CL’Z_x) :lnf {rpn/H . Supk‘_sM <q( )) S 178 Z 077” > O,TL - N} <e€
k T

olur. Boylece 2 — z dir. Simdi (2%) € ¢o [A™, M, p,q, s] ve (zx) = (zp — 23) + (x})
oldugundan uzaym lineerligini kullanarak (xy) € ¢ [A", M, p, q, s] elde ederiz.
Teorem 3.4 Z; |, c veya ¢y uzaylarindan herhangi biri olmak iizere, M; ve M, iki
Orlicz fonksiyonu olsun. Asagidaki kapsamalar saglanir.

(a) Z[A™ My, p,q,s| C Z[A", MyoMy, p,q, s]

(b) Z [AT)M17P7Q7 S] N Z [AT,MQ,]?, q, S] C Z [ATaMl + M27p7Q)S]'
16



Ispat: (a) Ispat: sadece Z = ¢, icin yapalim digerleri benzer sekilde yapilabilir.

r = (x) € ¢, [A, M1, p,q,s] olsun. 0 < & <1 ver > 0 sayist verilsin.

p
b = max (1, sup [Mg <m>} k) olmak {izere,

e ()

olacak gekilde N'nin bir A alt ciimlesini secelim.

ye = (k=°)/P My <q (A’:xk>)

almirsa 3¢ < ¢ < 1 oldugundan y, < 1 dir. Boylece M, 'nin konveksligini kulla-

(MzoM) (q (N:xk)) = (#)

narak

1
<t (G

Dolayisiyla

Pk
B [Ma(yp)]™* < k° |:M2 (W)} < kTbypt < byt < e

elde edilir. O halde (MgoMl)(‘l(A#) < golur. Buradan = = (zy) € ¢, [Al", MaoMy, p, q, s]
elde edilir.

(b) Istenen kapsama asagidaki esitsizlikten kolayca elde edilir.

o ()
< sci [ (o (222" s [ (o (200"




Teorem 3.5. M bir Orlicz fonksiyonu olsun, ¢, [A" M, p, q,s] C c[A™, M,p,q,s] C
loo [AT, M, p,q, s] dir ve bu kapsamalar kesindir.
Ispat: Ilk kapsam aciktir. Ikinci kapsamay ispatlayacagiz. @ = (x) € ¢[A™, M, p, q, ]

olsun. M azalmayan konveks bir fonksiyon ve ¢ bir yarmmorm oldugundan

o () () o)

yazabiliriz. ¢ bir yariorm oldugundan bir K; tamsayis1 vardir dyle ki ¢(I) < K dir.

Boylece

(S e o (S5 (5]

elde edilir. Teoremdeki kapsama kesinligini gostermek i¢in asagidaki 6rnegi verelim.

Ornek 3.1. Z = C,z = (z3) € lo [A™, M, p,q, 5], M(z) = z,q(z) = |z|, s = 0,0 =

(vg) = (1,1,...) ve her k € Nicin p = 1 olsun. = = (k™) € I [AL", M, p, q, s] fakat
ATE™ = (—=1)"m! oldugundan x = (k™) & ¢, [Al", M, p, q, s] dir. Bu kisitlamalar al-

tinda z = (—1)* dizisini diistiniirsek x € I, [A™, M, p, q, s] fakat x & c[A™, M, p, q, 5]

dir.

Teorem 3.6. Z; ., c veye ¢y uzaylarindan herhangi biri olmak tizere, Z [A™™1 M, p, q, s| C
Z[A™ M,p,q,s] ve ayrica genel olarak i = 1,2,...,m — 1 i¢in Z[A! M, p,q,s] C
Z[A" M, p,q,s| dir.

Bu kapsama bagintilar1 kesindir.

Ispat: Ispati Z = I icin verelim. Digerleri de benzer yolla ispatlanabilir. z =

(k) € loo [AT, M, p,q, s] olsun. O halde

Am Pk
sup k~*° {M (w)} < 00.
k r

M azalmayan konveks bir fonksiyon, ¢ yarimorm ve A”" lineer oldugundan

< 00.

= [ Iy (w )]p e [ v (q(AT‘lxk - A;n—lxk+l)) P

r
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m—1 Pk m—1 Pk
< KE=* lM(q(AU ’rk):| + KE$ |:M<q(Av xk+1:|
T T

Boylece Z [A™Y M, p,q,s] C Z[A™, M, p,q,s|] dir. Bu sekilde devam edersek i =
1,2,....m —1igin I [A, M,p,q,s] C lo [A™, M, p,q, s] elde ederiz. Simdi bu kap-
samalarin kesin oldugunu ornekle gosterelim.

Ornek 3.2. Z = C,M(z) = z,q(z) = 2,5 = 0,Vk € N icin ve v = 1 olsun. z =
(k™) dizisini diisiinelim, 6rnegin X = ¢ veya lo, i¢in, Z [Al", M, p, ¢, s]’e ait olsun ama
Z [A™1 M, p, q, s]e ait olmasi. Yukaridaki kisaltmalar altinda @ = (z3) = (k™)
dizisini diigiinelim. O halde A™z; =0 ve A™ ! = (=1)""!(m — 1)! oldugundan w,
= (k™) € ¢, [A™, M, p,q, s fakat x = (x},) = (K™ 1) & ¢, [A™, M, p,q, s| dir.
Teorem 3.7.7; 1., c veya ¢y uzaylarindan herhangi biri ve M bir Orlicz fonksiyonu
olsun. O halde

(a) ¢1 ve go iki yarmormu igin, eger ¢; yarmormu ¢y yarmormundan kuvvetli ise
Z AT M, p,qu,s) C Z[A, M, p,qe,s| dir.

(b) 1 <infpr < pr <1olsun. O halde Z [A", M,p,q,s| C Z A, M,q,s],

(c) 1 < pr <sup,pr < oo olsun. O halde Z [A™ M, q,s] C Z[A™, M,p,q,s],

(d) s1 < sy olsun. O halde Z = ¢,, ¢,y i¢in Z [AT, M, p,q, s1] C Z[A™, M, p, q, s3]
dir.

Ispat: Teoremin ispat1 okuyucu tarafindan kolaylikla yapilabilir.
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