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S·IMGELER D·IZ·IN·I

w C üzerinde tan¬ml¬bütün diziler uzay¬

N Do¼gal say¬lar cümlesi

� Fark operatörü

C Kompleks say¬lar cümlesi

c0 Kompleks terimli s¬f¬r dizileri uzay¬

l1 Kompleks terimli s¬n¬rl¬diziler uzay¬

c Kompleks terimli yak¬nsak diziler uzay¬

R Reel say¬lar cümlesi

v



1. G·IR·IŞ

TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Tan¬m1.1. X6= ; bir cümle ve K kompleks say¬lar¬n bir cismi olsun. E¼ger

+ : X �X �! X; � : K �X �! X

fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki özellikleri sa¼gl¬yosa, X cümlesine K cismi üzerinde bir lineer

(vektör) uzay ad¬verilir.8�; � 2 K ve 8x; y; z 2 X için

(L1) x+y = y+x;

(L2) (x+ y) + z = x+ (y + z);

(L3) x+ � = x olacak şekilde bir � 2 X vard¬r,

(L4) Her bir x 2 X için x+ (�x) = � olacak şekilde bir (�x) 2 X vard¬r,

(L5) 1:x = x;

(L6) �(x+ y) = �x+ �y;

(L7) (�+ �)x = �x+ �x;

(L8) �(�x) = (��)x:

Tan¬m1.2. X6= ; X �X üzerinde tan¬mlanm¬̧s aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼glayan pozitif

reel de¼gerli d fonksiyonuna X cümlesi üzerinde bir metrik denir. 8x; y; z 2 X için,

(m1) x 6= y için d(x; y) > 0;

(m2) d(x; y) = 0 () x = y ( m1 ve m2 pozitif de¼gerlilik),

(m3) d(x; y) = d(y; x) (simetri özelli¼gi ),

(m4) d(x; y) � d(x; z) + d(z; y) (üçgen eşitsizli¼gi )

Di¼ger bir ifade ile (m1); (m2); (m3) ve (m4) şartlar¬n¬sa¼glayan d : X � X ! R+

fonksiyonuna metrik denir.

Tan¬m1.3. Bir X cümlesi üzerinde bir d metri¼gi verildi¼gi zaman (X; d) ikilisine

metrik uzay denir.

Tan¬m1.4. (X; d) bir metrik uzay ve x = (xn) X de bir dizi olsun. E¼ger her

" > 0 için n > n0 oldu¼gunda d(xn; s) < " olacak şekilde bir n0 2 N ve s 2 X varsa

(xn) dizisiX 0de yak¬nsakt¬r denir ve xn �! s veya limn!1 xn = s şeklinde gösterilir.

Tan¬m1.5. X; K cismi üzerinde bir lineer uzay olsun.k; k : X ! R+ dönüşümü
1



aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼gl¬yorsa bu dönüşüme bir norm, (X; k; k) ikilisine de bir normlu

uzay denir: 8x; y 2 X için

(N1):kxk � 0;

(N2):kxk = 0() x = 0;

(N3):k�xk = j�j kxk (� skaler ),

(N4):kx+ yk � kxk+ kyk :

(N3) Şart¬k�xk =j�jp : kxk (� 2 K) şeklinde olursa bu takdirde X�e bir p�normlu

uzay denir.

Tan¬m1.6. E¼ger (N2) şart¬sadece x = 0 =) kxk = 0 şart¬sa¼glan¬yorsa, X �e K

cismi üzerinde bir yar¬normlu uzay denir.

Tan¬m1.7. Bir (X; k; k) normlu uzay¬nda her Cauchy dizisi bu uzay¬n bir noktas¬na

yak¬ns¬yorsa bu normlu uzaya Banach uzay¬denir.

Tan¬m1.8. (X; k; k) bir normlu uzay olsun X bir Banach uzay¬ve

� k : X ! C � k(x) = xk k = (1; 2; 3; :::)

dönüşümü sürekli ise X 0e bir BK uzay¬denir.

Tan¬m1.9. Bir X vektör uzay¬n¬n bir Y alt cümlesi verilsin. E¼ger y1; y2 2 Y

oldu¼gunda

M = fy 2 Y : y = �y1 + (1� �)y2; 0 � � < 1g � Y

oluyorsa Y alt kümesi �konvekstir�denir.

Tan¬m1.10. BirM Orlicz fonksiyonu sürekli, azalmayan, konveksM(0) = 0; x > 0

için M(x) > 0 ve x ! 1 iken M(x) ! 1 şartlar¬n¬ sa¼glayan [0;1) ! [0;1)

şeklinde tan¬ml¬fonksiyondur.

Tan¬m1.11. Bir M Orlicz fonksiyonu, e¼ger M(2t) � KM(t) (t � 0) olacak şekilde

sabit bir K > 0 say¬s¬ varsa, t�nin tüm de¼gerleri için M2 �şart¬n¬ sa¼glayan bir
fonksiyondur.

Tan¬m1.12. X lineer topolojik uzay, g : X ! R bir fonksiyon olsun. E¼ger g

aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼gl¬yorsa g0 ye bir paranorm, (X; g) ikilisine de bir paranormlu

uzay denir:

(P1) g(�) = 0;

(P2) g(x) = g(�x);
2



(P3) g(x+ y) � g(x) + g(y);

(P4) �! �0; x! x0 ! �x! �0x0:

Bu çal¬̧sma boyunca aşa¼g¬daki eşitsizlik s¬k s¬k kullan¬lacakt¬r. p = (pk); 0 < inf pk =

h � pk � supk pk = H < 1 olacak şekilde reel say¬lar¬n bir pozitif dizisi ve K =

max(1; 2H�1) olsun. Bu taktirde 8k 2 N için ak; bk 2 C olmak üzere,

jak + bkjpk � K(jakjpk + jbkjpk)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.
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1.2.FARK D·IZ·I UZAYLARI

Fark dizi uzaylar¬ ilk kez 1981 y¬l¬nda K¬zmaz, taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧s ve çeşitli

topolojik özellikleri incelenmi̧stir. Bu bölümde bu uzaylara de¼ginece¼giz . l1, c ve

c0 s¬ras¬yla s¬n¬rl¬diziler uzay¬,yak¬nsak diziler uzay¬ve s¬f¬ra yak¬nsak diziler uzay¬

olmak üzere x = (xk) dizisinin bu uzaylardaki normu kxk1 = supk jxkj, k 2 N ile

Banach uzaylar¬d¬r. K¬zmaz 1981 y¬l¬nda �x = (xk � xk+1) olmak üzere

l1(�) = fx = (xk) : �x 2 l1g ;

c(�) = fx = (xk) : �x 2 cg

ve

c0(�) = fx = (xk) : �x 2 c0g dizi uzaylar¬n¬tan¬mlam¬̧st¬r. Şimdi de bu fark dizi

uzaylar¬n¬n baz¬önemli teoremlerini ispatlar¬ile verelim.

Teorem1.2.1. c0(�); c(�) ve l1(�) fark dizi uzaylar¬, kompleks say¬lar cismi

üzerinde birer lineer uzayd¬r.

·Ispat: X = l1 için ispat yapal¬m. x; y 2 l1(�) ve �; � 2 C olsun. Bu taktirde

�(�xk + �yk) = (�xk + �yk)� (�xk+1 + �yk+1) = (�xk � �xk+1) + (�yk � �yk+1)

= ��(xk) + ��(yk)

oldu¼gundan �(�xk + �yk) 2 l1(�) elde edilir. Dolay¬s¬yla l1(�) lineer uzayd¬r.

Di¼gerleri de benzer şekilde ispatlanabilir.

Teorem1.2.2. c0(�); c(�); l1(�) fark dizi uzaylar¬ kxk� = jx1j + k�xk1 normu

ile birer normlu uzaylard¬r.

·Ispat: Bu normun norm özelliklerini araşt¬ral¬m:

(N1) kxk� = jx1j + k�xk1 oldu¼gundan jx1j � 0 ve k�xk1 � 0 oldu¼gundan

toplamlar¬da s¬f¬rdan büyüktür. Dolay¬s¬yla kxk� > 0 d¬r.

(N2) kxk� = 0 , x = 0 oldu¼gunu gösterelim. jx1j + k�xk1 = 0 oldu¼gundan

jx1j = 0 ve k�xk1 = 0 olmal¬d¬r. jx1j = 0 ) x1 = 0 d¬r. k�xk1 = supk�x ve

�x = (xk � xk+1) oldu¼gundan x1 � x2 = 0 oldu¼gundan x2 = 0 d¬r.x2 � x3 = 0

oldu¼gundan x3 = 0 d¬r. Buna böyle devam edilirse xk � xk+1 = �xk = 0: Böylece
4



istenen sa¼glan¬r.

(N3 ) j�x1j + k��xk1 = j�j jx1j + j�j k�xk1 oldu¼gundan j�j ( jx1j + k�xk1) =

j�j kxk� : O halde k�xk� = j�j kxk� elde edilir.

(N4) jx1 + y1j � jx1j+ jy1j

k�(x+ yk1 � k�xk1 + k�yk1 oldu¼gundan

jx1 + y1j+ k�(x+ yk1 � jx1j+ k�xk1 + jy1j+ k�yk1
oldu¼gundan

kx+ yk� � kxk�+kyk� edilir.

elde edilir. Bu da istenen üçgen eşitsizli¼gi özelli¼gidir.

Teorem 1.2.3. l1(�); c(�); c0(�) dizi uzaylar¬Teorem1.2.2 deki norm ile birlikte

birer Banach uzay¬d¬rlar.

·Ispat: (xn); l1(�) �da bir Cauchy dizisi olsun. xn = (xn1 ; x
n
2 ; :::) 2 l1(�) olmak

üzere 8n 2 N için

kxn � xmk = jxn1 � xm1 j+k�xn ��xmk1 ! 0 (n;m!1) ....(*)

yaz¬l¬r. Böylece 8k 2 N için jxn1 � xm1 j �! 0 , n;m �! 1 elde edilir. Buradan

xnk = (x
1
k; x

2
k; :::) dizisinin kompleks say¬larda Cauchy dizisi oldu¼gu görülür. C tam

oldu¼gundan bu dizi bir xk noktas¬na yak¬nsar. O halde

lim
n
xnk = xk; (8k 2 N)

yazal¬m. O halde (*) den dolay¬8" > 0;9N = N(") vard¬r, böylece bütün n;m � N

ve 8k 2 N için

jxn1 � xm1 j < ";
��xnk+1 � xmk+1 � (xnk � xmk )�� < "

ve

lim
m
jxn1 � xm1 j = jxn1 � x1j � "

lim
m

��xnk+1 � xmk+1 � (xnk � xmk )�� = ��xnk+1 � xk+1 � (xnk � xk)�� � "

sup
k

��xnk+1 � xk+1 � (xnk � xk)�� � "
5



yazabiliriz.Sonuç olarak her n � N için kxn � xk� � 2" elde ederiz.

Böylece xn �! x (n �!1) olacak şekilde bir l1(�) dizi uzay¬nda x = (xk) dizisi

vard¬r. Şimdi x 2 l1(�) oldu¼gunu gösterelim.

j�xkj = jxk � xk+1j =
��xk � xNk + xNk � xNk+1 + xNk+1 � xk+1��

�
��xNk � xNk+1��+ xN � x� = O(1)

olur ki bu da x = (xk) 2 l1(�) oldu¼gunu gösterir.

Lemma: supk j�xj <1 olmas¬

(i) supk k�1 jxkj <1 ,

(ii) supk jxk � k(k + 1)�1xk+1j <1

olmas¬n¬gerektirir.

·Ispat: supk j�xj <1 , yani supk jxk � xk+1j <1 olsun.

jx1 � xk+1j =
���� kP
v=1

(xv � xv+1)
���� � kP

v=1

jxv � xv+1j = O(k);

ve

jxkj � jx1j+ jx1 � xk+1j+ jxk � xk+1j

oldu¼gundan bu gösterir ki,

sup
k
k�1 jxkj <1;

olup (i) sa¼glan¬r.

��xk � k(k + 1)�1xk+1�� = ��k(k + 1)�1(xk � xk+1) + (k + 1)�1xk�� = O(1):
ifadesinden (ii) elde edilir.Şimdi de (i) ve (ii) nin sa¼gland¬¼g¬n¬gösterelim.

��xk � k(k + 1)�1xk+1�� � k(k + 1)�1 jxk � xk+1j � (k + 1)�1 jxkj :
supk j�xj <1 oldu¼gunu gösterir.
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2. GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ FARK D·IZ·I UZAYLARI

Genelleştirilmi̧s fark dizi uzaylar¬ birçok araşt¬rmac¬ taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu

araşt¬rmalara Et ve Çolak (1990), Et ve Esi (2000), Esi ve Tripathy (2007), Esi ve

Tripathy (2008), Esi (2009) örnek olarak verilebilir.

Şimdi de fark dizi uzaylar¬n¬n genelleştirmeleri olan genelleştirilmi̧s fark dizi uzay-

lar¬na bakal¬m. �x = (xk � xk+1) ve v = (vk) kompleks say¬lar¬n s¬f¬rdan farkl¬bir

dizisi olmak üzere

(�vxk) = (vkxk � vk+1xk+1)

veX herhangi bir dizi uzay¬olmak üzere

�v(x) = fx = (xk) : �vxk 2 Xg

dizi uzay¬n¬n baz¬topolojik özellikleri 1989 y¬l¬nda Çolak taraf¬ndan incelendi. Daha

sonra Et ve Çolak (1990) m 2 N; �0x = (xk); �x = (xk�xk+1)

�mxk =
mP
i=0

(�1)i
�
m

i

�
xk+i

ve

�mxk = (�
mxk) = (�

m�1xk ��m�1xk+1)

olmak üzere

l1(�
m) = fx = (xk) : �mx 2 l1g ;

c(�m) = fx = (xk) : �mx 2 cg

ve

co(�
m) = fx = (xk) : �mx 2 cog

fark

dizi uzaylar¬n¬tan¬mlad¬lar ve bu uzaylar¬n
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kxk� =
mP
i=1

jxij+ k�mxk1

normu ile bir Banach uzay¬oldu¼gunu gösterdiler. Daha sonra

v = (vk) s¬f¬rdan farkl¬bir kompleks terimli herhangi bir dizi olmak üzere yukar¬daki

dizi uzaylar¬Et ve Esi (2000) taraf¬ndan

�m
v (l1) = fx = (xk) : �m

v x 2 l1g ;

�m
v (c) = fx = (xk) : �m

v x 2 cg ;

ve

�m
v (co) = fx = (xk) : �m

v x 2 cog

dizi uzaylar¬na genelleştirildi. Burada m 2 N;

�0
vx = (vkxk);�

m
v xk = (�

m�1
v xk ��m�1

v xk+1)

�vx = (vkxk � vk+1xk+1)

ve

�m
v xk =

mP
i=0

(�1)i
�
m
i

�
vk+ixk+i

şeklinde tan¬ml¬d¬r. Şimdi bu dizi uzaylar¬n¬n sa¼glad¬¼g¬ baz¬ özelliklere bakal¬m.

Aşa¼g¬da verece¼gimiz teoremlerde Z ile l1; c ve co�dan birini temsil edecektir.

Teorem 2.1. Z bir vektör uzay¬ise �m
v (Z)�de bir vektör uzay¬d¬r.

·Ispat: x; y 2 �m
v (Z) ve � bir skaler olsun. Kompleks veya reel terimli tüm dizilerin

uzay¬w bir vektör uzay¬ve �m
v (Z) � w oldu¼gundan x; y 2 �m

v (Z) ve � 2 K için

x+ y 2 �m
v (Z) ve �x 2 �m

v (Z) oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

x; y 2 �m
v (Z) olsun. Bu takdirde �

m
v xk;�

m
v yk 2 Z dir. Z bir lineer uzay oldu¼gun-

dan

�m
v xk +�

m
v yk 2 Z dir. �m lineer operatör oldu¼gundan

�m
v xk+�

m
v yk = �

m
v (xk+yk) 2 Z dir.Buradan

x+ y 2 �m
v (Z) elde edilir.

x 2 �m
v (Z) ise �

m
v xk 2 Z dir. Z liner uzay oldu¼gundan ��m

v xk 2 Z olup �x 2 Z
8



ve �x 2 �m
v (Z) dir.

Teorem 2.2. Z; k:k ile normlu uzay ise �m
v (Z)�de

kxk�v =
mP
i=1

jxivij+ k�m
v (x)k

normu ile normlu uzaylard¬r.

·Ispat: N1)

kxk�v =
mP
i=1

jxivij+ k�m
v (x)k > 0

oldu¼gu aşikard¬r.

N2) kxk�v = 0 =)
mP
i=1

jxivij+ k�m
v (x)k = 0

olsun. Bu takdirde x1 = x2 = ::: = xm = 0 ve 8k 2 N için�m0
�
xkvk �

�
m

1

�
xk+1vk+1 + :::(�1)m

�
m

m

�
xk+mvk+m

 = 0
k = 1 için

�
m

0

�
x1v1 �

�
m

1

�
x2v2 + :::+ (�1)m

�
m

m

�
xm+1vm+1 = 0

ise�
m
m

�
xm+1vm+1 = 0�d¬r. Buradan her k 2 N için vk 6= 0 oldu¼gundan xm+1 = 0 elde

edilir.

Böyle devam edilirse her k 2 N için xk = 0 olur ki buradan x = � d¬r. Tersine x = �

=) kxk�v = 0 d¬r.

N3)

k�xk�v =
mP
i=1

j�xivij+ k�m
v �xk

= j�j
 

mP
i=0

jxivij+
 mP
j=0

(�1)j
�
m

j

�
xk+jvk+j


!

= j�j k�m
v xk

N4)

kx+ yk�v =
mP
i=1

jxivi + yivij+ k�m
v (x+ y)k

9



6
mP
i=1

jxivij+ k�m
v (x)k+

mP
i=1

jyivij+ k�m
v yk

6 kxk�v + kyk�v :

Teorem 2.3. (Z; k; k) bir Banach uzay¬olsun. Bu takdirde �m
v (Z)�de

kxk�v =
mP
i=1

jxivij+ k�m
v (x)k de normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

·Ispat: xs = (xs1; x
s
2:::) 2 �m

v (Z) olmak üzere (x
s); �m

v (Z) �de bir Cauchy dizisi

olsun. Burada s; t!1 için

kxs � xtk�v ! 0 d¬r. O halde

xs � xt
�v
=

mP
i=1

��xsi � xti��+ �m
v (x

s
k)��m

v (x
t
k)
! 0 (s; t!1)

olur. Böylece (x1i ; x
2
i ; :::); (i 6 m) ve (�m

v (x
1
k);�

m
v (x

2
k); :::) s¬ras¬yla C ve Z�de

Cauchy dizisidir. C ve Z tam olduklar¬ndan bu dizi C ve Z�de yak¬nsakt¬r. C de

xsi ! xi; (i 6 m) ve Z�de�m
v (x

s)! (yk); (s; t!1) olsun.

xk = v
�1
k

k�mP
i=1

(�1)m
�
k � i� 1
m� 1

�
yi

= v�1k
kP
i=1

(�1)m
�
k +m� i� 1

m� 1

�
yi�m

olmak üzere yk = �m
v xk diyelim. Burada y1�m = y2�m = ::: = yo = 0 olarak al¬n-

m¬̧st¬r. E¼ger x 2 D�m
v (Z) ise yeteri kadar büyük k

0lar için örne¼gin k > 2m için,

sa¼glanacak şekilde bir tek y = yk 2 Z vard¬r.

BuradaD�m
v (Z) = fx = (xk) : x 2 �m

v (Z); x1 = x2 = ::: = xm = 0g�d¬r. Di¼ger taraftan

x 2 �m
v (Z) ise x

0 = (x0k) 2 D�m
v (Z) olmak üzere

xk =

�
xk k � m ise
x
0
k k > m ise

olarak

yaz¬labilir. O halde

�m
v (x

s) = (�m
v (x

1
k);�

m
v (x

2
k); :::)

10



dizisi Z�de�m
v (x)�e yak¬nsar. Buradan s!1 için

kxs � xk�v ! 0 d¬r.

Böylece�m
v (Z) Banach uzay¬olur.

Teorem 2.4. (Z; k:k) normlu bir BK uzay¬ ise �m
v (Z) de kxk�v =

mP
i=1

jxivij +

k�m
v (x)k normu ile ile bir BK uzay¬d¬r.

·Ispat: Z Banach uzay¬ise �m
v (Z)�de bir önceki teoremden dolay¬bir Banach uza-

y¬d¬r. Şimdi 8k 2 N ve n!1 için

kxnk � xkk�v ! 0 olsun. Bu takdirde k � m için

jxnk � xkj ! 0; (n!1) ve

8k 2 N için

k�m
v (x

n
k � xk)k ! 0; (n!1) buradan 8k 2 N için jxnk � xkj ! 0;

elde edilir. Bu nedenle �m
v (Z) bir BK uzay¬d¬r.

Teorem 2.4. X � Y ise �m
v (X) � �m

v (Y ) dir. E¼ger X � Y kesin ise �m
v (X) �

�m
v (Y ) de kesindir.

·Ispat: x 2 �m
v (X) olsun. Bu taktirde �m

v (xk) 2 Y dir.Bu kapsaman¬n kesin

oldu¼gunu göstermek için X = c; Y = l1 olsun ve x = (1; 0; 1; 0; :::); v = (1; 1; 1; :::)

seçelim. Böylece

�m
v (xk) = (�1)k+12m�1x 2 �m

v (l1)��m
v (c)

0dir:

11



3. ORLICZ FONKS·IYONU YARDIMIYLA TANIMLANMIŞ SEM·I-

NORMLU GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ FARK D·IZ·I UZAYLARI

Bu k¬s¬mda yüksek lisans çal¬̧smam¬z¬n orjinal k¬sm¬olan ve önceki bölümde verdi¼gimiz

fark dizi uzaylar¬n¬daha genel durumda veren yeni genelleştirilmi̧s fark dizi uzay-

lar¬n¬tan¬mlayaca¼g¬z.

Bir p = (pk) dizisi pozitif reel say¬lar¬n kesin s¬n¬rl¬ bir dizisi ve s > 0 bir reel

say¬ olsun. X de C kompleks say¬lar cismi üzerinde q yar¬normuyla verilmi̧s bir

yar¬normlu uzay olsun. w(X), X üzerinde tan¬mlanm¬̧s bütün dizilerin uzay¬olsun.

v = (vk) kompleks say¬lar¬n s¬f¬rdan farkl¬herhangi bir sabit dizisi olsun. M Orlicz

fonksiyonu olmak üzere aşa¼g¬daki yeni dizi uzaylar¬n¬tan¬mlayal¬m:

c [�m
v ;M; p; q; s] =

8<: x = (xk) 2 w(X) : limk k
�s
h
M
�
q(�mv xk�l)

r

�ipk
= 0; l 2 X; ve 9 r > 0

9=; ;

co [�
m
v ;M; p; q; s] =

8<: x = (xk) 2 w(X) : limk k
�s
h
M
�
q(�mv xk)

r

�ipk
= 0; 9 r > 0

9=;
ve

l1 [�
m
v ;M; p; q; s] =

8<: x = (xk) 2 w(X) : supk k�s
h
M
�
q(�mv xk)

r

�ipk
<1 ve 9r > 0

9=; :
Baz¬iyi bilinen uzaylarm; v;M; p; q ve s�nin özelleştirilmesiyle aşa¼g¬daki şekilde elde

edilebilir.

a) E¼ger M(x) = x; m = 1; v = (vk) = (1; 1; :::); q(x) = jxj, ve her k 2 N için

pk = 1 s = 0 ise K¬zmaz, (1989) taraf¬ndan tan¬mlanan ve çal¬̧s¬lan c(�); co(�);

l1(�) uzaylar¬elde edilir.

b) E¼ger M(x) = x; m = 0; v = (vk) = (1; 1; :::); q(x) = jxj ve s = 0 ise Maddox

(1970) taraf¬ndan tan¬mlanan ve çal¬̧s¬lan c(p); co(p); l1(p) uzaylar¬elde edilir.

c) E¼ger M(x) = x; q(x) = jxj ; s = 0 ve pk = 1 8k 2 N ise Et ve Esi, (2000)

12



taraf¬ndan tan¬mlanan c(�m
v ); co(�

m
v ); l1(�

m
v ) uzaylar¬elde edilir.

d) E¼ger M(x) = x; m = s = 0; v = (vk) = (1; 1; :::); q(x) = jxj ve her k 2 N için

pk = 1 için ise c; co; l1 klasik dizi uzaylar¬elde edilir.

Temel Sonuçlar

Aşa¼g¬daki teoremleri ispatlayal¬m:

Teorem 3.1. p = (pk) pozitif reel say¬lar¬n s¬n¬rl¬bir dizisi olsun. c [�m
v ;M; p; q; s] ;

co [�
m
v ;M; p; q; s] ve l1 [�

m
v ;M; p; q; s], C üzerinde lineer uzaylard¬r.

·Ispat: ·Ispat¬sadece co [�m
v ;M; p; q; s] için verelim di¼gerleri de benzer şekilde ispat-

lanabilir. x; y 2 co [�m
v ;M; p; q; s] olsun, �; � 2 C olmak üzere

k�s
�
M

�
q

�
(�m

v xk)

r1

���pk
! 0 ( k !1)

ve

k�s
�
M

�
q

�
(�m

v yk)

r2

���pk
! 0 (k !1)

olacak şekilde r1; r2 pozitif say¬lar¬ vard¬r. Şimdi r3 = max(2 j�j r1; 2 j�j r2): M

azalmayan konveks fonksiyon ve q yar¬norm oldu¼gundan

k�s
�
M

�
q

�
�m
v (�xk + �yk)

r3

���pk
� k�s

�
M

�
q

�
�m
v (�xk)

r3

�
+ q

�
�m
v (�yk)

r3

���pk
� Kk�s

�
M

�
q
(�m

v xk)

r1

��pk
+Kk�s

�
M

�
q
(�m

v yk)

r2

��pk
! 0 (k !1)

elde edilir. Dolay¬s¬yla (�xk + �yk) 2 co [�
m
v ;M; p; q; s] elde ederiz. O halde

co [�
m
v ;M; p; q; s] lineerdir.

Teorem 3.2. c [�m
v ;M; p; q; s] ; co [�

m
v ;M; p; q; s] ve l1 [�

m
v ;M; p; q; s] dizi uzaylar¬

h(x) = inf

�
rpn=H > 0 : sup

k
k�s

�
M

�
q(�m

v xk)

r

��
� 1; s > 0;9 r > 0; n 2 N

�

ile paranormlu uzaylar olup, burada H = max(1; supk pk <1) d¬r.
·Ispat: ·Ispat¬sadece co [�m

v ;M; p; q; s] için verelim. Di¼gerlerinin ispat¬da ayn¬yolla

yap¬l¬r. Her x 2 co [�m
v ;M; p; q; s] için h(x) = h(�x) ve h(�) = 0 oldu¼gu aç¬kt¬r.

x; y 2 co [�m
v ;M; p; q; s] olsun. Dolay¬s¬yla

13



sup
k
k�s

�
M

�
q

�
�m
v xk
r1

���
� 1

ve

sup
k
k�s

�
M

�
q

�
�m
v yk
r2

���
� 1

olacak şekilde r1 ve r2 say¬lar¬n¬bulabiliriz. r = r1 + r2 olsun

sup
k
k�s

�
M

�
q

�
�m
v (xk + yk)

r

���

� sup
k
k�sM

�
r1

r1 + r2
q

�
�m
v xk
r1

�
+

r2
r1 + r2

q

�
�m
v yk
r2

��

� r1
r1 + r2

sup
k
k�sM

�
q

�
�m
v xk
r1

��
+

r2
r1 + r2

sup
k
k�sM

�
q

�
�m
v yk
r2

��
� 1:

elde edilir. O halde

h(x+ y) = inf

�
rpn=H : sup

k
k�s

�
M

�
q

�
�m
v (xk + yk)

�

���
� 1; � > 0; n 2 N

�

� inf
�
r
pn=H
1 : sup

k
k�s

�
M

�
q

�
�m
v (xk)

r1

���
� 1; s > 0; r1 > 0; n 2 N

�
+ inf

�
r
pn=H
2 : sup

k
k�s

�
M

�
q

�
�m
v (yk)

r2

���
� 1; s � 0; r2 > 0; n 2 N

�

= h(x) + h(y)

oldu¼gu görülür. Skaler çarp¬m¬n süreklili¼gi için � 6= 0 herhangi bir kompleks say¬

olsun.

h (�x) = inf

�
rpn=H : sup

k
k�s

�
M

�
q

�
�m
v �xk
r

���
� 1; s � 0; r > 0; n 2 N

�
14



= inf

�
(t j�j)pn=H : sup

k
k�s

�
M

�
q

�
�m
v xk
t

���
� 1; s � 0; t > 0; n 2 N

�
Burada t = r

j�j dir. j�j
pn � max(1; j�jH) olmas¬n¬kullanarak

j�jpn=H � (max(1; j�jH))1=H

elde edilir. Dolay¬s¬yla

h(�x) � (max(1; j�jH)1=H : inf
�
tpn=H : sup

k
k�sM

�
q

�
�m
v xk
t

��
� 1; s � 0; t > 0; n 2 N

�

= (max(1; j�jH))1=H :h(x)

elde edilir. Bundan dolay¬h(x) s¬f¬ra yak¬nsad¬¼g¬zaman h(�x) de s¬f¬ra yak¬nsar. O

halde co [�m
v ;M; p; q; s] uzay¬paranormlu uzayd¬r.

Teorem 3.3. (X; q) yar¬normlu tam uzay olsun. Teorem 3.2 de tan¬mlanan h

paranormuyla c [�m
v ;M; p; q; s] ; co [�

m
v ;M; p; q; s] ve l1 [�

m
v ;M; p; q; s] uzaylar¬tam

uzaylard¬r.

·Ispat: ·Ispat¬c0 [�m
v ;M; p; q; s] için yapal¬m. Di¼gerlerinin ispat¬da benzer şekilde

yap¬labilir. (xi); c0 [�
m
v ;M; p; q; s]�da bir Cauchy dizisi olsun. x0 > 0 sabit ve

verilen bir 0 < " < 1 için "
tx0
> 0 ve x0t � 1 olacak şekilde bir t > 0 say¬s¬n¬seçelim

h(xi � xj)! 0 i; j !1

Bu taktirde

h(xi � xj) < "

x0t
; i; j � n0

olacak şekilde bir n0 tamsay¬s¬vard¬r. O halde h �n¬n tan¬m¬ndan

inf

(
rpn=H : sup

k
k�sM

"
q

 
�m
v (x

i
k � x

j
k)

r

!#
� 1; s � 0; r > 0; n 2 N

)
<

"

x0t

ve

sup
k
k�sM

"
q

 
�m
v (x

i
k � x

j
k)

h(xi � xj)

!#
� 1; 8 i; j � n0
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elde ederiz. Buradan

M

"
q

 
�m
v (x

i
k � x

j
k)

h(xi � xj)

!#
� 1; 8 i; j � n0

bulunur. t > 0 için M( tx0
2
) � 1 ile şunu elde ederiz:

M

"
q

 
�m
v (x

i
k � x

j
k)

h(xi � xj)

!#
�M(tx0

2
)

M Orlicz fonksiyonu sürekli oldu¼gundan

q
�
�m
v x

i
k ��m

v x
j
k

�
<
tx0
2
:
"

tx0
=
"

2
:

elde edilir. Bu ise (�m
v x

i) dizisinin (X; q)�da bir Cauchy dizisi oldu¼gunu gösterir.

(X; q)�nun taml¬¼g¬ndan bu dizi X�de yak¬nsakt¬r. Farzedelim ki her k 2 N ve i !

1 için �m
v x

i
k ! xk olsun. Bundan dolay¬ her " (0 < " < 1) için n0 gibi pozitif

tamsay¬vard¬r öyle ki 8i; j � N0 için q
�
�m
v x

i
k ��m

v x
j
k

�
< " olur. M�nin süreklili¼gini

kullanarak

sup
k
k�sM

 
q

 
�m
v x

i � limj!1�
m
v x

j
k

r

!!
� 1

elde ederiz. Böylece

sup
k
k�sM

 
q

 
�m
v x

i ��m
v x

j
k

r

!!
� 1

olur. r�lerin in�mumunu al¬p 8i � n0 ve j !1 olursa

h(xi�x) = inf
�
rpn=H : sup

k
k�sM

�
q

�
�m
v x

i � xk
r

��
� 1; s � 0; r > 0; n 2 N

�
< "

olur. Böylece xi ! x dir. Şimdi (xi) 2 c0 [�m
v ;M; p; q; s] ve (xk) = (xk � xik) + (xik)

oldu¼gundan uzay¬n lineerli¼gini kullanarak (xk) 2 c0 [�m
v ;M; p; q; s] elde ederiz.

Teorem 3.4 Z; l1; c veya c0 uzaylar¬ndan herhangi biri olmak üzere, M1 veM2; iki

Orlicz fonksiyonu olsun. Aşa¼g¬daki kapsamalar sa¼glan¬r.

(a) Z [�m
v ;M1; p; q; s] � Z [�m

v ;M2oM1; p; q; s]

(b) Z [�m
v ;M1; p; q; s] \ Z [�m

v ;M2; p; q; s] � Z [�m
v ;M1 +M2; p; q; s].
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·Ispat: (a) ·Ispat¬sadece Z = co için yapal¬m di¼gerleri benzer şekilde yap¬labilir.

x = (xk) 2 co [�m
v ;M1; p; q; s] olsun. 0 < " < 1 ve r > 0 say¬s¬verilsin.

b = max
�
1; sup

h
M2

�
1

(k�s)1=pk

�ipk�
olmak üzere,

A =

�
k 2 N : k�s

�
M1

�
q

�
�m
v xk
r

���pk
<
"

b

�

olacak şekilde N�nin bir A alt cümlesini seçelim.

yk = (k
�s)1=pkM1

�
q

�
�m
v xk
r

��
al¬n¬rsa ypkk < "

b
< 1 oldu¼gundan yk < 1 dir. Böylece M2 �nin konveksli¼gini kulla-

narak

(M2oM1)

�
q

�
�m
v xk
r

��
=M2

�
yk

(k�s)1=pk

�

� ykM2

�
1

(k�s)1=pk

�
Dolay¬s¬yla

k�s [M2(yk)]
pk � k�s

�
M2

�
yk

(k�s)1=pk

��pk
� k�sbypkk � bypkk < "

elde edilir. O halde (M2oM1)(
q(�mv xk

r
) < " olur. Buradan x = (xk) 2 co [�m

v ;M2oM1; p; q; s]

elde edilir.

(b) ·Istenen kapsama aşa¼g¬daki eşitsizlikten kolayca elde edilir.

k�s
�
(M1 +M2)

�
q

�
�m
v xk
�

���pk

� Kk�s
�
M1

�
q

�
�m
v xk
�

���pk
+Kk�s

�
M2

�
q

�
�m
v xk
�

���pk
:
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Teorem 3.5. M bir Orlicz fonksiyonu olsun, co [�m
v ;M; p; q; s] � c [�m

v ;M; p; q; s] �

l1 [�
m
v ;M; p; q; s] dir ve bu kapsamalar kesindir.

·Ispat: ·Ilk kapsam aç¬kt¬r. ·Ikinci kapsamay¬ispatlayaca¼g¬z. x = (xk) 2 c [�m
v ;M; p; q; s]

olsun. M azalmayan konveks bir fonksiyon ve q bir yar¬norm oldu¼gundan

k�s
�
M

�
q(�m

v xk)

r

��pk
� Kk�s

�
M

�
q(�m

v xk � l
r

��pk
+Kk�s

�
M

�
q

�
l

r

���pk
yazabiliriz. q bir yar¬norm oldu¼gundan bir Kl tamsay¬s¬vard¬r öyle ki q(l) � Kl dir.

Böylece

k�s
�
M

�
q(�m

v xk)

r

��pk
� Kk�s

�
M

�
q(�m

v xk � l
r

��pk
+Kk�s

�
M

�
q

�
Kl

r

���pk
:

elde edilir. Teoremdeki kapsama kesinli¼gini göstermek için aşa¼g¬daki örne¼gi verelim.

Örnek 3.1. Z = C; x = (xk) 2 l1 [�m
v ;M; p; q; s] ;M(x) = x; q(x) = jxj ; s = 0; v =

(vk) = (1; 1; :::) ve her k 2 N için pk = 1 olsun. x = (km) 2 l1 [�m
v ;M; p; q; s] fakat

�m
v k

m = (�1)mm! oldu¼gundan x = (km) =2 co [�m
v ;M; p; q; s] dir. Bu k¬s¬tlamalar al-

t¬nda x = (�1)k dizisini düşünürsek x 2 l1 [�m
v ;M; p; q; s] fakat x =2 c [�m

v ;M; p; q; s]

dir.

Teorem 3.6. Z; l1; c veye c0 uzaylar¬ndan herhangi biri olmak üzere, Z [�m�1
v ;M; p; q; s] �

Z [�m
v ;M; p; q; s] ve ayr¬ca genel olarak i = 1; 2; :::;m � 1 için Z [�i

v;M; p; q; s] �

Z [�m
v ;M; p; q; s] dir.

Bu kapsama ba¼g¬nt¬lar¬kesindir.

·Ispat: ·Ispat¬Z = l1 için verelim. Di¼gerleri de benzer yolla ispatlanabilir. x =

(xk) 2 l1 [�m
v ;M; p; q; s] olsun. O halde

sup
k
k�s

�
M

�
q(�m

v xk)

r

��pk
<1:

M azalmayan konveks bir fonksiyon, q yar¬norm ve �m
v lineer oldu¼gundan

k�s
�
M

�
q(�m

v xk)

r

��pk
= k�s

�
M

�
q(�m�1

v xk ��m�1
v xk+1)

r

��pk
<1:
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� Kk�s
�
M(q

(�m�1
v xk)

r

�pk
+Kk�s

�
M(q

(�m�1
v xk+1
r

�pk
Böylece Z [�m�1

v ;M; p; q; s] � Z [�m
v ;M; p; q; s] dir. Bu şekilde devam edersek i =

1; 2; :::;m � 1 için l1 [�i
v;M; p; q; s] � l1 [�m

v ;M; p; q; s] elde ederiz. Şimdi bu kap-

samalar¬n kesin oldu¼gunu örnekle gösterelim.

Örnek 3.2. Z = C;M(x) = x; q(x) = x; s = 0;8k 2 N için ve v = 1 olsun. x =

(km) dizisini düşünelim, örne¼ginX = c veya l1 için, Z [�m
v ;M; p; q; s]�e ait olsun ama

Z [�m�1
v ;M; p; q; s]�e ait olmas¬n. Yukar¬daki k¬saltmalar alt¬nda x = (xk) = (km�1)

dizisini düşünelim. O halde �mxk = 0 ve �m�1 = (�1)m�1(m� 1)! oldu¼gundan xk
= (km�1) 2 co [�m

v ;M; p; q; s] fakat x = (xk) = (k
m�1) =2 co [�m�1

v ;M; p; q; s] d¬r.

Teorem 3.7.Z; l1; c veya c0 uzaylar¬ndan herhangi biri ve M bir Orlicz fonksiyonu

olsun. O halde

(a) q1 ve q2 iki yar¬normu için, e¼ger q1 yar¬normu q2 yar¬normundan kuvvetli ise

Z [�m
v ;M; p; q1; s] � Z [�m

v ;M; p; q2; s] dir.

(b) 1 � inf pk � pk � 1 olsun. O halde Z [�m
v ;M; p; q; s] � Z [�m

v ;M; q; s] ;

(c) 1 � pk � supk pk � 1 olsun. O halde Z [�m
v ;M; q; s] � Z [�m

v ;M; p; q; s] ;

(d) s1 � s2 olsun. O halde Z = co; c; l1 için Z [�m
v ;M; p; q; s1] � Z [�m

v ;M; p; q; s2]

dir.

·Ispat: Teoremin ispat¬okuyucu taraf¬ndan kolayl¬kla yap¬labilir.
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